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Il presente testo è stato digitalizzato nell’ambito del progetto “Edizione nazionale delle opere di
Federigo Enriques”

promosso dal
Ministero per i Beni e le attività Culturali
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PREFAZIONE





Queste Lezioni trattano delle superficie razionali, incomin­
ciando dalle superficie del secondo e terz’ordine e da quelle del 
quart’órdine dotate di curva doppia, ed elevandosi, a grado ai 
grado, ad argomenti superiori: superficie con un fascio di curve 
razionali, superficie a sezioni piane di genere zero ed uno, classi­
ficazione del Bertini delle involuzioni del second’ordine nel pia­
no, piani doppi di Clebsch-Noether ecc. fino al teorema sulla 
razionalità delle involuzioni piane d’ordine ,qualunque. Qui ci si 
arresta di fronte ai teoremi che caratterizzano le superficie razio­
nali mediante l’annullamento dei generi e che appartengono alla 
teoria generale delle superficie algebriche.

Ordinare, questa materia, in rapporto alle esigenze della scienza 
d’oggi, implicava non soltanto di riprendere ed esporre i classici 
teoremi di Cremona, Clebsch, Bertini ecc., che risalgono ad oltre 
mezzo secolo indietro, ma anche di metterli a punto secondo le 
vedute più moderne e di sottoporli ad una revisione critica per 
supplire a dimostrazioni che lasciavano lacune talvolta gravi, ri­
stabilendo in via diretta la certezza di resultati verificati non di­
rado attraverso il confronto con teorie diverse e più elevate.

È mio dovere dichiarare che in questo lavoro di coordinazione 
e di revisione mi sono valso delle lezioni, che su questi argomenti 
ha svolto, durante più anni successivi, il prof. F. Enriques alla 
R. Università di- Roma, dalle quali in particolare ho attinto le 
nuove dimostrazioni che si riferiscono alla classificazione delle 
involuzioni del second’ordine di Bertini, ai piani doppi razionali, 
nonché la semplificazione notevole che l’uso del principio di con­
tinuità permette di portare alla dimostrazione della razionalità 
delle involuzioni piane d’ordine qualunque, quale si trova esposta 
nell’ultimo capitolo del libro.



Vili prefazione

In accordo colle vedute del mio Maestro si riconoscerà una 
nuova considerazione dei, problemi anche nelle parti più elemen­
tari di questo trattato: per esempio, in quanto concerne le super­
ficie razionali del quart’ordine, si imponeva di presentarne lo 
studio sotto un aspetto più moderno, collegandole ampiamente 
alle vedute iperspaziali e guardandole secondo il concetto maturo 
che abbiamo oggi della geometria algebrica.

Per quel che concerne il mio contributo originale ad alcune 
parti del libro mi sia consentito ricordare le ricerche, ispirate al 
concetto di riconoscere nel modo più largo il principio supremo 
della continuità, che domina lo studio del campo algebrico; e così 
specialmente le due memorie sui casi limiti dei fasci d ’Halphen, 
nonché la nota che concerne le superficie comuni alle due famiglie 
di quartiche razionali con punto doppio, scoperte da Noether. 
Aggiungasi il complemento critico portato alla riduzione dei pia­
ni doppi razionali, la nota sulla bisezione della serie canonica 
sopra gli enti di genere quattro eoo.lavori che, al loro luogo, 
vengono citati nel testo. Mi auguro che queste lezioni, cui ho de­
dicato lunghi anni di lavoro, ricevano buona accoglienza dai do­
centi di Geometria e dai giovani che si preparano ad approfondire 
questo ramo delle Matematiche. A questi ultimi non sarà inutile 
fermare il pensiero sui problemi e sulle idee onde mosse lo spirito 
creatore di Luigi Cremona, da cui la scuola italiana ha tratto 
impulso ai più alti sviluppi: giacché la rappresentazione piana 
delle superficie più elementari comunica a chi la studia per la 
prima volta una certa commozione dell’animo come promettente 
scoperta; e l’approfondimento di tale studio implica un esercizio 
fecondo, che allarga le idee, potenzia i metodi di ricerca ed educa 
il gusto dello studioso traverso l’esame di casi speciali interes­
santi, mercè i quali si riesce anche a cogliere il senso profondo 
delle dottrine più astratte. In particolare è questa la migliare 
preparazione per chi voglia affrontare, e comprendere nella sua 
genesi, la teoria generale delle superficie algebriche rispetto alle 
trasformazioni birazionali.

F. Conforto
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Capitolo I

LE QUADRIGHE

1. Rappresentazione piana della quadrica.

La proiezione stereografica della sfera, usata a scopi astrono­
mici e geografici da Tolomeo nel suo Planisfero e forse ancora 
prima da Ipparco, è nella storia della scienza il primo caso di' 
rappresentazione piana di una superficie.

Ma il concetto di studiare le curve algebriche tracciate su di 
una superficie algebrica, mediante la sua rappresentazione piana, è 
molto posteriore; per rintracciare i primi passi di questa dottrina, 
che successivamente si è allargata fino a divenire una teoria gene­
rale delle superficie razionali, occorre risalire a J. Pluecker (1847), 
a M. Chasles e ad A. Cayley (1861), che insegnarono ad usare per 
tale scopo la rappresentazione piana della quadrica.

La rappresentazione piana di una quadrica irriducibile P2 
della spazio ordinario S3 si ottiene proiettando da un punto 0 di 

i punti della quadrica sopra un piano x. Così viene a stabilirsi 
una corrispondenza biunivoca fra i punti del piano x ed i punti di 
IL ; infatti il raggio che proietta da 0 un punto generico P di IL 
incontra il piano in un unico punto P', corrispondente di P. Vice­
versa, un punto generico P' del piano è proiezione di un unico 
punto di IL, giacché il raggio OP' incontra la quadrica oltre che 
in 0 in un unico punto P.

Nella proiezione di IL da 0 su x vi .sono delle eccezioni, che 
s importa subito rilevare. Se ad un punto P' del piano x corri­

sponde su IL più di un punto, ciò significa che la retta OP' ha 
almeno tre intersezioni con la quadrica e quindi giace per intero 
su di essa. Le eccezioni sul piano x si hanno perciò solamente in 
quei punti, i quali sono intersezioni del piano x con rette di IL, 
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passanti per 0. Poiché per 0 passano due generatrici a e b della 
quadriea (reali o immaginarie), avremo nel piano r. due punti 
A e B eccezionali per la corrispondenza, nel senso che a ciascuno 
di essi non corrisponde un punto della quadriea, ma un’intera 
retta.

Passiamo ai punti eccezionali su F2. Sulla quadriea, qualunque 
punto P può essere congiunto ad 0 mediante una retta, la quale 
diviene indeterminata solamente se P coincide con 0. Il punto 0 
è perciò l'unico punto eccezionale su F...

Le eccezioni, delle quali abbiamo constatato l’esistenza, devono, 
per quanto è possibile, essere rimosse con considerazioni di conti­
nuità. Nell’intento di esaminare la eccezione presentata dai punti 
A e B, supponiamo tracciata sopra F„ unp curva y- la quale incon­
tri la generatrice a in un punto T. Proiettando da 0 i vari punti 
di y, otteniamo la curva Y nel piano ~. Un punto P mobile su Y- 
ha come corrispondente un punto P’, mobile su Y • Vediamo cosa 
succede quando P si avvicina a T, cioè il raggio OP tende ad a. 
Il punto P' su Y si avvicinerà al punto A in una certa direzione t, 
tangente alla curva Y m A, ed il raggio OP tenderà a disporsi nel 
piano tangente ad F., in T, sicché P' starà al limite sulla traccia 
di questo piano tangente su La tangente t a Y in A è perciò la 
traccia sul piano r. del piano tangente alla quadriea nel punto 
comune a y e ad a.

Se ora si fa variare la curva y su Fin maniera però da pas­
sare sempre per T, vediamo che a tutte queste curve corrispondono 
su - delle curve, che in A hanno la medesima tangente t. Infatti 
il punto infinitamente vicino a T su ognuna di queste curve, giace 
sempre sul piano tangente a F„ in T, e questo porta che la sua 
proiezione stia sopra la traccia di questo piano su ir. In altre 
parole : a curve di F2 passanti per T corrispondono curve di ~ con 
la medesima tangente t in A.

Ciò che si è fatto per il punto T si può ripetere per qualunque 
punto di a. Così si genera una corrispondenza fra le direzioni delle 
rette uscenti da A ed i punti T di a, in cui al punto T generico di 
a corrisponde la retta t per A, traccia su rr del piano tangente a 
F, in T. La corrispondenza è biunivoca ed algebrica f d è quindi 
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ima proiettività, che non può essere degenere, se F2 è una quadriea 
generica. Se infatti la proiettività di cui si discorre fosse dege­
nere, in ogni punto di « esisterebbe lo stesso piano tangente ad F2, 
che dovrebbe perciò essere un cono. Usando il linguaggio infinite­
simale potremo esprimere il risultato ottenuto così: Nella proie­
zione da 0 di F2 su 7. ai punti delle generatrici a e b corrispon­
dono i punti infinitamente vicini ad A e B, costituenti i loro rispet­
tivi intorni del primo ordine.

Volgiamoci ora a considerare il punto 0 di F„, che, come si è 
visto, è eccezionale per la corrispondenza. Una curva y, che passi 
per 0, abbia come immagine la curva Indichiamo con t la tan­
gente a y in 0. Adottando questa volta senz’altro il linguaggio 
infinitesimale, osserviamo che il punto di f, infinitamente vicino 
ad 0, giacente cioè su t, ha una proiezione ben determinata nel 
■punto d’intersezione T della retta t con il piano n. Il punto T 
giace anche sulla traccia del piano tangente in 0 ad F.,, che non 
è altro che la retta AB, essendo il piano tangente in 0 ad Fil 
piano che contiene le generatrici a e b. Se ora y varia su F2 con­
servando però la tangente t in 0, varierà, nel piano x, passando 
sempre per il punto T di AB. La tangente t può essere una gene­
rica delle oc1 tangenti uscenti dal punto 0 e vediamo così nascere 
una corrispondenza tra le tangenti t in 0 ed i punti T della retta 
AB, traode di queste tangenti sul piano ~. Questa corrispondenza 
è una prospettività e potremo pertanto enunciare: i punti della 
retta AB corrispondono prospettivamente ai punti dell’intorno di 
primo ordine del punto 0: l’omologo di un punto T di AB è il 
punto infinitamente vicino ad 0, sulla retta t che eongiunge T 
con 0.

Riassumendo, possiamo dire ehe la corrispondenza fra il piano 
e la quadrici! è generalmente biunivoca con l’eccezione di punti, 
ehe assumono il nome di punti fondamentali, cioè: un punto fon­
damentale sopra la quadriea, che cade nel centro 0, e due punti 
fondamentali A e B sul piano, ehe sono le tracce delle genera­
trici a e b passanti per 0. Ad un punto fondamentale corrisponde 
una retta e vi è proiettività fra i punti propri di questa ed i punti 
infinitamente rìcini a quello, costituenti il suo intorno del primo 
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ordine. Soltanto nel caso del cono vedremo come la proiettività 
fra l’intorno, di A e la generatrice corrispondente a diventi de­
genere.

2. Immagini delle sezioni piane 
e delle curve di dato ordine tracciate sopra la superficie.

La sezione di F-, con un piano generico è una conica. La proie­
zione di questa conica da 0 ei dà sui piano ancora una conica, tut­
tavia non qualunque, giacché la sezione piana generica incontra 
in un punto le generatrici «eòe di conseguenza l’immagine della 
sezione piana passa per i punti A e B. Viceversa, una conica C2 
per A e B è sempre immagine di una sezione piana ; infatti tre 
punti generici P', Q', lì' di essa saranno immagini di tre punti 
P, Q, R della F2, per i quali passerà un piano, intersecante la F„ 
secondo una conica C2. L’immagine di Ç» è necessariamente la C2 
dovendo essere una conica per A, B, P', Q', R'.

Concludendo : Le sezioni piane di F., hanno come immagini le 
coniche del sistema lineare oo3, che ha come punti hase i punti fon­
damentali. A e B.

(’) La parola « fuori » è adoperata, qui in senso' largo, senza escludere ehe 
per particolari coniche per A e B, qualcuno dei punti d’intersezione vada a 
cadere infinitamente vicino ad A, avendosi dunque una tangente comune 
alla C' ed alle dette coniche.

La conoscenza delle immagini delle sezioni piane permette age­
volmente di determinare in maniera sistematica tutte le curve 
gobbe giacenti su F„.

Se sulla F2 esiste una curva C di ordine n, essa ha n punti 
d'intersezione con la generica sezione piana, ai quali corrispon­
deranno n punti d’intersezione della sua immagine C con la co­
nica generica per A, B, fuori Q) dei punti fondamentali A e B.

Per trovare le curve gobbe di un dato ordine n, apparte­
nenti ad F.,, dovremo perciò ricercare le curve del piano n che 
hanno n intersezioni variabili (fuori dei punti base) con le co­
niche per A e B.

Questo principio permette già di ritrovare nella rappresen- 
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fazione piana le rette della quadrica. Infatti le rette di F2 hanno 
come immagini delle curve che intersecano in un punto variabile 
le coniche per A. e lì. Si conclude da qui immediatamente che su 
F, esistono due sistemi di rette, le cui immagini sono le rette 
di passanti rispettivamente per il punto A ed il punto B. Le 
rette per A (o B) sono immagini di rette della F2, incidenti ad 
a (o b) e rappresentano quindi rette della F2 appartenenti al 
sistema che contiene b (o a).

Ma veniamo alle curve propriamente gobbe, prime tra le quali 
si presentano le cubiche gobbe. Se sulla F., esistono delle cubi­
che gobbe, non passanti per 0, le loro immagini devono essere 
curve del terzo ordine, aventi tre intersezioni variabili ebn le 
coniche per A e B. In altre parole, tre delle intersezioni di queste 
cubiche bon le coniche devono essere assorbite dai punti base. 
Così per le cubiche irriducibili si avranno due possibilità: cubiche 
con A doppio e B semplice e cubiche con A semplice e B doppio, 
o, eoMe si usa scrivere :

C3(A'-B) e CS(AB2).

Le cubiche gobbe particolari passanti per 0 sono invece rap- • 
presentate dalle coniche passanti per A o per B, cui si aggiunge­
rebbe la retta fondamentale AB, immagine del punto 0-, invero se 
la , pa*<a  per 0. essa viene proiettata da 0 secondo un cono 
quadrico.

Dalla rappresentazione piana delle cubiche gobbe di F2 rica­
viamo subito : le cubiche gobbe di F„, che hanno come immagini le 
(L(A-B') incontrano in un punto le generatrici rappresentate dalle 
reffe pei- -1. cioè le generatrici del sistema a cui appartiene b, ed 
in due punti le generatrici del sistema a cui appartiene a.

Così le cubiche gobbe appartenenti alla quadrica F.. si distri­
buiscono in due famiglie : quelle di una famiglia hanno per bise­
canti le generatrici di un sistema ed unisecanti quelle dell’altro.

Si osserverà che due cubiche gobbe della stessa famiglia si 
segano in quattro punti e due cubiche gobbe di famiglie diverse in 
cinque punti: tante sono infatti le intersezioni delle due cubiche 
immagini sul piano fuori dei punti A e B.
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Osservazione. - Le cubiche di ir che possiedono A o B come 
cuspide sono immagini di cubiche gobbe tangenti alla genera­
trice a o b.

Nota. - Per mezzo della rappresentazione piana di una qua- 
drica è facile dimostrare che per ogni punto 0 dello spazio passa 
una corda di una cubica gobba Ks .

Si osservi a questo scopo che per la K3 passano oo2 quadriche : 
infatti le quadriche dello spazio sono co0 (dipendendo dai mutui 
rapporti dei 10 coefficienti dell’equazione), e una quadriea per 
sette punti della Ks la contiene completamente. Ciò posto, consi­
deriamo una quadriea F„ che contenga la Ks ed il punto 0 : nella 
rappresentazione piana della F„, ottenuta per proiezione dal pun­
to 0, la K3 diviene una cubica con un punto doppio in un punto 
fondamentale A; ed il punto A è l’immagine di una retta per 0, 
bisecante la K3.

Passiamo a determinare le quartiche tracciate sulla F.,. 
Le A,, che non passano per 0, sono rappresentate da quartiche 
del piano rr, che hanno quattro intersezioni variabili con le coniche 
per A e B. Ciò significa che quattro intersezioni di queste quarti- 
che devono essere assorbite in questi punti base. Avremo perciò 
le seguenti famiglie di quartiche, immagini di altrettante famiglie 
di quartiche gobbe (irriducibili) tracciate sulla F.. :

famiglia delle C.t(AB3) 
famiglia delle C.^A-B2) 
famiglia delle Cl(A3B).

Appare, di qua che le quartiche gobbe della F2 si dividono 
in due specie:

I) quartiche gobbe di prima specie, rappresentate dalle 
C4(A2B2), le quali sono bisecate dalle generatrici della F,, e

II) quartiche. gobbe di seconda specie, rappresentate dalle 
C'4(AB3) e dalle Ci(A3B'), per le quali .le generatrici di u'n sistema 
della F, sono unisecanti, mentre l.e generatrici dell’altro sono tri­
secanti.

Le quartiche gobbe, di prima specie appartengono tutte ad una 
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stessa famiglia; le quartiehe gobbe di seconda specie si dividono 
invece in due famiglie distinte.

È facile mostrare che le quartiehe gobbe di prima specie si 
possono anche definire come le intersezioni complete della quadriea 
F.. con le quadriehe dello spazio. Sia infatti F 2 una quadriea gene­
rica. Essa interseca la F2 in una quartica gobba Kche è di prima 
specie: invero la F-, sega le rette a e b in due punti e quindi la 
immagine della K4 è una curva del quart'ordine che passa dop­
piamente per A e B. Inversamente, sia data sulla F„ una generica 
Â’., di prima specie. Vogliamo dimostrare che essa è segata sulla F2 
da una seconda quadriea. Osserviamo, a questo scopo, ehe l’imma­
gine della K4 è una Ci(,A2B2), la quale risulta determinata da otto 
suoi punti generici Alt A2, ..., As: infatti il sistema di tutte le 
C4(A-B-') dipende linearmente da 14 — 3—3 = 8 parametri. Si 
consideri ora una quadriea F2 (diversa dalla F.,), la quale passi 
per gli otto punti le cui immagini sono A„ A,, ..., As: la F2 in­
tersecherà la F., in una quantica di prima specie, la cui immagine 
(passando per Alt A2, ..., As e doppiamente per A e B) coincide 
con la C4(A2B2) immagine della K.t. Le quadriehe F., ed F^ si 
intersecano dunque secondo la K4.

Riassumendo, possiamo dire: le curve, intersezioni complete di 
una quadriea F., con le altre quadriehe dello spazio, sono tutte e 
sole quartiehe gobbe di prima specie, tracciate sulla F„.

Se si interseca la F2 con una quadriea generica Fla interse­
zione completa è una quantica di prima specie, la quale risulta di 
genere uno, essendo rappresentata da una quartica con due punti 
doppi. Ma la F2 può, in particolare, toccare la F2 in un punto P : 
le due generatrici della F2, passanti per P, segano allora la K4 in 
due punti coincidenti nel punto P, il quale risulta doppio per la 
A',, essendo in esso indeterminata la tangente della K4. In questo 
-■aso la A", è rappresentata sul piano da una C'4(A-B2), la quale ha 
un punto doppio nel punto immagine di P, risultando così di ge­
i-re zero. Inversamente, è facile dimostrare che una quartica ca­
dmiai.’, la quale abbia come punti doppi i punti A, B ed un terzo 
, unto P’ di T., è immagine di una quartica di prima specie segata 
sulla F2 da una quadriea, toccante la F2 nel punto P omologo di P’.
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Possiamo dunque dire : Le quartiche gobbe di prima specie di 
una F., sono generalmente di genere uno; esistono però delle quar­
tiche gobbe di prima specie dotate di un punto doppio e quindi 
razionali, le quali si ottengono intersecando la F„ con una qua- 
drica che la tocchi in un punto-

Quanto alle quartiche gobbe di seconda specie, esse sono tutte 
razionali e, escluso il caso in dui acquistino un punto doppio di­
ventando anche di prima specie, la F„ è l’unica quadrica che le 
contiene. Le nominate quartiche si ottengono segando la F2 con 
superficie cubiche contenenti due generatrici della F2, che appar­
tengano allo stesso sistema (*).

Chiudiamo con ciò la nostra trattazione delle quartiche giacenti 
sopra una quadrica. Proponiamo al lettore le seguenti questioni :

Quale è l'immagine di una quartica di prima o di seconda 
specie :

a) passante per il punto 01
b) passante per il punto 0 e tangente ivi alla retta ad

Quale è l’immagine di una quartica, tracciata sulla quadrica. 
con rm punto doppio sopra la retta al (Lo studioso richiami le 
nozioni elementari sulle singolarità).

Osservazione. - La classificazione delle quartiche appartenenti 
ad una quadrica in quartiche di prima e di seconda specie trae con 
sè una classificazione di tutte le quartiche gobbe dello spazio. In­
fatti ogni quartica gobba Il4 è contenuta in (almeno) una qua­
drica : basta infatti che una quadrica contenga nove punti della 
Kt perchè la contenga per intero e per nove punti passa sempre 
(almeno) una quadrica. Si può dunque definire in generale la 
quartica gobba di prima specie come quella curva che è comune a 
due e quindi, ad infinite quadriche costituenti un fascio. Invece la 
quartica gobba di seconda specie (senza punti doppi) appartiene 
solamente ad una quadrica.

.(’) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teona geometrica delle equa­
zioni e delle funzioni algebriche, Bologna 1924 (in seguito citata con Teoria...). 
Vol. II, Lib. HI, Cap. II, pagg. .145-46.
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Per quanto riguarda le curve tracciate su F„, il cui ordine è 
maggiore di quattro, osserviamo che in generale le curve d’ordine 
n tracciate sulla F„ saranno rappresentate sul piano da curve 
d’ordine n, passanti per A e B con molteplicità r ed s, tali che 
r + s = n. Le immagini delle curve irriducibili d’ordine n della 
F„ si distribuiscono dunque in n — 1 famiglie :

ed è facile dimostrare che le intersezioni complete della F2 con 
le superficie d’ordine m sono rappresentate dalle curve:

Ma non ci infingeremo su ciò.

Mostreremo piuttosto come la rappresentazione piana della 
quadrica possa servire allo studio della residua intersezione della 
F2 con un'altra superficie, quando queste due superficie abbiano 
una parte comune conosciuta.

Senza dare su questo argomento una trattazione generale, for­
niremo alcuni esempi atti ad illustrare il partito che si può trarre 
dalla rappresentazione piana della F„.

a) Dimostreremo la seguente proposizione: Se due quadriche 
hanno a comune una retta d, esse si intersecano ulteriormente in 
una cubica gobba Ji3, per la quale la retta d è corda.

Infatti, riferendoci alla rappresentazione piana di una delle 
due quadriche mediante coniche per due punti fondamentali A 
e B, sappiamo che l’immagine della intersezione completa delle 
due quadriche deve essere una quartica C4 con A e B doppi; se 
quindi l’immagine della retta comune d è una retta d' per A, l’im­
magine della Fs residua deve essere una cubica piana Ks, pas­
sante doppiamente per B e semplicemente per A ■ e la interseca 
la d' in due punti, che sono immagini di due punti comuni alla 
d ed alla K3.

In modo analogo si può dimostrare :
ò) Se una quadrica F2 ed una superficie cubica F2 hanno a 

comune una cubica gobba K3, esse si intersecano ulteriormente 
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in una cubica gobba L3 appartenente all’altra famiglia ed inteì - 
secante la prima in 5 punti.

Nella solita rappresentazione piana della F2 sia K3 (A2B) l’im­
magine della K3. L’immagine della intersezione completa della 
Fcon la F3 è una sestica C'„. passante triplamente per A e B, 
la quale deve contenere la K3(,A~B). La C'„ è quindi spezzata nella

(A2B) ed in una Ls (AB2'), che è immagine della cubica gobba 
L3 di F.,. Risulta così evidente, dalla rappresentazione piana, che 
L3 e K3 appartengono a famiglie diverse e s'intersecano in cinque 
punti.

Dimostriamo infine che :
. c) Una superficie del quart’ordine F.„ passante doppiamente 

per una cubica gobba Ji3, ed una quadrica■ F,, contenente la K3, 
si segano ulteriormente in una coppia■ di rette sghembe, corde della 
cubica gobba K3.

Infatti l’immagine della intersezione completa della Fcon la 
F4 è una linea dell’ottavo ordine passante quattro volte per i 
punti A e B; se Ks (A2B) è l’immagine della Ks, la nominata linea 
si spezza nella K3 (A2B) contata due volte ed in una residua conica, 
la quale — dovendo passare doppiamente per B — si riduce a 
due rette uscenti da B ; e queste due reite sono immagini di due 
corde della Ks, intersecando in due punti la sua immagine 
K'^B).

3. Rappresentazione piana del cono quad rico.

Anche se la quadrica F., è un cono, essa può venir rappresen­
tata su di un piano per proiezione da un suo punto 0. In questo 
caso però i due sistemi di generatrici vengono a coincidere e la 
generatrice b diventa così infinitamente vicina alla generatrice a. 
Corrispondentemente il punto B=A1 si avvicina indefinitamente 
al punto A e quindi : Le sezioni piane del cono F,, hanno come im­
magini le curve del sistema lineare oc3. costituito dalle coniche che 
passano per il punto A con la tangente fissa o =AA„ traccia del 
piano tangente al cono nel punto 0.

I punti della retta AA1 sono, come nel caso generale, in corri­
spondenza proiettiva con i punti dell’intorno di Oj ad ogni punto
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T di AA, corrispondendo il punto infinitamente vicino ad 0 sulla 
tangente TO.

Consideriamo i due punti fondamentali A e Av Le coniche del 
sistema lineare | C rappresentativo del cono, non si distinguono 
nell'intorno del primo ordine di A (passando tutte per il punto 
infinitamente vicino A.,), ma si distinguono invece nell’intorno di 
primo ordine di Au che riesce del secondo ordine per A ; e preci­
samente per ogni punto P dell'intorno di primo oreline di Ax, ne 
passa una rete, che varia al variare del punto P. Ne viene che 
l'intorno di primo ordine di A, rappresenta una linea fondamen­
tale del cono F.,. La nominata linea è una retta, giacché ogni 
conica del sistema lineare | C | passa una sola volta per l’intorno 
del primo ordine di A, ; e questa retta, proiettandosi.in un punto, 
passa necessariamente per O- Troviamo dunque ehe l’intorno di 
primo ordine del punto fondamentale At. (che è di secondo ordine 
rispetto ad A) rappresenta, la generatrice del cono, _pass.ap.te. p£r 
il centro di proiezione 0.

Consideriamo ora l’intorno di primo ordine di A. Il sistema 
lineare contenuto in 1 C | e determinato da un punto generico 
P di questo intorno, è costituito dalle oo! coniche spezzate in due 
rette per A : e risulta così indipendente dalla scelta del punto P.

- viene che l’intorno di A (fatta eccezione del punto A,) rappre­
senta l’intorno del vertice del cono F, : infatti solamente per il 
vertice del cono avviene che le oo2 sezioni piane per esso siano 
spezzate in due generatrici.

Anche per il cono la conoscenza delle immagini delle sezioni 
piane permette di determinare agevolmente tutte le curve gobbe 
di dato ordine n giacenti sulla superficie. Queste curve sono in­
fatti rappresentate dalle curve del piano, che hanno n interse­
zioni variabili (fuori dei punti base) con le coniche per A e Av 
ossia dalle curve d’ordine n, passanti per A e A, con molteplicità 
r ed s, tali che r + s — n. Qui però occorre osservare che — 
essendo B = Ax infinitamente vicino ad A — è necessariamente 
s < r.

Le curve del tipo C„ (A1' A/) sono immagini di curve Kn,

L
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le quali passano r— s volte per il vertice e sono s - secanti le 
generatrici del cono : infatti le curve C„ (A’’A*)  passano per r 
punti dell ’intorno di A, dei quali s cadono in Au ed r — s corri­
spondono a rami delle Kn passanti per il vertice del cono; le rette 
per A segano poi le C'„(A’’A“) (fuori di A) in n — r = s punti, 
immagini di s punti comuni alle K„ ed alle generatrici del cono.

4. Risoluzione parametrica dell’equazione F8(sc, y, s) = O.

La rappresentazione punto per punto sul piano di una qua-
drica F2(x, y, s) — 0, che abbiamo ottenuto mediante proiezione 
da un suo punto 0, si traduce algebricamente nella ^soluzione
dell’equazione F2(x, y, z) = 0 mediante tre funzioni razionali di

Da queste proprietà generali, discendono come casi particolari 
le seguenti proprietà, relative alle cubiche ed alle quantiche gobbe, 
appartenenti ad un cono :

• 1) Sopra un cono quadrico esiste una unica famiglia di cubi­
che gobbe, le quali passano per il vertice e sono unisecanti le gene­
ratrici.

• 2) Le quantiche gobbe di un cono quadrico sono in generale 
qaortiche gobbe di prima specie e di genere uno, le quali non 
passano per il vertice e bisecano le generatrici; in particolare 
quantiche gobbe passanti doppiamente per il vertice, le quali sono 
segate (fuori del vertice) in un punto da ogni generatrice.

Se il cono si rappresenta sul piano mediante le coniche pas­
santi per due punti A e Bs A1; infinitamente vicini, si ha che':

» 1) La famiglia delle cubiche gobbe del cono è rappresen­
tata dal sistema lineare oo4 5 * delle C3(A2 AJ;

« » 2) La famiglia delle quartiche gobbe ellittiche è rappre­
sentata dal sistema lineare oos delle C< (A2 A,) (quantiche, che 
hanno in A un tacnodo con la tangente tacnodale AAJ, mentre la 
famiglia delle quartiche razionali con punto doppio, che rientra 
come caso particolare nella precedente ed insieme nella famiglia 
delle quartiche di seconda specie dello spazio, è rappresentata dal 
sistema lineare 7 delle C4(ASA1).
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due parametri u e v :

_ V]
X ~ V) ’

?/«, v)_
?<>(", V)’

_<f3(U, v)
Z~^Tu, v)>

dove u e v risultano a lor volta univocamente, e perciò razionalmente, 
esprimibili in funzione delle coordinate x, y, z del punto corri­
spondente della F2. In breve si può dire che la rappresentazione 
piana della superficie F, mostra che questa superficie è razionale 
(proprietà che è ben lungi dall’essere verificata per una superficie 
algebrica qualsiasi). Qualora l’equazione-della superficie F, venga 
espressa in coordinate omogenee x0, x1} x2, x3 (sostituendo dunque 
x, y, z con -1, —, — e moltiplicando per <r3), e si ponga an a- 

***n æo
1 tt, . , ,logamente n—v= —, la sua rappresent azhmg vien data 

"0 —*-------------
dalle formule:

Xq : Xj : x2 : x3 = ç0 : : ç3

dove le <p j(i = 0, 1, 2, 3) sono forme di secondo grado nelle varia­
bili omogenee u0, nx, u.J Qui giova avvertire che se si prendono 
ad arbitrio quattro forme omogenee di secondo grado <p0, çlt ç,, ç3 
e si pone:

®4 = ?<, (*  = 0, 1, 2, 3)
si ottiene sempre la rappresentazione parametrica di una super- 
eie algebrica F, rappresentata punto per punto sul piano », v. 
Ma questa F è in generale una superficie del quarto ordine, giac­
ché una retta, intersezione di due piani, ha con essa a comune 
quattro punti, come le coniche, immagini delle loro sezioni. Per 
avere una quadrica F2 bisogna prendere le forme <p0, <p1; <s2! <?3 
in modo che rappresentino quattro coniche (linearmente indipen­
denti) che abbiano due punti a comune. Il sistema lineare definito 
da queste coniche, che così viene assunto a priori, sarà il sistema 
delle immagini delle sezioni piane di F2j il suo grado, numero 
delle intersezioni variabili di due coniche, essendo l’ordine della 
superfìcie F2.

Esercizi. - I. La superficie:
ax -+- by -u cz 4- aua;’ 4- 2a12xy 4- a2iy*  4- 2alirz 4- 2a.3yz ~ 0 
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è una qualifica, passante per il punto all 'infinito iteli asse delle z, 
che può essere rappresentata sul piano z = 0 per proiezione (orto­
gonale) da questo punto. Scrivere le formule della rappresenta­
zione parametrica.

II. La superfìcie :
<tx" -+■ byl -+- cz- = d

è una quadrica, che può rappresentarsi sul piano z — 0, per proie­
zione da uno dei suoi punti d’intersezione con l’asse z. Scrivere 
le formule della risoluzione parametrica ed osservare che esse 
contengono nei coefficienti una irrazionalità quadratica, cioè la 
1/-. Discutere le formule dal punto di vista della realità.
r c

Nota storica. - Un caso particolare della rappresentazione 
piana di una quadrica fu considerato da Tolomeo nel suo « Pla­
nisfero », e forse anche prima da Ipparco, nello studio della proie­
zione stereografica della sfera a scopi astronomici e geografici (*).

La rappresentazione piana di una quadrica qualsiasi e l’idea 
■ di adoperarla per determinare le curve gobbe algebriche giacenti

p) La proiezione stereografica consiste, come è noto, nella proiezione della 
sfera dal polo nord sopra nn piano parallelo all’equatore; essa gode della 
proprietà di mutare cerchi in cerchi e di conservare gli angoli col loro senso. 
In base a quanto conosciamo, la prima proprietà riesce per noi evidente: 
infatti le due rette appartenenti alla sfera, che partono dal centro di proie­
zione sono le due rette isotrope e<| incontrano il piano, su cui si eseguisce 
la proiezione, nei due punti ciclici. In altre parole, i due punti fondamentali 
leU della nostra trattazione generale sono i punti ciclici del piano a, sicché 
le coniche per A e B, immagini dei cerchi sezioni piane della sfera, sono 
ancora cerchi.

Per dimostrare la seconda proprietà, osserviamo che nella proiezione 
stereografica della sfera il fascio delle tangenti in un punto-ed il fascio delle 
proiezioni sono direttamente uguali: ciò consegue immediatamente dal fatto 
che le generatrici della sfera (che sono rette isotrope) uscenti da un punto P 
si mutano nelle rette isotrope uscenti dal punto P'} immagine di P. 
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su di essa è però molto posteriore : si trova in J. Plücker (1) 
(1847), M. Chasles (* 2) ed A. Cayley (3) (1861).

(4 * * *) Cfr. J. Plücker: Die analitysche Geometrie der Kurven auf den 
Flächen zweiter Ordnung und, Klasse; «Journal für Mathematik», Bd. 
34, 1847.

(2) Cfr. M. Chasles: Théorie analytique des courbes à double courbure
des tous les ordres tracées sur l’hyperboloïde à une nappe, « Comptes Rendus ».
T. 53, 1861.

(8) Cfr. A. Cayley : On the curves situated■ on a Surface of the Second■
Order, «Phil. Mag.», T. 22, 1861.

(4) Cfr. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria... Vol. Ill, Lib. V. Cap. Ill,
pag. 214 e segg. e pag. 237.

La scoperta delle quartiehe gobbe (di seconda specie) che non 
sono intersezione di due quadriche, dovesi in ispecie a G. Salmon 
(1849). Queste quartiehe gobbe di seconda specie hanno formato 
poi oggetto di studio approfondito da parte L. Cremona e di 
E. Bertini (‘).

5. Trasformazioni quadratiche dello spazio.

Come diretta applicazione della rappresentazione piana delle 
quadriche ci proponiamo di determinare le trasformazioni alge­
briche e biunivoche, e perciò birazionali, di uno spazio 8 in uno 
spazio 8' (eventualmente coincidente con 8), nelle quali al sistema 
dei piani di 8' corrisponde proiettiv.amente. un sistema lineare <x>3 
di quadriche (irriducibili) di 8. Queste trasformazioni si dicono 
trasformazioni quadratiche o del secondo ordine e furono incon­
trate da L. Cremona, da A. Cayley e da M. Noether nelle loro 
prime ricerche sulle trasformazioni birazionali dello spazio.

Consideriamo nello spazio 8(.r, y, z) un sistema lineare tripla­
mente infinito ■ F | di quadriche irriducibili e poniamo una pròiet- 

«tività tra il sistema lineare t»3 delle quadriche di \ F | ed il si­
stema oo’ dei piani dello spazio S'(x', ?/, z'). Si ottiene così una 
trasformazione (univoca) T, precisamente una trasformazione qua­
dratica, che fa passare dallo spazio 8 allo spazio 8': infatti per 
un punto P di 8 (che non sia comune a tutte le quadriche di j F |) 
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passano oo- quadriche di \F | alle quali corrispondono gli oo3 
piani di una stella di centro P'. Viceversa ad un punto generico 
P' di 8' corrisponde un numero finito di punti, variabili con P'. 
Se si vuole che anche l’inversa della trasformazione T sia univoca. 
è necessario’ e sufficiente che le quadriche di una rete generica 
contenuta in | F j abbiano un sol punto comune, fuori di even­
tuali punti o curve base di | F |, ossia che tre quadriche generi­
che di \ F \ si intersechino in un sol punto variabile ; in questo 
caso la corrispondenza fra 8' ed 8 riesce univoca quando si pre­
scinda dai fattori degeneri che da essa si distaccano. Un sistema 
triplamente infinito di superficie irriducibili, che soddisfaccia alla 
condizione sopra enunciata, si dice un sistema omaloidico.

Possiamo dunque dire che i- tipi possibili di trasformazioni 
quadratiche dello spazio univocamente invertibili, si ottengono in 
corrispondenza ai possibili tipi di sistemi oo3 omaloidici di qua­
driche.

Siamo così condotti a ricercare i sistemi omaloidici di quadri- 
che dello spazio. '

6. I sistemi omaloidici di quadriche.

Secondo un’osservazione dovuta a L. Cremona (’), i sistemi 
omaloidici di superficie a cui appartiene una superficie razionale 
di dato tipo si possono costruire, quando esistono, nel modo se­
guente: sia Fn una superficie razionale, d’or dine n, della quale si 
conosca una rappresentazione punto per punto su di un piano; 
la rappresentazione piana della F„ permette agevolmente di deter­
minare (se esistono) le reti omaloidiche (") 3, segate su F „ (a pre-

0) Cfr. L. Cremona : Sulle trasformazioni razionali dello spazio, Nota !•; 
«Rend. 1st. Lomb. », Serie II, Vol. IV (1871) — Opere di L. Cremona: 
Tomo III, pag. 241.

(2) Chiamasi rete omaloiilica di curve, una rete di curve irriducibili, le 
quali si seghino a due a due in un punto variabile. Giova notare che le curve 
di una rete omaloidiea sono certamente razionali: infatti una rete omaloidica 
dà luogo ad una trasformazione cremoniana, che trasforma le curve della 
rete in rette; efr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria.... Vol. Ili, 
Lib. V, Cap. II pag. 156 e segg.
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scindere da parti fisse) da superficie F dello stesso ordine n, 
aventi gli stessi punti multipli e le stesse linee multiple ; ora, se 
si combina linearmente questa rete di F colla F „data, si ottiene 
un sistema lineare oo3 di superficie, che è omaloidico. Inversamen­
te, se è dato a priori un sistema omaloidico di superficie F, questo 
sistema sega sopra una superficie del sistema stesso (a prescindere 
da parti fisse) una rete omaloidica S.

Applichiamo il procedimento del Cremona al caso più sem­
plice delle quad riche (n = 2). Per quanto si è detto,-la determi­
nazione di tutti i tipi di sistemi omaloidiei di quadriehe equivale 
alla determinazione di tutti i tipi di reti omaloidiche segate su 
di una data quadrica F2 da <»'- quadriehe. Riferiamoci alla rap­
presentazione piana della quadrica F, mediante il sistema lineare 
oo3 delle coniche per due punti A e B (distinti o infinitamente vi­
cini) ; si tratta allora di ricercare tutte le reti omaloidiche, che 
(con l'eventuale aggiunta di una parte fissa) siano contenute nel 
sistema lineare oox delle quartiche passanti doppiamente per A e 
B : l’ordine n delle nominate reti deve essere < 4.

Abbiamo dunque un numero limitato di casi, i quali corri­
spondono, sul piano rappresentativo, ai sistemi seguenti:

a) la rete delle rette del piano, (da completarsi con una co­
nica per A e B e con la retta fondamentale AB) die rappresenta 
la rete delle coniche segata sulla F, dalle quadriehe passanti per 
una conica 7f2 fissa e per il punto di proiezione 0;

Zi) la rete delle coniche per A, B ed un terzo punto fisso C, 
che equivale al caso a) ed anzi si riduce a questo con la trasfor­
mazione quadratica che ha i punti fondamentali in A, B, C (L).

c) la rete delle coniche per A e due altri punti fissi F, e 1\, 
distinti da A e B (da completarsi con una retta r per B e con la.

(!) Si osservi ehe la quadrica F è rappresentata punto per punto non 
solo sul piano rappresentativo n ma su ogni piano it', il quale sia in corri­
spondenza biunivoca con il piano n ; basta all’uopo pensare come immagini 
di uno stesso punto della F punti corrispondenti dei piani a e n'. In altre 
paro'e: la rappresentazione piana della quadrica è definita a meno di una 
trasformazione cremoniana del piano a in un altro piano n' (eventualmente 
coincidente con n).
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retta AB), che rappresenta la rete delle cubiche gobbe segate sulla 
quadrica P._, dalle quadriche passanti per una generatrice fìssa 
e per tre punti fìssi, uno dei quali è il centro di proiezione;

d) la rete delle coniche per tre punti P17 P27 P3 (distinti 
da A e S), (da completarsi con la retta AB contata due volte) che 
rappresenta la rete di quantiche gobbe dotate di un punto doppio 
nel centro di proiezione 0, segata sulla quadrica P2 dalle quadri- 
che tangenti ad essa in-0 e passanti per altri tre punti fissi;

c) la rete delle cubiche Ca(A2BPfiP.,P3), che riporta al caso 
c) e che si trasforma nella rete delle coniche per un punto fonda­
mentale e per due punti fissi, mediante la trasformazione qua­
dratica che ha i punti fondamentali A, B, Px ;

/) la rete delle quantiche C4(A2B2PXP„P3P4) ; questa rete 
rappresenta una rete di quantiche gobbe della F,, le quali hanno 
un punto doppio nel punto che si rappresenta in Px e passano 
per i tre punti fissi, che hanno come immagini P2, P3, P4; la no­
minata rete di quantiche gobbe è segata sulla P2 dalle quadriche 
che toccano la F2 in un punto fisso, passando per tre punti fissi 
di essa. Siamo dunque nel caso d), al quale del resto ci si riduce 
con una trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali 
in A, B, Px t1).

Riassumendo i risultati della nostra ricerca, possiamo dire : 
Un sistema omaloidico di quadriche è:

a) un sistema lineare di quadriche, che hanno a comune una 
conica K2 ed un punto 0, ovvero

l)} un sistema lineare di quadriche, che hanno a comune una 
retta d e tre punti P17 P2, P3, ovvero

c) un sistema lineare di quadriche, che passano per tre 
punti Pj, P2, P3 e toccano un piano fisso in un punto 0.

(l) Se A e B sono infinitamente vieini la P2 è un eono e tra le curve 
C4(^?B2) sono contenute le C^A3B) ; si presenta quindi a priori anche la 
rete omaloidica delle C4(243BP1P2P3P4P6). Questa dà luogo ad un sistema co3 
di quadriche, passanti per i cinque punti, che si rappresentano in Pi„. P5> 
e per il vertice V del cono ; e questo sistema non è evidentemente omaloidico
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Un sistema lineare di quadriclie, il quale appartenga ad uno 
dei tre tipi anzidetti è certamente un sistema omaloidieo, se Ile 
linee ed i punti comuni a tutte le quadriehe del sistema sono in 
posizione generica : ma per posizioni particolari di questi elementi 
vi possono essere delle eccezioni. A prescindere dalla degenera­
zione delle quadriehe del sistema in piani, tali eccezioni possono 
aversi :

a) quando le condizioni offerte dalle linee e dai punti base 
non sono più indipendenti, ovvero

d) quando le intersezioni di tre quadriehe del sistema sono 
tutte assorbite dal gruppo base, costituito dagli elementi base as­
segnati e da quelli che ne derivano di conseguenza.

Senza entrare in una discussione minuta, giova qui rilevare, 
che entrambi questi due tipi di eccezioni possono effettivamente 
presentarsi.

Precisamente, se i punti base siano punti propri (fuori della 
linea base), si possono avere eccezioni soltanto se il passaggio delle 

' quadriehe per gli elementi base assegnati porti di conseguenza una 
linea base che venga ad aggiungersi alla linea data. Un esempio di 
ciò si ha nel sistema lineare delle quadriehe, che debbano passare 
per una retta d e per tre punti Px, Ih, P3, qualora si ammetta che 
P,, P2, P3 stiano su di una retta d' : se la retta d' è incidente alla 
retta d, il sistema è t»4 e le condizioni non sono più indipendenti; 
se invece la d' è sghemba alla d, il sistema è bensì oo3, ma tre qua­
driehe di esso non si segano in un punto variabile.

Se invece si ammettano anche punti base infinitamente vicini 
alla linea base, le eccezioni possono presentarsi senza ehe la linea 
base si amplii. Riferendoci sempre al sistema lineare delle quadri­
ehe passanti per una retta d e per tre punti Pu< P,, P3, suppo­
niamo ad es. che P3 e P, si avvicinino in direzioni distinte ad un 
punto P della retta d, in modo però che al limite i punti Px e P., 
giacciano in un piano it, passante per la retta d ; il sistema lineare 
delle quadriehe, passanti per d e per Pu P,, P3, è allora il sistema 
oo4 delle quadriehe, che contengono la retta d, toccano in P il piano
7. e passano per P3 : il passaggio per il punto P, diviene qui una 
conseguenza delle altre condizioni.
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Pei1 mostrare un esempio, in cui si verifichi il secondo tipo di 
eccezione, consideriamo le quadricele, passanti per una conica K2 
ed un punto 0, e supponiamo anzitutto che la conica K„ si spezzi 
in due rette intersecantisi in un punto P. Se ora il punto 0 si 
prende infinitamente vicino a P, fuori del piano della conica spez­
zata Ko, il sistema delle quad riche per K2 ed 0 diventa un sistema 
lineare co3 di coni; e tre coni generici di questo sistema non si 
segano in un punto variabile, ma nel punto fisso P.

7. La trasformazione quadratica ordinaria 
o di prima specie.

Nello spazio 8(x, y, z) consideriamo un sistema omaloidico | F \ 
di quadriche, che abbiano a comune una conica K2 ed un punto 0. 
Ponendo una proiettività tra il sistema | F | ed il sistema dei piani 
dello spazio S'ixf, y', z'~), si definisce tra lo spazio 8 e lo spazio 
8' una trasformazione quadratica (univocamente invertibile), che 
dicesi trasformazione quadratica ordinaria o di prima specie.

Ai piani di 8' corrispondono le quadriche-del sistema | F \ : ne 
segue che le rette di 8' (assi di un fascio di piani) si trasformano 
in coniche, comuni ad un fascio di quadriche F, ossia in coniche 
passanti per 0 e bisecanti la A,, y

Per trovarejmme si trasformino i piani e le rette dello spazio 8 
premettiamo la seguente osservazione generale, che ci sarà utile 
anche nella discussione degli altri tipi di trasformazioni qua­
dratiche.

Un sistema omaloidico dì superficie \F ], in uno spazio 8, dà 
luogo ad una trasformazione birazionale T dello spazio 8, in un 
altro spazio 8'. Alla trasformazione T si associano i due ordini r 
ed s, che denotano rispettivamente l’ordine delle superficie del 
sistema | F \ e l’ordine della curva variabile, secando la■ quale si 
segano due superficie di | F | : si dice così che la trasformazione T 
è una trasformazione (r, $). Giova, ora osservare come l’inversa 
T~1 di una trasformazione T di ordini r ed s sia sempre una tra­
sformazione (s, r). ~

Per dimostrarlo osserviamo che i piani e le rette dello spazio 8 



LE QUADRICHE 23

si trasformano per la T in superficie d’ordine s (formanti un si­
stema omaloidieo e) segantisi a due a due in una curva variabile 
d’ordine r. Invero i piani di S incontreranno in s punti le curve 
che rispondono in S alle rette di S', e si trasformeranno perciò in 
superficie di S', che saranno appunto d’ordine s. Similmente le 
rette di S incontreranno in r punti le superficie di S che si trasfor­
mano in piani, e diverranno perciò, in S', delle curve d’ordine r.

Ritornando dopo ciò alla trasformazione quadratica^ di prima 
specie, possiamo dire che essa è una trasformazione (2,2) : la sua 
inversa sarà quindi aneli’essa una trasformazione (2,2). Ne segue 
ehe i piani e le rette dello spazio S si mutano in quadriche e coni- ;

". w— ...
die dello spazio 8'. Più precisamente, il sistema dei piani di 8 si 
trasforma in un sistema omaloidieo di quadriche, due.delle quali 
si segano in una conica variabile. Il nominato sistema omaloidieo 
appartiene quindi al primo tipo e possiederà una conica base K2 
ed un punto base O'.

Per la costruzione effettiva della conica 7G e del punto O'. 
osserviamo che tutte le rette per 0, che si appoggiano alla conica 
K„, offrono una condizione alle quadriche F, che devono conte­
nerle; ne viene che le nominate rette corrisponderanno ai punti di 
una certa curva del secondo ordine L., : infatti ogni quadrica di 

F I si trasforma in un piano di S e contiene due rette per 0 che 
si appoggiano a K2; ogni piano di S' interseca perciò la curva L., 
in due punti. Ma le rette per O che si appoggiano alla Ks sono 
intersecate in un punto da un piano generico di S: le quadriche 
F', che sono immagini dei piani di S, contengono dunque la L2, 
che coincide così con la K 2 la cui esistenza ci era già nota a 
priori.

Consideriamo ora il piano ca della conica K„. Lo spezzamento 
di una quadrica F nel piano ca ed in un piano per 0 equivale ad 
una condizione lineare. Al piano ca corrisponde perciò il punto O', 
per il quale devono passare tutte le quadriche F'. Le conclusioni 
precedenti ci permettono di esaminare gli elementi eccezionali 
della trasformazione quadratica.

a'< Ad ogni punto dello spazio .8 corrisponde sempre un punto 
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dello spazio S'; fanno eccezione il punto fondamentale 0, che dicesi 
centro della trasformazione, ed i punti della conica■ fondamentale 
K2, per cui passano tutte le quadriche del sistema omaloidieo | F !. 
In modo analogo, nello spazio S' si ha il punto fondamentale 0' 
e la conica fondamentale K».

Abbiamo già veduto che al punto O' ed ai punti della conica 
K 2 corrispondono il piano «o della conica Kz e le generatrici del 
cono che da 0 proietta la K2. Analogamente si mostra che al punto 
0 ed ai punti della conica K., corrispondono il piano od della co­
nica K-2 e le generatrici del cono che da O' proietta la K2. I piani 
to e to' si dicono perciò piani fondamentali della trasformazione : 
ed i coni 0(K.,) e O'(K’2) coni fondamentali: le generatrici dei 
coni fondamentali sono le rette fondamentali della trasformazione.

b) Ad un piano r. dello spazio S corrisponde generalmente 
una quadrica di 8', contenente la K2 e passante per O'. Ma se il 
piano r. passa per il centro 0, la quadrica omologa si spezza in un 
piano per O', luogo dei punti omologhi ai punti generici di ir, e 
nel piano fisso w' corrispondente al punto fondamentale 0. Appare 
così che le due stelle di piani per 0 ed 0' si corrispondono; e, 
poiché ad un fascio risponde un fascio, le due stelle risultano 
omografiche.

c) Consideriamo infine una retta dello spazio S. Ad una retta 
a di S corrisponde in generale una conica per 0' bisecante la Ks. 
Vi è eccezione se la retta passa per 0 senza intersecare la K2, ov­
vero incontra la conica K2 senza passare per 0, ovvero passa per 0 
e si appoggia alla K.,. Nel primo caso — per la proiettività tra la 
stella di centro 0 e la stella di centro 0' — ai punti generici della

■ a corrispondono i punti di una retta a' per O'. Se invece la a in­
contra la K» (senza passare per 0), alla a corrisponde una conica 
per 0', bisecante la K-., che degenera in una retta a' (non passante 
per O'~), luogo dei punti omologhi dei punti generici di a, ed in una 
generatrice del cono 0' (AN ), corrispondente al punto fondameli- 

• tale comune ad a e K2 : infatti ai piani per la a (che sono piani 
generici dello spazio S) corrispondono quadriche F' irriducibili, 
cioè senza parti comuni, la cui intersezione, fuori della K2, resta 
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sempre una conica. Infine nel caso in cui la a sia una generatrice 
del cono 0(Jf2), ad essa corrisponde uu punto fondamentale della 
conica K2.

È da osservare che nello spazio S' si hanno le analoghe ecce­
zioni.

In ciò che precede ci siamo tacitamente riferiti alla trasforma­
zione quadratica generale, in cui :

a) il centro 0 è fuori del piano ;
d) la conica fondamentale K? è irriducibile.

In queste ipotesi anche il punto 0' è fuori del piano &/ e la 
conica K2 è irriducibile. Il primo fatto segue dal considerare che 
fra due rette corrispondenti generiche a ed a' per 0 ed O' inter­
cede una proiettività non degenere, dove al punto O' corrisponde 
il punto d’intersezione della a con w, mentre al punto comune alla 
a’ ed al piano corrisponde il punto 0. Quanto alla seconda osser­
vazione, essa è evidente quando si pensi che alla conica K2 corri­
sponde nella trasformazione il cono O'(K2).

Le possibili specializzazioni della trasformazione quadratica di 
prima specie si ottengono quando il punto 0 si avvicina indefini­
tamente al piano co, ovvero la A', è riducibile, ovvero sono verificate 
entrambe queste circostanze.

Se il centro 0 cade sul piano «o, fuori della conica A,, il piano 
co si stacca da tutte le quadriehe F,“ e perciò la trasformazione si 
riduce ad una omografia.

Ma il punto 0 può avvicinarsi alla conica A2 (secondo una 
linea, che non sia tangente alla K2); si ottiene allora una trasfor­
mazione quadratica speciale, nella quale il sistema trasformante 

1 F ( è costituito da quadriehe passanti per la conica K2 e tangenti 
in un punto 0 di questa ad un piano -, che tocchi la conica A2. 
In questa trasformazione, che è limite di una trasformazione 
quadratica ordinaria generale, ai piani di S rispondono delle 
quadriehe F' di S' passanti per una conica K2 e tangenti in un 
punto 0' di questa ad un piano che tocchi la conica K«. Il pia­
no della K2 si trasforma nell’intorno di 0' e l’intorno di 0 nel 
piano della K2; un piano generico per 0 si trasforma in un piano 
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per O'. Quanto ai punti della conica K» (che nel caso generale 
provengono dalle generatrici del cono O(Æ,)), essi sono i trasfor­
mati delle rette di i: passanti per 0 : infatti una retta siffatta 
offre una sola condizione alle quadriche F che debbano contenerla, 
ed è intersecata in un punto da un piano generico di 8. Analoga­
mente i punti della conica K2 si trasformano nelle rette del piano 
iz', passanti per O'.

Supponiamo nuovamente il punto 0 fuori del piano della K„ 
e passiamo a discutere brevemente il caso, nel quale la conica ZQ 
si _s pezza in due rette r ed s. .Si ottiene allora una seconda spe­
cializzazione della trasformazione quadratica, nella quale anche 
la conica K2 di 8' degenera in due rette r' ed s'. Ad un piano 
per la retta r, unisecante le coniche sezioni variabili di due F, 
corrisponde nello spazio 8' un piano ; questo passa per una retta . 
?•', parte di K,, perchè le sue rette riescono incidenti a K2. Pos­
siamo dunque dire che nella trasformazione quadratica speciale 
si corrispondono proiettivamente i fasci di piani r, r' ed s, s'; 
quindi alle rette della stella che ha per centro il punto (?(>’, s) 
corrispondono le rette della stella Q'(r',s'); fra le due stelle si 
ha una trasformazione quadratica con le rette fondamentali p=QO, 
r, s e p' = Q'O', r', s'._ Il lettore completerà facilmente la discus­
sione degli elementi fondamentali, nfel caso in cui il punto 0 si 
avvicini ad una delle rette r od s. Giova notare ehe il punto 0 può 
avvicinarsi anche al punto Q, comune alle due rette r ed s, cadendo 
nell’intorno del secondo ordine di una linea generica, uscente da 
Q, con tangente situata nel piano rs. Il sistema omaloidico è al­
lora costituito dalle quadriehe, che hanno in Q un contatto del 
secondo ordine : se si proietta una quadrica F, del sistema dal 
suo punto Q sopra un piano z, le quantiche, intersezioni della F2 
con le altre quadriehe del sistema omaloidico, hanno come imma­
gini delle quartiche spezzate in una retta generica di v e nella 
retta- per i due punti fondamentali A e B contata tre volte. Questo 
caso fu notato da L. Cremona.

—' Xoi accenneremo solamente al caso, in cui — il punto 0 rima­
nendo fuori del piano della K., — la conica ZC2 degeneri in una 
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retta r contata due volte. Anche la K2 degenera allora in una 
retta / contata due volte. Le quadriehe F si riducono a coni 
sottoposti alla condizione di toccare lungo la r un piano fìsso e di 
passare per il punto 0 ; questa condizione definisce appunto un si­
stema lineare omaloidico oo3 di coni, col vertice, sopra la r.

Notizia storica. - La trasformazione quadratica ordinaria 
si è presentata ai geometri per la prima volta nel caso della 
inversione rispetto ad una sfera. Qui i due spazi 8 ed 8' coin­
cidono e tutte le sfere omologhe ai piani di S e dì 8', passano per 
un punto fisso (che è il centro della inversione) e per un cerchio 
immaginario fisso, sul piano all’infinito (il cerchio assoluto).

La inversione o trasformazione per raggi vettori reciproci è 
alla base del gruppo conforme dello spazio, giacche ogni trasfor­
mazione dello spazio che conservi gli angoli si può decomporre 
nel prodotto di movimenti, di similitudini e di inversioni. Ciò 
spiega l’importanza della detta trasformazione in ricerche di Geo­
metria Differenziale e di Fisica Matematica.

Dal punto di vista algebrico-geometrico il caso generale della 
trasformazione quadratica di prima specie viene studiato da I. L. 
Magnus (x), da G. V. Schiaparelli (2) e soprattutto da L. Cre­
mona (3), da A. Cayley (4) e da M. Noether- (5).

Il caso in cui il punto 0 si avvicina indefinitamente alla co­
nica K2 fu esplicitamente rilevato da L. Cremona.

(') Cfr. I. L. Magnus: Sammlung von Aufgaben und Lehrsätze aus der 
analytischen Geometrie der Raumes; Berlino, 1837.

(’) Cfr. G. V. Schiaparelli: Sulla trasformazione geometrica delle figure 
ed in particolare sulla trasformazione iperbolica; «Memorie della R. Aee. 
Se. di Torino », Serie II, T. 21, 1864.

(’) Cfr. L. Cremona: Sulle trasformazioni razionali dello spazio; Nota 1? 
e 2* *; «Rend. R. 1st. Lombardo», Serie II, Vol. IV (1871), — Opere di 
L. Cremona, Tomo III, pagg. 241 e segg.

(*) Cfr. A. Cayley : On the rational transformation between two spaces; 
«Proceedings of the London Math. Society», T. A, 1870.

(°) Cfr. M. Noether: Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens alge­
braischer Gebilde von beliebig vielen Dimensionen ;« Math. Ann. », Bd. II, 
1870 e Uberdie eindeutigen Raumtransformationen; « Mat Ann. -, Bd. III, 1871,
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8. La trasformazione quadratica di seconda specie.

Designarne col nome di trasformazione quadratica di seconda 
specie la trasformazione che si ottiene riferendo proiettivamente 
il sistema dei piani di uno spazio 8' ad un sistema ornaioidieo di 
quadrighe irriducibili, F, che passano per una retta (fonda­
mentale) d e per tre punti generici P1} P2, P3.

Due quadriche di F | si intersecano (oltre che nella retta 
fondamentale d) in una cubica gobba, la quale passa per P3, P2, 
P3 ed ha la retta d come corda (cfr. cap. I, n. 2) ; inversamente una 
cubica gobba che abbia la d come corda e passi per P2, P2, P3 
appartiene ad co1 quadriche del sistema \ F \ e si trasforma in 
una retta.

La trasformazione quadratica di seconda specie è quindi una 
trasformazione (2, 3). La sua inversa sarà pertanto una trasfor­
mazione (3, 2). Ne segue che il sistema dei piani di 8 si trasforma 
in un sistema omaloidico di superficie cubiche | F' | ; e due super­
ficie cubiche di | F’ | si intersecano (a prescindere da parti fisse) 
in una conica.

Si può vedere più precisamente che le -superficie F' sono ri­
gate cubiche, passanti doppiamente per una retta d’ e semplice­
mente per tre rette a\, a12, a's, sghembe tra loro ed appoggian- 
tisi alla d'.

Si consideri a questo scopo, nel piano PXP2P2, il fascio di co­
niche determinato dai punti base Pt, P2, P3, 0, essendo 0 il 
punto comune al detto piano ed alla retta d. Una conica L2 del 
fascio P3P2P2O offre una condizione alle quadriche del sistema 
omaloidico | F \ che devono contenerla e si trasforma per ciò in 
un punto dello spazio 8': questo punto risulta doppio per tutte 
le superficie cubiche F', perchè la conica L2 è incontrata in due 
punti da un piano generico di 8, che si trasforma appunto in 
una F'. Le superfìcie cubiche F' possiedono dunque una linea 
doppia, cioè una retta doppia d': esse risultano di conseguenza 
rigate, giacché un piano qualunque per la retta doppia d' sega 
una F' in una retta residua. Le tre generatrici a i, a2, a'3, comuni 
a tutte le F', provengono invece dai piani P2d, P2d, P2d : infatti 
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ogni retta del fascio P3d offre una condizione alle quadriche F, 
che devono contenerla ed è intersecata in un punto dai piani 
di 8, sicché si trasforma in un punto semplice per le superficie 
F' ; al fascio P^l corrisponde una retta a\, perchè ogni quadriea F 
contiene una sola retta di tale fascio ; il punto comune ad a\ ed 
a d' corrisponde infine al raggio Pfi.

A riprova dei ragionamenti fatti osserviamo che due rigate 
cubiche, che hanno a comune la direttrice doppia e tre genera­
trici si segano effettivamente in una conica, come abbiamo trovato 
dianzi : la nominata conica risulta incidente alla direttrice dop­
pia d'.

Siamo ora in grado di completare l’esame delle eccezioni nella 
trasformazione quadratica di seconda specie.

Osserviamo all’uopo che ai piani per la retta d (secanti in 
un punto variabile le cubiche gobbe intersezioni di due F') cor­
rispondono dei piani, i quali passano per la d': infatti questi 
piani devono segare in un punto variabile le coniche intersezioni 
di due F' e le nominate coniche si appoggiano alla d'. Vi è dunque 
proiettività fra il fascio di piani per d ed il fascio di piani per d' ; 
tra due piani omologhi vi è anzi omografìa, poiché alle rette del 
primo — sezioni delle F — corrispondono le rette del secondo 
segate dai piani omologhi.

Si voglia ora studiare come si trasforma l’intorno della retta 
fondamentale d. La retta omologa della d, considerata in un piano 
per d, varierà con questo descrivendo ' una superficie rigata D' 
a cui appartengono a\, a'3, a'3. La rigata D' è una quadriea : 
infatti le cubiche gobbe intersezioni di due F si appoggiano a d 
in due punti e quindi le rette di 8' incontrano la d>' in due punti.

Si può dunque dire che la <b' è la quadriea determinata dalle 
tre rette sghembe a\, a'.,, a'3. Il sistema delle generatrici della D', 
che si appoggiano ad a\, a'.,, a'3! corrisponde ai punti di d : invero 
ad un punto P di d, e al suo intorno sopra un piano per d risponde 
un punto, variabile con questo piano, che descrive una retta p' di <D' 
appoggiatesi ad a\, a'3, a'3.

Quanto ai punti fondamentali I\, P2, P3, essi si trasformano 
nei piani fondamentali a'^d’, a’„d', a'3d'.
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Riassumendo, possiamo dunque dire : nella trasformazione qua­
dratica di seconda specie, nella quale alle quadriche per una ret­
ta d e tre punti P1} P,, P3 di 8 corrispondono i piani di 8' ed 
ai piani di 8 corrispondono le rigate cubiche che passano dop­
piamente per una retta d' e semplicemente per thè rette a\, a2, a'3 
(sghembe tra loro ed appoggiatisi alla d'), i punti della retta d 
rispondono alle rette, sghembe con la d', che sono generatrici 
della quadrica determinata da a\, a'2, a' s, mentre gli intorni dei 
punti Pj, P2, P3 si trasformano nei piani a\d', o'„d', a'3d' ; nello 
spazio 8' gli elementi fondamentali sono la retta doppia d' e le 
rette a\, a'2, a'3; ed i punti della d' rispondono alle coniche pas­
santi per i punti Pt, P2, P3, 0, designando con 0 il punto comune 
al piano P3P2P3 ed alla d, mentre i punti di a\, a'2, a's rispondono 
rispettivamente a rette per P3, P,, P3 giacenti nei piani Pxd, 
P2d, Psd.

Occorrerebbe ora esaminare come si modifichino questi risul­
tati quando i punti P1; P2, P3 si avvicinino tra di loro o alla 
retta d, in modo che il sistema lineare delle quadriche passanti 
per d e per Pt, P2, P3 continui ad essere un sistema omaloidico. 
Ma non ci indugeremo su questa discussione, che potrà essere un 
utile esercizio per il lettore.

La trasformazione quadratica di seconda specie costituisce, 
in ordine storico, il primo esempio di trasformazione birazionale 
dello spazio, il cui ordine è diverso dall’ordine della trasforma­
zione inversa. Essa fu ampiamente studiata da A. Cayley, L. Cre­
mona ed M. Noether nelle stesse memorie già citate nella notizia 
storica sulla trasformazione quadratica di prima specie.

9. La trasformazione quadratica di terza specie.

Ci rimane ora da discutere l’ultimo tipo di trasformazione qua­
dratica (univocamente invertibile), che si ottiepe facendo corri­
spondere proiettivamente al sistema dei piani di 8' il sistema delle 
quadriche, F, che passano per tre punti generici P1; P2, P3 toccando 
in un punto 0 un piano fisso ir. È questa la cosidetta trasforma­
zione quadratica di terza specie, che fu considerata la prima volta 
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da L. Cremona (’). Le quadriehe F costituiscono un sistema oma- 
loidico I F I e due di esse si intersecano in un quartica gobba ra- x. 
rionale, che passa per i punti P3, P2, P3 ed ha il punto 0 come 
doppio, le due rette osculatrici risultando contenute nel piano " ; 
inversamente per una quantica gobba Lt di questo tipo passano oo1 
quadriehe F, sicché la Li si trasforma in una retta dello spazio S'.

Risulta quindi che la trasformazione quadratica di terza spe­
cie è una trasformazione (2,4). La sua inversa è perciò una tra­
sformazione (4, 2) nella quale cioè il sistema omaloidico dei pia­
ni si trasforma in un sistema omaloidico di superficie del quarto 
ordine, F' ; e due superficie di | F' \ si segano (a prescindere da 
parti fisse) in una conica.

Più precisamente, si può vedere che le superficie del quarto 
ordine F' sono superficie non rigate, le quali hanno a comune tre 
rette doppie d'u d'2) d'a, concorrenti in un punto triplo 0', ed 
una conica K'2, la quale si appoggia alle rette d\, d’2, d'3.

Poiché le superficie del quarto ordine non rigate dotate di tre 
rette doppie concorrenti in un punto (efr. Lib. I, Cap. IV) si chia­
mano, dal loro scopritore, superficie di Steiner, si può anche dire 
che nell’inversa della trasformazione quadratica di terza specie i 
piani si trasformano in superficie di Steiner, le quali hanno a 
comune le, tre rette 'doppie ed una conica, che vi si appoggia.

Per giustificare questa affermazione, dimostriamo anzitutto 
che il piano = P,PtO si trasforma in una retta doppia d'3, 
comune a tutte le F'. A questo scopo consideriamo nel piano 
il fascio delle coniche L2, le quali passano per P2, P2, 0, avendo 
come tangente in 0 la retta d’intersezione dei piani tt e r..,. Una 
conica L, offre una condizione alle quadriehe del sistema | F |, 
che devono contenerla ed è intersecata in due punti da un piano 
generico : essa si trasforma dunque in un punto, il quale risulta 
doppio per le superficie F', che sono le trasformate dei piani di S ;

~ L
(’) Cfr. L. Cremona: Sulla trasformazione razionale di 2° grado nello 

spazio, la cui inversa è di 4° grado-, «Memorie dell’Accademia delle Scienze 
dell’istituto di Bologna», Serie III, Tomo I, 1871 — Opere di Ia Cre­
mona, Tomo III, pag. 276.
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e poiché una quadrica F contiene una soia conica Z2; tutti i punti 
doppi delle superfìcie F', che provengono dalle coniche L,, stan­
no su di una retta d's. Analogo ragionamento vale per i piani 
tc2 = P,PZO e T.ySsP^PìO, che si trasformano nelle rette doppie d's 
e d\ ; e poiché i piani 7q, z2, si intersecano nel punto 0, le tre 
rette d\, d'2, d', concorrono in un punto O', il cui intorno è l’im­
magine di O.

La conica K'.,, comune a tutte le superficie F', proviene invece 
dal piano - Le rette del piano -, passanti per 0, offrono alle 
quadriche F, che devono contenerle, una condizione e sono segate 
dai piani in un punto : esse si trasformano pertanto in punti di 
una curva irriducibile, la quale è una conica K\, perchè ogni 
quadrica F contiene due delle nominate rette; i punti comuni 
alla K'2 ed alle rette d\, d'.,, d- 3 provengono dalle rette interse­
zioni del piano ir con i piani tc2, z3.

Il punto 0' risulta triplo per le F', giacché il cono osculatore 
è per esso del terzo ordine, risultando composto con i piani d\d'2, 
d\d's, d'.d'3. Il dubbio che il punto O' sia quadruplo, le F' ridu­
cendosi così a coni, si rimuove osservando che su questi coni non 
può esistere una conica irriducibile, quale è la K',. Non possono 
poi le F' essere rigate senza 'essere coni. Ne segue che le F' sono 
effettivamente superficie di Steiner.

Esaminiamo ora le eccezioni che s’incontrano nella corrispon­
denza quadratica. Nello spazio 8 gli elementi eccezionali sono il 
punto 0 con il suo intorno sopra il piano ir ed i punti Pn P2, P3.

È chiaro anzitutto che gli intorni dei punti Px, P2, P3 si tra­
sformano nei piani fondamentali d'„d‘s, d\d's, d\d'„ : infatti un 
piano per P2 è incontrato dalle quantiche gobbe che si trasfor­
mano in rette (e che passano quindi per Pj in tre punti varia­
bili e si trasforma dunque in una superfìcie cubica, a cui si aggiun­
ge un piano fondamentale fìsso, trasformato dell’intorno di P2; 
la superficie cubica ha come retta doppia la d\ e quindi il piano 
fisso è il piano d'2d'2.

Consideriamo ora l’intorno di 0. Sappiamo che ad esso cor­
risponde l’intorno di O'. Più precisamente, ci proponiamo di dimo­
strare che tra la stella di centro 0 e la stella di centro O’ vi è 
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una trasformazione quadratica, nella quale ai piani per 0 cor­
rispondono i coni quadrici passanti per d\, d'2, d'z. 'Osserviamo 
a questo scopo che le rette per 0 (uniseeanti le quadriche P) si 
trasformano in curve uniseeanti i piani di S', cioè in rette, che 
— per la corrispondenza tra 0 ed O' — debbono passare per O'. 
Ad un piano per 0 corrisponde perciò un cono col vertice in O'; 
e poiché un piano per 0 è segato in due punti dalle quartiche 
gobbe, che si trasformano in rette, si tratta di un cono quadrico. 
Ma i piani per 0 segano in una retta il piano t^s^PjPjO, che si 
trasforma nella retta dt; i coni quadrici, trasformati di questi 
piani, contengono dunque la retta d\ e analogamente la d'., e la d'3.

Tra una retta per 0 e la sua corrispondente per 0' vi è una 
proietti vita, in generale non degenere, nella quale al punto 0 
corrisponde il punto 0'. La nominata proiettività diventa dege­
nere per le rette passanti per 0 e contenute nel piano z, le quali 
si trasformano nelle generatrici del cono, che da 0' proietta la 
I\„. Siano infatti p e p' due rette corrispondènti di questo tipo ; 
si ha allora che i punti della x> diversi da 0 si trasformano nel 
punto fìsso comune alla p' ed alla Ks, mentre il punto 0 (o se 
si vuole il punto infinitamente vicino ad 0 nella direzione della 
retta p) si trasforma nella retta p' (da cui si escluda il punto p'K2).

Lasciamo al lettore di determinare i casi particolari della no­
stra trasformazione in cui, alcuni o tutti, i punti P1, P2, P3 si av­
vicinano indefinitamente fra loro o al punto 0, senza cessare di 
costituire il gruppo base d’un sistema omaloidieo <x>3 di quadriche. 
Si notino pure i casi d’eccezione in cui il passaggio delle quadri- 
che F per l\. P2, P3 e il loro contatto in 0 portano di conseguenza 
che esse non abbiano intersezioni variabili, cessando perciò di for­
mare un sistema omaloidieo: ad es. P2 allineati con 0, ovvero 
P2, P., infinitamente vicini a P, in direzioni distinte ecc.
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Capitolo II

LE SUPERFICIE CUBICHE NON RIGATE

10. La superficie cubica con punto doppio.

Passiamo dallo studio delle quadriehe, che — come abbiamo 
veduto — sono tutte razionali, allo studio delle superfìcie cubi­
che F3 dello spazio ordinario S3. Osserviamo che tra queste super­
ficie è certamente razionale quella dotata di punto doppio (e non 
triplo) 0, giacché se ne ottiene semplicemente la rappresentazione 
su di un piano ir mediante la proiezione da 0.

Prima di cercare su ", il sistema lineare costituito dalle im­
magini delle sezioni piane di F3, incominciano a riconoscere se esi­
stano su ï e su I, degli elementi eccezionali.

Chiamato P un punto generico di F3, il raggio OP non ha 
ulteriori intersezioni con F. e interseca il piano ~ nel punto P', 
corrispondente di P. Viceversa un punto generico P' di ir con­
giunto con 0 dà origine a un raggio OPche interseca la F3 
(fuori di 0) in un unico punto P. Si avrà un’eccezione sol­
tanto se la retta OP' intersechi la F3 in più di tre punti e quindi 
appartenga completamente a Fa. Gli elementi eccezionali sul piano 
sono pertanto le traccie delle rette della F3 passanti per 0. È fa­
cile ora dimostrare che per 0 passano 6 rette di Fz. Se infatti 
poniamo 0 nell’origine, l’equazione della Fs è del tipo:

u2 us = 0

indicando con u2 e us polinomi omogenei di grado due e tre ri­
spettivamente nelle variabili x, y, z. Allora u2 = 0 è l’equazione 
del cono osculatore a F3 in 0. Le generatrici di questo cono hanno 
tutte contatto tripunto con la F3, meno le generatrici comuni a 
u2 = 0 ed al cono cubico u3 = 0, le quali, avendo contatto qua-
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dripunto, appartengono totalmente a F3. I coni u2 = Ü e u3 = 0 
hanno sei generatrici a2,aQ in comune e quindi per 0 pas­
sano sei rette di F3. Nel piano r. abbiamo perciò sei punti fonda­
mentali Ay, A2,...,Aa, che rappresentano non punti, ma rette di 
F3. Col linguaggio infinitesimale si può dire che ai punti dell’in­
torno di primo ordine di A( (i — 1, 2, 6) corrispondono i punti
della retta a < ; questa corrispondenza si ottiene infatti associando 
ad ogni direzione t, uscente da A (, il punto T di a nel quale il 
piano di O e t risulta tangente ad F3. Il punto T è univocamente 
determinato, giacché i piani per una retta ai di F3 segano la F3 
ulteriormente secondo una conica, la quale però deve sempre pas­
sare per 0, che è punto doppio, sicché ognuno di questi piani 
risulta tangente ad F3 in un ben determinato punto T di a t-

Passiamo alle eccezioni sulla Fs. Ogni punto P di F3 può es- 
essere congiunto con un raggio ad 0, tranne nel caso che P coin­
cida con 0, caso in cui OP risuta indeterminata. L’unico punto ec­
cezionale su F3 è perciò il centro 0 di proiezione. Questo punto 
avrà come corrispondente su ir, non un punto, ma una curva, cioè 
la conica C2 intersezione del piano it con il cono osculatore n2 — 0. 
La corrispondenza biunivoca fra le generatrici del cono u2 — 0 
ed i punti di C,, che si genera mediante la proiezione da 0, si 
può interpretare come una corrispondenza fra i punti dell’in­
torno di 0 ed i punti della conica C2, sicché appare legittimo il 
dire che al punto 0, ovvero alla curva infinitesima che ne costi­
tuisce l’intorno, corrisponde la conica C,.

Riassumendo : Per la superficie cubica F3 dotata di un punto 
doppio 0, la rappresentazione piana ottenuta proiettando dal 
punto 0 su di un piano ~ possiede come elementi fondamentali 
su questo sei plinti At, A.,, ..., Aa giacenti su di una conica. C2. 
L’intorno (di primo ordine) di un punto corrisponde ad una 
retta a, di F3 passante per 0, mentre la conica C2 è in corrispon­
denza biunivoca con l’intorno di 0.

Facile è ora trovare il sistema lineare rappresentativo delle 
sezioni piane di F3. Un piano generico sega la F3 secondo una 
cubica, che incontra in un punto ciascuna retta aProiettando 
da 0, si otterrà quindi, come immagine, una cubica passante seni- 
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plieemeiite per A2, A,, ..., Aa. E le cubiche <li z per Alt A2, A6 
sono precisamente oos. Dunque: Le immagini delle sezioni piane 
di Fs sono le cubiche di w per i punti base Alt A,, ..., A6, cubiche j 
che formano un sistema lineare oo3. Denoteremo questo sistema 
lineare con | C3J. Le oo2 sezioni piane per il punto doppio hanno 
come immagini le rette di n (cui si aggiunge la conica fonda­
mentale C2).

Reciprocamente, se sul piano - si considera un qualunque si- ■ 
stema lineare | C3 | di oo3 cubiche per sei punti base Alt A„, ..., Aa 
giacenti su di una conica C,, questo sistema si può sempre inter­
pretare come rappresentativo delle sezioni piane di una superfìcie 
cubica, dotata di un punto doppio. Se infatti il sistema | C3 | è 
rappresentato da :

-+- ?.2cp!(a-1æ!.r3) -+- a- 74cp4(a:1%a;3) — 0

dove Çj = 0, ç2 — 0, <p3 — 0, ç4 — 0, sono quattro cubiche per 
At, A,, .... Aa linearmente indipendenti, costruiamo la superficie 
F ponendo :

X; = cpJaqæjæjl (ï = 1, 2, 3, 4).

La superficie F rappresentata da queste equazioni è razionale 
e le sezioni piane sono rappresentate dalle curve di | C31. Di più 
la superficie è del terzo ordine (F3), perchè due sezioni piane 
generiche si incontrano in tre punti (corrispondenti alle 3 inter­
sezioni delle due cubiche immagini, fuori di Alt A2,... A^). È poi 
chiaro che la F3 riuscirà dotata di punto doppio, perchè in | C3 | 
è contenuta una rete di cubiche degeneri nella conica fondamentale 
G„ e nelle rette del piano, due qualunque delle quali si incontrano 
in un punto variabile; sicché alla C, dovrà corrispondere un punto 
tale che le rette per esso abbiano soltanto una ulteriore interse­
zione con la superficie.

Possiamo pertanto enunciare : Ogni sistema lineare oo3 di cu­
biche per sei punti Alt A2, ..., A8 appartenenti ad una conica C, 
rappresenta una superficie cubica con punto doppio; e viceversa.

Ottenuto, questo risultato, sorge spontanea la questione di 
determinare che tipo di superficie si ottenga quando si lasci cadere 
la condizione che i sei punti base del sistema | C3 | siano sopra 
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una conica. Preso cioè il sistema lineare:

dove ç1 — <p, = ç3 = <?., — 0 rappresentano quattro cubiche li­
nearmente indipendenti per sei punti in posizione generica, e 
posto :

Xi = (ì'= 1, 2, 3, 4)

si tratta di sapere quale superficie F dello spazio S3 venga de­
scritta quando il punto di coordinate a;,, x3 percorre tutto il 
piano T.. Anzitutto F è ancora di terzo ordine (P3) : infatti due 
generiche sezioni piane si incontrano, come prima, in tre punti 
fuori dei punti base e quindi una retta generica dello spazio 
incontra la F in tre punti.

. Ciò premesso, dimostriamo che, nella nostra ipotesi, la F3 è 
priva di punti doppi ed anzi è la superficie generale di ter'm 
ordine.

A tal uopo notiamo che l’esistenza di un punto doppio di F3 
porta qualche legame fra i punti base del sistema rappresentativo, 
che abbiamo supposti in posizione generica. Se invero F3 possiede 
un punto doppio, il sistema lineare | C31 delle immagini delle se­
zioni piane dovrà contenere una rete di cubiche razionali | C'31 
(corrispondenti alle sezioni piane della stella, che ha il centro nel 
punto doppio), tale che due curve generiche di essa s'incontrano 
in un punto, fuori degli elementi base. Poiché | C31 è costituito 
tutto da cubiche, | C"31 può essere formata soltanto :

a) dalla rete delle rette completata con una conica fissa,
h) o da oo2 coniche completate da una retta,
c) o da oo2 cubiche di genere zero e perciò dotate di un 

punto doppio (fisso) (T).
Il caso a) porta che i punti base At, A,, ..., Ao stiano sulla 

conica fissa, ipotesi che riconduce al caso trattato precedente- 
mente.

fi) Il punto (loppio risulta fisso per il teorema di Bertini sui punti doppi 
delle curve d’un sistema lineare. Cfr. F, Enriques ed 0. Chisini: Teoria...., 
Vol. I, Lib. II, Cap. I, pag. 180.
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Nella eventualità ü), poiché clue curve generiche di | C'3 | de­
vono incontrarsi in un punto fuori dei punti base, le coniche 
di I C"3 ì passeranno per tre dei punti A4 e di conseguenza gli 
altri tre apparterranno a una retta fondamentale, immagine del 
punto doppio.

Finalmente, venendo al caso c), osserviamo che il punto dop­
pio 0 delle cubiche deve certamente essere uno dei punti Af, per 
es. Au giacche non esistono oo- cubiche passanti per sei punti 
distinti A,, A2, ..., Aa ed aventi altrove un punto doppio, che 
assorbirebbe quattro intersezioni di due tali curve. Ora, combi­
nando linearmente la rete delle cubiche con A, doppio con un’al­
tra cubica del sistema | C31 esterno ad essa, risulta che le oo3 
cubiche di \ C31 posseggono la medesima tangente in At, sicché 
fra i punti base del sistema ve ne sarà uno, ad es. A2, infinita­
mente vicino ad Av Appare quindi che la F3 possiede un punto 
doppio 0, che ha come corrispondente sul piano il punto A1; nel 
senso che ai punti infinitamente vicini ad 0 corrispondono in re­
lazione proiettiva i punti infinitamente vicini ad Ax (1).

Dall’analisi precedente risulta intanto che la superficie cu­
bica F3, rappresentata sul piano dal sistema oc3 delle cubiche 
con sei punti base generici, è priva di punti doppi.

Ci rimane da dimostrare che la F3 da noi costruita è la superfi­
cie generale del terzo ordine. Ci accontenteremo qui di un computo 
di costanti, riservandoci nei prossimi numeri di costruire diretta- 
mente a partire da una F3 data la sua rappresentazione piana. Si 
osservi al nostro scopo che ogni sistema | C3\ è atto a rappresen­
tare oo15 superficie cubiche proiettivamente identiche: infatti, dato 
il sistema | C31, la superficie Fs, di cui abbiamo indicato la rap- (*) 

(*) La corrispondenza fra la conica infinitesima, che costituisce l’intorno 
del punto 0 sopra la F e l’intorno del punto At del piano si stabilisée come 
segue. Preso un punto B infinitamente vicino ad 0, c’è un fascio di sezioni 
piane di F per 0 che hanno la medesima tangente OB ; a queste corrispon­
dono nel piano le cubiche di un fascio, che passano per A , A^ A^, Ar ed hanno 
in A un punto doppio con una determinata retta osculatrice t (l’altra retta 
osculatrice restando variabile) ;-il punto infinitamente vicino ad A, sopra t 
è l’omologo di B.
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presentazione paranietriea, risulta definita ponendo una proiet- 
tività arbitraria fra le cubiche di ] C3 | ed i piani dello spa­
zio. Ma una superficie F3; rappresentata da un certo | C3 \, è 
anche rappresentata da tutti i | G3 j che si ottengono dal dato con 
trasformazioni birazionali; poiché i sistemi lineari, birazional- 
mente distinti, di oc3 cubiche per sei punti base Alt A.,, ..., A3 
dipendono — come giustifichiamo subito — da quattro moduli, 
ne segue che la totalità delle superficie cubiche rappresentate sul 
piano dai sistemi lineari | C3 \ dipende da 19 parametri, appunto 
come la superficie cubica generale.

L’affermazione che i sistemi lineari | C3 | birazionalmente di­
stinti siano oo4 si giustifica osservando che uno qualunque di questi 
sistemi I C3 | è determinato quando siano fissati i punti Alt A2, 
..., A0 e viene trasformato in un sistema dello stesso tipo dalle co8 
omografie del piano e da i prodotti di queste per un numero finito 
di trasformazioni cremoniane.

Noi abbiamo così ottenuto questo risultato : La superficie cu­
bica generale dello spazio S3 è razionale e si può rappresentare 
sul piano mediante un sistema lineare oo3 di cubiche con sei punti 
base.

Resta a vedere in qual modo questa rappresentazione si potrà 
ottenere a partire da una superficie cubica data.

Frattanto osserviamo che dalla rappresentazione piana risulta 
immediatamente la proprietà che sulla superficie cubica generale 
F3 esistono 27 rette.

Invero le rette dèlia F3, appartenendo ad co1 sezioni piane, 
possono essere rappresentate solamente da curve d’ordine minore 
o uguale a tre, che risultino unisecanti le cubiche per A3, A2, 
d.o. Un facile esame mostra allora che le immagini delle rette del­
la F3 sono :

a) le 6 curve infinitesime costituenti gli intorni del primo 
ordine dei punti A f (i = 1, 2,..., 6) ;

à) le — 15 rette clh, passanti per i punti A , ed Ak 
(i, k = 1, 2, ..., 6);

c) le 6 coniche bi (i = l, 2, ..., 6), passanti per i cinque 
punti base, che si ottengono escludendo A t -
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Nota. - Dall’analisi da noi svolta per concludere che un si­
stema lineare di oo3 cubiche per 6 punti base A1} A3, ..., A„ rap­
presenta una superficie cubica generale, conviene trarre la se­
guente proposizione : dato in un piano un sistema lineare di 
cubiche per sei punti base, esso rappresenta sempre una super­
ficie cubica priva di punti doppi, a meno che non si presenti qual­
cuna delle tre circostanze seguenti:

a) i sei punti base sono su di una conica,
b) tre dei punti base sono su di una retta,
c) due punti base sono infinitamente vicini.

Giova notare che questi tre casi si riducono l’uno all’altro me­
diante trasformazioni quadratiche, che abbiano come fondamen­
tali tre punti base scelti fra i punti Alt A2, ..., Ae.,Se infatti i 
sei punti Au Az, .... stanno sopra una conica e si prende la 
trasformazione quadratica con i punti fondamentali At, A2, A3, 
i trasformati dei punti Ait A3, AR stanno su di una retta ; e se 
Ai, As, Aa stanno su di una retta, una trasformazione che abbia 
due punti fondamentali in A4 ed As ed il terzo in un punto A t 
diverso da Aa muta la retta A.,A3 in un punto base, nell’intorno 
del quale si trova il trasformato di Az.

11. Rappresentazione piana delia superficie cubica generale 
in base alla sua generazione proiettiva di Grassmann- 
Steiner.

Storicamente la rappresentazione della superficie cubica gene­
rale su di un piano è stata scoperta in base alla generazione proiet­
tiva di essa, come luogo dei punti comuni a tre piani corrispon­
denti di tre stelle omografiche (x).

(J) Il metodo induttivo adoperato nel precedente paragrafo per risalire 
dal sistema delle immagini piane alla superficie rappresentata, appartiene 
ad una riflessione posteriore, che è contenuta nella veduta della geometria 
sopra una superficie secondo M. Noether (1872) e che esplicitamente viene 
messa in rilievo da E. Caporali (Cfr. E. Caporali: Sopra i sistemi lineari 
triplamente infiniti di curve algebriche piane, Coll. Math, in Mem. D. Che­
lini, Milano, 1881).
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Siam) 0, O', 0" i centri di tre stelle omografiche: il luogo dei 
punti comuni a tre piani corrispondenti è una superficie F del 
terzo ordine (F3) ; e una generica superficie del terzo ordine può 
essere così generata. Valutiamo anzitutto l'ordine della superfì­
cie F, trovando il numero delle intersezioni della F con una retta
generica r dello spazio. Sia P un punto qualunque di r. Al fascio 
di piani, die ha la retta OP come asse, corrisponde un fascio di 
piani per 0' ed un fascio di piani per 0"; questi due fasci risul­
tano proiettivi e le rette, intersezioni di piani corrispondenti, ge­
nerano per conseguenza una quadrica F... Al punto P facciamo 
corrispondere i due punti P' e P", intersezioni della retta r con 
la quadrica F2. Reciprocamente, un punto della r, considerato 
come un punto P', proviene solamente da un punto P della r: 
infatti per il punto P' passa una (ed in generale una sola) coppia 
di piani -z e r", corrispondentisi nella omografia fra la stella 
di centro 0' e la stella di centro 0"; se P è il punto d’intersezione 
del piano z, corrispondente a n nella omografia fra le stelle di 
centro 0 ed O', con la retta r, il punto P' proviene solamente 
dal punto P così costruito.

cubica nella forma :

= 0
c. c

sono forme lineari nellei termini del 
omogenee

dove 
nate

che la
super-

ciò : 
della

a,
b.

a.
V. 
c'.

a
V

determinante
-'h. *3,

Sulla retta r vi è una corrispondenza [1, 2] ed i punti comuni 
alla r ed alla superficie F sono i punti uniti di tale corrispon­
denza: una corrispondenza [1, 2] su di una retta possiede tre 
punti uniti (x) e ne segue che la superficie F è del terzo ordine (F3).

Il fatto che la generazione con tre stelle proiettive di piani 
conduca alla superficie cubica generale risulta da 
sopradetta generazione porta a scrivere l’equazione 
ficie

coordi-
x., ; e in questa forma rientra in parti-

(l) Cfr. ad es. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria... Vol. I, Lib. IT, 
Cap. I, pag. 157.
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colare l’equazione canonica di Cayley-Salmon :
0 2/1 21

ydJdJtHh zxz.z3 — 0 .Vi = 0
?/3 0

alla quale si. può ricondurre la più generale superficie del terzo 
ordine. Quest'ultima affermazione si giustifica nel modo più ra­
pido con un computo di costanti. Infatti la forma canonica di 
Cayley-Salmon dice che una superficie cubica generale appar­
tiene ad un fascio contenente due terne di piani : e combinando 
linearmente due terne di piani (dipendenti ciascuna da nove pa­
rametri) si ottengono appunto superficie cubiche. Questo com­
puto di costanti — per essere rigoroso — esige però che una su­
perficie cubica generale non possa considerarsi in infiniti modi 
una combinazione lineare di due terne di piani: ma ciò è evidente, 
giacché, nella ipotesi contraria, la superficie cubica generale sa­
rebbe rigata.

La generazione della più generale F3 mediante tre Stelle omo­
grafiche offre un semplice mezzo — indicato dal Clebsch ed ap­
profondito e chiarito geometricamente dal Cremona — di dimo­
strare la razionalità di questa superficie. Si facciano corrispon­
dere omograficamente ai piani della stella di centro 0 i punti di 
un piano z. Ad ogni punto P' di ~ è allora associato un piano 
per 0, e quindi anche un piano per 0' e uno per 0"; questi tre 
piani s'incontrano in un punto P della F3, corrispondente di P'; 
viceversa, preso un punto P di F3, in esso si incontrano tre 
piani corrispondenti, uno dei quali appartiene alla stella di cen­
tro 0 : a questo piano è associato un punto P’ di z, che sarà il 
corrispondente di P. Così si stabilisce una corrispondenza gene­
ralmente biunivoca fra i punti della F3 ed i punti di z, che di­
mostra come la F3 generale sia razionale; lo stesso ragionamento 
prova anche la razionalità di ogni F3 particolare, la quale sia 
generabile mediante tre stelle omografiche.

Ricerchiamo quali curve di F3 abbiano come immagini le rette 
di z. Se il punto ìv percorre una retta generica di z, il punto P 
percorre una curva di F3, ehe è il luogo dei punti comuni ai piani 
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corrispondenti di tre fasci proiettivi : questa curva è perciò una 
cubica gobba di F3, della quale gli assi dei tre fasci proiettivi 
sono corde (Q.

Pertanto sulla F3 esiste una rete | L | di cubiche gobbe e la 
omografia tra le stelle di centro 0, O', 0" si ottiene facendo cor­
rispondere le rette per 0, 0', 0", che sono corde di una medesima 
cubica gobba di | L |.

Quanto alle immagini C delle sezioni piane, esse devono inter­
secarsi a due a due in tre punti variabili; inoltre, poiché le rette 
sono immagini di cubiche gobbe, le curve C debbono incontrare 
le rette in tre punti : ne segue che le immagini delle sezioni piane 
della F3 generale costituiscono un sistema lineare co3 di cubiche C3 
passanti per 6 punti semplici A„ A2, ..., Aa, in accordo con quanto 
si è concluso precedentemente in base al computo di costanti.

Abbiamo veduto che su di una superficie cubica F3, generabile 
mediante tre stelle omografiche di centri 0, O', 0", esiste una 
rete \L \ di cubiche gobbe, tale che ogni terna di rette corrispon­
denti per 0, O', 0" è costituita da corde di una medesima cubica 
gobba di \ L \.

Inversamente il Cremona dimostra che : se è data su di una F3 
una■ rete | L \ di cubiche gobbe e da tre punti 0, O', 0" dati ad 
arbitrio sulla F3 si mandano le corde relative a ciascuna cubica 
gobba di \ L \, le tre stelle di centri 0, O', 0" risultano riferite 
omograficamente e la F3 viene generata come luogo delle inter­
sezioni di tre piani omologhi.

Osserviamo anzitutto che la corrispondenza stabilita fra una 
qualsiasi delle stelle e la rete delle cubiche gobbe è biunivoca: 
infatti, fissata una cubica gobba L, vi è una sola corda di L pas­
sante ad es. per 0 ed una retta per 0 sega ulteriormente la Fa in 
due punti, per i quali passa una cubica gobba di | L \.

Dimostriamo ora che la corrispondenza fra le stelle e la rete | L | 
è proiettiva. Occorre a questo scopo che alle rette per 0, giacenti

C) Ofr. ad es. F. Enriques: Lezioni dì-Geometria Proiettiva, pag. 340, 
Bologna, 1925.
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in un piano r., corrispondano delle cubiche di | L |, costituenti 
un fascio lineare, cioè passanti per un medesimo punto. Osser­
viamo perciò che la <7*  segata sulla cubica Ka, intersezione del 
piano 7. con la F3 dalle rette di ir per O è parzialmente contenuta 
nella gf segata sulla K3 dalle cubiche gobbe della rete \ L [■. esiste 
perciò sulla K3 un punto fisso T, che è il residuo della nominata 
p*  rispetto alla g\ segata dalle cubiche gobbe della rete | L ]. 
Per il punto T passano le ool cubiche gobbe di un fascio, cor­
rispondenti alle rette di ~ appartenenti al fascio di centro O. 
Vi è dunque proiettività fra le stelle di centro 0, O', 0" e la rete 

I LI e di conseguenza le tre stelle di centro 0, O', 0" risultano 
riferite omograficamente. È poi chiaro che tre piani omologhi r., 
iz, r," rispettivamente per 0, O', 0" si incontrano in un punto 
della superficie F3 e cioè nel punto T dianzi costruito, che riesce 
base per il fascio di cubiche corrispondenti ai tre piani.

Ricapitolando, possiamo dire: condizione necessaria e suffi­
ciente perchè una superficie cubica F3 sia generabile mediante 
tre stelle omografiche è che sulla F3 esista una rete di cubiche: 
gobbe.

Se una superficie cubica Fa è definita come luogo dei punti 
comuni ai piani corrispondenti di tre stelle omografiche, sappiamo 
che la rappresentazione piana di questa superfìcie si può ottenere 
ponendo una omografia fra i punti eli un piano ed. i piani di una 
delle tre stelle generatrici. Ma quando si voglia rappresentare 
con questo metodo una F3 data a priori, della quale si sappia che 
può essere generata mediante tre stelle omografiche, non però as­
segnate, la definizione di una omografia fra le stelle di centro 
O, O’, O", che generi la Fs, esige la conoscenza di una rete di cu­
biche gobbe-, e a priori non si vede come questa possa costruirsi 
su F3, tanto più che si presenta in realtà un caso d’eccezione. 
(Cfr. ipiù avanti pag. 59). Donde la convenienza di arrivare in 
altro modo — più diretto e semplice ■— alla rappresentazione 
piana di una Fs razionale.

Nota storica. - La possibilità di generare una superficie cubica 
generale con tre stelle omografiche fu dimostrata nel 1855 dal 
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Grassmann (9; questa generazione risulta per Ini come caso par­
ticolarissimo di un metodo generale, che permette 'la generazione 
di curve algebriche piane e superficie algebriche d’ordine qualun­
que. Tuttavia Grassmann non insegna il modo di definire le omo­
grafie generatrici per una superficie data, limitandosi semplice- 
mente a mostrare, in base a un computo di costanti, la possibilità 
della generazióne.

Il Clebsch (2) ed il Cremona (3) hanno veduto che dalla ge­
nerazione con tre stelle proiettive discende la possibilità di rap­
presentare la superficie cubica generale in modo che alle cubiche 
gobbe generate da tre fasci proiettivi di piani entro le dette stelle 
rispondano le rette del piano rappresentativo.

Il Cremona si pone per il primo il problema di assegnare in 
fatto la costruzione delle tre stelle generatrici per una F3 data, 
dimostrando che la generazione riesce definita in corrispondenza 
di una delle 72 reti di cubiche gobbe ehe appartengono alla su­
perficie. Una lieve lacuna nella sua dimostrazione fu rilevata 
dallo Sturm (4) nel 1905 e colmata da C. Segre (5) e dallo stes­
so Sturm (fl).

12. Le 27 rette appartenenti alla superficie cubica.

Abbiamo veduto che, partendo dalla rappresentazione piana 
di una F3 generale mediante cubiche per 6 punti base A1} A2, ...,

(') Cfr. H. Grassmann, Die stercometrischen Gleichungen dritten Grades 
und die dadurch erzeugten Oberflächen, « Grelles Journal f. Mathematik», 
Bd. 49 (1855) e «Werke», Bd. II.

(-) Cfr. A. Clebsch, Die Geometrie auf den Flächen dritter Ordnung, 
«Journ. f. Math.», Bd. 65 (1866).

(’) Cfr. L. Cremona, Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du 
troisième ordre, «Opere matematiche», Turno III, pagi 3.

(4) Cfr. R. Sturm: Luigi Cremona; «Archiv der Mathematik und Phy­
sik», s. 3", Vol. 8. (1905).

0 Cfr. C. Segre: Sur la génération projective des surfaces cubiques? 
ibidem, Vol. 10. (1906).

(‘) Cfr. R. Sturm : Über die Erzeugung der Fläche. S. Ordnung durch 
Collineare Bündel und trilineare Büschel; ibidem.



LE SUPERFICIE CUBICHE NON RIGATE 47

Ae, si riconosce l’esistenza di 27 rette appartenenti alla super­
ficie. Ci proponiamo di stabilire direttamente l’esistenza di queste 
rette e di dedurne reciprocamente la rappresentazione piana del­
la F3 generale. Anzitutto un semplice computo di costanti per­
mette di affermare che sulla F3 generica esiste un numero finito 
di rette: le rette dello spazio sono infatti -x>' e quattro condizioni 
sono necessarie perchè una retta giaccia su di una F3 data (1).

Un procedimento semplice che permette di determinare il nu­
mero delle rette di F3 è la rappresentazione, di F3 su di un piano 
doppio -, mediante la proiezione da un suo punto generico 0 : ogni 
punto di F3 si proietta in un punto di ir. mentre un punto di rr 
è immagine di due punti di F3.

I punti di -, che sono immagini di un sol punto di F3 (ossia 
di due coincidenti) costituiscono la immagine del contorno appa­
rente di F3 vista da 0. Dimostriamo che tale immagine è una 
quantica senza punti doppi. Infatti le sezioni piane di F3 per 0 
segano la F3 secondo cubiche, ed esistono, come è noto, quattro 
tangenti a queste cubiche, passanti per 0 ; 'esse, costituiscono la 
intersezione completa con il piano della cubica del cono circo­
scritto da O alla F3, sicché questo risulta del quarto ordine e dello 
stesso ordine sarà quindi la sua intersezione con ir: l’immagine 
del contorno apparente è dunque una quartiea C4. Dimostriamo 
che generalmente essa è priva di punti doppi. Invero un punto 
doppio di C.l potrebbe provenire;

a) da una retta bitangente alla F3, passante per 0, oppure
b) da una retta congiungente 0 con un punto doppio di F3.

(’) Il dubbio che il numero delle rette di F sia nullo si rimuove così: 
se le equazioni, che esprimono l’appartenenza di una retta ad una F fossero 
incompatibili per valori generici dei coefficienti della F, il principio di 
Plücker-Clebsch (cfr. Enriques-Chisini: Teoria..., Vol. I, Lib. I, Cap. Ili, 
pag. 149) ci assicura che il sistema di queste equazioni potrebbe diventar com­
patibile per valori particolari dei coefficienti, solamente divenendo indeter­
minato. Ciò significa che una superficie del terzo ordine o non possiederebbe 
rette o sarebbe rigata. Ma si prova subito l’esistenza di particolari F*  non 
rigate, sulle quali esiste un numero finito non nullo di rette, costruendo la 
loro equazione. Ne segue che anche sulla F generale esiste un numero finito 
e non nullo di rette.
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Là prima eventualità è da escludersi, perchè una retta Intan­
fente alla F3 dovrebbe appartenere completamente alla F3. Il 
punto 0 sarebbe perciò su di una retta di F3, contrariamente 
all’ipotesi che sia scelto in modo generale sulla F3.

Il secondo caso poi non può verificarsi, se la F3 è generale.
Dunque la quartica Ci, contorno apparente della superficie 

cubica generale, veduta da un suo punto generico, è priva di 
punti doppi e possiede per conseguenza 28 bit ungenti.

Una di queste bitangenti è la traccia su ~ del piano tangente 
in 0 a F3; infatti questo piano, contenendo le due tangenti prin­
cipali nel punto 0, riesce Infangante al cono circoscritto da 0 
a Fa e quindi ha come traccia su " una Infangante a C4. Le altre 
27 bitangenti di C.t corrispondono invece a piani bitangenti non 
solo al cono circoscritto, ma anche a F3. Ora un piano intanfente 
a Fa, la sega secondo una cubica con due punti doppi, che si deve 
perciò necessariamente spezzare in una retta ed in una conica. 
Quindi per ogni bitangente a C.t, esclusa quella che è la traccia 
del piano tangente in O alla F3, si ha una retta su F3. Viceversa 
se esiste una retta r su F3, il piano determinato da r e da 0 è 
bitangente a F3, e passando per 0, è bitangente anche al cono 
circoscritto a Fz da 0 e dà perciò origine ad una bitangente di C4. 
Ne discende la proposizione fondamentale: La superficie cubica 
generale (cioè priva di punto doppio) possiede 27 rette.

Data l’importanza di questo teorema, ne offriamo un’altra 
dimostrazione.

Il metodo è il seguente : prese quattro sezioni piane generiche 
di F3, cioè C,, C2, C3, C4, le rette di Fs sono evidentemente tutte 
le rette che si appoggiano a queste quattro curve in punti distinti ; 
queste rette infatti, avendo quattro intersezioni con Fa, giacciono 
intieramente su di essa. Viceversa una retta di F3, ha una inter­
sezione comune con ogni sezione piana e si appoggia quindi a C\, 
C2, C3, U,; e i quattro punti d’appoggio risultano certo distinti 
se le sezioni piane sono generiche. Per valutare ora il numero delle 
rette che si appoggiano a Clt C2, C3, U4, calcoleremo il grado della 
rigata $ formata dalle rette appoggiate a C 1; C2, C3 e interseche­
remo la <5 con C4.
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Ricordiamo perciò il seguente teorema di G. Salmon C): La 
rigata definita da tre curve algebriche irriducibili C\, C2, Cs degli 
ordini rt, r2, r3, tali che esistano :

sl punti comuni a Ct e C2
Sj » » » C3 e C,
s3 » » » C) e C2

è di grado 2r1r2r3 — s4r4 — s2r2 — s3r3.
Invero questo grado appartiene alla rigata, privata dei coni, 

che da un punto comune a due curve direttrici proiettano la terza 
direttrice. Nel caso nostro C\, C2 e C3 sono del terzo ordine ed 
hanno a due a due tre punti a comune. Perciò il grado di d> sarà:

?i = 2.3.3.3 — 3-3 — 3-3 — 3-3=27.

Intersecando la d’ con C\, che è del terzo ordine, si ottengono 
perciò 27-3 = 81 punti d’intersezione, ai quali a prima vista si 
farebbero corrispondere 81 rette di F3 ; mentre abbiamo già di­
mostrato per altra via che il numero delle rette è 27.

Il fatto che si trovino più rette del previsto è indice dell’esi­
stenza di soluzioni improprie, che devono essere scartate.

Ponendoci dal punto di vista geometrico, scorgiamo immediata­
mente l’origine dell’errore. Infatti è vero che ogni retta che si 
appoggia a Cn C2, Cs, è una retta di F3, ma soltanto se i quat­
tro punti d’intersezione sono distinti, perchè se ciò non fosse la 
retta non avrebbe quattro ma tre punti, d’intersezione con Fe 
quindi non apparterrebbe ad essa. Ora si sono già scartate, valu­
tando il grado (27) di O :

«) le rette che si appoggiano a C3 e C4 e passano per i punti 
comuni a C; e C2;

ò) le rette che si appoggiano a C2 e C4 e passano per i punti 
comuni a C4 e C,;

c) le rette che si appoggiano a C\ e C4 e passano per i punti 
comuni a C2 e C3;

ma non si è tenuto conto delle rette che si appoggiano a C2, 

I1) Ofr. per es. F. Enriques: Lezioni di Geometria descrittiva (Bologna, 
1925), pag. 313. -
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C„, C3, C4'passando per i punti comuni alle coppie di curve e 
c\, C2 e C4, C3 e C4;

queste rette si ottengono quando si contano le intersezioni 
di d> con la C4, ma non corrispondono a rette di F., e quindi sono 
da scartare.

È ora facile trovare il numero delle rette da scartare, arri­
vando così al risultato esatto.

La curva C4 ha tre punti comuni con C\. Ognuno di questi 
punti è vertice di due coni di terzo ordine, che proiettano rispet­
tivamente C2 e C3. Questi due coni si intersecano in nove gene­
ratrici, tre delle quali vanno ai punti comuni di e C3 e sono 
già state scartate fra le rette che passando per i punti comuni a 
C„ e Cs si appoggiano a C4. Per ogni punto comune a C4 e Ct 
si devono perciò scartare 6 rette. Considerando anche le interse­
zioni di C4 con C2 e C3, vediamo che in totale si debbono scartare :

3 • 3 • 6 = 54

rette, e le rettp di F3 diventano di conseguenza:

81 — 54 — 27 e. v. d.

13. Rappresentazione piana della superficie cubica generale 
mediante la proiezione sghemba.

È importante riconoscere che fra le 27 rette di una superficie 
cubica generale vi sono coppie di rette sghembe : infatti le 27 
rette non possono essere tutte incidenti a due a due, giacché più 
di tre non possono stare in un piano e tre di esse non complanari 
non possono passare per un punto senza che questo risulti doppio, 
riuscendo indeterminato il relativo piano tangente.

L’esistenza di una coppia di rette sghembe permette di co­
struire semplicemente una corrispondenza biunivoca fra i punti 
di F3 ed i punti di un piano r., mediante la proiezione sghemba. 
(Clebsch, 1866).

Siano a e b due rette sghembe di P3. Fissato un piano - qua­
lunque ed un punto generico P di F3, esiste una retta per P, 
che si appoggia ad a e b ed interseca il piano r nel punto P', im­
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magine di P. Reciprocamente, preso un punto P' di w la retta 
per P' ehe si appoggia ad a e b interseca ulteriormente F3 in un 
unico punto P, corrispondente a P'. Abbiamo così ottenuto un 
metodo per costruire geometricamente la rappresentazione piana 
di Fs> appena si conosca una coppia di rette sghembe di Fs.

Ricerchiamo prima quali sono le eccezioni nella rappresenta­
zione sul piano z e procediamo poi a trovare le immagini delle 
sezioni piane. Se un punto P' di it è eccezionale, deve avvenire 
uno di questi due casi:

1) o la retta per P' che si appoggia ad a e & interseca ulte­
riormente F3 in più di un punto e quindi appartiene intiera­
mente a F3 ;

2) oppure questa stessa retta è indeterminata, nel qual caso 
P' deve essere la intersezione di a o di b con z.

Le eccezioni su n si hanno dunque nei punti d’intersezione delle 
rette di F3, che si appoggiano ad «eòe nei punti d'incontro 
di a e b col piano z. Importa perciò conoscere quante rette di F3 
si appoggiano ad una coppia di rette sghembe come a c b.

A tal fine si consideri la rigata determinata da due sezioni 
piane C1 e C2 e da a e la si intersechi con b. Il grado n di O 
tenendo conto che C1 e C2 si intersecano in tre punti e che Ct e C2 
hanno entrambe un punto comune con a, è dato da :

m = 2- 3.3.1 — 3.1 — 1-3 —1-3 = 9.

La rigata avrebbe perciò nove intersezioni con b ; non tutte 
però corrispondono a rette di F3, che si appoggiano ad «ed: 
infatti dal punto comune a C, e b, a e C2 vengono proiettati se­
condo un piano e un cono cubico, che si intersecano in tre rette, 
una delle quali però passa per il punto comune ad a e C2 ed è 
stata già tolta ; solamente le altre due sono quindi da scartare ; 
ripetendo l’analogo ragionamento per il punto comune a C., e b, 
troviamo che: Esistono cinque rette di F3 che si appoggiano ad 
a e b. Esse sono a due a due sghembe: se infatti due di esse si 
incontrassero in un punto fuori di a o b, a- e b sarebbero compla­
nari; se si incontrassero in un punto di a o b, questo punto sa­
rebbe doppio.
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In base a queste sole osservazioni possiamo trovare le imma­
gini delle sezioni piane. Valutiamo perciò il grado della rigata 
che ha una generica sezione piana C4 e le due rette a e b come 
curve direttrici. La curva sezione della con ir è l’immagine di Cx. 
Se si applica il solito teorema, avremo per il grado di <p, tenendo 
conto che a e b sono sghembe e che C\ incontra in un punto a e b:

n = 2.3 • 1 • 1 -1-1—1.1 = 4.

Le immagini delle sezioni piane di F3 sono dunque delle quar- 
t.iche di rr; ora, poiché ogni sezione piana interseca in un punto 
ciascuna delle cinque rette di F3, che si appoggiano ad a■ e b, le 
quartiche immagini passeranno tutte semplicemente per i punti 
Pn P2, P3, P4, P5 in cui queste cinque rette intersecano il piano ir. 
Inoltre dimostriamo che esse passano doppiamente per i punti A 
e B comuni a ï e ad a e li. Dal punto A, infatti, b e C, vengono 
proiettate secondo un piano ed un cono cubico, che hanno tre 
generatrici in comune; una di queste è la retta che congiunge A 
con il punto comune afre C\ ed è stata tolta nel valutare il grado 
della rigata H; le altre due fanno invece parte della 't e questo 
ci dimostra che la quartica immagine di C\ passa effettivamente 
due volte per il punto A. Concludendo; le immagini delle sezioni 
piane di F:s, rappresentata sul piano mediante la proiezione sghem­
ba, sono quartiche passanti semplicemente per cinque punti P1; 
P2, P3, P4, Po s doppiamente per due punti A e B.

Questo sistema lineare è, come il sistema dei piani dello spazio, 
di dimensione 3 ; ed il suo grado è 3, cioè due quartiche di esso 
si intersecano in 3 punti (fuori dei punti base).

Ci si può ricondurre immediatamente al sistema lineare delle 
cubiche per sei punti base semplici, che abbiamo trovato prece­
dentemente, mediante una trasformazione quadratica, nella quale 
si prendano i punti A, B, Pn come fondamentali.

Secondo un’osservazione fatta dallo stesso Clebsch. si può 
arrivare direttamente alla rappresentazione piana della super­
ficie F3 mediante il sistema delle cubiche per 6 punti; a tal uopo 
basta- prendere il piano r. in modo che passi per una delle 5 rette, 
della P3, incidenti ad a e b.
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Indichiamo con c12 una delle nominate rette. La retta c12 fa 
parte della rigata H delle rette, che si appoggiano a C}, a e b. Le 
quartielie sezioni di H con z si spezzano perciò nella c12 ed in una 
residua cubica, che deve passare per i punti An A, (che ora desi­
gnano i punti comuni a c12 e ad a e b rispettivamente) e per i 
punti Ag, A.,. Ao, A,., traccio su ir delle altre quattro rette a3, a4, a}, 
a0 di Fs, che si appoggiano ad a e & e non giacciono in n. A parte 
la retta c12 fissa, le immagini delle sezioni piane sono qui precisa- 
mente le cubiche passanti semplicemente per i punti Ab A,, A3, 
A4, Aa, Ao.

Abbiamo così ottenuta direttamente quella rappresentazione 
che più sopra avevamo preveduta come possibile per una super­
ficie cubica generale, in base ad un computo di costanti.

14. Curve tracciate sulla superficie cubica.

6 Per quanto abbiamo veduto, presi sei punti An A2, ..., A6 in 
posizione generica in un piano ir, le cubiche per questi sei punti 
si possono sempre considerare come le immagini delle sezioni 
piane di una superficie cubica, che è rappresentata punto per 
punto sul piano rr. Ne segue che le proprietà delle curve tracciate 
sulla superficie F3 si devono riflettere in proprietà relative al 
sistema lineare predetto e viceversa. Ci proponiamo di fornire 
alcuni esempi dell’uso che può farsi in questo senso della rap­
presentazione piana di F3.

Ricordiamo intanto come vengano determinate le 27 rette 
della superficie ; le loro immagini sono :

a) le 6 curve infinitesime costituenti gli intorni del primo 
ordine dei punti A{ (i = 1, 2,..., 6),

b) le Qj = 15 rette c,-,, passanti per i punti A£ ed Aft 

(», k = 1, 2, ..., 6) e
c) le 6 coniche bf(i— 1, 2, ..., 6) passanti per i cinque punti 

base, che si ottengono escludendo A(-
Passiamo a ricercare le coniche di F3. Esse hanno come im­

magini delle curve che segano le cubiche per At, A,, ..., Ao in 
due punti variabili: l’ordine delle nominate curve è certamente 
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minore o uguale a tre, essendo ogni conica della superficie conte­
nuta in una sezione piana.

Le coniche della superfìcie cubica sono perciò tutte e sole 
rappresentate :

a) dai 6 fasci di cubiche, che hanno At come doppio e gli 
altri punti base come semplici,

d) dai — Q) — 15 fasci di coniche aventi quattro punti 

base fra i punti Alt A2, ..., A6>
c). dai 6 fasci di rette di centro At(i = 1, 2, ..., 6).

La superfìcie cubica generale possiede quindi 27 fasci di co­
niche.

Ogni fascio di curve, immagini di coniche, del tipo a) o b) o c) 
si può completare con l’immagine di una retta del tipo a) o b) 
o c) rispettivamente, in modo da dar luogo ad un fascio di cubiche 
per Alt A2, ..., Ae, immagine di un fascio di sezioni piane.

Tutto ciò risulta anche direttamente dalla superficie cubica F3. 
Una conica di F3 fa parte di un piano, che sega ulteriormente la 
F3 in una retta, la quale è sostegno di un fascio di piani, su 
ognuno dei quali si trova una conica di Fs. Le coniche di F3 si 
distribuiscono quindi in 27 fasci, ognuno dei quali è segato sul­
la F3 da un fascio di piani, che ha come sostegno una delle 27 
rette di F3. Le coniche del fascio, completate con la retta sostegno, 
danno luogo ad un fascio di sezioni piane.

Veniamo a ricercare le cubiche gobbe di F3. Esse hanno come 
immagini delle curve, che intersecano le cubiche per Alt A2, ..., Aa 
in tre punti variabili. Poiché ogni cubica gobba dello spazio ap­
partiene ad oo2 quadriche e le immagini delle curve intersezioni 
di una quadriea con la F3 sono sestiche, passanti doppiamente per 
A\ A2, ..., (1), ne segue che le immagini delle cubiche gobbe
avranno un ordine minore o uguale a 6.

(’) Questo asserto si giustifica rapidamente così: tra le quadriche dello 
spazio vi sono le quadriche spezzate in una coppia di piani; l’immagine del­
l’intersezione completa di F con una qnadrica spezzata in due piani è costi­
tuita da una sestina C, con At, A^ ..., A^ doppi, spezzata nelle due cubiche Cs, 
immagini delle sezioni piane, ottenute con i piani, che costituiscono la qua-
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Fatta questa osservazione è facile trovare elle le cubiche gobbe 
di Fs sono tutte e sole rappresentate dai seguenti sistemi lineari:

1) la rete delle rette di r. ;

— 20 reti di coniche per tre punti base ;

3) le 6 X 5 = 30 reti di cubiche passanti doppiamente per 
uno e semplicemente per quattro punti base;

4) le A = -0 reti di quartiche con tre punti base doppi 

e tre punti base semplici;
5) la rete delle quintiche, che passano doppiamente per i 

sei punti base.
Concludiamo dicendo che : sulla superficie cubica generale 

esistono 72 reti di cubiche gobbe.
Uno sguardo ai sistemi lineari immagini di queste reti, per­

mette di dire che esse sono tutte omaloidiche, cioè due curve di 
ogni rete si incontrano in un solo punto variabile.

Un’altra proprietà delle reti di cubiche gobbe risulta però 
dalla loro rappresentazione piana. Presa ad es; una retta di z, 
essa rappresenta una cubica gobba Cs di F3) per la quale passano 
oo’ quadriche, che segano ulteriormente F3 in cubiche gobbe for­
manti una rete. Ma, poiché l’intersezione completa di Fs con una 
quadrica deve essere una curva, la cui immagine ha A1} A2, ■■■,' A« 
come punti doppi, l’immagine della rete di cubiche gobbe 
segata dille oo2 quadriche contenenti C3, deve essere la rete delle 
quintiche che hanno Av A,, ..., An come doppi. Troviamo così: 
le oo2 quadriche passanti per una generica cubica gobba della 
rete del tipo 1) segano su F3 le cubiche gobbe della rete del 
tipo 5).

driea. Ne segue che anche l'immagine della intersezione completa di una 
quadrica qualunque con la è una Cn con i punti At, A^ ..., Aa doppi ed anzi
il sistema lineare delle curve segate sulla F dalle co9 quadriche dello spazio 
ha come immagine il sistema lineare co9 di sestiche passanti doppiamente per 
Ap A!t ..., A*.

Analogamente ognuna delle venti reti comprese nel tipo 2) 
è associata ad una ben determinata rete fra le venti del tipo 4), * il



56 LIBRO PRIMO

mentre una rete del tipo 3) è associata ad una rete dello stesso 
tipo. Ciò è sempre conseguenza del fatto che le oo° sestiche per 
A1; A2, ..., Aa doppi sono le immagini delle intersezioni di F2 con 
le oo° quadriche dello spazio.

Possiamo enunciare il nostro risultato anche così:
Sopra una■ superficie cubica gene) ale F3 una rete di cubiche 

gobbe si può sempre ritenere segata da <x2 quadriche, aventi una 
cubica gobba di F3 a comune.

Non ci incingeremo a studiare le quartiche giacenti su di una 
superficie cubica generale, lasciando questo argomento come eser­
cizio al lettore (x).

Esercizio. - Determinare le trasformazioni cubiche in cui ai 
piani corrispondono superficie generali del 3° ordine. Il primo tipo 
è costituito da trasformazioni (3,3) in corrispondenza al sistema 
omaloidico delle F2 passanti per una sestica di genere 3.

15. Casi particolari.

È interessante notare come si modificano i risultati del numero 
precedente, quando i sei punti base non sono più in posizione 
generica.

Nel caso generale le sei rette a{ di F3, che nella rappresenta­
zione piana hanno come immagine l’intorno di primo ordine dei 
punti At, sono sghembe a due a due. Ma se i sei punti A< giac­
ciono su di una conica, allora sappiamo che la superficie acquista 
un punto doppio e i sei punti A( rappresentano le sei rette che 
concorrono nel punto doppio. In altre parole, le sei rette per il 
punto doppio possono essere considerate come posizione limite 
di sei rette sghembe a due a due sopra una superficie priva di 
punto doppio, ma tendente a quella dotata di un punto doppio. 
Ciò fa apparire anche la proiezione dal punto 0 mediante la quale 
abbiamo ottenuto la rappresentazione piana della superficie cu­
bica con punto doppio, come limite della proiezione sghemba, che

(') Per lo studio di curve d’ordine più alto v. del resto F. Enriques ed 0. 
Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, Cap. V, pag. 558. 
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ci ha permesso di costruire la rappresentazione piana della su­
perficie cubica generale.

L’acquisto di un punto doppio, il cui intorno è rappresentato 
da una conica passante per Au A.,, .... Afi, riduce il numero delle 
rette della superficie.

Nel caso generale le 27 rette sono rappresentate :
a) dai 6 punti A<,
d) dalle 15 rette, che li con giungono a due a due in tutte 

le maniere possibili,
c) dalle 6 coniche per 5 punti base.

Se i punti Al; A.,, ..., Ac sono su di una conica, essi continuano 
a rappresentare sei rette della superficie, e lo stesso vale per le 
quindici rette del caso li). Invece le sei coniche del caso c) coinci­
dono in una, e questa rappresenta non una retta, ma l’intorno 
del punto doppio.

Ne viene la proposizione: Una superficie cubica con un punto 
doppio, rappresentata su di un piano da oo3 cubiche per sei punti 
base giacenti su di una conica-, possiede 21 rette.

Ma una F3 rappresentata su di un piano da cubiche per 6 
punti può essere dotata di un punto doppio anche senza che i 
sei punti base siano su di una conica. Sappiamo infatti che la 
superficie cubica generale acquista un punto doppio non sola­
mente quando i sei punti A,, A.,, ..., A,, vengono a disporsi su di 
una conica, ma anche quando tre punti A < sono in linea retta 
ovvero due punti At sono infinitamente vicini (cfr. pag. 41); 
abbiamo però osservato che questi tre casi si riducono l’uno al­
l’altro con trasformazioni quadratiche, sicché si può sempre rite­
nere che l’intorno di un punto doppio di una F3 sia rappresen­
tato da una conica per A„ A3, ..., A,. ; pertanto si ha in ogni caso 
che la superficie cubica dotata di un punto doppio possiede 21 
rette.

Una superficie cubica F3 può possedere più di un punto dop­
pio. Se ad es. esistono due punti doppi, i 6 punti base del sistema 
rappresentativo debbono assumere una posizione reciproca tale 
che sia possibile il contemporaneo verificarsi di due delle seguenti 
circostanze :
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a) i sei punti Al; A2, ..., Ae stanno su di una conica,
b) tre punti A , stanno su di una retta,
c) due punti A 4 sono infinitamente vicini.

Facilmente si potrebbe determinare la riduzione subita dal 
numero delle rette di una Fs con punto doppio, per la presenza 
di un secondo punto doppio ed eventualmente di un terzo o quarto. 
Ma non ci indureremo su ciò, limitandoci ad osservare che una 
superficie cubica senza linea doppia (non rigata) può avere al 
massimo quattro punti doppi.

La dimostrazione diretta di questa proposizione segue dall os­
servare che la classe di una superficie cubica è 12 (tanti essendo 
i punti comuni alla F3 e ad una coppia di sue quadriche polari) ; 
ogni punto doppio cala di due la classe, ma questa non può ridursi 
a due, giacché le superficie di classe due sono d’ordine due.

Un punto di molteplicità superiore (cioè triplo) può sorgere 
soltanto nel caso del cono (efr. pag. 71).

Come si è studiata la riduzione subita dalle 27 rette di una F3 
per l’acquisto di uno o più punti doppi, si può studiare la ridu­
zione delle reti di cubiche gobbe. Due circostanze possono concor­
rere a tale riduzione :

a) la coincidenza di due reti,
ò) la riduzione a cubiche piane.

Supponiamo che la F2 possieda un punto doppio 0, il cui 
intorno sia rappresentato dalla conica per Alt A2, ..., Aa. La rete 
delle rette del piano e la rete delle quintiche passanti doppia­
mente per Alt A2, ..., Aa non rappresentano più una rete di cubi­
che gobbe ma una stessa rete di cubiche piane.

Invero le quintiche si compongono nel nostro caso della conica 
per At, A,, ..., A„ e di una retta e le rette rappresentano cubiche 
piane, passanti per il punto doppio.

Le — 20 reti di coniche per tre punti base sono ancora 

immagini di cubiche gobbe, ma esse coincidono con le 20 reti 
di quantiche con tre punti base doppi e tre semplici; infatti le 
nominate quantiche si spezzano nella conica Alt A2, ..., Aa ed in 
coniche per tre punti base.
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Invece le 30 reti di cubiche continuano ad essere immagini 
di 30 reti di cubiche gobbe.

Riassumendo i risultati ottenuti, troviamo : Sopra una super­
ficie cubica con punto dopino ordinario esistono 50 reti di cubi­
che gobbe.

Ora la conica per Ak, A„, ..., può spezzarsi in due rette 
distinte e anche coincidenti, e tra i punti base possono avvenire 
degli avvicinamenti eoe., ecc. ; e questo porterà ad ulteriori ridu­
zioni del numero delle reti di cubiche gobbe. Senza entrare in 
una discussione minuta di tutti i casi che si possono presentare, 
avvertiamo, senza svilupparne la dimostrazione, che rimane sem­
pre almeno una rete di cubiche gobbe, tranne nel caso che le im­
magini delle sezioni piane siano delle cubiche passanti per i sei 
punti comuni a una cubica Cs e ad una sua tangente di flesso, 
contata due volte.

Il punto doppio della superficie cubica è qui un punto uni- 
planare, cioè il cono osculatore si spezza in un piano contato due 
volte; inoltre questo piano, che interseca in generale la superficie 
in tre rette distinte, la sega in un ’unica retta.

Sappiamo ora che la possibilità di generare una superficie 
cubica generale mediante tre stelle omografiche, dipende unica­
mente dall’esistenza su questa superficie di una rete di cubiche 
gobbe. Ne segue che una superficie cubica non rigata si può sempre 
generare con tre stelle omografiche,'salvo un’unica eccezione: la 
superficie con un puntp doppio uniplanare, per cui passano tre 
rette coincidenti.

Questa proposizione, che precisa le circostanze in cui è pos­
sibile la generazione della Fn con tre stelle omografiche, appartiene 
a C. Segre (* *).

P) Cfr. C. Segre: Sur la génération projective êtes surfaces cubiques; 
« Archiv der Math, und Phys. », 1906.

(*) Cfr. L. Schlafli: On the distribution of surfaces of the third order 

Nota. - La .considerazione dei casi particolari a cui conduce 
la rappresentazione piana della F3 con punti doppi, si trova già 
in Schlafli (2) ; ma un esame sistematico di tutti i casi possibili 
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è stato fatto da J. Diekmann (1). L’autore anziché la proiezione 
sghemba fra due rette adopera per la rappresentazione il sistema 
delle corde di una cubica gobba, che conduce ad una costruzione 
affatto analoga.

Nota. - Come si spiega la riduzione del numero delle rette ap­
partenenti ad una superfìcie cubica F3 che acquisti un punto 
doppio, dal punto di vista della continuità?

Su questa Fa, abbiam veduto, ci sono sei rette passanti per il 
punto doppio, che prendono il posto di 12. Orbene la nostra Fs 
possiede accanto a codeste rette, ed a ciascuna di esse, altrettante 
rette infinitamente vicine. Infatti la corrispondenza proiettiva 
che intercede fra i punti di una di tali rette a e i relativi piani 
tangenti, definisce una retta infinitamente vicina ad a, che appar­
tiene a tutti gli iperboloidi tangenti ad Fs lungo la retta.

into species, in reference to the absence or presence of singular points; «Phi­
los. Transact, of the R. Society», 1863.

(') Cfr. J. Diekmann: Über die Modificationen welche die ebene Abbil­
dung einer Fläche 3-ter Ordnung durch Auftreten von Singularitäten erhält; 
« Math. Ann.» Bd. IV, 1871.
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Capitolo III

LA RIGATA CUBICA

16. Rappresentazione piana della rigata cubica generale.

I Le superfìcie del terzo ordine, delle quali ci siamo finora occu­
pati, avevano come sezioni piane generiche cubiche generali, cioè

’ di genere uno. 'A—------ - -—j-• J
j Passiamo ora, allo studio delle superficie cubiche,*nelle  quali 
j ttâte^le sezioni piane sono dotate di un punto doppio. Il luogo, di 
' questi punti doppi è una linea doppia della superficie, cioè una 

• retta doppia a. I piani per a segano la superficie in cubiche spez- 
j zate nella retta a contata due volte ed in un’ulteriore retta, che 
I si appoggia ad a, sicché la superficie risulta rigata■.

Inversamente, una rigata cubica F3, che non sia un cono, è 
certamente a sezioni piane razionali, giacche essa possiede una 
direttrice doppia. Consideriamo all’uopo quattro generatrici 
della Fs, sghembe a due a due e non appartenenti ad una qua- 
drica : esistono due rette a e b (generalmente distinte) che si ap­
poggiano ad esse ; e le rette a e b, avendo quattro intersezioni con 
la Fs, vi giacciono per intero. Le rette a e b non possono variare 
al variare della quaterna di generatrici, che è servita alla loro 
costruzione: in caso contrario esisterebbero sulla F8 due sistemi 
di generatrici e la F3 sarebbe una quadrica. Ne segue che la Fs 
possiede due direttrici rettilinee ; e non può esistere una terza di­
rettrice rettilinea, altrimenti la F3 sarebbe una quadrica. È fa­
cile ora dimostrare che delle due direttrici rettilinee l’una è dop­
pia e l’altra semplice. Supponiamo perciò dei distinte. Il piano 
di a e di una generatrice generica g della F3 sega la F3 in una 
retta residua. Se questa retta (che non può coincidere con la g 
data la genericità di questa) coincide con a, la a è direttrice dop-
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pia. Se ciò non avviene, il piano di a e g sega la F3 in nna gene­
ratrice cf, la quale deve necessariamente passare per il punto 
comune alla g ed alla b ; e la b risulta così doppia. Riassumendo, 
possiamo dire: Una rigata cubica generale possiede una direttrice 
doppia ed una direttrice semplice, risultando così a sezioni ra­
zionali.

Il caso in cui le due direttrici rettilinee divengono infinita­
mente vicine dà luogo alla rigata di Cayley, che è anche essa 
a sezioni razionali e di cui parleremo piu avanti. Aggiungeremo 
qui che la retta doppia di una rigata cubica non può essere 
cuspidale, tranne il caso in cui la rigata stessa si riduca ad un 
cono : infatti, escluso questo caso, al variare del punto sopra la 
retta doppia si otterrebbero <x>4 piani tangenti e ciascuno di questi 
piani sarebbe tangente lungo tutta una generatrice; la nostra 
superficie risulterebbe così sviluppabile: ma una superficie svi­
luppabile algebrica d’ordine tre non può essere che un cono (4).

Tutto ciò premesso, osserviamo subito che la rigata cubica F3 
è razionale, giacché se ne ottiene la rappresentazione su di un 
piano qualunque per semplice proiezione da un punto 0 della 
direttrice doppia a : infatti, preso un punto P di F3, il raggio 
OP non interseca ulteriormente F3 ed interseca ~ in P', corrispon­
dente di P ; viceversa un punto P" di ir, congiunto ad 0, dà ori­
gine ad un raggio OP', che incontra Fs — fuori di 0 — in un 
unico punto P, corrispondente di P".

Troviamo le immagini delle sezioni piane di F3. Data una 
generica sezione piana, proiettandola da 0 si ottiene un cono 
cubicoD3 che ha a come generatrice doppia; l’intersezione di 
con il piano ir sarà quindi una curva del terzo ordine che ha il 
punto A, intersezione di a con ir, come punto doppio. Inoltre osser­

(’) Questa conclusione è confermata dall ’esame della rappresentazione pia­
na della rigata, che esponiamo più avanti. Appare da questa che la retta 
doppia della superficie (che ha per immagine una retta, su cui le coniche di 
un sistema lineare eo3 segano un’involuzione) è certamente nodale, sia nel 
caso generale, sia nel caso speciale della rigata di Cayley, purché questa 
non si riduca ad un cono.
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viamo ehe da 0 partono due generatrici at ed a2 di F3; ogni se­
zione piana incontra ax ed a., e perciò ax ed a2 sono generatrici 
di S>3 e le immagini delle sezioni piane passano per conseguenza 
per i punti A2 ed A2, intersezioni di a1 ed «2 con ir.

Riassumendo, abbiamo : le immagini delle sezioni piane di F2 
sono cubiche, che hanno A come plinto doppio e Az ed A2 come 
punti base semplici. Però, non tutte le cubiche che passano dop­
piamente per A e semplicemente per A1 ed A2 sono immagini di 
sezioni piane: infatti le cubiche di questo tipo sono oo4, mentre 
le sezioni piane sono o=3. Ricaviamo di qui che le cubiche, che 
sono immagini di sezioni piane, devono essere assoggettate ad 
un’ulteriore condizione lineare, che non può però essere il pas­
saggio per un punto base, giacché in tal caso due sezioni piane 
si incontrerebbero in due punti variabili, anziché in tre.

Quale sia l’ulteriore condizione risulta subito dal seguente 
ragionamento. Per ogni- punto P della generatrice a esistono due 
piani r.x e r,2 determinati dalla retta a con le due generatrici p, 
e p2, passanti per P ; le coppie di piani e ~2 sono in corrispon­
denza biunivoca ed algebrica con i punti di a e sono perciò coppie 
di un’involuzione : i due,punti doppi di questa involuzione rispon­
dono all’esistenza sulla rigata Fs di due punti, per i quali i piani 
tangenti coincidono, cioè di due punti cuspidali.^Proiettando ora 
dal punto 0 di a, ogni coppia di piani per a dà origine ad una 
coppia di rette per A, sicché si avrà nel piano ir una involu­
zione di raggi ai intorno al centro A. Preso ora un punto P gene­
rico di a, le oo2 sezioni piane passanti per P, hanno tutte P come 
punto doppio ; le loro tangenti principali in P devono essere con­
tenute nei piani e r,2, e le tangenti principali delle loro imma­
gini devono perciò coincidere con le due rette pu p2, che sono 
le traccio su ir dei piani e c, e formano una coppia della invo­
luzione tó.

L’ulteriore condizione per le cubiche, immagini di sezioni pia­
ne, è dunque la seguente: le tangenti principali nel punto dop­
pio A, sono coniugate in una involuzione a; e le oo2 cubiche, im­
magini di sezioni piane, le quali hanno come tangente cuspidale 
nel punto doppio A una retta doppia dell’involuzione w, rispon­
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dono alle sezioni piane per un punto cuspidale della direttrice 
doppia. .

Noi abbiamo così caratterizzato completamente le immagini 
delle sezioni piane di F3 su il Importa fare qualche osservazione 
complementare : .

a) le rette AAX ed AAZ sono coniugate nella involuzione co, 
giacché sono le traccie su r. di due piani determinati da a con le 
rette a3 ed a, di Fs ;

d) la retta A3A2 è l’immagine della direttrice semplice b : 
ciò è evidente quando si pensi la rappresentazione di F3 ottenuta 
mediante proiezione da 0, giacché b incontra a, ed a„. D’altronde 
la retta ArA„ è incontrata in un solo punto dalle rette per 0, che 
sono le immagini delle generatrici di F3 : la retta At A2 è perciò 
l’immagine della direttrice semplice di F3;

c) l’intorno di primo ordine dei punti AL ed A2 rappresenta 
la retta cq ed a2 rispettivamente;

d) l’intorno del punto A è invece in corrispondenza [2, 1] 
con i punti della direttrice doppia a;

e) infine le rette A A, ed A A., rappresentano complessiva­
mente l’intorno del punto 0; tale intorno si compone di una 
retta infinitesima nel piano determinato da a ed a17 che è rap­
presentata su it dalla retta AAlt e da una retta infinitesima nel 
piano determinato da a ed a2, che è rappresentata dalla retta AA2.

Le oo2 sezioni piane per 0 sono rappresentate dalle oo2 rette 
del piano: invero queste rette fanno parte di°°2 cubiche spezzate 
del nostro sistema <-o", che contengono come parti fisse le rette 
AA3 e AA.2.

17. Trasformazione del sistema rappresentativo 
della rigata in un sistema di coniche per un punto base.

Con una trasformazione quadratica si può ottenere che le cu­
biche immagini delle sezioni piane di Fs diventino coniche.

Si consideri all’uopo la trasformazione quadratica, che ha A, 
Ar ed A„ come punti fondamentali. Chiamando A', A\, A'2 i punti 
immagini delle rette A^A., AA2, zl/1, otteniamo come immagini 
delle sezioni piane di Fs delle coniche, C2, che passano semplice­
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mente per A' e segano sopra la retta A'jA', (immagine dell’in­
torno di A) le coppie di una involuzione co7, per la quale la cop­
pia A\ ed A', è una coppia di punti coniugati. I punti dell’in­
torno di primo ordine di A' sono ora immagini dei punti della 
direttrice semplice b, mentre le coppie di punti della retta A\A\, 
coniugati nella involuzione <■/, rispondono ai punti della diret­
trice doppia a; i due punti doppi dell’involuzione sono immagini 
dei due punti cuspidali della direttrice doppia.

Osservazione. - La trasformazione quadratica, che ha i punti 
fondamentali in A, Ax ed A2, si può ancora eseguire se il punto 
At si avvicina indefinitamente al punto A (*)  od anche se Ar ed A., 
si avvicinano entrambi ad A succedendosi sopra un ramo lineare. 
Nel primo caso la trasformazione quadratica si ottiene facendo 
corrispondere alla rete delle rette la rete delle coniche irriduci­
bili, che passano per A ed A2, avendo in A la medesima tangente 
AAX ; nel secondo caso basta far corrispondere alla rete delle 
rette la rete delle coniche irriducibili, che si osculano in A, avendo 
ivi la medesima tangente AAX ed il medesimo cerchio osculatore 
AAjAo.

Ma i punti At ed A2 possono avvicinarsi ad A in due dire­
zioni distinte (o succedendosi sopra un ramo cuspidale) : in questo 
caso la trasformazione induttrice viene a mancare, giacche i punti 
A, An A2 non possono essere presi come punti base di una rete 
di coniche non degeneri. La superfìcie rappresentata è un cono 
cubico razionale-, infatti le cubiche del sistema lineare rappre­
sentativo, che passano per un punto dell’intorno di A, si spez­
zano in tre rette per A, qualunque sia questo punto ; ne viene che 
l’intorno del punto A è l’immagine di un punto triplo della F-, 
la quale è dunque un cono. ''

Concludendo, possiamo dire: ogni rigata cubica che non sia 
un cono può essere rappresentata sul piano in modo che le im­
magini delle sezioni piane siano coniche per un punto; ma questa 
rappresentazione non è più possibile per il cono cubico razionale.

(’) Questa ipotesi dà origine alla rigata di Cayley, di cui si discorre più 
avanti.

5
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Diamo un’applicazione elegante della rappresentazione della 
rigata di terzo grado Fs determinando le asintotiche della super­
ficie (1).

Ricordiamo che sopra una superficie F (non sviluppabile), 
algebrica (o no), le asintotiche sono quelle curve, che in ogni punto 
hanno come tangenti le tangenti principali di F. Su ogni super­
ficie (convenientemente limitata in senso differenziale) esistono 
pertanto due fasci di asintotiche. Uno di questi è costituito dalle 
generatrici, quando la superficie è rigata. Per trovare sulla rigata 
cubica F3 le asintotiche del secondo fascio, incominciamo a ricer­
care le immagini di quelle sezioni piane, che sono ottenute me­
diante piani tangenti ad F3. Un piano tangente sega F3 secondo 
una cubica, che deve avere un punto doppio nel punto d’incontro 
del piano tangente con la direttrice doppia a ed un altro punto 
doppio nel punto di tangenza : tale cubica si spezza perciò in una 
conica ed in una retta.

Per trovare le immagini di sezioni piane ottenute con piani 
tangenti, dovremo perciò, nel piano rappresentativo, cercare le 
coniche del sistema lineare | C21 più sopra considerato, che si 
spezzano in due rette; ogni punto del piano sarà il punto doppio 
di una di queste coniche.

Preso un punto P qualunque del piano, lo si eongiunga con A' ; 
la retta PA' seghi la retta A’rA'2 nel punto U e sia U' il punto 
coniugato di U nella involuzione esistente sulla retta A\A'2. La 
retta PA' insieme alla retta. PU' costituisce una conica spezzata, 
che rappresenta evidentemente una sezione piana, ottenuta sulla 
F3 mediante un piano tangente.

Ad ogni punto P abbiamo così associato due direzioni PA' e 
PU' e le immagini delle asintotiche sul piano rappresentativo sa­
ranno quelle linee, che in ogni punto P hanno come tangenti le 
rette PA' e PU'. Noi possediamo in altre parole la concreta visione 
dell’equazione differenziale del primo ordine e del secondo grado, 
dalla quale dipende la determinazione delle asintotiche.

(J) Cfr. L. Cremona : Rappresentazione di una classe di superficie gobbe 
sopra un piano e determinazione delle loro curve assintotiche; «Ann. di 
Mat. » Serie II, T. I, 1868. — Opere di L. Cremona, T. II, pag. 409.
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Ma anche l’integrazione si lascia qui effettuare immediata­
mente per via geometrica.

Le curve, che in ogni punto P hanno la retta PA' come tan­
gente sono evidentemente le rette per il punto fìsso A!, cioè le 
immagini delle generatrici della rigata.

Rimangono da trovare le curve che in ogni punto P hanno la 
retta PU' come tangente. Nella fig. 1 sono disegnati i punti M, N, 
punti doppi della involuzione, determinata sulla retta A\A'2 dalle 
coniche, immagini di sezioni piane della F3.

La coppia di punti UU' separa armonicamente la coppia MN ; 
ne segue che la conica passante per il punto P e tangente in N

alla retta A'N ed in M alla retta A'M ha in P precisamente la 
retta PU' come tangente. Ciò avviene per un punto qualunque 
di codesta conica. Da ciò segue che :

Nella rappresentazione piana della rigata cubica generale F3, 
dove le sezioni piane sono rappresentate da coniche per un punto 
A', seganti una involuzione coi punti doppi M, N sopra una retta 
r, il secondo fascio delle asintotiche vien dato dal fascio delle 
coniche tangenti in N ed M alle rette A'N ed A'M.

Le coniche del tipo indicato sono incontrate dalla immagine 
della generica sezione piana in quattro punti e perciò sulla no­
stra F3 le asintotiche del secondo fascio sono delle curve gobbe 
del quarto ordine, di genere zero.

La rigata cubica presenta l’esempio più semplice di superficie 
algebrica con asintotiche algebriche.
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Esercizio. - Lo studioso determini i diversi tipi di trasforma­
zioni cubiche dello spazio, in cui ai piani rispondono oo3 rigate 
cubiche (necessariamente colla retta doppia fissa), formanti un si­
stema omaloidico. Il primo tipo è la trasformazione (3, 2) la cui 
inversa dà la trasformazione quadratica di 2a specie.

18. Casi particolari: rigata cubica di Cayley.

Abbiamo veduto che la retta doppia a di una rigata F3 è sem­
pre nodale, se la rigata non è un cono cubico. Per conseguenza 
da un punto generico di a escono due generatrici distinte. In gene­
rale queste sono anche distinte da a e danno luogo a due piani 
tangenti, che risultano coniugati in un’involuzione <n. Per esami­
nare il caso in cui una delle generatrici divenga infinitamente 
vicina alla a, supponiamo che l’involuzione w data nel fascio 
di asse a degeneri. In questo caso le coppie di piani coniugati in w 
contengono un piano fisso, che risulta tangente alla Fs in tutti i 
punti di a. Pertanto in un punto generico P di a vi sarà un se­
condo piano tangente variabile n, e fra Pei intercederà una cor­
rispondenza biunivoca e quindi proiettiva. Ciò vale quanto dire 
che le generatrici di F3 si appoggiano, oltre che alla direttrice 
doppia a, ad una seconda direttrice rettilinea, che è una retta b, 
sghemba ad a ed infinitamente vicina ad essa. Si ricordi infatti (T) 
che una retta sghemba infinitamente vicina ad una retta data a 
resta definita da una proiettività non degenere fra la punteggiata 
a ed il fascio di piani per a : codesta retta infinitamente vicina b 
diventa incidente ad a quando degeneri la anzidetta proiettività 
tra il punto P di a ed il suo piano tangente variabile ir. Ma per 
la Fa questo equivale ad avere in ogni punto di a due piani tan­
genti fissi ; ed in questa ipotesi la F3 sarebbe un cono.

Riteniamo intanto la conclusione a cui siamo pervenuti:
La rigata cubica dà luogo ad un caso particolare, in cui, senza 

diventare un cono, la sua direttrice semplice b diventa una retta (*) 

(*) Ofr. ad ss. F. Enriques: Lezioni ài Geometria Descrittiva (Bolo­
gna, 1925) pag. 309.
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infinitamente vicina alla direttrice doppia a e sghemba rispetto 
ad essa-, questo caso è caratterizzato dalla circostanza, che vi è 
una falda della superficie Fit la quale tocca lungo una retta a 
un piano fisso. La rigata così definita prende il nome da A. Cayley, 
che la scoprì.

La rigata di Cayley si può anche caratterizzare in rapporto 
ai punti cuspidali, che si riducono qui ad un punto cuspidale 
doppio C).

È facile vedere come si particolarizzi la rappresentazione pia­
na di una rigata cubica nel caso di una rigata di Cayley. Rife­
riamoci da prima alla rappresentazione mediante cubiche, che 
passano doppiamente per A e semplicemente per ed A.,. Ricor­
diamo che si perviene a questa rappresentazione quando si proietti 
la F3 da un punto 0 della sua direttrice doppia a : i punti A, A,, 
A, sono allora il punto d’incontro di a e delle due generatrici a, 
ed a2 uscenti da 0, con il piano su cui si proietta.

Sia ora la F.t una rigata di Cayley. Da un punto generico 
O di a partono due generatrici, una delle quali ad es. ay è infi­
nitamente vicina alla a. Il sistema rappresentativo è ancora co­
stituito da cubiche passanti doppiamente per A e semplicemente 
per A1 ed A,; il punto è però infinitamente vicino ad A, in 
guisa che le immagini delle sezioni piane hanno in A una tangente 
fissa AAt. Poiché le cubiche Cs(A2AlA2) sono oo4, è necessario 
che esse soddisfino ancora una condizione lineare, per rappresen­
tare sezioni piane della F3. Per trovare questa condizione lineare 
ricordiamo che nel caso generale gli intorni dei punti At ed- A, 
rispondono proiettivamente ai punti delle rette a1 ed a2. Nel caso 
della rigata di Cayley la retta a± è infinitamente vicina alla a e 
vi è dunque proiettività tra i punti della retta a ed i punti del­
l’intorno di Ar. D’altra parte vi è anche corrsipondenza proiet- (*) 

(*) Per la discusione della singolarità efr. F. Enriques ed 0. Chisini: 
Teoria..., Vol. II, Cap. VI, pag. 626. Altri casi interessanti di superficie 
dotate di punto cuspidale doppio si vedranno in seguito.
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tiva tra i punti di a e le direzioni uscenti dal punto A : infatti le 
immagini delle sezioni piane che passano per un punto P di a 
hanno in A una retta osculatrice fissa, che è la AA1} ed una retta 
osculatrice p variabile con P, che è la traccia sul piano di proie­
zione del piano tangente in P, diverso dal piano tangente fisso ; e 
tra la retta p ed il punto P vi è corrispondenza proiettiva.

In definitiva: ad ogni punto dell’intorno di A corrisponde 
proiettivamente un punto dell’intorno di A1; e le cubiche, imma­
gini di sezioni piane, devono contenere coppie di punti corrispon­
denti.

Se si eseguisce una trasformazione quadratica, che ha i punti 
fondamentali in A, Alt A2, l’intorno di A si trasforma nell’in­
torno di un punto 0.l’intorno di A2 in una retta p passante per 0 
e la proiettività tra i punti dei due intorni in una proiettività 
tra i punti dell’intorno di 0 ed i punti della retta p. Allora: il 
sistema lineare rappresentativo della rigata di Cayley è costi­
tuito da <x>3 coniche, passanti per 0 ed assoggettate all’al tenore 
condizione che la tangente in 0 ed il punto d’incontro con una 
retta p uscente da 0 si corrispondano in una proiettività che in­
tercede tra fascio e punteggiata.

Esercizio. - Riferendosi alla rappresentazione piana della ri­
gata di Cayley, nella quale le immagini delle sezioni piane sono 
coniche per un punto 0, si dimostri che il fascio rappresentativo 
delle asintotiche (diverso dal fascio delle generatrici) è costituito 
da coniche tangenti in 0 alla retta p <e aventi tra loro un con­
tatto quadripunto.

Si osservi che queste asintotiche sono immagini di cubiche 
gobbe della superficie.

Dato un sistema lineare ©a3 di cubiche C3(A2A1A2), rappre­
sentativo di una rigata F3 generale, abbiamo veduto ehe se AL si 
avvicina indefinitamente ad A, la Fs si riduce ad una rigata di 
Cayley.

Se Ax ed A„ si avvicinano entrambi ad A succedendosi sopra 
un ramo lineare, la superficie rappresentata è ancora una rigata 
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di Cayley (*)  ; infatti questo caso si ottiene dal precedente con 
una trasformazione quadratica, nella quale si prendono come fon­
damentali i punti A, A± ed un punto generico della retta ÄA,. 
Nell’uno e nell’altro caso poi l’ordine del sistema può essere ab­
bassato con un’opportuna trasformazione quadratica.

Ma zlj ed A2 possono avvicinarsi ad, A in direzioni distinte 
o succedendosi sopra un ramo cuspidale.

Abbiamo già detto che allora la Fs diventa un cono razionale. 
L’intorno di A^ è in corrispondenza proiettiva con l’intorno di A„, 
ciascuno di questi intorni essendo in corrispondenza proiettiva 
con i punti della direttrice doppia. L’ordine del sistema lineare 
non può qui essere abbassato con alcuna trasformazione qua­
dratica.

Termineremo con qualche osservazione, relativa al caso in cui 
la rigata cubica è un cono ellittico (senza retta doppia). Non ab­
biamo mai incontrato questa superficie discutendo il sistema li­
neare rappresentativo di una rigata cubica generale, per una ra­
gione essenziale: il cono ellittico è una superficie non razionale. 
Se infatti questa superficie fosse razionale, il sistema delle sue oo1 
rette che è irrazionale di genere uno (come una sua sezione piana) 
sarebbe rappresentato da un sistema co1 di curve, tali che per 
ogni punto generico del piano ne passi una ed una sola ; ma questa 
proprietà caratterizza (2) nel piano i fasci lineari cioè razionali, 
sicché si cade in un assurdo.

19. Trasformazioni proiettive della rigata cubica.

La rigata cubica generale possiede un invariante (relativo) 
che viene espresso dal discriminante della forma quadratica rap­
presentante la coppia dei punti cuspidali sopra la retta doppia : 
il suo annullamento dà la rigata di Cayley.

(') Perchè questa ipotesi si verifichi basta proiettare la rigata di Cayley 
dal suo punto cuspidale doppio.

(2) Conseguenza del principio di Lamé o del teorema di Lüroth. Cfr. ad 
es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol I, Lib. II, cap. II, pag. 231.
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Non vi è altro invariante indipendente, perchè la rigata non 
possiede invarianti assoluti. Infatti : àe rigate cubiche generali 
si possono trasformare proiettivamente l’una nell’altra in oo! 
modi. A tal uopo si consideri la coppia dei punti cuspidali A, B, 
di una rigata cubica F3, e la coppia dei punti A', B', segati dalle 
generatrici per A e B sulla direttrice semplice: e per una se­
conda rigata cubica F3 si considerino i punti analoghi A, B, A', B'. 
Vi sono oo 3 omografìe che fan corrispondere ad A, B, A', B' risp. 
A, B, A' B' (ovvero B, A, B', A'); esse mutano la rigata F3 in 
un’altra rigata, che appartiene con F3 ad un fascio con curva base 
costituita dalle rette AB, A'B', ed A A', BE', dove la retta doppia 
AB conta per quattro e le generatrici AA' e BB' ciascuna per due. 
Pertanto vi sono co2 omografie che trasformano la F3 nella F... 
In particolare: una rigata cubica generale viene trasformata in 
se stessa da oo2 omografie (componenti un gruppo misto); d’ac­
cordo col fatto che il sistema oo13 * delle rigate cubiche è trasfor­
mato in sè dalle oo15 omografie dello spazio.

(’) Cfr. S. Lie: Theorie der Transformationsgruppen; Vol. Ill (1893) »
F. Enriques: Sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni proiettive
in se stesse; « Atti R. 1st. Veneto», t. IV, serie VII, 1892-93 e t. V, serie VII, 
1893-94.

Nel caso particolare in cui A e B diventano infinitamente vi­
cini (tra loro e ad A' e B'), si avranno oo’ autografie trasformavii 
in sè la rigata di Cayley, essendovi oo12 rigate speciali di tale 
famiglia, permutate fra loro dalle oc15 omografie dello spazio.

La proprietà dimostrata è caratteristica per la rigata di Cay­
ley, in quanto sussiste il teorema (’) :

La rigata cubica di Cayley è la sola superficie non sviluppa­
bile che possiede un gruppo oo3 di trasformazioni proiettive in sè 
(e non un gruppo più ampio).

Accenniamo rapidamente alla dimostrazione del teorema. Per­
ciò occorre considerare le asintotiche della superficie, che formano 
un sistema oo1 d’indice due. Fra le oo’’(r;>3) trasformazioni 
proiettive della superficie se ne avranno oo2 (almeno) che lascian 
ferma un’asintotica ; quindi le asintotiche (.non potendo essere 
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linee piane curve) saranno rette ovvero cubiche gobbe (1). Se la 
superficie non è a punti parabolici (cioè non è un piano o un 
cono o la sviluppabile delle tangenti ad una cubica gobba) le asin­
totiche dovranno formare due fasci di rette, o daranno luogo 
almeno ad un sistema di cubiche gobbe. La prima ipotesi porta . 
che la superficie sia una quadrica, e quindi ammetta <x>8 trasfor­
mazioni proiettive. La seconda ipotesi porta che la superficie ap­
partenga al fascio delle superficie (del 6° ordine) trasformate in 
sè dalle oo2 omografie che lasciano ferma una cubica gobba ed 
hanno un punto unito sopra di essa. Ma entro questo fascio, 
all’infuori di superficie sviluppabili c’è una sola superficie con 
oo3 trasformazioni proiettive, che è una rigata di Cayley.

20. La rigata razionale normale dello spazio 
a quattro dimensioni.

Abbiamo già osservato che un sistema lineare | C3 |, oo3, di 
cubiche passanti doppiamente per un punto A e semplicemente 
per due punti A,, A2 è — come si suol dire — incompleto, essendo 
contenuto in un sistema lineare più ampio di dimensione quattro, 
il quale, non essendo ulteriormente ampliabile, si dice completo.

Il sistema | C3 | è rappresentativo di una rigata cubica F3 ed 
il fatto che esso non sìa completo si può dedurre direttamente 
dalla rigata, osservando che il sistema lineare delle sezioni piane 
della Fs si può ampliare in un sistema di dimensione quattro. 
Si considerino a questo scopo le oo4 quadrighe, contenenti la 
direttrice doppia a di Fs ed una generatrice g : le nominate qua- 
driche segano ulteriormente la superficie in cubiche gobbe, tra le 
quali sono comprese le sezioni piane della F3 in corrispondenza 
alle quadriche che si spezzano nel piano delle rette a e g ed in 
un piano generico.

Ora il significato geometrico del fatto che il sistema rappre­
sentativo I C3 I è incompleto e contenuto in un sistema completo (*) 

(*) Cfr. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V. Cap. III. 
pagg. 203 e segg., in particolare il teorema a pag. 248.
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di dimensione 4 sta in ciò: La rigata cubica generale F3 dello spa­
zio ordinario si può considerare come proiezione da un punto ester­
no di una rigata cubica 4>2 dello spazio a quattro dimensioni, la 
quale risulta normale, cioè non può essere considerata come proie­
zione di una rigata cubica, posta in uno spazio di dimensione più 
elevata; la rigata<&3 può essere rappresentata sul piano in modo che 
il sistema lineare oo4 delle sue sezioni iperpiane abbia per imma­
gine il sistema lineare oo4 delle cubiche passanti doppiamente per 
A e semplicemente per A, ed A2, ovvero il sistema lineare oc4 
delle coniche per un parto 0.

Fissata la superficie F3, il sistema lineare | Cs rappreseli 
lativo di essa sarà del tipo:

'■i?i + V-Ps -+• = 0

le curve = 0, <p2 = 0, <p2 — 0, = 0 essendo quattro cubiche,
linearmente indipendenti, passanti doppiamente per A e sempli­
cemente per A,, A2, immagini di quattro sezioni piane della F3. 
Si potrà sempre supporre, essendo X3, X.2, X3, X.t coordinate 
omogenee in S3, che le equazioni parametriche della F3 siano:

Xt = cfi (i — 1, 2, 3, 4).

Ciò premesso, essendo | Cs | incompleto, esiste una cubica 
ç0 = 0, passante doppiamente per A e semplicemente per Ax ed 
A2, linearmente indipendente dalle cubiche = 0, <p2 = 0, = 0,
<?4 = 0.

Consideriamo allora la superficie dello spazio a quattro dimen­
sioni definita dalle equazioni:

Xt = <p, (i= 0, 1, 2, 3, 4).

Si tratta di una superficie razionale, le cui sezioni iperpiane 
sono rappresentate dalle curve del sistema lineare :

Vfo ■+■ "*■  = 0.

La superficie è del terzo ordine ( 4>,) giacché le immagini di 
due sezioni iperpiane si incontrano in tre punti variabili ; e la 4>2 
è rigata perchè le rette per il punto A sono uniseeanti le imma-
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gini delle sezioni iperpiane e quindi immagini di curve unisecanti 
le sezioni iperpiane cioè di rette.

La superficie Fa è evidentemente la proiezione della (D 3 dal 
vertice della piramide fondamentale, opposto all’.S'3 in cui giace 
la Fa.

La d>3 è infine normale, essendo il sistema lineare :

■+" À-Pi ■+• -+- ÀzPz "+■ ' i'-fi — 0

completo. Se infatti la d>3 fosse proiezione di una superficie cubica 
posta in uno spazio di dimensione più elevata, si dovrebbe poter 
ripetere il ragionamento precedente ed il predetto sistema dovreb­
be essere ulteriormente ampliabile.

È facile ora mostrare che da una medesima rigata cubica di 
si possono ottenere, per proiezione da un punto esterno, tanto 

delle rigate cubiche a direttrici distinte quanto delle rigate di 
Cayley: rimane così approfondito il rapporto tra queste due 
superficie.

Osserviamo a questo scopo che sulla rigata cubica normale 
di S.t vi sono oo'- coniche (unisecanti le generatrici) ed una diret­
trice rettilinea : riferendosi infatti alla rappresentazione piana 
deliaca mediante le oo4 C3(A2A1A2), leoo2 coniche per A, A1} A„ 
sono immagini di coniche e sono unisecanti le rette per A, che 
rappresentano le generatrici della <&3; e la retta A^A2 è l’imma­
gine di una direttrice rettilinea. Ciò posto, per un punto 
0 dell'.84, esterno alla 4>3, passa uno ed un solo piano, segante 
la d>3 in una conica: infatti un S3 per 0 sega la d>3 in una cu­
bica razionale normale, della quale una sola corda passa per 0 ; 
ne segue — giacche ogni corda è comune ad oc2 S3 — che per 0 
passano oo1 corde, che devono stare, necessariamente, in un piano, 
segante la 4>3 secondo una conica.

Proiettando la d>3 da 0 in un À3, non passante per 0, la co­
nica (l, il cui piano passa per 0, viene proiettata in una direttrice 
doppia, mentre la direttrice semplice della D3 dà luogo ad una 
direttrice semplice. Si ottiene dunque una rigata cubica generale 
a direttrici distinte.

Ma il punto 0 può essere scelto in modo che sia contenuto 
in un piano, il quale contenga una conica della <!>,, spezzata in 
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una generatrice e nella .direttrice rettilinea ; in questa ipotesi, 
proiettando da 0, si ottiene la rigata cubica di Cayley.

Esercizio. - Riferiamoci, con F. Klein, alla rappresentazione 
dello spazio rigato sopra una quadrica Q’ dello spazio 85 0). Le 
rette hanno per immagini i punti della detta varietà quadrica Q\. 
I complessi lineari dì rette, definiti da un’equazione lineare nelle 
coordinate di rette pift, sono rappresentati da quadriche se­
zioni della Q “ con iperpiani di 8S; le congruenze lineari, definite 
da due equazioni lineari nelle pik, sono rappresentate da quadri- 
che Q'g sezioni della Q\- con 83: esse sono costituite da tutte le 
rette incidenti a due direttrici rettilinee, immagini dei due punti 
segati sulla dalla retta polare dello 83.

Ciò posto, lo studioso si renda conto come la soluzione del pro­
blema di «trovare tutte le curve d’ordine n tracciate sopra una 
superficie del 2° ordine » — problema risoluto dalla rappre­
sentazione piana (cfr. cap. I, n. 2) — si traduca nella « determi­
nazione di tutte le rigate di grado n, aventi due direttrici rettili­
nee»: queste rigate (irriducibili) si ottengono dalle corrispon­
denze [r, s] fra le due direttrici, dove r-\-s = n (r = l, 2, ...,n—1) 
e risultano avere due direttrici multiple degli ordini s ed r.

Si considerino in particolare le rigate del 3° grado ; si dimostri, 
in quest’ordine di idee, che tali rigate posseggono sempre due di­
rettrici rettilinee, una doppia e l’altra semplice. Si consideri, in 
ispecie, il caso della rigata di Cayley, e si indichino sopra la Q J 
i due punti infinitamente vicini, che rappresentano le due di­
rettrici.

(.’) Cfr. ad es. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria.... Vol. I, Lib. I, 
Cap. II, pag. 117 e segg.



Capitolo IV

LA SUPERFICIE ROMANA DI STEINER

21. Introduzione: costruzione di superficie razionali del 
quarto ordine a partire da sistemi lineari di curve nel 
piano.

Si vede subito che molte superfìcie algebriche del quarto or­
dine F4 (ad es. il monoide) sono razionali, e noi ci proponiamo 
nel seguito di determinare tutte le F4 che godono di questa pro­
prietà.

Fissando per ora la nostra attenzione sopra una qualunque F4 
razionale, osserviamo che il sistema lineare °o3 delle sue sezioni 
piane sarà rappresentato sul piano i cui punti sono in corri­
spondenza biunivoca con i punti di F.„ da un sistema lineare di 
curve di dimensione tre, le quali si segheranno, fuori dei punti 
base, in quattro punti variabili : un sistema di questo tipo àicesi ' 
di grado 4. In generale si chiama dimensione di un sistema lineare 
I C I di curve algebriche la sua infinità, e grado di | C | il numero 
delle intersezioni variabili di due curve di esso. A partire da un 
sistema lineare \ C | (costituito da curve irriducibili) di dimen­
sione 3 e grado 4 in un piano n, rimane definita, a meno di una 
omografia di S3, una F4 razionale, rappresentata siti piano in gui­
sa che le immagini delle sezioni piane sieno le curve di | C 
Infatti se I C I ha per equazione :

^otpoAi<p] H-À-i-= 0
e si pone:
(1) Vj — P,- (r —0, 1, 2, 3)

dove le X t (i = 0, 1, 2, 3) sono coordinate omogenee di 83, le (I) 
determineranno una superficie razionale che ha l’ordine quattro, 
come il grado di | C |. Questa F 4 è definita a meno di una proiet- 
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tività di S3, giacché per determinare | C \ si possono prendere 
quattro curve qualsiansi linearmente indipendenti <p'o, <s\, <p'2, <?'3 
di questo sistema e porre quindi

(2) X< = ?'<;

allora le due superficie razionali rappresentate dalle equazioni (1) 
e (2) sono manifestamente trasformate una dell’altra per una 
omografia di 83.

Segue da quanto sopra, che per trovare tutte le superficie razio­
nali Ft di S3, basta cercare tutti i sistemi lineari di curve piane, 
di dimensione 3 e grado 4; ed anzi ci potremo limitare ai sistemi 
lineari di questo tipo birazionalmente distinti, giacché quando una 
F4 è rappresentata birazionalmente su di un piano ir e si effettua 
in questo una trasformazione birazionale, la F4 riesce rappresen­
tata punto per punto su un nuovo piano z' in guisa che le imma­
gini delle sue sezioni piane siano le curve del sistema \C' \, tra­
sformato di I C |, nella corrispondenza birazionale esistente fra 
T. e it'.

Concludiamo intanto : il problema della determinazione delle 
superficie algebriche F\ razionali proiettivamente distinte equi­
vale alla ricerca di tutti i tipi di sistemi lineari di curve piane 
di dimensione 3 e grado 4, birazionalmente distinti e costituiti 
da curve irriducibili.

Conviene tuttavia aggiungere una avvertenza. Può avvenire 
per un sistema lineare di curve irriducibili che le C passanti per 
un punto generico P’ di rr, passino di conseguenza per un pun­
to P", variabile con P'; allora P' e P" si corrispondono in una 
involuzione I del piano ed il sistema | C | potrà dirsi apparte­
nente a questa involuzione.

Un sistema | C | che non appartenga ad una involuzione si 
dirà semplice.

Ora ecco che cosa accade per la superficie rappresentata sul 
piano se il sistema I C | non è semplice. Se | C \ appartiene all’in­
voluzione Z= (P'— P") le curve C passanti per P' e per P" 
sono le immagini di sezioni piane delia P4, passanti per un unico 
punto P di F4. Il punto P è doppio per la P4 e così tutta la su- 
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perficie F., è composta di punti doppi e pertanto si riduce ad una 
quadriea contata due volte.

Nel seguito considereremo sempre sistemi lineari semplici, 
tralasciando così il caso della quadriea doppia, che tuttavia in­
contreremo più avanti nello studio delle involuzioni piane.

Nota. - Merita rilevare che le conclusioni precedenti riguar­
danti i sistemi lineari si lasciano generalizzare nella seguente pro­
posizione ; un sistema lineare | C \ (irriducibile) di curve alge­
briche eli un piano -, avente il grado n e la dimensione r, si può 
sempre considerare coinè il sistema delle immagini delle sezioni 
iper piane di una. superficie irriducibile F », avente l’ordine n e 
posta nello spazio 8,-ad r dimensioni. La superficie F„— che in 
casi particolari può ridursi ad una superficie multipla, s - pia, 

d’ordine —— risulta definita a meno di una omografia di Sr, men- 
s

tre I O' I è determinato a meno di una trasformazione cremoniana 
di

Se il sistema | C | ha la dimensione massima compatibilmente 
con la molteplicità dei punti base esso dicesi completo. Allora la 
F „ risulta normale, cioè non può essere ottenuta come proiezione 
di una superficie dello stesso ordine, posta in uno spazio di di­
mensione più elevata. Invece se il sistema | C | non è completo, 
la F può ottenersi per proiezione da una superfìcie dello stesso 
ordine di uno spazio superiore. Infatti sia r la dimensione di | C | 
ed r' la dimensione del sistema lineare completo | C | determinato 
dagli stessi punti base di | C \ presi con le stesse molteplicità 
(r <.»•'). Un sistema di r> 1 curve linearmente indipendenti 
di I C I si può scegliere in maniera che le prime r -|- 1 siano con­
tenute in I C |. Il sistema | C | sarà allora rappresentato da :

e j C 1 da :
\>?o ■+■ ^i«Pi + ^r+iiP’+i ■+• - +- = 0.

Le curve di | C | e | C' \ saranno ora immagini delle sezioni 
iperpiane di due superficie Fne F'„ degli spazi 8r ed 8’r,, le cui 
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equazioni saranno rispettivamente :

(3)
e:
(4)

X( = Ti (i = 0, 1, 2,..., r)

- V- (i = O, 1, 2,..., r')

ed appare di qua chiaramente che la superficie F „ è proiezione 
su Sr della superficie F'„, precisamente proiezione fatta dallo
di S,.r, opposto allo Sr nella piramide fondamentale delle coordinate.

22. La superficie di Steiner: sua rappresentazione piana.

Per determinare i sistemi lineari di dimensione 3 e grado 4, 
incomineeremo dall’ordine più basso, e, giacché le rette di ir sono 
solamente oo2, ci si presenta per primo il caso di un sistema lineare 
di oo3 coniche | C2 |, che, quando sia privo di punti base, sarà pro­
prio di grado 4.

La superficie F4, per la quale le coniche di | C, | sono le im­
magini delle sezioni piane, è anzitutto non rigata: infatti una 
retta di. F4 sarebbe rappresentata da una curva unisecante le 
coniche C2 ; ma, essendo | C2 | privo di punti base, ogni curva 
algebrica ha un numero pari di intersezioni con le coniche C2 e 
quindi non può esistere una curva unisecante.

Le sezioni piane di F4 sono delle quartiche di genere zero, e 
quindi dotate o di un punto triplo o di tre punti doppi;.sulla F4 
esisterà di conseguenza o una retta tripla o una linea doppia 
del terzo ordine. La prima ipotesi è da escludersi, giacché i piani 
per la retta tripla segherebbero la Fi ulteriormente secondo una 
retta, e la F4 sarebbe allora rigata. Nella seconda ipotesi non può 
aversi una cubica gobba doppia irriducibile, perché se ciò fosse 
da un punto generico della F4 partirebbe una corda della cubica 
gobba la quale avrebbe 5 intersezioni con la F4, e quindi vi appar­
terrebbe per intero, sicché la F4 sarebbe ancora rigata.

Ê necessario dunque che la linea doppia di F4 sia spezzata; 
ma lo spezzamento non può avvenire in una conica e in una retta : 
infatti per un punto generico di F4 la retta r e la conica C, ven­
gono proiettate secondo un piano ed un cono quadrino, segantisi
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in due generatrici, che, avendo 5 intersezioni con la F4, vi appar­
tengono, resultando la Ft rigata.

Lo spezzamento deve dunque avvenire in tre rette oq, a2, as ; e 
non possono due d'elle tre rette cq, a2, a3 essere sghembe, perchè 
in questa ipotesi le rette che partono dai punti di F4 e si appog­
giano a questa coppia apparterrebbero ad Ft e questa sarebbe 
ancora rigata. Dunque le tre rette doppie passeranno per uno 
stesso punto, giacché invero non potrebbero appartenere tutte a 
uno stesso piano/Si conclude che : La superficie F4 rappresentata 
sul piano da un sistema lineare oo3 di coniche privo di punti base 
possiede tre rette doppie concorrenti in un punto 0, il quale ri­
sulta triplo per essa : infatti i tre piani axa2, axa3, a2a3 sono tali 
che le loro rette passanti per 0 hanno contatto quadripunto con la 
F4, e perciò costituiscono insieme un cono cubico, osculatore 
alla Fi in 0, che risulta di conseguenza punto triplo.

I La superficie del quarto ordine non rigata, dotata di tre rette 
doppie, concorrenti in un punto triplo, dicesi superficie romana 
di Steiner, dal nome di colui ehe la scoprì appunto in un viaggio 
a Roma e perciò la designò come superficie romana.

Il possesso di tre rette doppie concorrenti in un punto triplo 
(e non quadruplo) caratterizza effettivamente le superficie rap­
presentabili su di un piano mediante un sistema lineare di coniche 
senza punti base. Infatti presa una tale superficie, essa si rap­
presenta sul piano n proiettando i suoi punti dal punto triplo 0 ; 
viene così a stabilirsi fra i punti della superficie ed i punti del 
piano rr una corrispondenza generalmente biunivoca, con tre punti 
eccezionali At, A2, A3, corrispondenti alle intersezioni delle rette 
doppie oq, a„, a3 con il piano ir. Le immagini delle sezioni piane 
sono quartiche passanti doppiamente per A„ A.,, A3, che trasfor­
meremo più avanti in coniche d’un sistema oo3 senza punti base; 
intanto l’intorno del punto triplo è rappresentato dall’interse­
zione del cono osculatore in 0 con il piano ir, cioè dalle tre rette 
A3A2, ■^■1-^-3,

Per trovare le immagini delle tre rette doppie, ragioniamo 
così : in ogni punto di una retta doppia il cono osculatore si spezza 
in due piani generalmente distinti; le coppie di piani, che così

6
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: risultano, sono in corrispondenza biunivoca ed algebrica con i
\ punti della retta doppia e quindi sono coniugati in una involu­

zione, che, con la proiezione da 0, si converte in una involuzione 
i di rette, passanti per A1; A2, dl3. Se ora una sezione piana sega
j le rette doppie nei tre punti A\, A'„, A'3, le tangenti principali
' in uno di essi giacciono nei piani osculatori, passanti per questo
; punto, e vengono dunque proiettate da 0 in coppie di rette co-
1 niugate nelle anzidetto involuzioni. Concludiamo quindi: le rette
! per ciascuno dei punti A1, A2, Az, tangenti alle quartiche imma­

gini delle sezioni piane di F4, sono associate a coppie e costitui- 
scono tre involuzioni -xq, ^2, <p3, nelle quali le rette A1A2 e >d^3, 
A2A3 e A2A4, A3Al e A3A2 sono coniugate. Risulta così quali sia­
no le immagini delle rette doppie : infatti i punti di a( sono in 
corrispondenza [1, 2] con i punti dell’intorno di primo ordine 
di Af

! Per ridurre ora il sistema delle quartiche, immagini delle
: sezioni piane di F4, ad un sistema di coniche, basta eseguire una
! trasformazione quadratica, prendendo i punti A4, A2, A3 come

fondamentali. Il sistema lineare co3 delle C4, con i tre punti Alt 
A2, A3 doppi, si trasforma in un sistema lineare -x-3 di coniche, 
C2, privo di punti base ; le rette doppie sono rappresentate da tre 
particolari rette, costituenti un triangolo A'4A'2A'3, sopra le quali 
le coniche del sistema non segano una ma una involuzione <7a; 
infine il punto triplo ha come immagine la terna dei punti A' 
A'2, A'3.

Ci siamo così ricondotti al sistema lineare di oo1 coniche senza 
punti base [ C., |, dal quale avevamo preso le mosse. Di più abbia­
mo trovato che per un sistema di questo tipo esistono sempre tre 
rette particolari, sopra le quali le coniche C2 segano una involu­
zione g2, e che sopra ognuna di queste rette una coppia dell 'in­
voluzione è costituita dai punti d’incontro con le altre due. Sa­
rebbe facile stabilire direttamente questo risultato, ma non ci 
tratteniamo su ciò.

Nota. - La superficie di Steiner, F4, non possiede invarianti 
assoluti: due F4 qualunque, con rette doppie distinte, sono

1
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sempre proiettive. Ciò risulta subito da un semplice computo 
di costanti. Osserviamo all’uopo che le Ft non ammettono infinite 
trasformazioni proiettive in se stesse e dipendono da 15 parametri 
come le omografìe dello spazio. Per giustificare questa proposizione, 
consideriamo anzitutto le Ft con un punto triplo e tre rette dop­
pie assegnate. Esse sono c : infatti le superficie generali del 
quarto ordine sono oo34 ed occorrono 10 condizioni lineari per 
il possesso di un punto triplo assegnato e poi altre 6 condi­
zioni lineari per il possesso di ognuna delle rette doppie uscenti 
dal punto triplo. Ciò posto, le superficie di Steiner dipenderanno 
appunto da 6 3 + 3.2 — 15 parametri, c. v. d.

(*) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. II, Lib. Ili, 
Cap. I, pagg. 61-62.

Si può anche riconoscere lo stesso fatto riferendosi al sistema 
lineare oo3 di coniche rappresentativo della Ft nel piano. C’è fra 
le coniche del piano, riguardate una volta come luogo e l’altra 
come inviluppo, una relazione di armonia definita dall’annullarsi 
di un invariante simultaneo (l’armonizzante (4)), per la quale 
ad ogni sistema lineare oo3 viene associata una schiera di coniche 
inviluppo o dualmente un fascio, e viceversa; così i sistemi li­
neari oo3, al pari dei fasci di coniche, risultano privi d’invarianti 
assoluti.

La superficie F, dà luogo ad un caso particolare, quando due 
delle tre rette doppie diventano infinitamente vicine. Una par- 
ticolarizzazione ulteriore corrisponde al caso in cui tutte e tre 
queste rette si avvicinino indefinitamente succedendosi sopra una 
falda di cono.

Infine vi è una particolarizzazione, per cui la F4 cessa di 
essere una vera superficie di Steiner, contenente oo2 coniche C2: 
è il cono del 4° ordine con tre rette doppie. In questo caso la 
superficie è ancora razionale, potendosi agevolmente rappresen­
tare sul piano mediante un sistema lineare oo3 di quartiche con 
un punto triplo e tre punti base semplici infinitamente vicini ; ma 
questo sistema, che pure si ottiene come limite di un sistema li­
neare di quartiche con tre punti base doppi, non si lascia più (*) 
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ridurre ad un sistema di coniche, mediante una trasformazione 
quadratica (cfr. l’oss. a pag. 94).

Notizia storica. - La superficie non rigata del quarto ordine, 
dotata di tre rette doppie concorrenti in un punto triplo, si chia­
ma superficie di Steiner dal nome di J. Steiner, che (nel 1844) 
la considerò durante un suo soggiorno a Roma, e' soleva perciò 
chiamarla la « superficie romana » (Römerfläche). Lo Stei­
ner (x) non pubblicò tuttavia nulla dei suoi risultati, giacché la 
generazione proiettiva, mediante la quale egli definiva la sua 
superficie, limitata al campo reale, lasciava dubbio se la super­
ficie fosse del quarto o del sesto ordine. I dubbi dello Steiner 
furono rimossi da. K. Weierstrass (2), il quale stabilì analitica­
mente che la superficie era effettivamente del quart’ordine e ne 
diede anche una rappresentazione parametrica con forme quadra­
tiche di tre parametri, dimostrandone così la razionalità. Succes­
sivamente la superficie di Steiner fu ritrovata da E. E. Kum­
mer (a), che si era proposto la determinazione di tutte le su­
perficie del quarto ordine contenenti infinite coniche. Seguirono 
immediatamente le ricerche di H. Schroeter (4), di A. Clebsch (5) 
e di L. Cremona (’); quest’ultimo in ispecie dimostrò, mediante 
la rappresentazione piana, che le asintotiche della superficie di 
Steiner sono curve algebriche del quarto ordine ed osservò i due 
casi particolari, in cui due o tutte e tre le rette doppie della

(’) Cfr. Jacob Steiner’s.- Gesammelte Werke (Berlino 1882), Vol. II, 
pag. 723.

(а) Cfr. l’appendice alle opere di J. Steiner sopraeitate, pag. 741; e 
Mathematische Werke di K. Weierstrass (Berlino 1903), Bd. Ili, pag. 179.

(’) Cfr. E. E. Kummer: Über die Flächen vierten Grades, auf welche 
Schaaren von Kegelschnitten liegen; « Crelle’s Journal », Bd. 64, 1865.

(*)  Cfr. H. Schroeter: Über die Steiner-sche Fläche vierten Grades, 
«Crelle’s Journal», Bd. 64, 1865.

(5) Cfr. A. Clebsch: Über die Steiner-sche Fläche; «Crelle’s Journal», 
Bd. 67, 1867.

(б) Cfr. L. Cremona: Rappresentazione della superficie di Steiner e delle 
superficie gobbe di terzo grado sopra un piano; «Rend. 1st. Lomb. », Se­
rie I, Vol. IV (1867). Opere di L. Cremona. Tomo II, pag. 389. 
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superficie si avvicinano indefinitamente. (Tuttavia il primo dei 
nominati due casi era già stato indicato dal Clebsch).

Sulla superficie di Steiner le sezioni piane ottenute con piani 
tangenti (essendo delle quartiche con quattro punti doppi ed es­
sendo la superficie non rigata) sono spezzate in due coniche. L’im­
portanza di tale proprietà deriva dal fatto che il possesso di 
oo2 sezioni piane spezzate caratterizza la superficie di Steiner, 
quando si prescinda dalle superficie rigate, per le quali le sezioni 
tangenti sono evidentemente riducibili, contenendo la generatrice 
che passa per il punto di contatto. Su questo teorema di Kro- 
necker-Castelnuovo, ritorneremo più avanti ; rimandiamo per­
tanto anche le relative notizie storiche.

Esercizi. - I) Dimostrare che in un sistema lineare oo3 di coni­
che, rappresentativo di una superficie di Steiner, esistono quattro 
rette doppie. La schiera delle coniche tangenti alle nominate rette 
è associata per armonia al dato sistema lineare cx>3. Sulla super­
ficie di Steiner le coniche della schiera rappresentano delle curve 
gobbe del quarto ordine, ehe sono le asintotiche della superficie.

II) Determinare le trasformazioni birazionali dello spazio in 
cui ai piani corrispondono superficie di Steiner. Il primo tipo che 
si incontra è una trasformazione (4,2), che nasce dall’inversa 
della trasformazione quadratica di terza specie.

23. La superfìcie di Veronese e le sue proiezioni.

Un sistema lineare oo3 di coniche, privo di punti base, non 
è completo, essendo contenuto nel sistema lineare oo5 di tutte le 
coniche del piano. Di qui segue che la superficie di Steiner non 
è normale, ma si può considerare come proiezione (da una retta 
generica) di una superfìcie normale F'4 di Sla quale è rappre­
sentata sul piano dal sistema completo oo5 di tutte le coniche. 
Questa superficie dieesi superficie di Veronese'.

La superficie di Veronese si può anche costruire direttamente 
a partire dalla superficie di Steiner F4, osservando che il sistema 
lineare oo3 delle sezioni piane della Ft si lascia ampliare in un
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sistema lineare completo di dimensione 5. Si considerino infatti 
le oo5 superficie cubiche, che hanno un punto doppio nel punto 
triplo della F4 e passano per le tre rette doppie e per una conica 
K., (che si appoggia in un punto a ciascuna retta doppia) della 
Ft (1). Le nominate superficie cubiche segano ulteriormente la F4 
in oo5 quartiche gobbe, fra le quali sono però contenute le oo3 quar- 
tiche sezioni piane della Fi} in corrispondenza alle superficie 
cubiche spezzate nel cono quadrico, che dal punto triplo proietta 
la conica K2, ed in un piano qualunque. Ponendo una omografìa 
tra le o=5 superficie cubiche e gli oo5 iperpiani dello spazio Ss, 
otteniamo direttamente la superficie di Veronese, della quale la 
superficie di Steiner è proiezione (da una retta esterna).

Risulta evidente dalla rappresentazione piana ehe la superficie 
di Steiner e la superficie di Veronese possiedono oo 2 coniche: le 
oo2 rette del piano, le quali bisecano le coniche immagini delle 
sezioni piane, rappresentano infatti (tutte e sole) le coniche delle 
nostre superfìcie.

Nel caso della superfìcie di Steiner le rette del piano rappre­
sentativo hanno un punto comune con le rette, immagini delle 
rette doppie della superficie, e quindi si ha che : le coniche della 
superfìcie di Steiner si appoggiano alle tre rette doppie della 
superfìcie. Il lettore potrà giustificare immediatamente questo ri­
sultato anche sulla superfìcie stessa.

Il possesso di cx>2 coniche caratterizza la superficie di Veronese 
e le sue proiezioni, cioè: Una superficie che contiene oo2 coniche 
è la superficie di Veronese od una sua proiezione. Se invero su di 
una superficie F esiste un sistema algebrico S (irriducibile) oo2 
di coniche, per un punto generico di F debbono passare oo1 coni­
che di 2. Le coniche passanti per i punti di una conica di S costi­
tuiscono perciò tutto il sistema stésso, in guisa che due coniche 
di 2 si segano almeno in un punto. Due ipotesi possono allora pre- (*) 

(*) Si vede subito (e lo facciamo osservare più avanti) ehe sulla superficie 
di Steiner esistono do2 coniche irriducibili, non passanti per il punto triplo 
ed appoggiatisi in un punto a ciascuna retta doppia.
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sentarsi : due coniche di S si segano in un punto variabile, ovvero 
in più di un punto variabile.

Supponiamo da prima che due coniche di 2 si intersechino 
in un punto variabile. Questa ipotesi basta a dimostrare che la F 
è razionale e rappresentabile punto per punto su di un piano, 
in modo che alle curve del sistema 2 corrispondano le rette del 
piano ed alle sezioni iperpiani delle coniche. Osserviamo all’uopo 
ehe per due punti generici di F passa una ed una sola conica; 
inoltre le oo'L coniche, che escono da un punto P1 generico di F 
costituiscono un fascio razionale, ogni conica potendosi far cor­
rispondere alla sua tangente uscente da i\.

Scelti allora due punti Pt e P2 di P e due punti P\ e P'2 in 
un piano k, è possibile porre una proiettività tra il fascio delle 
coniche uscenti rispettivamente da P, e P2 ed il fascio delle rette 
uscenti rispettivamente da P\ e P\ in modo che alla conica 
comune ai due fasci e P2 corrisponda la retta comune ai due 
fasci P\ e P'2. Ad ogni punto P di F (per il quale passa una 
conica K'2 del fascio, che ha centro in Pt ed una conica K"2 del 
fascio, che ha centro in P2) si faccia corrispondere il punto P' di ~ 
il quale è l’intersezione delle due rette p' e p" corrispondenti a 
K'., e a K"2 nelle proiettività anzidetto. Ad ogni punto generico 
di F viene cosi a corrispondere un punto del piano n e, viceversa, 
ogni punto generico V di « è immagine di un unico punto 
P di F. La superficie F è dunque razionale; e le immagini delle 
sue coniche sono le rette del piano " : le immagini delle sezioni 
iperpiane sono perciò delle coniche. Ma una superficie rappresen­
tata su di un piano da un sistema lineare di coniche è la super­
ficie di Veronese o una sua proiezione.

Discutiamo la seconda ipotesi, cioè che due coniche di 2 si 
seghino in più di un punto variabile.

In questa ipotesi due coniche di 2 si intersecano in due punti : 
se infatti due coniche si intersecassero in più di due punti, tutte 
le coniche di 2 sarebbero in un piano, ciò che è assurdo se la 
superficie F stessa non è un piano.

Due coniche di 2 si intersechino dunque in due punti varia­
bili. Due coniche (non complanari) determinano un S3; ed in 
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questo S3 deve stare ogni conica di N, giacché i quattro punti 
in cui tale conica sega quelle due coniche non possono essere in 
linea retta. Ne segue che una quadrica passante per due coniche 
(non complanari) di S e per un punto generico di F contiene 
tutte le coniche di F, coincidendo così con questa superfìcie. La no­
stra ipotesi porta dunque a concludere che la F è una quadrica ; 
ma una quadrica si ottiene dalla superficie di Veronese per proie­
zione da una sua corda.

Notizia storica. - Della superficie di Veronese si trova un 
cenno in un lavoro di A. Cayley (1). Successivamente essa venne 
diffusamente studiata da G. Veronese (2) e da C. Segre (3). Per 
molte proprietà caratteristiche della superficie di Veronese, sia 
algebriche che differenziali, cfr. E. Bertini : Introduzione alla 
geometria proiettiva degli iperspazi-, II ed., 1923.

(J) Cfr. A. Cayley: On the curves which satisfy given conditions; «Phil. 
Transactions of the R. Society of London », Vol. 158, 1868.

(’) Cfr. G. Veronese: La superficie omaloide normate a due dimensioni 
e del quarto ordine dello spazio a cinque dimensioni e le sue proiezioni nel 
piano e nello spazio ordinario; « Memorie della R. Acc. dei Lincei », Serie III, 
Voi. 19, 1884.

(J) Cfr. C. Segre: Considerazioni intorno alla geometria delle coniche 
di un piano e alla sua rappresentazione sulla geometria dei complessi lineari 
di rette; « Atti della R. Ace. delle Scienze di Torino », Vol. XX, 1855.



Capitolo V

LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE 
CON CUBICA GOBBA DOPPIA 0 RETTA TRIPLA

24. Rappresentazione piana della superficie del quart’ordine 
con cubica gobba doppia.

Passiamo allo studio dei sistemi lineari di cubiche C3, di di­
mensione 3 e grado 4, rappresentativi di superficie razionali del 
quarto ordine. In questo capitolo ci occuperemo del caso in cui la 
curva generica del sistema | C3 | possegga un punto base doppio O 
e basterà aggiungere un ulteriore punto base semplice A perchè 
il grado diventi 4, giacché delle 9 intersezioni di due cubiche del 
sistema, 4 sono assorbite dal punto 0 ed una da A.

Le cubiche, che possiedono un punto doppio 0 ed un punto 
semplice A, sono oo°-3—* — co3, sicché un sistema lineare di cu­
biche di questo tipo che abbia la dimensione 3, riesce incompleto 
e contenuto in un sistema completo di dimensione 5.

Risulta immediatamente che la superficie Fit rappresentata sul 
piano in guisa che le immagini delle sue sezioni piane sieno le 
curve di un tale sistema =>o3 | C3 |, è rigata: infatti le rette del 
fascio che ha come centro il punto doppio 0 sono unisecanti le 
immagini delle sezioni piane di F4 e perciò danno curve unisecanti 
le sezioni piane di F4, cioè rette.

Ma poiché le sezioni piane di Fi sono di genere zero, la sezione 
piana generica sarà dotata o di tre punti doppi, ovvero di un 
punto triplo. Ne segue che la F4 sarà dotata o di una linea doppia 
del terzo ordine, che costituirà una cubica gobba riducibile o irri­
ducibile (x), ovvero di una retta tripla.

(’) Questa asserzione verrà esaminata e giustificata nella nota che se­
gue a pag. 96.
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L’esistenza di con simili linee multiple si prova a priori 
costruendo la loro equazione. Ciò non presenta alcuna difficoltà 
per il caso di una F.t con retta tripla ; una Fi irriducibile con cu­
bica gobba doppia si ottiene combinando linearmente due parti­
colari F4, costituite da coppie di quadriche passanti per la mede­
sima K3.

È chiaro a priori che le F4 con cubica gobba doppia sono rigate, 
ove si escluda il caso che codesta cubica degeneri in tre rette per 
un punto ; giacché, escluso questo caso, le corde della cubica, costi­
tuenti una congruenza del primo ordine, si appoggiano alla cubica 
stessa in punti distinti, e perciò la retta della congruenza che passa 
per un punto generico di l'\, deve appari mere alla superficie. 
Abbiamo visto d'altronde che le superficie del quart’ordine con 
tre rette doppie concorrenti in un punto non sono in generale 
rigate, costituendo la classe delle superficie di Steiner (cfr. cap. 
IV, n. 22). Quanto alle superficie F4 con retta tripla, esse sono 
evidentemente rigate, perchè i piani per la retta tripla le segano 
secondo rette.

Ora si domanda se la superficie F4 rappresentata sul piano da 
un sistema lineare 3 di cubiche con 0 doppio ed A semplice sia, 
in generale, la F4 dotata di cubica gobba doppia ovvero la I<\ con 
retta tripla.

La risposta è che la F4 (rappresentata sul piano dal più gene­
rale sistema | Cs j) è quella dotata di cubica gobba doppia. Prove­
remo infatti che i sistemi linearioo3 di C3(O2A) birazionalmente 
distinti sono (almeno) co!, come le Fi con K., doppia proiettiva­
mente distinte; mentre le F4 con retta tripla dipendono da un 
solo invariante assoluto.

Sviluppiamo in breve il computo di costanti sopra accennato. 
Per 0 ed A passano oos C3(O2A)-, di conseguenza scegliere un 
sistema lineare oo3 di queste è come scegliere un Ss in S3, e ciò 
importa la determinazione di 8 parametri. Ma un sistema lineare 
oo3 di C.j(()-A} è trasformato in un altro dello stesso tipo dalle 
oo trasformazioni quadratiche che mutano.in sé il sistema lineare 
delle coniche per 0 ed A, immagini delieoo6 omografie che mutano 
in sè la quadrica rappresentata sul piano dal detto sistema. Ne 
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deduciamo che, fissati 0 ed A, esistono (almeno)oo2 sistemi lineari 
oo’ C3(O'L1) birazionalmente distinti. Ma ogni altro sistema si 
deduce da uno dei nominati con una omografia. In definitiva vi 
sono perciò (almeno) oo- sistemi lineari | C3 \ birazionalmente di­
stinti.*

Ora si prova che le F4 dotate di cubica gobba doppia, proiet­
tivamente distinte sono pure (almeno)'oo2. Fissiamo perciò la cu­
bica gobba K3 e contiamo le F4 che possiedono questa, cubica gòbba 
come doppia.

Le generatrici di una F4 con la K3 doppia si appoggiano alla 
Ks in coppie di punti, giacché la corda della Ka che esce da un 
punto generico della F4 appartiene alla rigata ; e per ogni punto 
della Ka passano due generatrici. Facciamo corrispondere due 
punti della Ka quando stanno sulla medesima generatrice. 
Si genera così una corrispondenza [2, 2] simmetrica; e vice­
versa è facile riconoscere che congiungendo i punti coniugati 
di una siffatta corrispondenza sopra Ka si ottengono le gene­
ratrici di una rigata del quarto grado con Ka doppia. (Infatti 
le generatrici della rigata così definita, che si appoggiano ad 
una retta generica a, sono quattro come le coppie comuni a 
due corrispondenze [2, 2] simmetriche, una delle quali è data 
in questo caso dalla p’ segata sulla K3 dai piani per a). Ora 
le corrispondenze simmetriche sopra una K3, o sopra una retta 
proiettiva, si definiscono algebricamente mediante equazioni sim­
metriche, del secondo grado separatamente rispetto ad # e ad y, 
dove figurano sei coefficienti omogenei: perciò le nostre F4 con 
data cubica gobba doppia K3 dipendono da cinque costanti.

Ricordando ohe le Ks dello spazio sono oo12, ne deriva che 
le F4 con cubica gobba doppia sono oo17 e quindi che le F4 con K3 
doppia proiettivamente distinte sono (almeno) oo2.

Le superficie F4 con retta tripla r dipendono invece solamente 
da un invariante assoluto : giacché data la retta, si hanno 12 para­
metri e non vi sono infinite trasformazioni proiettive della F4 
in sé. Invero se ciò fosse si troverebbe un’infinità (e quindi anche 
un gruppo continuo oo1) di omografie della F4 in sé, lasciatiti 
fermi i punti della retta tripla : infatti le teme di piani tangenti 
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(’) Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria.... Vol. Ill, Lib. V, Cap. Ill, 
pag. 210.

alla F4 nei punti di >’ costituiscono una y ’ che avra 4 coincidenze 
in corrispondenza ad una quaterna di punti cuspidali sulla r, ehe 
deve essere mutata in sè da tutte le omografie che trasformano in 
sè la F.t. Ora le omografie del nominato gruppo continuo ool non 
possono essere Triassiali (la F.t non avendo in generale altre'diret­
trici rettilinee oltre la r) ; e, dovrebbero dunque trasformare in 
sè le sezioni piane d’un fascio, mentre queste non soddisfano in 
generale alle condizioni all’uopo occorrenti (x).

Il precedente computo dì costanti si conferma dimostrando di­
rettamente che è sempre possibile rappresentare su di un piano ir 
una F,, con cubica gobba doppia, in modo che le immagini delle 
sezioni piane siano cubiche con un punto base doppio ed uno sem­
plice. Sviluppiamo questa dimostrazione. Prendiamo la K3 doppia 
ed una qualunque generatrice g della che sì appoggerà alla K3 
in due punti. Le rette, che si appoggiano alla K3 ed alla g (non 
passando per i punti comuni alle due linee) costituiscono una 
congruenza del primo ordine ed incontrano la Ft in un solo punto 
variabile, essendo, per la Ft, la 7f3 doppia e la g semplice.

Preso ora un piano qualunque -, facciamo corrispondere ad 
ogni punto P di Ft il punto P', intersezione di ir con la retta p 
della congruenza passante per P. Ad ogni punto P della super­
ficie corrisponde così un punto P' di ir ; viceversa per ogni punto 
P' del piano passa una retta della congruenza, intersecante la F4, 
fuori di K3 e g, in un unico punto P, che corrisponde a P'. Si ot­
tiene così una rappresentazione piana della Ft con K3 doppia. 
Vediamo quali curve siano immagini delle sezioni piane.

Consideriamo a questo scopo la rigata <D, che ha come curve 
direttrici una generica sezione piana Ii4, la cubica gobba K3 e 
la retta g. Tenuto conto che la Kt ha un punto comune con la g e 
tre punti doppi comuni con la K3, mentre la g è corda della Ks, 
applicando il solito teorema di Salmon troviamo per il grado della 
rigata :

n = 2 • 1.3.4 — 2-4 — 1-3-1-6 = 7.
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La immagine della generica sezione piana su 71 sarà la sezione 
di con - e quindi una curva del settimo ordine C-.

Determiniamo per questa C7 la molteplicità dei tre punti Alt 
As, A, comuni alla Ks ed al piano z, e del punto B comune a n 
ed alla g.

Basta a questo scopo valutare la molteplicità della Ks e della g 
per la

"Da un punto generico della K3, la K.t e la g sono proiettate 
secondo un cono del quart’ordine ed un piano, che si intersecano 
in quattro rette; una di queste rette passa per il punto comune 
a g ed alla Kt ed è stata già tolta, valutando a 7 l’ordine di 
Ne segue che ogni punto della K3 è triplo per la O e quindi i tre 
punti A1: A.,, A3 sono tripli per le immagini delle sezioni piane 
della F.t.

Preso ora un punto generico della g, da questo la Ki e la K3 
sono proiettate secondo un cono del quarto e del terzo ordine ri­
spettivamente, aventi dodici generatrici in comune. Son però da 
togliere le generatrici che vanno ai punti comuni alla Ks ed alla 
K\, il che riduce il numero delle generatrici di , che partono 
da un punto della g, a sei, giacche i tre punti comuni alla Ks ed 
alla K, sono doppi per la K,t. Bisogna inoltre osservare che la 
stessa g è generatrice comune dei coni, che proiettano la K3 e la

; infatti la Kt ha un punto comune con g e g è corda della Ks ; 
risulta da qui che g è generatrice doppia del cono proiettante la 
K3 e quindi deve essere tolta due volte. In definitiva, la g è qua­
drupla per la 4> ed il punto B d’intersezione della g con z è qua­
druplo per le immagini delle sezioni piane di F4.

Riepilogando: Nella rappresentazione piana di F4 ottenuta 
mediaalte la congruenza del primo ordine, che ha per direttrici 
la K3 doppia ed una generatrice, le immagini delle sezioni piane 
di F.i sono curve CT d’ordine 7 con tre punti hase tripli Alt A2, 
A3, un punto hase quadruplo B, ed altri due punti hase sem­
plici.

L’esistenza di questi ultimi punti, che non è stata riconosciuta 
innanzi, risulta dalla condizione che due C7 si incontrino solamente 
in quattro punti .variabili; d’altronde essi sono le traode su z 
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di due generatrici di F.„ appogiantisi alla K3 ed alla g, che si 
potrebbero costruire direttamente.

Ciò posto, è facile — almeno in generale — passare dalla pre­
cedente rappresentazione ad un’altra, in cui le immagini delle 
sezioni piane siano cubiche. All’uopo basta operare due trasfor­
mazioni quadratiche.

Una prima trasformazione quadratica, che abbia i punti fon­
damentali in B, A1 ed A,, trasforma il nostro sistema in- un 
sistema di Ci con -un punto base triplo A\ e tre punti base 
semplici B', O\, ()'■> ; una seconda trasformazione quadratica, in 
cui A\, O\ e 0'2 siano punti fondamentali, ci riconduce finalmente 
ad un sistema di C3 con un punto base A"3 doppio ed un punto 
base B" semplice, che è il sistema dal quale abbiamo preso le 
mosse.

Osservazione. - La prima riduzione è sempre possibile, anche 
se Alt A2 diventino infinitamente vicini tra loro o a B, poiché 
questi tre punti, tenuto conto della loro molteplicità per le curve 
irriducibili C-, non possono trovarsi in linea retta e, qualora si 
siano tutti e tre avvicinati, debbono succedersi sopra un ramo 
lineare.

Invece la seconda riduzione viene a mancare in alcuni casi, 
che occorre, esaminare più da vicino. Anzitutto si noti che il punto 
triplo e due punti base semplici per il nostro sistema di quartiche 
irriducibili non possono cadere in linea retta. Perciò casi d’ecce­
zione, in cui viene a mancare la trasformazione quadratica, po­
tranno provenire soltanto dall’avvicinarsi indefinito di quei punti. 
Tuttavia una trasformazione quadratica induttrice esisterà sempre, 
se fra i punti semplici base del sistema ve ne sia (almeno) uno 
proprio, cioè lontano dal punto triplo A's. Ugualmente la ridu­
zione sarà ancora possibile se due punti semplici diventano infi­
nitamente vicini ad A'.,, succedendosi sopra un ramo lineare, men­
tre il terzo è infinitamente vicino ad A'3, secondo una direzione 
diversa. I casi d’eccezione,sono dunque i seguenti:

a) tre punti semplici infinitamente vicini al punto triplo, 
in direzioni diverse, e casi particolari in cui (rimanendo sempre 
prossimi al punto triplo) due di essi vengono a succedersi sopra 
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un ramo cuspidale del secondo ordine, oppure tutti e tre sopra 
un ramo cuspidale del terzo ordine ;

î>) tre punti semplici succedentisi sopra un ramo cuspidale 
del secondo ordine.

Nel caso «) l’ordine del sistema delle quartiehe non può essere 
in alcun modo abbassato, perchè la superficie rappresentata è un 
cono razionale del quarto ordine (x), l’intorno del punto triplo 
rappresentando un punto della superficie, tale che le sezioni piane 
per esso vengono spezzate in quattro rette. Invero il cono non può 
essere rappresentato sul piano mediante un sistema lineare di 
curve d’ordine minore di quattro, altrimenti le rette del piano 
sarebbero immagini di curve d’ordine minore di quattro, tracciate 
sopra il cono, mentre siffatte curve non esistono. D’altronde è fa­
cile vedere che i casi particolari, in cui ad es. due o tre dei punti 
semplici base del sistema di quartiehe si succedono sopra un ramo 
cuspidale, si riducono al caso generale con una o due trasforma­
zioni quadratiche: la particolarità di cui si discorre non è una 
particolarità della superficie conica rappresentata, ma dipende 
soltanto dal modo della rappresentazione (efr. più avanti, 
n. 29).

Invece nel caso b') il nostro sistema può essere trasformato in 
un sistema di cubiche, non più con una sola, ma con due trasfor­
mazioni quadratiche. Una prima trasformazione quadratica, con 
due punti fondamentali A'„ O\ e un terzo punto fondamentale 
proprio, varrà a trasformare il sistema in un altro, composto ugual­
mente di quartiehe dotate di un punto triplo e di tre punti base 
(semplici) infinitamente vicini ; ma questi si troveranno : due so­
pra un ramo lineare uscente dal punto triplo ed il terzo infini­
tamente vicino a questo in una direzione diversa. Per conseguenza 
i due primi punti semplici, insieme con il punto triplo, definiranno 
una seconda trasformazione quadratica, mercè la quale il sistema 
si abbassa al terzo ordine. (*)

(*) Questo caso non può effettivamente presentarsi quando si parte da 
una superficie del quart’ordine con cubica doppia, suscettibile di essere 
rappresentata sul piano mediante la costruzione, che abbiamo sopra indicato.
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Nota. - A partire da un sistema lineare oo3 di cubiche C'3(O2zL), 
abbiamo definito una rigata del quarto grado così rappresentata 
sul piano e si è riconosciuto che questa Ft ammette in generale 
sezioni piane, dotate di tre punti doppi (che possono in partico­
lare coincidere in un punto triplo); donde abbiamo dedotto che 
la stessa possiede una cubica gobba doppia. Ma a priori questa 
ultima deduzione non è perfetta, giacché occorre indagare se 
la Ft non possa invece possedere una linea doppia del terzo or­
dine composta di linee d’ordine inferiore, la quale non sia caso 
particolare di una cubica gobba irriducibile. Il dubbio che qui 
si presenta e che già innanzi accennammo, viene eliminato dalla 
costruzione diretta che ci ha permesso di rappresentare la F4 con 
cubica gobba doppia sopra il piano, tenuto conto del fatto che i 
sistemi lineari oo3 di Ca{02A) costituiscono una sola famiglia. 
Tuttavia giova esaminare direttamente a quali casi possibili con­
duca l’ipotesi di una Ft dotata di una linea doppia del terzo 
ordine.

Premesso che la nostra linea non può certo giacere in un 
piano (poiché questo intersecherebbe la F4 secondo una sestica) le 
curve, essenzialmente spaziali d’ordine tre, che non si riducano 
ad una retta tripla, danno luogo ai casi seguenti :

a) cubica gobba irriducibile,
b) retta e conica, che soltanto quando siano incidenti costi­

tuiscono un caso particolare della cubica gobba (irriducibile),
c) tre rejte, due delle quali sghembe tra loro : la linea così 

formata è un caso particolare della cubica gobba irriducibile sol­
tanto se la terza retta si appoggia alle due nominate,

d) tre rette uscenti da un punto (e non complanari).
Si vede che qualora una superficie del 4° ordine F4 irriduci­

bile possieda come doppia una curva del tipo ò), la conica e la 
retta che la costituiscono devono essere incidenti, giacché la co­
nica, contata due volte, costituisce una sezione piana completa 
della F4 ed una retta della F 4 deve perciò appoggiarsi ad essa.

Quanto al caso c) è chiaro che una F.t irriducibile non può 
possedere tre rette doppie a due a due sghembe, perché si ridar- 



LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE CON CUBICA ECC. 97

rebbe ad una quadrica contata due volte. Se due rette sono inci­
denti si ricade nel caso d) già discusso.

Infine nell’ipotesi d) la linea del terzo ordine costituita da 
tre rette per un punto è bensì un caso particolare della linea for­
mata da due rette sghembe e da una terza ad esse incidente 
(e quindi della cubica gobba irriducibile), ma, come si è visto, 
esistono tuttavia superficie del quarto ordine, possedenti tre rette 
doppie a, b, c, per un punto che non sono affatto casi particolari 
della nostra rigata F4. Tali sono invero le superficie di Steiner.

Certo è possibile partieolarizzare una F4 con Ks doppia, in 
modo che la K3 si riduca a tre rette a, b, c per un punto 0 ; ma 
in tal guisa si ottiene come superficie limite un cono razionale 
di vertice 0, che invero rientra come caso particolare (improprio) 
nella famiglia delle superficie di Steiner.

Fuori dei casi particolari sopra nominati resta ancora da far 
vedere che la F4 con retta tripla si presenta come caso limite 
della F4 con K3 doppia. A questo scopo sono rivolte le conside­
razioni del numero seguente.

25. Rappresentazione piana
della superficie del quarto ordine con retta tripla.

Riferiamoci ad una superficie F4, dotata di retta tripla r, ed 
incominciamo col provare che questa F4 è rappresentabile sul piano 
(come la F4 con K3 doppia) in modo che le immagini delle sue se­
zioni piane siano cubiche per un punto doppio ed uno semplice.

Ciò risulta subito proiettando la F4 da un generico punto 0 
della retta tripla r. Se la F4 è generale, per ogni punto della r 
passano tre rette della F4 non complanari e se il centro di proie­
zione 0 è scelto genericamente sulla r, codeste rette saranno di­
stinte. Preso un. piano generico k, chiamiamo A l’intersezione 
della r con x ed Au A2, A3 i tre punti d’intersezione delle tre 

'rette alt a2, a3 uscenti da 0 con r.. Una sezione piana generica 
della F4 ha un punto triplo nella intersezione del suo piano con 
la r e tre punti semplici nelle intersezioni con a1} a2, a3. Di con­
seguenza quando si proietta da 0 si ha un cono del quarto ordine 
con la r generatrice tripla ed a2, a3 generatrici semplici ; e 

7
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segando con il piano ir si ha una quantica con A triplo ed A2, A3 
semplici, che è la immagine della sezione piana generica.

Operando una trasformazione quadratica, per la quale A, 
A2, A2, siano punti fondamentali, le immagini delle sezioni piane 
diventano cubiche con un punto base doppio ed uno semplice (1).

Poiché le Ft con retta tripla sono oolc, mentre le F.t con K,t 
doppia sono oo17, possiamo dire che le Ft eon retta tripla costi­
tuiscono un caso particolare della jP4 con Ka doppia e si pone 
di conseguenza il problema di determinare quale particolarizza- 
zione riceva un sistema lineare oo 3 | C3 | per 0 doppio ed A sem­
plice, affinchè rappresenti una Ft con retta tripla.

Ritorniamo perciò a supporre | Ca | generico e domandiamoci 
come venga rappresentata la cubica gobba doppia di F4, per la 
quale le curve di C3 sono le immagini delle sezioni piane.

Ragioniamo così: anzitutto le intersezioni della F4 con le qua- 
driche dello spazio sono rappresentate da sestiche, con 0 quadru­
plo ed A doppio: infatti le coppie di piani, che sono delle parti­
colari quadriche, hanno come intersezioni complete due sezioni 
piane, e l’insieme di due sezioni piane è appunto una sestica con 
0 quadruplo ed A doppio. Ciò premesso, ricordiamo (cfr. cap. I, 
n. 2) ehe l’intersezione della Ft con una quadrica per la Ks dop­
pia è costituita da due rette, che risultano corde della ZC3; ne 
segue che la Ks doppia sarà rappresentata da una certa curva, 
che insieme alle immagini di due generatrici dovrà costituire una 
sestica con 0 quadruplo ed A doppio. Ma le generatrici di Fa 
sono rappresentate dalle rette per 0 (che sono curve unisecanti 
le immagini delle sezioni piane), quindi l’immagine della Ks dop­
pia della Fi è in generale una quartica ellittica C4 con 0 ed A 
doppi.

Preso un punto P sopra la K3 doppia di Fit ad esso ci si può 
avvicinare sopra l’una o sopra l’altra delle due falde, che si 
attraversano lungo la Ka. Corrispondentemente a questo punto 
avremo sulla C4 due punti P' e P" e si arriverà per continuità

(’) Abbiamo già discusso a pag. 94 i casi particolari cui può dar luogo 
questa riduzione ed in ispeeie i casi in cui può venire a mancare.
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o in P' o in P" secondo che a P ci si avvicini sulla P4 su una o 
sull ’altra falda. In altre parole, i punti della linea doppia K3 sono 
rappresentati da coppie di punti della linea C4. Se l’immagine 
di una sezione piana passa per un punto P' di C4, essa deve pas­
sare necessariamente anche per il punto coniugato P", che in­
sieme a P' rappresenta un unico punto della K3.

Le coppie di punti P'P" (coppie neutre per il sistema <’°3 delle 
immagini delle sezioni piane di P.J sono in corrispondenza biuni­
voca con i punti di una cubica gobba, che è una curva razionale ; 
pertanto esse sono coppie di una involuzione razionale gl, sopra la 
quantica C4: i quattro punti doppi della pi rispondono a quattro 
punti cuspidali sulla cubica gobba doppia.

Passiamo al caso particolare in cui il sistema di °<=3 cubiche 
con 0 doppio ed A semplice rappresenti una con retta tripla r. 
La retta r fa parte di oo1 sezioni piane, per le quali la curva in­
tersezione con Ft consta della r contata tre volte e di una retta 
residua. Nella rappresentazione piana le generatrici di Ft sono le 
rette per 0 ; ne deduciamo che la retta tripla r è rappresentata da 
ima certa conica C2 passante per 0 ed A, che (contata due volte) 
si può considerare come limite di una C4 con 0 ed A doppi. Con 
ragionamento analogo a quello seguito nel caso della cubica gobba 
doppia, troveremo qui che ad un punto della retta tripla corri­
spondono 3 punti di C2, costituenti una terna neutra per il sistema 
delle C3 immagini delle sezioni piane di F4, sicché sulla C2 si avrà, 
una Az segata dalle dette C3.

Guardando dunque al piano rappresentativo, possiamo consi­
derare la F.t con retta tripla come il caso limite della F4 con K3 
doppia, che si ottiene quando la C4 con 0 ed A doppi, immagine 
della K3 doppia della F4, si riduce per continuità ad una conica 
doppia per 0 ed A, con quattro punti di diramazione; e la g\ 
segata nel caso generale dalle C3 sulla C4 diventa sopra la conica 
doppia una particolare corrispondenza [2,2] involutoria, dove 
le coppie di punti coniugati appartengono alle terne della g3 
segate sulla conica dalle C3.

Questo passaggio al limite si renderà più chiaro dallo studio, 
che svolgeremo più innanzi, della rigata razionale normale di SB, 
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dalla quale tanto la F4 con K3 doppia, quanto la F 4 e On retta 
tripla, provengono per proiezione.

Per ora possiamo enunciare: Preso un sistema lineare gene­
rico di oo3 cubiche con 0 doppio ed A semplice, esiste una Ct 
passante doppiamente per 0 e per A, sulla quale le C3 non segano 
una gl semplice, ma una serie composta con le coppie di una gl. 
In particolare, la C4 può ridursi ad una conica C2 (contata due 
volte) passante per 0 ed A, su cui le Cs seghino una gl3.

È facile anche dimostrare inversamente la seguente proposi­
zione: Presa ad arbitrio una C, con due punti doppi 0 ed A. 
si può costruire (in un numero finito di modi) un sistema lineare 
°°8 di cubiche con 0 doppio ed A semplice, che sega la C\ secondo 
una gl composta con le coppie di una gl; e nel caso particolare, in 
cui la C, con 0 ed A doppi si riduca ad una conica C-, (contata 
due volte), esistono infiniti sistemi, lineari di oo3 C:j con 0 dop­
pio ed A semplice, che segano sulla C2 una A3.

Invero, il sistema completo oo = delle C3(O2A) sega sulla 
C4(O2A2) una g\, che si può trisecare (3) in 32 = 9 modi distinti, 
dando luogo a 9 g2. Le gl, i cui gruppi sono composti con le 
coppie delle nominate A3, sono segate sulla Ci(O2A2') dai sistemi 
lineari oo3 di C3(O2A) del tipo richiesto.

Nel caso particolare, in cui si tratti di costruire un sistema 
lineare | C3 | che seghi su di una data conica C2 una g\, basta 
combinare linearmente un fascio generico di cubiche per 0 doppio 
ed A semplice, con il fascio costituito dalle rette per 0 completate 
con la conica C2. Si ottiene così sulla C2 una g\.

26. Invarianti assoluti.

La rappresentazione piana della rigata Ft dove si è messa 
in evidenza la immagine della K3 doppia, porta a riconoscere gli 
invarianti assoluti da cui dipende la definizione proiettiva del­
la Ft. Si è visto infatti che il sistema oo3 rappresentativo della Fi (*) 

(*) Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teorìa..., Vol. Ill, Lib. V, Cap. IH, 
pag. 395 e Vol. IV, Lib. VI, Cap. HI, pag. 199.
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riesce determinato (sebbene soltanto irrazionalmente) dalla scelta 
della quartica che ha i punti doppi 0 ed A ; ed è chiaro che 
quartiehe trasformabili l’una nell’altra con trasformazioni qua­
dratiche del piano conducono a superficie proiettivamente iden­
tiche. Pertanto gli invarianti assoluti della F4 si riconducono agli 
invarianti delle C4 ellittiche con due punti doppi 0, A, conside­
rate rispetto alle oo8 trasformazioni quadratiche, che mutano in 
sè il sistema delle coniche per 0, A (efr. pag. 90). Poiché le 
C4(O2A2) sono oo8 e non vi sono infinite delle dette trasforma­
zioni che mutino in sè una Ct(O2A2'), non essendovi infinite omo­
grafie dello spazio che mutino in sè mia quartica di prima specie, 
ne viene che una CI(O2A2) dà luogo a due invarianti o moduli : 
uno è l’invariante della curva ellittica (birapporto delle quattro 
tangenti condotte da uno dei punti doppi alla curva), l'altro 
esprime per così dire la distanza delle due g2 segnate sulla curva 
rispettivamente dalle rette per i due punti doppi. Nella teoria 
dalle funzioni ellittiche questa « distanza » viene espressa dalla 
differenza delle somme dell’integrale ellittico di prima specie 
relative alle coppie dd punti delle due gl2 (').

el Cfr. F. Enriques e 0. Chisini: Teoria..., Vol. IV, Lib. VI, Cap. I, 
pag. 71-79.

Passando ora dal piano rappresentativo alla E4 dotata di 
cubica gobba doppia, si trova direttamente per questa il signifi­
cato dei due invarianti assoluti. Invero le generatrici della rigata 
segano sulla Ks le coppie di una corrispondenza [2, 2] involuto- 
ria. Reciprocamente, segnata ad arbitrio sopra una cubica gobba 
K3 dello spazio una corrispondenza [2, 2] involai orla, le rette 
che uniscono i punti coniugati generano una rigata di quarta 
grado.

Ed in relazione alla corrispondenza [2, 2] che sopra la K3 de­
finisce la rigata F4 è facile mettere in evidenza diretta.mente due 
invarianti assoluti che rispondono a quelli sopra definiti e che 
possono sostituirsi ad essi per determinare la F4. A tale scopo si 
immagini proiettata la K3 sopra una conica K„: una corrispon­
denza [2, 2] involutoria sopra K„ è una serie quadratica di cop­
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pie di punti, segata dunque su K2, dalle rette inviluppanti una 
seconda conica K'2; la corrispondenza [2,2] possiede come punti 
di diramazione i punti d’intersezione di K2, e K'2 e dipende da 
due invarianti assoluti, che sono quelli del sistema delle due co­
niche, cioè i due invarianti assoluti della omografia prodotto 
delle due polarità rispetto a K2 e a K'„, ovvero i due birapporti 
dei quattro punti L, M, N, P (comuni a K., e a K'2) considerati 
rispettivamente sulle due coniche.

Si possono anche assumere come invarianti assoluti del sistema 
delle due coniche per L, M, N, P: il birapporto (LMNP) 
sopra una delle due coniche e il birapporto (L'M'N' P') dei quat­
tro punti intersezioni della conica stessa con le tangenti in L, M, 
N, P all’altra conica. Questi due ultimi birapporti hanno un chia­
ro significato per riguardo alla con Ks doppia : sono, uno il hi- 
rapporto dei quattro punti cuspidali della rigata jF4 sopra K3, e 
l’altro il birapporto dei quattro punti ulteriori intersezioni della 
K2 con le generatrici per i detti punti cuspidali (1).

Le rigate P4 che, in luogo di una cubica gobba doppia, pos­
siedono una retta tripla, corrispondono ad una particolarizza- 
zione della Ft generale, sicché la J1., con retta tripla viene a di­
pendere da un solo invariante assoluto.

Riferendoci al piano rappresentativo abbiamo una conica 
(doppia) C2 per 0 ed A, sopra la quale si ha una corrispondenza 
[2,2], definita da una g2. Ora questa p*  dipende essenzialmente 
dai suoi quattro punti doppi L, M, N, P, che determinano i punti 
di diramazione per la corrispondenza [2, 2] e quindi dal loro 
birapporto: s’intende che dati L, M, N, P resta definito un nu­
mero finito (due) di g2. In conseguenza si può dire che la rigata 

(*) In ciò che si è detto si è tacitamente supposto che il secondo birap­
porto (L'M'N'P') sia indipendente dal primo (L M N P). Ciò si verifica 
riferendosi al sistema delle due coniche considerato innanzi; giacché, te­
nendo fissa la prima conica e sopra di essa i punti L, M, is, P per cui 
debbono condursi le tangenti alla K'5, si potrà costruire questa seconda 
conica in modo che per es. L', il' coincidano, in guisa che il birapporto 
(L'H'N'P') diventi uguale ad 1.
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Fl con retta tripla dipende da un invariante assoluto irrazionale, 
che è il bir apporto dei quattro punti della retta tripla, per cui 
passa una falda cuspidale.

Nota. - Giova rilevare esplicitamente che la corrispondenza 
involutoria [2, 2] segnata sulla cubica gobba doppia K3 di una 
F4 dalle sue generatrici, può ridursi al caso particolare di una gl3, 
indipendentemente dalla degenerazione della cubica in una retta 
tripla; si ottengono in tal guisa superficie F4 con cubica gobba 
irriducibile, le cui generatrici si appoggiano ad una direttrice 
rettilinea.

Se infatti si assumono sulla K3 quattro punti L, M-, N, P 
come punti cuspidali della rigata F4, sappiamo che esistono due 
rette dello spazio, incidenti alle quattro tangenti alla cubica in 
L, M, N, P, per ognuna delle quali passano quattro piani tan­
genti alla cubica in L, M, N, P ; le corde della cubica gobba, inci­
denti ad una di queste rette, formano appunto una rigata del 
tipo di cui si discorre, che ha la proprietà caratteristica di pos­
sedere una direttrice rettilinea. Se per questa F4 particolare con­
sideriamo la rappresentazione piana mediante le oo3 cubiche per 0 
doppio ed A semplice, troviamo che il punto A deve cadere infi­
nitamente vicino ad 0, perchè soltanto in questa ipotesi la F4 
viene a possedere una direttrice rettilinea, che ha come immagine 
l’intorno di 0. Frattanto in questo caso, la C4 ellittica con 0 ed A 
doppi viene ad avere due punti doppi infinitamente vicini, sic­
ché si annulla quell’invariante assoluto di Ft che abbiamo detto 
esprimere la « distanza » fra le due glv

27. La rigata razionale normale dello spazio <S'5.

Lo studio della nostra superficie F.1 con cubica gobba doppia 
e dei suoi casi particolari si renderà più chiaro mercè la consi­
derazione della rigata razionale normale di S5, da cui la stessa 
può dedursi come proiezione.

Abbiamo già osservato che un sistema lineare oos di cubiche 
per un punto 0 doppio ed un punto A semplice non è completo, 
essendo contenuto in un sistema completo di dimensione 5. La ri- 
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gata razionale normale 4>4 di 85 è quella superficie, ehe è rap­
presentata sul piano in modo che il sistema delle sue sezioni iper- 
piane abbia come immagine il sistema (completo) delle oo5 cubi­
che per 0 doppio ed A semplice.

La medesima rigata si può anche costruire direttamente, 
a partire dalla Ft con cubica gobba doppia K3, osservando che 
il sistema lineare oo3 delle sezioni piane di Ft si lascia ampliare 
in un sistema lineare completo di dimensione 5. Si considerino 
infatti le oo0 superficie cubiche, passanti per la cubica gobba 
doppia K3 e per due generatrici di Ft (che sono corde di K3). 
Esse segano ulteriormente la F4 in oo5 quartiche gobbe, fra le 
quali sono però contenute le oo3 quartiche sezioni piane, in cor­
rispondenza a quelle superfìcie cubiche, che sono spezzate nella 
quadriea, contenente Ks e le due anzidetto generatrici, e in un 
piano qualunque. Ponendo una omografia fra queste oo5 superficie 
cubiche e gli oo5 iperpiani della spazio 8S, otteniamo direttamente 
la superficie della quale la Ft è proiezione (da una retta 
esterna).

La contiene un sistema lineare oo8 di sestiche ellittiche Le> 
normali in che hanno come immagini le <x>8 C4 passanti dop­
piamente per 0 e per A e che si ottengono anche direttamente 
come intersezione delle quadriche di Ss contenenti due genera­
trici di 4. Se si assume in 8S una retta generica p, resta de­
terminata su 4>j una Le, la quale da p viene proiettata in una 
cubica gobba doppia Ks : questa K3 sarà definita come luogo dei 
punti d’appoggio delle corde di 4>4 che escono dai punti di p, 
per un punto di Ss passando una corda di .

Per giustificare queste asserzioni, studiamo brevemente il siste­
ma delle corde di <!>,.

Le corde della Ä>4 sono oo '1; a priori queste corde riempiono 
tutto lo spazio S5, ovvero generano una varietà a 5 — r dimensioni 
(r :>1), tale che per ogni punto di essa ne passino oc’’. Dimo­
striamo che si verifica il primo caso, ossia che la varietà delle 
corde di *b 4 coincide con lo spazio 8^, per ogni punto generico di 
85 passando una sola corda.

Osserviamo perciò che, se per un punto di Ss, fuori della

;

v. ' ' I ■ o 



LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE CON CUBICA ECC. 105

passano due corde di essa, il piano x di queste corde, avendo 
quattro punti comuni con la superfìcie 4, la sega lungo una 
linea L : altrimenti un iperpiano generico, passante per iq se­
gherebbe la <f>4 in una quartica (irriducibile) razionale e normale, 
per la quale esisterebbero quattro punti in un piano, ciò che è 
assurdo, tia linea L deve essere una conica, giacché una retta, che 
non stia completamente su C>4, non può mai avere tue punti co­
muni con (t> t, potendosi, in questa ipotesi, costruire un piano 
passante per quattro punti di ciò che abbiamo visto essere 
impossibile. Ne concludiamo che i punti di 8S per i quali passa 
più di una corda di sono i punti giacenti in piani secanti 
Ia <bsecondo coniche. Ora la rappresentata sul piano dalle 
cubiche per 0 doppio ed A semplice, contiene (ih generale) un 
fascio di coniche, che ha come immagine il fascio delle rette per A. 
I piani di queste coniche formano in SB una varietà del terzo 
ordine V2, che è proiettata da una retta r di S5 in una serie oo1 
del terz’ordine di piani, appartenente ad un 8s triplo; ciò risulta 
dall’osservazione che per un punto P della F4 (proiezione della 
superficie (I>) passano tre piani secanti la F.t secondo coniche : 
cioè i due piani che contengono la generatrice di Ft per P e una 
seconda generatrice incidente ad essa (in un punto d’appoggio 
alla cubica gobba doppia) e il piano che contiene la conica di F4 
per P.

Risulta di qui che la varietà dei piani di $B secanti d>4 se­
condo coniche è la V® generata dalle oo2 rette incidenti a tre 
piani qualunque dèlia serie: invero se una retta incontra la Vs 
(di 8„) in tre punti, essa vi appartiene per intero, giacché un 
piano qualunque per essa e per un punto di ha con questa 
varietà più di tre e quindi infinite intersezioni.

Ora, la varietà delle corde di D4 non può avere una dimensione 
minore di tre, giacché deve contenere la non può nemmeno 
avere la dimensione tre, giacché in questo caso da ogni punto 
di dovrebbero partire “2 corde, mentre ne partono effetti­
vamente solo oo1. Infine la dimensione della varietà delle corde 
di <X> 4 non può essere quattro : in questo caso infatti da ogni 
punto della varietà uscirebbero infinite corde, sicché la varietà 
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coinciderebbe con la V 3 che è il luogo di tutti i punti di S3 per 
i quali passano infinite corde di <I>4- .Ne segue che la varietà delle 
corde di <I>4 coincide con lo spazio Ss, da ogni punto generico 
di S0 partendo una sola corda di 04.

Dopo ciò siamo in grado di comprendere più profondamente 
come la 4>4 venga proiettata da una retta generica p in una Ft con 
cubica gobba doppia. Infatti da ogni punto di p parte una corda 
di <D4: i punti d’appoggio di queste corde definiscono una curva 
di D „ la quale, nella proiezione di 4>4 da p nello spazio ordinario, 
dà luogo alla cubica gobba doppia di F4 ; perciò il luogo dei punti 
d’appoggio delle oo1 corde anzidetto è una curva ellittica nor­
male Le, cioè una curva di quel sistema lineare oo8, che abbiamo 
veduto essere rappresentato sul piano dalle oo8 C4(O2A2).

Inversamente, data una sestica ellittica La di O*  (che ha come 
immagine sul piano rappresentativo una quartica con 0 ed A 
-doppi), esistono 9 rette di S5) le quali godono della proprietà 
che la proiettata da esse, dà luogo ad una F4 con cubica 
gobba doppia, proiezione della data Lß. La costruzione di queste 
9 rette dipende dal problema di trisezione, che si è risoluto sul pia­
no rappresentativo e che presenta qui un chiaro senso proiettivo. Si 
tratta sostanzialmente di determinare sulla Lo le g[ tali che le rette 
congiungenti le coppie di punti coniugati si appoggino ad un’altra 
retta (direttrice della rigata da esse formata): le dette 9 sono 
le serie dei punti di osculazione degli iperpiani bioseulatori a Lß ; 
si definisce una di tali serie prendendo ad arbitrio sulla curva un 
punto A, ed associandogli uno dei nove punti — B2, Bg —
che, per proiezione dal piano osculatore in A, danno flessi della 
cubica immagine.

Vediamo dunque che fra le rette, elementi dello spazio rigato 
Sg, e le curve La, formanti sopra la 4>4 un sistema lineare -x- s, 
intercede una corrispondenza [9, 1] : ad una retta p di S5 ri­
sponde una La (che viene proiettata da p in una cubica gobba K3, 
doppia), e viceversa una La nasce in generale da 9 rette di S3, 
definite come si è visto innanzi. Ma la O 4 contiene un sistema 
lineare oa2 di cubiche Ls, rappresentate sul piano dalle oo3 
coniche passanti per 0 ed A; e le La, che si riducono ad una 
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cubica Lz contata due volte, danno luogo ad una eccezione essen­
ziale per la corrispondenza : a ciascuna di queste Ls corrisponde 
non più un numero finito di rette p, ma il sistema oo4 di- tutte 
le rette, die giacciono nello spazio 83 contenente la cubica L3 (x). 
Così fra le oo8 rette di S5 si trovano oo7 rette particolari, definite 
dall’appartenere agli oo8 spazi S;i delle cubiche Ls di<&4. Proiet­
tando la <I>4 da una di queste particolari rette si ottiene nello 
spazio ordinario una rigata del quarto ordine con retta tripla, 
che è l’immagine della Ls corrispondente alla retta p. In tal guisa 
riesce chiarito in qual modo la I<\ con retta tripla si presenti 
come particolarizzazione della con K3 doppia.

Osservazione. - Si noti che due spazi 83 contenenti una cubica 
gobba L3 di $4 non hanno a comune che la retta eongiungente 
le due intersezioni delle L~; perciò ad un asse di proiezione p, 
che non sia una corda di d>4, non può rispondere che una sola 
cubica gobba L3. Se poi si proietta la <b4 da una sua corda, nasce 
evidentemente una quadriea.

28. Casi particolari di una superfìcie del quart’ordine con 
cubica gobba doppia: proiezioni di una rigata normale 
generale.

Giova ora esaminare alcuni casi particolari notevoli della no­
stra superficie cou K3 doppia. Le possibili particolarizzazioni 
si ottengono :

a) o particolarizzando la posizione dell’asse di proiezione p 
rispetto alla rigata razionale normale <b4 dì jS6, ovvero

b) particodarizzando la stessa H4.
E naturalmente si possono combinare le due specie di parti­

colarizzazione.

(’) Vi sono altre Lr (riducibili) che danno luogo ad una eccezione, analoga, 
in quanto ad esse risponde non più un numero finito ma infinito di assi p : 
tali sono le L*  spezzate in una conica ed in una quartina razionale normale, 
di cui diremo più avanti.
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Riferiamoci da prima alla <D4 generale ed esaminiamo le posi­
zioni particolari più notevoli, che possono darsi all’asse di proie­
zione p.

Se si prende l’asse di proiezione p in modo generico, sappiamo 
che le corde di uscenti dai punti di p si appoggiano ad una 
La irriducibile e la per proiezione si riduce ad una F4 con 
cubica, gobba doppia; sul piano rappresentativo la cubica gobba 
doppia è rappresentata in questo caso da una quartina ellittica 
irriducibile passante doppiamente per 0 ed A, sulla quale le 
immagini delle sezioni piane segano una g^, che è composta con 
le coppie di una pi, dotata di quattro punti doppi. Corrisponden­
temente sulla Fi la cubica gobba doppia ha un intorno irriducibile 
e sopra di essa vi sono quattro punti cuspidali.

Ma la sestica ellittica La di C>4 può spezzarsi per posizioni 
particolari dell’asse di proiezione p. Senza sviluppare minuta­
mente l’esame di questa possibilità, osserviamo che se le curve 
componenti la Ln si mantengono fra loro distinte, lo spezzamento 
della La dà luogo a due casi :

a) la superfìcie F4 possiede come linea doppia una cubica 
gobba riducibile,

&) la superficie F4 possiede una cubica gobba doppia irri­
ducibile (nodale), nella quale si incrociano due falde distinte 
(in senso integrale e non soltanto differenziale) della superficie.

Si presenta ad es. il primo caso se la Ln di d>4 si spezza in una 
conica ed in una quartina: è infatti impossibile ehe la proiezione 
di una conica da un asse p dia una cubica gobba irriducibile.

Ora, si ha : Data su D 4 una quantica (razionale normale) L4 
ed una conica L2, esistono oo1 rette, per proiezione dalle quali 
la H4 diventa una. F4 con cubica gobba doppia, spezzata in una. 
conica ed in una retta, provenienti per proiezione rispettivamente 
dalla L 4 e dalla L 2 di <D4. Infatti gli S3 dell’$4, in cui giace 
la Lit segano sulla Z4 una g\, la quale si può bisecare in un 
modo, dando luogo ad una gl. Esistono perciò -x>2 rette di 
(e quindi di S3), le quali proiettano la L.t in una conica doppia. 
Fra queste una semplice infinità, riesce formata da rette inci­
denti al piano ir della L.. : infatti, come risulta dalla rappresenta­
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zione piana, la conica L, sega la Z4 in una coppia di punti ; e 
basta prendere una y*  determinata da questa coppia e da un’al­
tra coppia qualsivoglia di Z4, per determinare una retta p, inci­
dente al piano della L2 (essendo incidente alla retta che passa 
per i due punti comuni alla Li ed alla L2) e tale che da essa la 
L± venga proiettata in una conica doppia. Dal punto comune alla 
p ed al piano r. della L., partono infinite corde della <b4, le quali 
sono rette secanti la L2, una sola riuscendo corda anche della L4. 
Risulta così evidente che la superficie proiettata dalla retta p, 
dà come proiezione una rigata F4 che possiede una linea doppia 
composta di una conica e di una retta (ad essa incidente).

(*) L’esistenza di co1 assi incidenti alla F ’ per ogni L spezzata in una 7^ 
ed in una L, si può giustificare rapidamente ed a priori col seguente computo 
di costanti: le rette di le quali sono incidenti alla varietà V* sono co7; 
d’altra parte le L di <I> sono co5 e le combinazioni di esse con le co1 coniche 
di <I> , co • ; poiché ad ogni retta (asse) di St ò associata una segue ap­
punto che ad ogni spezzata in una L, ed in una corrispondono co1 assi.

Le rette p da noi trovate risultano incidenti al piano della 
conica L„. Reciprocamente è chiaro che se si prende una retta p, 
incidente al piano di una conica di <D4, ossia incidente alla va­
rietà P, formata dai piani delle coniche di 4, e si proietta la d>4 
dalla retta p, si ottiene una rigata dotata di una conica e di 
una retta doppie.

Riepilogando,, possiamo dunque dire: Vi sono delle sestiche 
La di 4>4 spezzate in una quantica L± ed in una conica L2; ad, 
ognuna di tali Le corrispondono oo1 assi e l’insieme di questi assi 
è caratterizzato dalla incidenza alla varietà V33 formata dai piani 
delle coniche di <b4 (1).

Per chi guardi al piano rappresentativo, la cubica gobba dop­
pia spezzata è rappresentata da una quartica passante doppia­
mente per 0 ed A, la quale risulta spezzata in una retta r per A 
ed in una cubica C3 passante doppiamente per 0 e semplicemente 
per A: la retta r è l’immagine della retta doppia di F4 e sopra 
di essa le immagini delle sezioni piane segano una glv che con­
tiene la coppia neutra costituita dai punti P', P" comuni alla r ed 
alla C3 (fuori di A); la cubica C»(02A) è invece immagine della 
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conica doppia di Fi e le immagini delle sezioni piane segano so­
pra di essa una p4 composta con le coppie di una gl„ che contiene 
la coppia neutra P', P".

Inversamente, data ad arbitrio una C.t(O-A) ed una retta r 
per A che si intersechino in due punti F, P" tz sempre possibile 
(in oo1 modi) costruire un sistema lineare di C3(O2A), rappre­
sentativo di una P4, la cui linea doppia è spezzata in. una retta, 
che ha per immagine la r, ed in una conica, che ha per immagine 
la C3. Si consideri a questo scopo la pi determinata sulla Cs dalla 
coppia neutra P' P" e da una coppia di punti qualsivoglia Q' Q".

Il sistema lineare rappresentativo della P4 è costituito dalle 
003 C3(O2A), passanti per una generica coppia di coppie della 
nominata g2; questo sistema lineare | C31 sega infatti una g\ 
anche sulla retta r, giacché tutte le cubiche di | C3 \ passanti per 
F passano di conseguenza per P".

I due punti doppi della g\ definita sulla C3 corrispondono 
a due punti cuspidali della F4 giacenti sulla conica doppia; ana­
logamente si hanno altri due punti doppi per la gl2 segata dal 
sistema [ C31 sulla r ed a questi corrispondono due punti cuspi­
dali della F4 posti sulla sua retta doppia.

Abbiamo veduto ehe agli assi p, incidenti in un punto alla 
varietà corrispondono le La spezzate in una conica L2 ed in 
una quartica Lt ; reciprocamente ad ogni Le così spezzata corri­
spondono 001 assi. In particolare si può scegliere un asse p, il 
quale sia incidente alla varietà V, in due punti. La LR risulta 
allora spezzata in due coniche ed in due generatrici (x). Per i due 
punti comuni alla retta p ed alla passano due piani conte­
nenti due coniche di 4> 4, le quali nella proiezione divengono due 
direttrici doppie (sghembe) ; le corde di <D4 che partono dai punti 
di p e non sono corde delle nominate due coniche, si appoggiano 
a due generatrici della 4>4, che vengono proiettate in una gene­
ratrice doppia. Giungiamo dunque ad un tipo di Ft con cubica 
gobba doppia, spezzata in due direttrici doppie sghembe tra loro

(') Si vede dalla rappresentazione piana, nella quale le L, sono rappre­
sentate da C (O2A2), ehe una Ln non può spezzarsi in tre coniche irriducibili, 
ma solamente in due coniche irriducibili e due generatrici.
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ed in una generatrice doppia, che ad esse si appoggia. Ed è eviden­
te che se è data a priori sulla <I>4 una La spezzata in due coniche 
ed in due generatrici, esistono oo2 rette, appoggiate in due punti 
alla VjJ, per proiezione dalle quali la di, diviene una F4 con cu­
bica gobba doppia spezzata nel modo anzidetto : le <x>2 rette sono 
quelle che si appoggiano ih due punti generici alle corde delle 
due coniche determinate dai punti d’incontro con le due genera­
trici.

Nella rappresentazione piana la linea doppia della E4 è rap­
presentata da una Ci(O2A2\ spezzata in due rette r' ed r" per O 
ed in due rette set per A.

La retta s è immagine di una direttrice doppia e su di essa 
le C3(02A) immagini delle sezioni piane della F4 segano una gl, 
che contiene la coppia di punti, in cui la s sega le rette r' ed r". 
Altrettanto vale per la retta t. La generatrice doppia della F4 è 
invece rappresentata dalle rette r' ed r", le quali risultano riferite 
proiettivamente, ad ogni coppia di punti omologhi corrispondendo 
un punto della generatrice doppia della Ft.

Se nel piano rappresentativo sono date a priori le rette F ed r" 
per O ed s e t per A, si può costruire in oo2 modi il sistema rap­
presentativo di una Ft, per la quale le s e t rappresentino due 
direttrici doppie e le rette r ed r" una (unica) generatrice doppia. 
Si prenda all 'uopo una coppia di punti ad arbitrio sulla s ed una 
sulla t. Le nominate coppie insieme alle coppie di punti in cui 
la s e la t segano le rette r' ed r" determinano una g\ sulla s ed 
una sulla t. Il sistema rappresentativo richiesto è quello costituito 
dalle oos C;,(OL4) contenenti una coppia della g . data sulla s ed 
una coppia della y ‘ data sulla t.

Notiamo infine che la F4 possiede due punti cuspidali sopra 
ciascuna direttrice doppia, mentre lungo la generatrice doppia 
si interseeaho due falde in generale distinte della superfìcie. 
La generatrice doppia diviene cuspidale se nella rappresentazione 
piana le rette associate r' ed r" divengono infinitamente vicine, ri­
ducendosi ad una retta contata due volte ; in questo caso la gene­
ratrice doppia contiene uno dei due punti cuspidali esistenti su 
ciascuna direttrice doppia. La linea doppia della F.t proviene per 
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proiezione da una La di d-4, spezzata in due coniche ed in due ge­
neratrici infinitamente vicine.

Lo studioso completi questa discussione esaminando il caso in 
cui si avvicinino indefinitamente le rette set: si otterrà qui una 
Ft con due direttrici doppie infinitamente vicine sghembe tra 
loro ed una generatrice doppia, che, in particolare, può riuscire 
cuspidale.

Osservazione. - Può avvenire che l’asse di proiezione p sia 
incidente alla V3, costituita dagli 001 piani delle coniche di<I»4, 
in tre punti: esso è allora contenuto nella 'V3. Sia l’asse p con­
tenuto nella. V3, senza tuttavia essere incidente alla H4, ciò che 
porterebbe ad un abbassamento dell’ordine della superficie proie­
zione: in questa ipotesi da ogni punto P di p partono infinite 
corde della <D4 che sono secanti la conica L? di d>4, giacente nel 
piano di l'3, passante per P. Nella proiezione le coniche di C>4 
diventano perciò delle rette doppie e quindi la si riduce ad 
una quadrica contata due volte.

Se in particolare l’asse p, sempre appartenendo alla V\, è 
incidente alla d>4, esso appartiene al piano di una delle coniche 
di D4 ovvero coincide con una generatrice di 4>4 : la 4>4 si riduce 
allora per proiezione ad una quadrica.

Abbiamo esaminato i vari casi, nei quali la superficie F4, che 
proviene dalla d>4 per proiezione da un asse p, è dotata di una 
cubica gobba doppia riducibile, proiezione di una di C>4 anche 
essa riducibile. Ma la La di O4 può essere riducibile e proiettarsi 
in una cubica gobba doppia irriducibile, nella quale si incrocino 
due falde distinte (distinte non solo in senso differenziale, ma 
anche secondo una veduta integrale) della superficie. Ciò succede 
se la Le, rappresentata da una C4(O2A2), si spezza in due cubiche 
gobbe L3, rappresentate da due coniche passanti per 0 ed A.

Dimostriamo che in questo caso, cioè quando si assuma su 
una La costituita da una coppia di L3, esistono tre rette di S5 dalle 
quali la <I>4 viene proiettata in una F4 con cubica gobba doppia, 
proveniente dalla proiezione delle due L3. Infatti due cubiche gob­
be di D, (che sono rappresentate da una coppia di coniche per 
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O ed A), si segano in due punti P e Q ; dal piano osculatore in un 
punto B di una L3, l’altra Ls viene proiettata in una cubica con 
nodo, dotata di tre flessi, ai quali corrispondono i tre punti B', 
B", B"'; ed è facile vedere che (al variare di B) le coppie di 
punti BB', BB", BB'" si corrispondono in tre proiettività, le quali 
differiscono tra loro per una proiettività ciclica del 3° ordine, coi 
punti uniti P e Q: infatti la corrispondenza stabilita fra i piani 
osculatori delle due cubiche gobbe L3 è duale di quella che si ot­
terrebbe segando due cubiche coi piani di due fasci proiettivi, 
aventi per assi le intersezioni di due coppie di piani osculatori 
corrispondenti. Ciò posto, vi saranno tre rette p di Ss (incidenti 
rispettivamente alle BB', BB", BB'") da cui la verrà proiet­
tata in una Ft con K3 doppia (nodale), proiezione della coppia di 
L3, considerata su (I> Nella rappresentazione piana della super­
ficie, la cubica gobba doppia di F\ avrà come immagine una. cop­
pia di coniche C'2 e C"2 per 0 ed A • ogni conica sarà immagine 
di una delle falde distinte della cubica gobba doppia di F4; e le 
C3(OsA) immagini delle sezioni piane di F.t, segheranno sulla cur­
va C'., C", una g\ composta con le terne di coppie di una g2, 
per la quale i punti P’ e Q', comuni alle Ce C"2, contati ciascuno 
due volte, costituiranno due coppie neutre.

Viceversa, se sono date a priori due coniche C'2 e C"2 per 0 
ed A, si dimostra facilmente che si può costruire — in tre modi 
diversi — un sistema lineare rappresentativo di una super­
ficie F.t con cubica gobba doppia irriducibile, nella quale si incro­
cino due falde (integralmente) distinte, ciascuna rappresentata 
da una delle coniche C'., e C"2. Il problema proposto esige che le 
coniche C'2 e C"2 siano riferite (proiettivamente) l’una all’altra 
in modo che le CAO2A) seghino sopra la curva C'2 -j- C"2 una g\, 
composta con le terne di coppie di una g\, che possiede due cop­
pie neutre nei punti P' e Q', contati ciascuno due volte. 'Si vede 
subito che vi sono tre soluzioni: inflitti le C3{OZA), che osculano 
in un punto B la C'„, segano la C"2 secondo una g^, che possiede 
tre punti tripli. B', B", B"'■ ed associando al punto B il punto 
B' o B" o B'". si individua sulla C'2 -f- C"2 (che è dotata delle due 
coppie neutre P'-, Q'2) una gi, che — triplicata — dà la g\ se­

8
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gala da tutte le C3(O3zl). Il sistema lineare oo3 richiesto è costi­
tuito dalle Cs(02A.), che passano per tre coppie di una delle no­
minate

In quanto precede abbiamo considerato sulla (b4 una Lo spez­
zata in due cubiche gobbe L- 3 ed L"3 ed abbiamo tacitamente 
supposto che le due L3 fossero distinte. Se invece L"s diventi infi­
nitamente vicina ad L'3, dimostreremo l’esistenza di una retta p 
di Ss, per proiezione dalla quale la non diverrà più una F.t con 
cubica gobba doppia K3, nella quale si incrocino due falde di­
stinte, ma una Ft jeon cubica- ÿobba 'cuspidale cioè la svilup­
pabile generata delle tangenti alla cubica K3 (1).

A questo scopo supponiamo che Lf3 ed L”3 siano ancora di­
stinte, intersecandosi in due punti P e Q. Allora abbiamo dimo­
strato che le curve L'.. e L"3 si possono riferire proiettivamente 
in tre modi diversi, in guisa che le rette congiungenti punti omo­
loghi risultino tutte incidenti ad una retta ; e le tre proiettività 
anzidetto differiscono tra loro per una proiettività ciclica del terzo 
ordine, coi punti uniti P e Q.

Se ora, tenendo ferma la U3. le facciamo avvicinare indefi­
nitamente la L"3, nel fascio che ha per punti base P e Q, è facile 
riconoscere che le tre nominate proiettività daranno, al limite, 
una proiettività infinitesima fra la I!3 e la 1"3 (ad essa infinita­
mente vicina) e le due proiettività cicliche del terzo ordine sopra 
la L'3, definite dai punti uniti P e Q. Alla proiettività infinitesima 
dovrà corrispondere una retta \p, fuori dello S3 che contiene la 
L's, cui saranno incidenti oo1 rette tangenti a nei punti del­
la L'3 ; e dalla retta p la O, verrà proiettata in una F.t con cubica 
cuspidale.

(’) Una Ft irriducibile con una cubica gobba cuspidale A è necessaria­
mente la sviluppabile circoscritta alla K*.  Infatti la serie quadratica delle 
coppie di punti d’appoggio di questa curva L, alle generatrici di F^ deve 
essere tale, die ogni punto di K*  appartenga ad una coppia e quindi si ri­
durrà: o ad un’involuzione g1* contata due volto, ovvero alla serie delle cop­
pie di punti coincidenti; ma il primo caso dà luogo non già ad una F irri­
ducibile, bensì ad una F^ costituita da una quadrica contata due volte. Per­
ciò la sola Ft (irriducibile) per cui E*  sia curva cuspidale è la superficie 
sviluppabile generata dalle tangenti a E^.
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Si deduce che tutti i piani tangenti a di, nei punti di una cu­
bica L'3 sono incidenti ad una retta p, da cui la <J>4 viene -proiet­
tata in una sviluppabile, che ha come spigolo di regresso la proie­
zione di L'3 .

E questa retta p è unica.
Invero suppongasi che vi sia una seconda retta, p', distinta 

da p, cui si appoggino tutti i piani tangenti a d> 4 nei punti di L'3. 
Se p' è sghemba rispetto a p, proiettando da p essa si proietterà in 
una retta r dello Ss contenente ; ma poiché ogni piano tangente 
a <& 4 ne contiene una generatrice, la r dovrebbe essere incidente a 
tutte le generatrici della F4 e darebbe perciò una direttrice retti­
linea di questa sviluppabile (che non esiste).

Se invece p' sia incidente a p in un punto P, i piani che toc­
cano nei punti di L'3 dovranno passare tutti per P ovvero 
incontrare il piano p-p' secondo una retta. Nel primo caso, la 
proiezione di d>4 da P darebbe una superficie dello S.„ con cubica 
cuspidale immagine di L's, che è assurdo, giacché le sezioni iper- 
piane di questa superficie sarebbero delle quartiehe gobbe con 
tre punti doppi. Nel secondo caso la proiezione di da p 
dovrebbe risultare un cono, tutte le generatrici di F.t passando 
per la traccia del piano pp': conclusione incompatibile con le 
condizioni per cui la F.t deve possedere una cubica gobba cuspi­
dale (almeno se questa, ossia la L'3, sia irriducibile).

Per ehi guardi alla rappresentazione piana della Fi mediante 
C3(O2A), la cubica gobba cuspidale è rappresentata da una co­
nica C, per 0 ed A, contata due volte; e le C3(O2A), immagini 
delle sezioni piane, che passano per un punto D di C„ dovranno 
passare di conseguenza per un punto D', infinitamente vicino 
ad esso.

Viceversa, se è data ad arbitrio una conica C, per 0 ed A, 
è determinato univocamente un sistema lineare oo3 di C3(O2A), 
rappresentativo di una sviluppabile, che ha come spigolo di re­
gresso una cubica gobba, avente per immagine la C2. Se questa 
superficie sviluppabile esiste, si considerino infatti le sezioni 
piane, ottenute con i piani osculatori allo spigolo di regresso : 
esse si spezzano in una generatrice contata due volte ed in una 
conica. Del sistema rappresentativo, che dobbiamo costruire, fan­
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no quindi parte le co1 cubiche C’3(O2A), spezzate in una retta 
doppia per 0 ed in una retta per A, intersecantisi in un punto 
della C2. Il sistema di queste cubiche è di indice tre : invero, po/ 
che il sistema (non lineare) delle rette doppie per 0 è d’indice 
due, per un punto P generico del piano passa una retta r pe/ 0, 
che, contata 'due volte e completata con la retta passante per/A e 
per il punto comune ad r ed a CO, equivale a due cubiche CAO-A) 
del tipo anzidetto ; e la terza cubica è spezzata nella retta s PA 
e nella retta (contata due volte) che passa per 0 e per il punto 
comune alla s ed alla CMa 'un (sistema d’indice tre di cubiche 
(!.,{O'-A) di questo tipo giace in un ben determinato sistema li­
neare oo3, che è il sistema rappresentativo richiesto. \

Ritorniamo dopo ciò a considerare sulla una sestiea ellit­
tica Lo spezzata in due cubiche gobbe L\ ed L"3, aventi a comune- 
due punti P e Q. Sappiamo che le curve L'3 ed L"3 si possono 
riferire proiettivamente in tre modi diversi, in guisa che le rette 
congiungenti punti omologhi risultino tutte incidenti ad una 
retta, e le tre proiettività anzidetto differiscano tra loro per una 
proiettività ciclica del terzo ordine eoi punti uniti P e Q. Abbia­
mo detto inoltre che — avvicinando indefinitamente la L"3 alla 
L'3 nel fascio che ha i punti base P e Q — le tre nominate proiet- 
tività danno al limite una proiettività infinitesima fra la L'3 e 
la L"3 e le due proiettività cicliche del terzo ordine sopra la L'3, 
definite dai punti uniti P e Q.

La proiettività infinitesima corrisponde alla esistenza di una 
retta p, alla quale si appoggiano tutti i piani, tangenti alla d>, 
nei punti di L's ; in rapporto a questa proprietà la retta p riesce 
definita soltanto dalla cubica L's, indipendentemente dal fascio 
nel quale la L"3 si fa avvicinare alla L\ ; >e la proiezione della <&4 
dalla retta p conduce ad una rigata F.t con cubica gobba cuspidale.

Studiamo invece le due proiettività cicliche del terzo ordine 
definite sopra la L'3 dai punti uniti P e Q. I cicli di entrambe 
queste proiettività costituiscono i gruppi di livello di una q3 e 
sono segati sulla LO dai piani, che giacciono nello spazio S3 della 
L'3 e passano per la retta polare della retta P Q, ossia per la 
retta p', intersezione dei due piani osculatori alla LO in P e Q. La 
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retta p' dipende essenzialmente dal fascio di cubiche nel quale la 
si è avvicinata alla L's, risultando definita in rapporto alla 

7/3 e ad una corda P Q di essa ; la proiezione della CI’ 4 dalla retta 
p conduce ad una rigata l'\ dotata■ di mia retta tripla, lungo la 
quale si intersecano tre falde della superficie, che si fondono e si 
permutano tra loro solamente in due punti cuspidali doppi.

La rigata dotata di retta tripla, alla quale siamo così per­
venuti, non è la più generale : infatti — come sappiamo — la più 
generale rigata Fi dotata di fretta tripla, proiezione della L's, pos­
siede quattro punti cuspidali distinti e si ottiene proiettando là 
O4 da una retta generica dello spazio a cui appartiene la L'3.

La differenza fra le due rigate si può illustrare così. Secondo 
una visione di continuità, possiamo rappresentarci la cubica gob­
ba doppia L'3 su D, come limite di una sestica ellittica Lo, ed allora 
la </*,  data sulla La dalle corde incidenti all’asse di proiezione, 
diventa la corrispondenza [2, 2] definita sopra L'3 dalla g3, ehe 
viene segata dai piani per p'. Così, designando con A, B, C, una 
terna di questa g3, nel punto A si dovranno ritenere sovrapposte 
due determinazioni di una funzione algebrica, che corrispondono 
alle coppie ordinate AB ed AC. La nominata funzione algebrica 
è in generale irriducibile, potendosi scambiare AB con AC, attra­
verso le coppie critiche, che rispondono alle quattro coincidenze 
di B e C (punti doppi della g*).  Fa eccezione il caso in cui la g3 
sia ciclica (ed abbia quindi due punti tripli in luogo di quattro 
doppi), perchè allora la coppia ordinata dei punti AB, che si cor­
rispondono nella proiettività ciclica generatrice it, viene razio­
nalmente distinta dalla coppia dei punti AC, che si corrispon­
dono in

Guardando alla F4 con retta tripla, la distinzione che abbiamo 
fatto, si traduce così : nel caso generale non soltanto le tre falde 
della superficie differenzialmente distinte formano una sola falda 
nel senso integrale, ma anche non sono discernibili fra loro le 
coppie ordinate di falde, giacché attraverso i quattro punti cuspi­
dali semplici si possono permutare due falde, lasciando ferma 
la terza, e quindi passare per continuità da una coppia ordinata 
di falde ad un’altra qualsiasi. Invece nel caso particolare, le tre 
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falde si fondono sempre in senso integrale, in una sola falda, ma 
le coppie ordinate eli falde si distinguono tra loro, in relazione 
alla trasformazione ciclica 77, che permuta le tre falde, fondendole 
nei due punti cuspidali doppi; giacché non si può passare con 
continuità da una coppia ordinata di 'falde corrispondenti in ir ad 
una coppia ordinata di falde corrispondenti in k2 = 77

Consideriamo una cubica gobba L3 della O4 : come si è detto, 
se si proietta la C>4 da una retta dell’$3 a cui appartiene la L3, 
si ottiene una rigata con retta tripla. Ora la cubica gobba L3 
può spezzarsi dando luogo a partieolarizzazioni della F.i con retta 
tripla. Può precisamente accadere che la cubica gobba Z3 sia com­
posta di una conica L., (x) e di una generatrice (incidente ad L,) 
di <&4 : avviene allora ché una delle tre rette, uscenti da un punto 
generico della retta tripla r, cade infinitamente vicina alla r-, 
dei tre piani tangenti, che escono da un punto di r, due sono 
variabili ed uno è fisso.

Nella rappresentazione piana di F4 la retta tripla è rappre­
sentata da una conica C., passante per 0 ed A, la quale diventa 
riducibile come la L„ : precisamente essa si spezza in una retta 
s per 0, immagine della generatrice di Ä>4, ed in una retta t 
per A, immagine della conica L2. Le cubiche C3(O2A), immagini 
delle sezioni piane della F4, segano sulla curva s + t una g3, per 
la quale ogni gruppo di livello è costituito da una coppia di punti 
su t e da un punto su S; (la coppia contenente il punto st è asso­
ciata a questo punto stesso).

Esercizio. - Lo studioso dimostri che, data ad arbitrio una 
retta s per 0 ed una retta t- per A, esistono 00 4 sistemi lineari 003 
di cubiche irriducibili C3(O2A), i quali segano sulla s t unap‘, 
i Cui gruppi constino di una coppia di punti su t e di un punto 
su s, mentre la coppia contenente il punto st sia associata a questo 
punto stesso.

P) La conica sarà necessariamente irriducibile se — come avviene 
sulla <P4 generale — non esistè una direttrice rettilinea.
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29. Particolari rigate normali e loro proiezioni.

Abbiamo discusso i casi particolari della F.t con cubica gobba 
doppia o retta tripla, che si ottengono per proiezione dalla più 
generale rigata razionale normale di Ss, partieolarizzando la po­
sizione dell'asse p, da cui si proietta. Vediamo ora i casi parti­
colari, che si presentano quando si particolarizzi la tb.j stessa.

Conviene perciò esaminare i casi proiettivi distinti a cui la fi>4 
può dar luogo.

Osserviamo che le rigate D4 di S0 non possiedono alcun inva­
riante assoluto, risultando così in generale proiettivamente iden­
tiche : infatti i sistemi lineari completi di cubiche passanti dop­
piamente per un punto 0 e semplicemente per un punto A diverso 
da O, i quali rappresentano le 4>4 generali, dipendono solamente 
dalla scelta di 0, A e risultano di conseguenza tutti birazional- 
mente identici. Ma le superficie O., possiedono un invariante re­
lativo (di peso maggiore di zero), il cui annullarsi porta una par- 
tieolarizzazione, per la quale la C>4 viene a possedere una diret­
trice rettilinea (ove non si riduca ulteriormente ad un cono).

La esistenza di D4 partieolariz^ate nel modo anzidetto risul­
terà chiaramente dalla rappresentazione piana. Osserviamo perciò 
che ogni <ï>4 rigata razionale di S5 può essere rappresentata sul 
piano da un sistema lineare oo5 di quartiche C4 passanti tripla­
mente per un punto O s semplicemente per tre punti .7\, T2, T3. 
in guisa, che le rigate razionali normali di £>,, costituiscono ima 
sola famiglia, dipendente da parametri variabili con continuità. 
Per ottenere la anzidetta rappresentazione basta proiettare la 4>4 
da tre punti generici Ait A2, A3 di essa. Si.noti allora che gli S4 
contenenti il piano da cui si proietta ed una generatrice della ®4, 
passano tutti per uno stesso S?, che sega la <I>4 in una linea del 
terzo ordine ed il piano rappresentativo in un punto 0 ; le gene­
ratrici passanti rispettivamente per A,, A», A3, si proiettano in 
tre punti T2, T3, i cui intorni sono in corrispondenza con le ge­
neratrici corrispondenti. Ciò posto, le immagini delle sezioni iper- 
piane della 4>4 sono quartiche passanti semplicemente per 3\-, T.,, 
T3 e triplamente per 0 : infatti le sezioni iperpiane della <&4 hanno 
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un punto comune con le generatrici passanti per Alt A2, As e tre 
punti comuni con la linea del terzo ordine, secondo la quale la <I>4 
è segata dall’ S:i che si proietta in 0. Reciprocamente è evidente che 
un sistema lineare completo di quarti-che per un punto triplo e tre 
punti semplici rappresenta una A», normale eli S„.

Tutte le particolarizzazioni possibili della <D4 si possono ora 
leggere sulla rappresentazione mediante C4(O3T1T2T3). Se i quat­
tro punti 0, Tlt T„, T3 sono in posizione generica, si ha la gene­
rale, sulla quale esiste un fascio di coniche irriducibili, rappre­
sentato dal fascio delle coniche che passano per O, Tlr T,, T3. 
Il sistema delle C4(O37’17'37'3) si riduce al noto sistema delle 
C3(O2jA), mediante la trasformazione quadratica che ha come pun­
ti fondamentali 0, 7\, 7'2.

Se il punto 7’i si avvicina indefinitamente ad 0, non si ottiene 
una particolarizzazione del sistema | C4| : infatti con una trasfor­
mazione quadratica, che ha come punti fondamentali 0, T„ ed 
un punto generico del piano, ci si può ridurre ad un sistema di 
quantiche con un punto triplo e tre punti semplici, nessuno dei 
quali sia infinitamente vicino al punto triplo. Se però due punti 
semplici 7\ e T, diventano infinitamente vicini ad 0 in direzioni 
distinte (o succedendosi sopra un ramo cuspidale), la 4>, si par- 
ticolarizza, acquistando una direttrice rettilinea, rappresentata 
dall’intorno di 0. In questo caso viene a mancare il fascio di 
coniche per 0, T„ T2, T3 ; questo fascio si riduce infatti al fascio 
delle rette per 0, cui si aggiunge la retta fissa OT3; non esiste 
quindi sulla un fascio di coniche irriducibili, ma un fascio di 
coniche riducibili, ciascuna delle quali è spezzata nella direttrice 
semplice ed in una generatrice. La <X>4 può essere ancora rappre­
sentata da cubiche C3 ( O~A), giacché per ridursi a questo caso ba­
sta eseguire una trasformazione quadratica coi punti fondamentali 
in 0, 7\, T3; ma il punto base semplice A cade ora infinitamente 
vicino al punto doppio 0.

Tuttavia può avvenire che i tre punti T,, 71,, T3 diventino tutti 
infinitamente vicini al punto 0, secondo direzioni distinte, ovvero 
(particolarizzazione ulteriore) succedendosi due sopra un ramo 
cuspidale del secondo ordine, oppure tutti e tre sopra un ramo 
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cuspidale del terzo ordine (efr. l’osservazione a pag. 94); ed allora 
viene a mancare la trasformazione quadratica induttrice del sistema 
rappresentativo della <D4. La ®4 si riduce ad un cono, il cui vertice 
è rappresentato dall’intorno del punto 0 : infatti il punto 0 rap: 
presenta un punto V della 4, tale die le sezioni iperpiane per 
esso si spezzano in quattro rette, cioè un punto quadruplo della 
là quale è dunque un cono di vertice V.

Un altro caso d'eccezione, in cui il sistema delle quartiehe 
L4(O32’1T2ì’3) non può abbassarsi con una trasformazione qua­
dratica, si ha quando i punti T„ T„, T3 si avvicinino indefinita­
mente ad 0 succedendosi sopra un ramo cuspidale del secondo 
ordine ; allora però il sistema stesso si riduce ad un altro siste­
ma di quartiehe CJ,O'2T'rT'.,T'dove T\ e T'„ sono vicini ad 
O', succedendosi sopra un ramo lineare, e quindi una nuova tra­
sformazione quadratica permette di abbassare l’ordine del sistema, 
riuscendo così ad un sistema di cubiche, con un punto doppio 
ed uno semplice infinitamente vicino (efr. l’osservazione a pag. 94).

In conclusione, la rigata razionale normale del quart’ordine 
di S,, può essere sempre rappresentata sul piano mediante un 
sistema lineare di cubiche C3(OL4), con la sola eccezione del cono.

Riportandoci ora allo spazio Ss possiamo caratterizzare i casi 
particolari della 4>4 nel modo seguente : mentre in generale gli 
iperpiani per due generatrici della O4 segano ulteriormente la 
secondo una conica irriducibile (e si ottiene così un fascio di 
coniche irriducibili sopra la 4>4), può avvenire in particolare che 
gli iperpiani per due generatrici contengano sempre una terza 
generatrice, segando ulteriormente la 4>4 secondo una direttrice 
semplice ; più in particolare ancora può darsi il caso che gli iper­
piani per due generatrici della 4>4 seghino ulteriormente la super­
ficie secondo due generatrici -, la D 4 si riduce allora ad un cono.

Passiamo ora a studiare le superficie dello spazio ordinario, 
che si ottengono per proiezione dalla T> > ; possiamo dire subito che 
proiettando una rigata razionale normale d?4, dotata di direttrice 
rettilinea, da una retta p di ,Sn, si ottiene una rigata Ft con cubica 
gobba doppia o con retta tripla, dotata di direttrice rettilinea-, la. 
quale verrà rappresentata sul piano da un sistema lineare ooa dì 
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cubiche passanti per un punto doppio 0 ed un punto semplice A 
infinitamente vicino ad 0.

Sia da prima l’asse di proiezione p scelto in modo generico. 
Si ottiene allora per proiezione la rigata Fi dotata di cubica 
gobba doppia K:i e di direttrice rettilinea. La .cubica gobba dop­
pia K3 è proiezione di una sestica ellittica Lo di <&4, che ha come 
corde le oc1 corde di E>4 uscenti dai punti della retta p. Nel piano 
rappresentativo la cubica gobba doppia è rappresentata, come nel 
caso generale, da una quartica C4, che passa doppiamente per 0 
ed A, che è ora infinitamente vicinò ad 0 ; in altre parole la quar­
tica C4 possiede il punto 0 come tacnodo e la retta OA come tan­
gente taenodale; e viene caratterizzata dal fatto che le cubiche, 
immagini delle sezioni piane, segano sopra di essa una gl com­
posta con le coppie di una gl2. Viceversa se si dà a priori una 
sestica ellittica Le sulla <I>4, si dimostra come nel. caso generale 
che esistono 9 rette di S- dalle quali la La si proietta in una 
cubica gobba K3 doppia ; corrispondentemente, data ad arbitrio 
sul piano rappresentativo una quartica ellittica C.t(O-A2\ si può 
in 9 modi diversi determinare un sistema lineare di C3(O2A')y 
il quale seghi sulla C4 una gl composta con le coppie di una g\ -

Abbiamo visto che sopra la D4 generale, una La ellittica può 
spezzarsi in una conica ed in una quartica; ora, se la 4>4 possiede 
una direttrice rettilinea, si è condotti ad un caso, in cui la La 
si spezza in una quartica L4 ed in una conica degenere, costituita 
da una generatrice s e dalla direttrice rettilinea d di ®4. Ripe­
tendo il ragionamento seguito nèl caso generale, lo studioso potrà 
facilmente stabilire l’esistenza di oo1 rette incidenti al piano di s 
e d, proiettando la 4>4 dalle quali si ottiene una F4, la cui linea 
doppia si compone di una conica K2 doppia, proiezione della L.t 
di 4>4, e di una retta r doppia (incidente alla K2), immagine della 
conica degenere, spezzata nelle rette s e d. La direttrice retti­
linea della F.t diventa qui infinitamente vicina alla retta doppia r.

Nella rappresentazione piana, la linea doppia della superficie 
è rappresentata da una retta r' per 0, che è immagine della retta 
doppia r, e da una cubica C3 (passante doppiamente per 0 e 
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semplicemente per il punto infinitamente vicino zi), che è im­
magine della conica doppia K2; e le C3(02A), immagini delle 
sezioni piane della Fit segano la C3 secondo una g2 composta con 
le coppie di una g[, che contiene la coppia neutra costituita dal 
punto comune alla / ed alla C3 fuori di 0 e dal punto della C„ 
infinitamente vicino ad 0 sul ramo lineare non passante per A; 
i punti dell’intorno di 0 sono riferiti proiettivamente ai punti 
della retta /, in guisa che le C3(02A),immagini delle sezioni piane 
della F., contengano sempre coppie di elementi corrispondenti.

Anche nella ipotesi che la <I>4 possegga una direttrice retti­
linea, esiste sulla superficie — come nel caso generale — un 
sistema lineare 003 di cubiche gobbe, che è qui rappresentato dal 
sistema delle coniche passanti per 0 con la tangente fissa OA. Ora 
la sestica ellittica Lo può spezzarsi in due cubiche gobbe L, di­
stinte; e, ripetendo il ragionamento già svolto per il caso della C>4 
generale, si dimostra l’esistenza di tre rette di S5, proiettando 
dalle quali la <h4 si dà luogo ad una rigata F dotata di diret­
trice rettilinea, con cubica gobba doppia irriducibile, nella quale 
si incrociano due falde distinte (in senso integrale') della super­
ficie. Per chi guardi la rappresentazione piana della F4, la cubica 
gobba doppia ha come immagine una C4(O2A2), spezzata in due 
coniche C'2 e C"2, toccanti in 0 la retta OA, ciascuna delle quali 
rappresenta una delle falde della superficie; e le C3(O2A), imma­
gini delle sezioni piane della F4, passanti per un punto di C'„ pas­
sano di conseguenza per un punto ben determinato di C"2 : le 
coniche C'2 e C"2 risultano così riferite proiettivamente l’una al­
l’altra, ogni coppia di punti corrispondenti essendo immagine di 
uno stesso punto della cubica gobba doppia di F4. In particolare, 
i punti comuni a Ced a C"2 (fuori di 0 ed A)'sono uniti nella 
anzidetta proiettività, e corrispondono a due punti cuspidali dop­
pi della Ft.

Ma la sestica ellittica L6 può ridursi ad una cubica gobba L3 
contata due volte ; e se si proietta la 04 da una retta p, appar­
tenente allo spazio di L3, si ottiene una rigata■ F4 dotata di una 
retta (direttrice) tripla r e di una■ direttrice semplice s, sghemba 
con la r. Da ogni punto di r escono tre generatrici rettilinee, che
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si appoggiano ad s : esse sono le proiezioni delle tre generatrici di 
uscenti dai tre punti in cui la L3 è intersecata da un piano, 

passante per p.
Il fascio di piani (tangenti) di asse r si trova in corrispondenza 

[3, 1] con la punteggiata r, formata dai punti di contatto.
Nella rappresentazione piana la retta tripla è rappresentata 

da una conica C2 per i punti 0 ed A (infinitamente vicini tra 
loro), sulla quale le C^O'-A), immagini delle sezioni piane della F.t, 
segano una g3.

Un caso particolare di quello ora trattato si ha quando la 
cubica gobba L3 degenera nella direttrice semplice ed in due ge­
neratrici di S>4. La proiezione da una retta p, giacente nell ’S3 
determinato da questa cubica gobba degenere, conduce ad una 
rigata con retta tripla r, da ogni punto della quale escono 
due generatrici infinitamente vicine alla r ed una variabile, che 
descrive la rigata. Si ha dunque una rigata Fi dotata di una 
direttrice tripla r e di una direttrice semplice s, sghemba con 
la r ed infinitamente vicina ad essa.

Da ogni punto di r escono tre piani tangenti, dei quali due 
sono fissi ed il terzo variabile. La corrispondenza (3,1] fra il 
fascio di piani di asse r e la punteggiata r dei punti di contatto 
si ridùce qui ad una proiettività tra il piano tangente variabile 
ed il suo punto di contatto : proiettività definitrice della retta 
sghemba infinitamente vicina.

Nella rappresentazione piana l’immagine della retta tripla r 
è costituita da una conica per 0 ed A, spezzata in due rette per 0 ■ 
e le C3(024), immagini delle sezioni piane della Fi7 subordinano 
una proiettività tra le anzidetto due rette e l’intorno di 0.

Esercizio. - Lo studioso ritrovi le più notevoli particolariz- 
zazioni della Ft con cubica gobba doppia (o retta tripla) riferen­
dosi non più alla rappresentazione mediante un sistema lineare 
di cubiche, ma invece alla rappresentazione con quartiche per 
un punto triplo 0 e tre punti base semplici A, B, C.

Nota. - I casi particolari della F4 con retta tripla r, dove 
esistono generatrici infinitamente vicine ad r, presentano una 
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evidente analogia con le particolarizzazioni per cui si passa dalla 
rigata cubica generale alla rigata di Cayley e da questa al cono 
cubico. Fra le due questioni si può stabilire un legame diretto. 
Quando una rigata di quarto grado Ft con retta tripla r possiede 
una generatrice infinitamente vicina ad r, l’involuzione gl3 nel 
fascio di piani d’asse r, le cui terne rispondono ai punti della 
punteggiata r (formata dai punti di contatto), degenera, avendosi 
un piano tangente fìsso : rimane quindi una corrispondenza [1, 2] 
fra la punteggiata r ed il fascio di piani tangenti variabili, sieenè 
nell’intorno della retta tripla r la F,t può essere approssimata 
da un piano e da una rigata cubica con r doppia, la quale contiene 
4 parametri (corrispondenti alla scelta arbitraria della sua diret­
trice semplice).

Se ora si particolarizza ulteriormente la Fit assumendo che 
vi siano due piani tangenti fissi secondo r, alla rigata cubica 
con r doppia, di cui si è detto innanzi, converrà sostituire una 
rigata di Cayley : si può anche dire che la F4 verrà ora appros­
simata nell’intorno della retta r da due piani fissi presi insieme 
con un iperboloide (di cui è data invero solamente una direttrice 
infinitamente vicina ad r, sicché restano arbitrari 3 parametri).

Un’ulteriore particolarizzazione conduce al cono con retta 
tripla r, dove la superfìcie approssimante lungo r viene costituita 
da tre pia'ni tangenti.

30. Nota storica.

La ricerca di tutti i casi possibili che si possono presentare 
nello studio di una rigata del quarto grado portò verso la metà del 
secolo decimonono il Cayley (1), alla scoperta della rigata dotata 
di cubica gobba doppia e di alcuni suoi casi particolari. In ispeeic 
il Cayley ha rilevato il caso della rigata del quart’ordine con 
retta tripla e quello in cui oltre ad una retta direttrice tripla 
vi è una direttrice rettilinea semplice, che può in particolare

(') Cfr. A. Cavley: Second Memoir on skew surfaces, otherwise scrolls; 
« Phil. Trans.», 1864.
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cadere infinitamente vicina alla prima; il Cayley ha anche osser­
vato il caso in cui da ogni punto della retta tripla r partono due 
generatrici infinitamente vicine alla r ed una terza variabile, che 
descrive la rigata.

Tuttavia la enumerazione, che il Cayley fa dei casi particolari 
della rigata non è priva di lacune te fu riservato al Cremona (x) 
(1868) il merito di dare una classificazione completa di tutte le 
rigate del quart’ordine : si hanno, secondo il Cremona, 12 specie 
di rigate sia a sezioni razionali che a sezioni ellittiche (otto 
delle quali corrispondono a superficie razionali), ciascuna specie 
dipendendo dalla simultanea considerazione della curva doppia e 
della sviluppabile bitangente.

Oltre a questa classificazione il Cremona diede anche un me­
todo di generazione delle rigate .gobbe del quarto grado, dimo­
strando che ogni rigata di questo tipo può esser» generata dalle 
rette, che congiungono punti corrispondenti in una proiettività 
fra due coniche (proprie o degeneri), ovvero fra una retta ed 
un cubica piana razionale.

Limitandoci infatti al caso di una superficie dotata di cubica 
gobba doppia senza direttrice rettilinea, sappiamo che sulla su­
perficie esiste un fascio di coniche e due qualunque di esse ven­
gono riferite proiettivamente l’ima all’altra, quando si facciano 
corrispondere punti che stanno sulla medesima generatrice. Inver­
samente, date due coniche C2 e C'2, proiettive fra loro, la super­
ficie, luogo delle rette che congiungono punti corrispondenti, è 
del quarto grado, giacché la sezione piana ottenuta con il piano it 
di C2 consta della C„ stàsa (ehe è certamente curva semplice 
della superficie) e delle due rette che congiungono i punti co­
muni a r, e a C'., con i loro corrispondenti su C,; siccome poi si 
vede facilmente che, se le coniche C, e C2 sono in posizione 
generica, la superficie non possiede alcuna direttrice rettilinea, (*) 

(*) Cfr. L. Cremona: Sulle superficie gobbe di quarto grado ; «Memoria 
dell’Accademia delle Scienze dell’istituto di Bologna»; Serie II, Tomo Vili, 
1868 : Opere, Tomo II, pag. 420.
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ne segue die si è ottenuta precisamente la superficie del quarto 
ordine con cubica gobba doppia.

Ma questa generazione cade in difetto se la superficie F ± 
possiede una direttrice rettilinea, giacché in questo caso non 
esistono coniche sulla _F4. Si può allora generare la superficie 
eongiungendo punti corrispondenti in una proiettività tra una 
retta ed una cubica piana razionale.

I risultati del Cremona furono tosto ripresi dal Clebsch (3) 
(1870) che dedicò alla superficie del quart’ordine con cubica gobba 
doppia una lunga memoria, nella quale per la prima volta è dimo­
strata la possibilità di rappresentare la superficie punto per punto 
su di un piano. Per questo scopo il Clebsch procédé analitica­
mente, interpretando il metodo di generazione di Cremona, che 
permette senz’altro di scrivere le equazioni parametriche del­
la Ft mediante funzioni razionali di due parametri. Successi­
vamente lo stesso Clebsch ha rappresentato in modo diretto la 
F,t su di un piano, valendosi della congruenza delle rette che si 
appoggiano ad una generatrice ed alla cubica gobba doppia, cioè 
col metodo che è stato da noi diffusamente esposto.

II Clebsch ha anche dato una caratterizzazione della Ft 
con K3 doppia dal punto di vista della geometria della retta : la 
superficie si può concepire come l’insieme delle corde di una cubica 
gobba, che appartengono ad un complesso lineare. Se infatti si pren­
dono le equazioni della cubica gobba Ka sotto la forma :

a-, — X3 — y3 
a’s = À*  = p.s 
xt = ). = (X

(.’) Cfr. A. Clesbsch: Über die ebene Abbildung der geradlinigen Flächen 
vierten Grades, welche eine Doppelcurve dritten Grades besitzen; «Math. 
Ann. » B<1. II, 1870.

— 1 — 1
le coordinate pliickeriane di una corda della K3 sono proporzio­
nali ai minori di secondo ordine della matrice :

À3 À2 À 1
p.3 [x2 y 1 ,
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-sicché si può porre:
Pi» =
P13 — 4- |X) ■

Pu = ?■*  -+- p2 4- ?qi

(') Cfr. H. Mohrmann: Die Flächen vierter Ordnung mit gewundener 
Doppclt.-urve; «Math. Ani>.» Bd. LXXXTX, 1923.

Ps< — 1

Pis — — (À -+- p.) 

P-z = ty.

D’altra parte la corrispondenza simmetrica [2, 2] segnata sul­
la Ks dalle corde della Ft è del tipo:

(Ù’p.2 -t- Ò).p(X 4- (1) 4- o()d 4- [Is) 4- dÀp. 4- ß(Z 4- |x) 4- f = 0.

Quindi dalle formule precedenti segue che le coordinate pna­
cheri ane delle generatrici della Ft soddisfanno alla relazione :

«Pi. 4- bpl3 4- cplt 4- fp3i - epit 4- (d - ^pi3 — 0.

Dunque: le generatrici di una superficie del quart’ordine con 
cubica gobba doppia appartengono ad un complesso lineare, che 
si può riguardare come determinato da cinque generatrici qual- 
siansi della rigata. >

Nella sua memoria il Clebsch si limita a considerare il caso 
generale di una F4 con K3 doppia ; in questa ipotesi le genera­
trici della superficie appartengono a un complesso lineare gene­
rale. Lo studio del caso in cui il complesso lineare è speciale 
avrebbe portato molto naturaltnente alla considerazione della Ft 
dotata di direttrice rettilinea. Ma, sebbene questa superficie fosse 
già stata notata dal 'Cremona nella memoria citata, il Clebsch tra­
scurò questo corollario immediato dei risultati precedenti e l’osser­
vazione che la superficie con K3 doppia e direttrice semplice si 
ottiene come caso particolare della superficie generale con Ks dop­
pia, quando il complesso lineare determinato dalle sue generatrici 
diventi speciale, appare solo molto più tardi per opera del Mohr­
mann (’) (1923), il quale ha pure notato esplicitamente che, nel­
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l’ipotesi in cui esista una direttrice rettilinea, la corrispondenza 
simmetrica [2, 2] segata sulla K3 dalle generatrici di F4 si riduce 
ad una <7^.

Con l’avvento della geometria iperspaziale, le F4 rigate razio­
nali dello spazio ordinario appaiono tutte come proiezioni della 
superficie rigata razionale normale di 85, proiettivamente definita, 
che abbiamo designato con <b.P Nel primo lavoro d’insieme riguar­
dante la geometria iperspaziale, che è la « Behandlung der pro- 
jektivischen Verhältnisse der Räume von verschiedenen Dimen­
sionen durch das Prinzip des Projizierens und Schneidens » di 
G. Veronese («Math. Ann. » Bd. 19, 1882) è introdotta la rigata 
razionale normale d’ordine n in un S„+l ed è dimostrato come 
ogni rigata a sezioni razionali d’ordine n dello spazio ordinario 
possa considerarsi come proiezione di questa superficie normale 
da uno spazio conveniente.

Nella memoria del Veronese la rigata razionale normale d’or­
dine n in S„+l è definita come luogo delle rette comuni ad n 
iperpiani omologhi in n fasci proiettivi fra loro. C. Segre (l) ha 

■ invece considerato le rigate razionali normali come luogo delle 
rette congiungenti punti corrispondenti di curve tra loro proiet­
tive ed ha perciò approfondito lo studio delle direttrici di queste 
superficie. Il Segre ha trovato così che una superficie rigata ra­
zionale normale <k>„ possiede una direttrice minima il cui ordine g

è vincolato dalla disuguaglianza ix^^.Se n è dispari, vi può
1

essere al più una direttrice d’ordine — 1), mentre se n è pari 
1

e vi è una direttrice d’ordine n, ve ne sono infinite. Classifi­
cando le superficie a seconda dell’ordine della direttrice mi­
nima che esse possiedono, si ha che una con direttrice minima 
d’ordine p. può essere definita in ogni caso come luogo delle rette, 
che congiungono punti corrispondenti di due curve razionali e 
normali d’ordine g e n — p. rispettivamente, proiettive fra loro.

»

p) Cfr. C. Seore: Sulle rigate razionali in uno spazio lineare qualunque; 
« Atti della D. Aeead. di Torino », vol. XIX, 1884.
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Per N — 4 si trova, in particolare che la direttrice d’ordine 
minimo può essere una conica, una retta od un punto ; la può 
perciò essere di tre tipi diversi:

a) la formata dalle rette che congiungono punti corri­
spondenti di due coniche proiettive. Questo è il caso generale, nel 
quale esiste sopra la <l>, un fascio di coniche; due qualunque co­
niche di esso possono essere prese come direttrici della

ò) la <I>4 con direttrice rettilinea, formata dalle rette che 
congiungono punti corrispondenti di una retta e di una cubica 
gobba tra loro proiettive ;

c) la O., cono, luogo delle rette che passano per un punto e 
si appoggiano ad una quartica gobba razionale, normale in S,t.

Il lettore riconoscerà agevolmente, in questa generazione del­
la O4, la traduzione iperspaziale della generazione, data dal Cre­
mona per le rigate dello spazio ordinario, e che noi abbiamo ri­
portata, con un cenno della dimostrazione.

Noi abbiamo esposto in dettaglio come le rigate razionali del 
quart’ordine possano essere ottenute per proiezione da una 
del tipo a) o b) o o) ed in particolare come una superficie con 
retta tripla si possa considerare come caso limite della superficie 
con cubica gobba doppia. Dal punto di vista storico la discus­
sione svolta può ritenersi implicita nelle ampie trattazioni gene­
rali del Veronese o del Seore; sebbene, nella letteratura da noi 
consultata, non ci sia occorso di trovare la discussione partico­
lareggiata della cosa Q).

Per quanto riguarda la varietà generata dai piani delle 
coniche di abbiamo detto che essa è formata dalle002 rette che 
sono incidenti a tre piani. Lo studio di questa varietà fu compiuto 

(') Da un altro punto di vista, la classificazione delle rigate del quarto 
grado dello spazio ordinario si trova in una recente nota di G. Gherardelm : 
Sulle superficie rigate di 4<> grado; «Boll. Un. Mat. It.», 1936. Considerando 
l’ente razionale oo1, formato dalle generatrici della- rigata, e facendo cor­
rispondere due generatrici quando sono incidenti, si genera una corrispon­
denza simmetrica [2,2] : lo studio dei casi particolari eui può dar luogo­
tale corrispondenza porta ad una classificazione delle rigate.
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dal Segre (1), il quale più in generale ha studiato la varietà 
di <8234-1, che si ottiene come luogo delle rette che sono incidenti 
a tre Sq; la nominata può anche essere definita come luogo 
delle rette che congiungono punti corrispondenti di due Sq tra 
loro proiettivi ovvero come luogo degli spazi SQ che, passano per 
i punti corrispondenti di q 1 punteggiate proiettive. La varietà 
è costituita da 001 SQ e da rette.

(*) Ofr. C. Segre: Sulle varietà, che rappresentano le coppie di punti 
di due piani o spazi-, «Rend. Cire. Mat. di Palermo», T. V, 1891; o anche 
G. Kantor: Theorie der linearen Strahleneomplexe im Räume -von r Dimen­
sionem; « Journal für Math. » Bd. 118, 1897.

(2) Cfr. F. Severi: Intorno ai punti doppi impropri di una superficie 
generale dello spazio a quattro dimensioni e a’ suoi punti tripli apparenti; 
«Rend. Cire. Mat. Palermo», T. 15, 1901.

Per <2 = 1 si ottengono le quadriche dello spazio ordinario.
Finalmente la varietà delle corde di fu considerata dal 

Severi (2), il quale ha stabilito che l’unica superficie di Ss le 
cui corde non invadano lo spazio (e che quindi sia priva di punti 
doppi apparenti) è la superficie di Veronese, mentre le sole super­
ficie di S5 tali che per un punto generico di passi una sola corda, 
(essendo così dotate di un punto doppio apparente) sono la rigata 
del quart’ordine razionale normale e la superficie del quinto or­
dine normale, che è rappresentata sul piano dal sistema delle 
cubiche passanti per quattro punti dati.
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Capitolo VI.

LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE 
CON CONICA DOPPIA

31. La superficie del quart’ordine con conica doppia 
e la sua trasformazione in una cubica.

Proseguiamo ad esaminare i sistemi lineari di cubiche piane, 
rappresentativi di superfìcie razionali del 4° ordine : dopo i sistemi 
di genere zero si presentano quelli di genere uno.

Perchè un sistema lineare di cubiche di genere 1 sia di dimen­
sione 3 e grado 4, è necessario e sufficiente che esistano 5 punti 
base semplici A1} ..., As che supporremo in posizione generica. 
Non sono esclusi degli avvicinamenti, ma in ogni caso non po­
tranno mai due punti avvicinarsi ad un terzo in direzioni diverse, 
giacché questo porterebbe ad un punto doppio e quindi ad un 
abbassamento del genere delle curve del sistema.

Poiché per 5 punti passano 00 4 cubiche, i sistemi lineari °°3, 
che ci proponiamo di studiare, sono incompleti e contenuti in si­
stemi più ampi di dimensione 4.

La superfìcie razionale F4, le cui sezioni piane hanno come im­
magini co3 cubiche per 5 punti base semplici, è a sezioni piane di 
genere 1 e pertanto, dovendo ogni sezione piana possedere 2 punti 
doppi, la F4 possiederà o una conica doppia o due rette doppie fra 
loro sghembe.

Si può senz ’altro escludere questa seconda ipotesi : la superficie 
del quart’ordine con due rette doppie sghembe è certamente non 
razionale. Questa superfìcie è infatti rigata, giacché da un suo pun­
to P generico parte una retta che si appoggia alle due rette doppie 
e che, avendo 5 intersezioni con la superfìcie, vi appartiene per in­
tero. «Se ora la superfìcie fosse razionale il sistema delle sue 
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rette, che è irrazionale di genere uno (come una sua sezione piana), 
sarebbe rappresentato da un sistema oo1 di curve, tale che per 
ogni punto generico del piano ne passi una ed una sola ; ma questa 
proprietà caratterizza (x) nel piano i fasci lineari, cioè razionali, 
sicché si cade in un assurdo.

Esclusa l’ipotesi di una F.t con due rette sghembe doppie resta 
che un sistema lineare di oo3 cubiche per 5 punti semplici Alt ..., 
A5 rappresenta il sistema delle sezioni piane di,una F4 con conica 
doppia (eventualmente spezzata in due rette incidenti).

Viceversa si può dimostrare che la- generica F4 con conica 
doppia può essere rappresentata su un piano ir in guisa che le sue 
sezioni piane abbiano come immagini co3 cubiche per 5 punti base 
An ..., As.

Il modo più rapido di stabilire questa affermazione è quello di 
trasformare la F.t eon C2 doppia, mediante la trasformazione fra­
zionale -T dello spazio, che si ottiene facendo corrispondere proiet­
tivamente al sistema delle oo3 quadriche per la C2 e per un punto 
generico P della F4, il sistema <x>3 dei piani.

Ricordiamo (cfr. Cap. T, n. 7) che per la T i piani di trasfor­
mano in quadriche passanti per una certa conica C", e un certo 
punto P' ; le coniche passanti per P ed appoggiatisi in due punti 
a C2 diventano rette e le rette divengono reciprocamente coni­
che per P', che si appoggiano in due punti a C"2. L’intorno di P 
si trasforma nel piano di C2, così come i punti del piano di C2 
si trasformano nei punti dell’intorno di P'. Infine le rette che 
congiungono P con i punti della conica Channo come immagini 
i punti della conica C'2 e viceversa.

Date queste premesse è facile vedere che- la F4 con la C2 doppia 
si trasforma in una F'a contenente la C'2, ma non passante per il 
punto P',

Anzitutto la trasformata della Ft è una F's perchè la F4 in­
contra le coniche, che passano per P e si appoggiano in due punti

(') Cfr. ad es. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria..., Vol. I, Lib. II, 
Cap. II, pag. 231.
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a C2, in tre punti fuori di P e di C2; invero le trasformate di 
queste coniche, sono rette.

Ora la F'3 passerà per C2 perchè le rette che congiungono P 
con i punti di C.. incontrano la F4, fuori di P e di Cin un unico 
punto, che ha come immagine un punto di C'2. Infine la superficie 
F'3 non conterrà il punto P', perchè la F4 è intersecata dal piano 
della C2 solamente in punti che fanno parte della Cstessa. 
La superficie F’3, che così risulta è la più generale F'3, passante 
per la ('’2. Si può vedere in ogni caso, che essa non può essere 
un cono, donde si deduce, che la Ft di partenza è certo razionale, 
almeno finché la sua conica doppia sia irriducibile. Soltanto se la 
nominata conica doppia si spezza in due rette doppie, la F4 può 
ridursi ad un cono del quart’ordine ellittico, che si trasforma qua­
draticamente in un cono cubico.

In definitiva la FA irriducibile con conica doppia si può tra­
sformare birazionalmente in una superficie cubica F's e risulta 
di conseguenza razionale (escluso soltanto il caso del cono quartico 
con due rette doppie).

Rammentiamo ora che la F'3 si'potrà sempre ritenere rappre­
sentata su di un piano n in guisa che le immagini delle sue sezioni 
piane siano le cubiche per 6 punti A1, A.,, ..., A,, e la immagine 
della conica CL sia una cubica con A4, A,, ..., A3 semplici ed Ae 
doppio. Ricerchiamo, quindi, come si trasformino le sezioni piane 
di Ft. I piani si trasformano in quadriehe per la conica C, ed il 
punto P' e pertanto le sezioni piane di Fi divengono sulla F‘3 le 
intersezioni con le quadriehe per C'., e per P', ossia si trasformano 
(a parte la conica C',) in quartiche gobbe di genere uno, cioè di 
prima specie.

Nella rappresentazione piana della F'3 sul piano ~ le inter­
sezioni complete con le quadriehe sono rappresentate da sestiche 
con punti doppi in An ,.., A§, giacché le intersezioni con le coppie 
di piani (che sono delle particolari quadriehe), hanno una imma­
gine composta con le immagini di due sezioni piane. Le interse­
zioni con le o°3 quadriehe per C'2 avranno di conseguenza come 
immagini delle curve composte di una particolare cubica con An 

semplici ed A,, doppio (immagine di e di cubiche
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per A1} ..., As che sono nient’altro che le immagini delle sezioni 
piane della con C., doppia.

Concludiamo dicendo che: la generica Fi con conica doppia 
può essere rappresentata su di un piano r. in modo che le imma­
gini delle sue sezioni piane siano cubiche per 5 punti semplici C).

32. Le 16 rette della superfìcie.

La rappresentazione su di un piano tt della F,t con conica 
doppia, è stata ottenuta in una maniera indiretta, e si può desi­
derare di sostituire il metodo impiegato con un altro, il quale non 
adoperi nessuna trasformazione preventiva della superficie.

Ciò si può fare semplicemente, sfruttando il fatto che sulla F± 
generale con conica doppia esistono 16 rette.

Dimostreremo questa proposizione in modo analogo a quello 
tenuto per dimostrare l’esistenza delle 27 rette sopra una super­
ficie cubica generale.

Consideriamo a questo scopo la rigata 4» che ha come curve 
direttrici la conica doppia C2 della F, e due sezioni piane gene­
riche C'4 e C"4 di essa. Le rette della F.t si appoggiano certamente 
alla conica C2 e alle due sezioni piane C'4 e C"4 ed appartengono 
quindi, come generatrici, alla rigata D; esse sono tante quante 
le generatrici di C>, che si appoggiano ad una terza sezione piana 
generica C'"4 di Fs, in punti che non siano intersezioni di C'"4 
con C, o C'4 o C"4.

Valutiamo il grado di C>, con il teorema di Salmon. Tenendo 
conto che le curve C'4 e C"4 intersecano la conica C2 in due punti 
doppi, mentre i punti comuni a C'4 e a C"4 sono quattro, il gra­
do di è:

n = 2- 2- 4-4-4- 4 — 4-4-2.4 = 24.

Le intersezioni della 4> con la sezione piana C'"4 sono quindi

(’) La partieolarizzazione della superficie per cui il sistema rappresen­
tativo diventa un sistema lineare co3 di cubiche con un punto base doppio 
ed uno semplice, corrisponde alla F rigata, che contiene oltre alla conica 
doppia una retta doppia (incidente a questa).
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24.4 — 96 « danno luogo, apparentemente, a 96 rette di F4. Ma 
abbiamo già avvertito che sono rette di F4 solamente le genera­
trici di O che si appoggiano a C'"4 in punti distinti dai punti 
comuni a C'"4 e a C», C"4, C"4.

Per valutare il numero delle generatrici di 4>, che occorre 
togliere, osserviamo che da ogni punto della conica C2 partono 
12 generatrici di 4», mentre le curve C'4 e C"4 sono quadruple. 
La prima parte di questo enunciato risulta immediatamente, quan­
do si consideri che le curve C'4 e C"4, proiettate da un punto 
generico P della conica C,, danno luogo a due coni del quarto 
ordine, che si intersecano in 16 rette, delle quali solamente 12 
sono generatrici della D, non essendo tali le 4 rette che da P 
vanno ai punti comuni a C'4 e a C"4.

Le direttrici C'4 e C"4 sono poi quadruple; infatti un punta 
di C'4 ad es. proietta C"4 e C2 secondo un cono del quarto e del 
secondo ordine rispettivamente, e questi due coni si intersecano 
in otto rette, delle quali solamente quattro si appoggiano a C, in 
punti non comuni a C, e a C"4 e sono quindi generatrici di <D.

Tenendo ora conto che C"4 ha due punti doppi a comune 
con Co e quattro punti a comune con C'4 e C"4, troviamo subite 
che il numero delle rette di F4 è dato da:

„ = 96  12.4 - 4.4 - 4 • 4 = 16.

Nota. - L’esistenza delle 16 rette sopra una superficie del 
quarto ordine F4 con conica doppia si può anche agevolmente 
dimostrare, trasformando la F4 in una superficie cubica F'z, me­
diante la trasformazione quadratica nello spazio T usata dianzi.

Supponiamo che la r sia una retta di F4; essa incontrerà cer­
tamente la conica C». Inoltre il piano determinato dalla r e da] 
punto fondamentale P della trasformazione T, che abbiamo scelto 
genericamente sopra F4, conterrà due delle rette che congiun­
gono P con i punti della conica; una di queste è la retta che 
congiunge P con il punto comune alla r e alla C2, l’altra sarà 
incontrata dalla r in un punto determinato. Questo secondo fatto­
ci indica che la trasformata della r mediante la T incontrerà cer­
tamente la conica C'2.
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Ciò premesso, consideriamo il fascio di quadriche che con­
tengono la conica C2, la r ed il punto P. La T lo trasforma in 
un fascio di piani, la retta sostegno del quale è la immagine di r. 
Ne deriva che le eventuali rette della FA si trasformano in rette 
della F'3, che si appoggiano alla conica C"2. Viceversa se si prende 
una retta F della F's, che si appoggi alla C'2 (ma non sia com­
planare con essa), il fascio di piani che ha per sostegno la r, è il 
trasformato di un fascio di quadriche, la cui curva base è com­
posta della C2 e di una ulteriore conica per P, che deve però 
spezzarsi in due rette, una delle quali avrà come immagine il pun­
to comune alla F ed alla C'2 e l’altra sarà propriamente quella che 
si trasforma nella F.

Concludendo, possiamo dire che le rette della Fi con conica 
doppia sono tante quante le rette di una superficie cubica, che 
si appoggiano ad una conica C'2 (non computando tra queste la 
retta, che giace nel piano della C2, la quale non si trasforma in 
una retta della F,„ ma in una curva infinitesima, giacente nel­
l’intorno del punto P).

Le rette di una superficie cubica sono 27 e ad una retta se 
ne appoggiano altre 10. Per avere dunque le rette che si appog­
giano ad una conica è necessario togliere 10 dal numero totale 
27, trovando così che il numero è 17. Ma tra queste 17 rette 
trovasi anche quella complanare con la conica, che deve essere 
scartata e quindi perveniamo al risultato che : una F4 con C2 dop­
pia contiene in generale 16 rette, c. v. d.

Dalla dimostrazione adoperata risulta chiaramente che lo stu­
dio della configurazione delle 16 rette di una superficie del quarto 
ordine con conica doppia si può far dipendere dallo studio della 
configurazione delle 27 rette di una superficie cubica generale, 
questa configurazione riducendosi ad una equivalente a quella, 
quando si immaginino soppresse le 11 rette costituite da una retta 
e dalle 10, che le si appoggiano.

Stabilito comunque che la Ft possiede delle rette (in numero 
di 16) possiamo sfruttare questa conoscenza per rappresentare 
la F4 direttamente su di un piano, senza il tramite della trasfor­
mazione T.
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A tale scopo basta servirsi della congruenza del primo ordine 
delle rette che si appoggiano alla conica doppia C2 e ad una retta 
■di Fi (incidente ad essa). Fissata infatti una retta r della F4, un 
punto P qualunque dello spazio (ed in particolare della Fj 
proietta questa retta secondo un piano e la conica doppia secondo 
un cono quadrico. Il piano interseca questo cono in 2 generatrici, 
una delle quali è la congiungente P con il punto comune alla 
conica ed alla retta r, l’altra è invece una retta p, che si appog­
gia alla C2 ed alla r in punti distinti, ed appartiene quindi alla 
congruenza anzidetta.

Allora, preso un piano ~ qualunque, rappresentiamo immedia­
tamente la Ft su z, facendo corrispondere ad ogni punto P di Ft 
il punto P', intersezione di k con p. “Viceversa, preso un punto P', 
per esso passa una retta della congruenza, che si appoggia alla C2 
ed alla r e che incontra la F4 ancora in un punto P, che prendiamo 
come corrispondente di P’.

Per trovare le immagini delle sezioni piane, calcoliamo al so­
lito il grado della rigata delle rette, che si appoggiano alla C,, 
alla r e ad una generica sezione piana. Tenuto conto del fatto 
che la C, è doppia per la e che la r incontra la sezione piana 
in un punto, il grado n di vale :

n = 2.1.2.4-4-4-2 = 6.

Si riconosce, con i soliti metodi, che la retta r e la conica C2 
sono triple per la rigata C>, sicché in definitiva le immagini delle 
sezióni piane sono sostiche con 3 punti tripli. Perchè esse si incon­
trino in soli '4 punti variabili, è necessario che esistano ancora 
5 punti semplici, corrispondenti a 5 rette della F4 appoggian- 
tisi alla r (l’esistenza delle quali potrebbe facilmente essere sta­
bilita in modo diretto).

Una trasformazione quadratica del piano con i tre punti tripli 
come fondamentali, ci riporta immediatamente ad un sistema di 
cubiche per 5 punti semplici, che è il sistema dal quale avevamo 
preso le mosse.

Osservazione. - In quanto precede, abbiamo, tacitamente sup­
posto che i tre punti tripli siano distinti. Omettiamo l’analisi dei
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casi particolari, in cui essi si avvicinino, dando luogo a singolarità­
superiori per le Ce e lasciamo allo studioso di riconoscere come­
si ritrovino qui alcune particolarizzazioni della Fit già innanzi 
accennate.

33. Invarianti assoluti.

La rappresentazione piana della F4 con conica doppia porta, 
con facilità a riconoscere gli invarianti assoluti da cui dipende 
la definizione proiettiva della superficie. Vediamo a questo scopo- 
come venga rappresentata la conica doppia C2.

Osserviamo che questa conica contata due volte costituisce 
una sezione piana; quindi l’immagine della conica sarà una par­
ticolare cubica per A1} ..., As, appartenente al sistema lineare -x>31 
delle C3 immagini delle sezioni piane. Ma mentre su di una gene­
rica cubica C3, immagine di una sezione piana, le altre C3 segano- 
una g\ semplice, per quella particolare cubica, che è immagine 
della conica doppia, tale serie dovrà essere composta con le cop­
pie di una <j\.

ci Cfr. E. Enriques ed 0. Lirismi: Teoria..., Vol. Ill, làb. V, Cap. Ili, 
pag. 395 e Vol. IV, Lib. VI, Cap. Ili, pag. 199.

Pertanto il teorema che un sistema oo3 di cubiche per 5 punti 
semplici A1} ..., rappresenta sempre le immagini delle sezioni 
piane di una F4 con C2 doppia, si potrà enunciare anche così: 
Dato un sistema lineare oo3 di cubiche per 5 punti semplici Alt. 
..., A5, esiste una cubica del sistema, sopra la quale le altre curve 
segano una g\ composta con le coppie di una gl2.

Viceversa, è facile dimostrare che: fissati 5 punti Alt ..., A5. 
ed una cubica C3 per essi, è sempre possibile costruire in un nu­
mero finito (quattro) di modi un sistema lineare °--3 di cubiche, 
che contenga la C 3 e seghi su di essa una g\ composta con le- 
coppie di una■ g2,

Infatti, le oo4 cubiche passanti per Alf ..., A5 segano sulla data 
C'a, di genere 1, una serie completa g\, che si può bisecare (2) 
in 22 = 4 modi diversi, dando luogo a 4 g2 distinte. Il richiesto­
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sistema lineare è quello formato dalla data curva C3 combi­
nata linearmente con le cubiche di un sistema lineare o°2, che seghi 
sulla C3 le oo2 coppie di coppie di una delle quattro ottenute.

Ciò premesso, vediamo come la rappresentazione piana della 
F4 con conica doppia, in cui si è messa in evidenza l’immagine 
della C2 doppia, porti a riconoscere gli invarianti assoluti da cui 
dipende la definizione proiettiva della superficie.

Abbiamo osservato che il sistema °°8 rappresentativo della 
F4 viene determinato (sebbene solo irrazionalmente) dalla scelta 
della cubica per i cinque punti .... A5. Gli invarianti assoluti 
della F,t si riconducono perciò agli invarianti di una cubica sulla 
quale si siano fissati cinque punti rispetto alle trasformazioni bi- 
razionali del piano. Appare di qua che una _F4 con conica doppia 
possiede sei invarianti assoluti: uno di questi è l’invariante della 
cubica ellittica, cioè il birapporto delle quattro tangenti condotte 
da un punto della curva alla curva stessa.

Riportandoci alla superficie nello spazio, l’invariante asso­
luto della cubica rappresenta il birapporto dei quattro punti 
■cuspidali esistenti (in generale) sulla conica doppia. Gli altri 
invarianti verrebbero ad esprimersi in funzione dei punti d’ap­
poggio delle rette di F.t con la conica doppia C2.

Ritornando ora alla rappresentazione piana della superficie, 
vediamo che su di essa si possono leggere le proprietà della F.t.

Anzitutto risulta evidente da questo punto di vista che la 
superficie possiede 16 rette. Infatti, poiché le rette fanno sempre 
parte di sezioni piane, che sono rappresentate da cubiche, è chiaro 
che le curve che le rappresentano non possono essere altro che 
curve infinitesima, costituenti intorni dì punti base, o rette, o 
coniche, o cubiche con un punto doppio in un punto base. Si trova 
ora effettivamente che sono uniseeanti le immagini delle sezioni 
piane e quindi rappresentano rette :

a) i cinque intorni dei punti Alr ..., As;

h) le = 10 rette AtAK (i, k — 1, ..., 5);

c) la conica A1 A„ ... A5.
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Troviamo così nuovamente le 16 rette della F4 e contempo­
raneamente un mezzo comodo per studiare la loro configurazione.

Una proprietà fondamentale di questa è che: ad ogni retta se 
ne appoggiano altre cinque. Se infatti la retta è rappresentata 
dall’intorno di un punto Ai} ad essa si appoggiano le rette che 
hanno come immagini la conica A^.AsA^^ e le rette che con­
giungono gli altri quattro punti base con A(. Se invece la retta 
è rappresentata dalla retta AiAh ad essa si appoggiano le rette 
che hanno come immagini le due curve infinitesime costituite dagli 
intorni di At e Ak e le tre rette che congiungono a due a due in 
tutti i modi possibili i rimanenti tre punti base. Se finalmente la 
retta ha come immagine la conica A1A2A3A4A5 ad essa si appog­
giano le cinque rette, rappresentate dai cinque intorni A1; ..., As.

Questo ragionamento può essere abbreviato quando si osservi 
che operando delle opportune trasformazioni quadratiche la stessa 
retta può essere rappresentata ora da una curva infinitesima ora 
da una retta o da una conica. Se infatti si trasforma un sistema 
lineare di oc3 cubiche per A1; ..., As mediante la trasformazio­
ne quadratica che ha ad es. Alt A.,, As come punti fondamentali, 
si trova un sistema dello stesso tipo, nel quale però l’intorno del 
punto Ar è rappresentato dalla retta A'2A'3; con una nuova tra­
sformazione quadratica si può trasformare la retta A'2A'3 in una 
conica per cinque nuovi punti fondamentali A'\, ..., A"3 e così via.

Nota. - Queste osseryazioni implicano in sostanza una pro­
prietà, che potrebbe riconoscersi anche in altri modi : cioè che 
la■ configurazione delle 16 rette di una con conica doppia 
contiene queste rette in modo simmetrico, anzi — in linguaggio 
algebrico più preciso — l’equazione delle 16 rette è irriducibile 
(sicché il gruppo corrispondente, in dipendenza dei parametri 
da cui dipende la superficie, riesce transitivo).

Passiamo ora allo studio delle coniche della superficie. Poiché 
una conica fa sempre parte di una sezione piana insieme ad un’al­
tra conica, e poiché le sezioni piane sono rappresentate da cubi­
che, ne viene che l’immagine di una conica della superficie non 
può essere altro che una retta od una conica. Un facile ragiona­
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mento prova immediatamente ehe tutte e sole le coniche della 
superficie (diverse dalla conica doppia) sono rappresentate:

a) dalle rette del fascio che ha il punto base A,(i = 1,2,5) 
come centro;

d) dalle coniche del fascio che ha per punti base i quattro 
punti base del sistema rappresentativo della superficie, diversi 
dal punto At (i = 1, 2, 5).

Quindi possiamo dire: sulla superficie del quart’ordine con 
conica doppia esistono (in generale) dieci fasci di coniche, che 
formano cinque coppie di fasci coniugati. Ogni fascio del tipo a) 
è coniugato al fascio del tipo b), corrispondente allo stesso valore 
dell’indice i, nel senso che una qualunque conica del primo fascio 
forma una sezione piana della superficie insieme ad una ben de­
terminata conica del secondo fascio e viceversa.

Risulta immediatamente che due coniche della Fhanno due 
o un punto in comune a seconda che appartengono a fasci coniu­
gati o no. Coniche che appartengono allo stesso fascio sono invece 
prive di punti comuni.

Le sezioni piane spezzate in due coniche corrispondono a piani 
bitangenti alla superficie. Per un punto generico P della Fi pas­
sano due piani bitangenti, che segano la Fin una coppia di 
coniche, delle quali l’una appartiene ad un fascio del tipo a) e 
l’altra al fascio coniugato di tipo b); in totale quindi per il 
punto P passano 10 piani, bitangenti alla F4 e seganti la super­
ficie in una coppia di coniche: infatti se P' è l’immagine di P, 
per esso passerà una retta del fascio di tipo a) ed una conica del 
fascio coniugato di tipo d), che si possono rispettivamente com­
pletare, in modo da formare l’immagine di una sezione piana, 
con una conica del fascio di tipo d) e con una retta del fascio di 
tipo a).

Ora il sistema dei piani, bitangenti alla Fit costituito dai piani 
seganti la Ft secondo coniche appartenenti ad una coppia ben 
determinata di fasci coniugati, inviluppa una superficie (svilup­
pabile) che è un cono quadrico : infatti per un punto generico 
della Ft passano due piani del sistema, sicché l’inviluppo riesce 
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di seconda classe. Due piani infinitamente vicini del sistema si 
segano in una retta (caratteristica) generatrice del cono inviluppo, 
la quale appartiene ad un piano bitangente ad Fi e passa per 
i due punti di contatto, riuscendo quindi bitangente alla Ft.

Possiamo perciò enunciare : I piani ( bitangenti), secanti una 
superficie del quart ’ordine con conica doppia secondo coppie di 
coniche formano (in generale) cinque coni quadrici inviluppo 
(coni di Kummer). Le generatrici dei cinque coni di Kummer 
sono rette bitangenti alla Ft.

34. La superficie di Segre 
intersezione di due quadriche dello spazio Se

Sappiamo che un sistema lineare di œ3 cubiche per 5 punti 
semplici Alr ..., As non costituisce nel piano un sistema completo, 
essendo contenuto in un sistema lineare o-4.

Ciò indica che la superficie Ft con conica doppia non è nor­
male, ma proviene per proiezione da una superficie normale 
dello spazio S4 a 4 dimensioni, che appunto viene rappresentata 
sul piano in modo che le immagini delle sezioni iperpiane siano 
le co4 Cs per Alt ..., As.

Anche direttamente sulla Ft si può vedere che il sistema li­
neare 00 3 delle sezioni piane si lascia ampliare in un sistema lineare 
completo di dimensione 4. Si considerino infatti le oo4 quadriche 
passanti per la conica doppia. Esse segano ulteriormente la F4 
in oo4 quartiche in generale gobbe, fra le quali sono contenute le cx>3 
quartiche sezioni piane, in corrispondenza a quelle quadriche, che 
sono spezzate in un piano qualunque e nel piano della conica CÇ. 
Ponendo una omografia fra queste oo4 quadriche e gli oo4 iper- 
piani dello spazio Sit otteniamo direttamente la superficie 
della quale la K4 è una proiezione (da un punto esterno).

Questa costruzione si può anche interpretare nel seguente 
modo. Le °°4 quadriche passanti per C„ si possono riguardare 
come le immagini delle -x-4 sezioni iperpiane di una quadrica Q2 
di S_t, rappresentata (per proiezione da un suo punto) sullo spa­
zio ordinario. Ora il sistema doppio delle sezioni iperpiane è 
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segato sulla quadrica Q, dalle quadriehe di /?4 : questo siste­
ma è quindi di dimensione 13 ed è rappresentato sullo spazio 
ordinario dal sistema delle w13 (’) superficie del quarto ordine 
con la conica C2 doppia. Ne segue: Ogni superficie del quart’or­
dine con conica doppia proviene per proiezione da una superficie­
delio spazio a quattro dimensioni, intersezione di due (e quindi 
di un fascio di) quadriehe (C. Segre (2) 1884).

Inversamente : la superficie base di un fascio di quadriehe 
in Si è proiettata da un punto P generico di S4 in una superficie 
del quart’ordine con conica doppia. Infatti sia Q„ la quadrica 
del fascio passante per Pei lo S3 tangente in P a Q2. Lo spazio r. 
interseca la secondo un cono quadrico A, sul quale esiste 
una quartina gobba di prima specie, comune a tutte le qua- 
driche del fascio, la quale risulta definita come intersezione della 
superficie <k>„ base del fascio, con lo spazio w. La quantica gobba 
Li è intersecata in due punti dalle generatrici del cono A2 e 
proiettata dal vertice P di esso dà perciò nello spazio ordinario 
una conica doppia.

Alle quattro generatrici del cono A,, che riescono tangenti 
alla quartina L4, rispondono i 4 punti cuspidali della (giacenti 
sulla conica doppia).

Si può ora — col Segre — trovare per via iperspaziale tutte 
le proprietà della P4 con conica doppia.

Noi esporremo in breve il procedimento con il quale si pos-

(') Il sistema lineare delle F passanti doppiamente per una data C è 
effettivamente di dimensione 13. Infatti abbiamo veduto che le Ft eon C. 
doppia passanti per un punto P si possono trasformare birazionalmente con 
una trasformazione T in superfìcie cubiche passanti per una conica Cf ; in­
versamente, le F' per C' si trasformano per la I”1 in !<\ con la Ct doppia 
e passanti per P. Ne segue che le F con la C doppia e passanti per P dipen. 
dono da 12 parametri come le F' passanti per una conica O'*:  le F*  che hanno 
la C doppia sono allora co13 c. d. d.

(2) Cfr. C. Segre: Ftude des différentes surfaces du 4ème ordre à conique 
double ou cuspidale (générale ou décomposée) considérées comme des pro­
jections de l’intersection de deux variétés quadratiques de l’espace à quatre 
dimensions. « Math. Ann. », Bd. XXIV.

i o



146 LIBRO PRIMO

sono ritrovare le cinque serie di piani bitangenti, secanti la F4 
in coppie di coniche.

Osserviamo a questo scopo che nel fascio di quadriche (pas­
santi per la superficie 04) esistono in generale cinque coni di­
prima specie, ossia formati dagli oc,1 piani che proiettano da 
un punto (vertice del cono) le generatrici di una quadrica dello 
spazio ordinario; i piani di uno qualunque di questi coni si divi­
dono in due sistemi e due piani del medesimo sistema si interse­
cano solamente nel vertice del cono, mentre due piani non appar­
tenenti al medesimo sistema hanno in comune una retta (gene­
ratrice del cono).

Ciò premesso, osserviamo che un piano di un cono del fascio 
è segato da una quadrica generica del fascio in una conica, la 
quale è comune a tutte le quadriche del fascio e per conseguenza 
giace sulla 4>4. Reciprocamente, seguila 4>4 esiste una conica, il 
piano di essa appartiene certamente ad un cono del fascio : impo­
nendo infatti ad una quadrica generica del fascio di contenere 
oltre la conica un punto del piano di essa, il piano della conica 
fa parte della quadrica, la quale diventa necessariamente un 
cono.

Dunque le coniche della C>4 si ottengono tutte e sole segando 
la con i piani appartenenti ai cinque coni del fascio di qua­
driche.

Ne segue: Sulla $4 esistono cinque serie di coniche, ogni serie 
essendo costituita da due fasci razionali (tra loro coniugati). 
Due coniche della superficie hanno due od un punto comune a 
seconda che appartengono a fasci coniugati 0 no. Due coniche 
del medesimo fascio non hanno punti comuni.

Queste affermazioni risultano evidenti quando si definiscano 
come appartenenti alla medesima serie le coniche giacenti in piani 
dello stesso cono; i due fasci coniugati in ciascuna serie si otten­
gono in corrispondenza ai due sistemi nei quali si dividono i 
piani di ciascun cono.

Dalle proprietà delle coniche di <t>4, si deducono agevolmente 
le proprietà, già innanzi incontrate, delle coniche di F4.

Proiettando da un centro P scelto genericamente in S.„ gli 83 
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passanti per P e contenenti un piano di uno dei cinque coni, se­
gano questo cono secondo un ulteriore piano. Ma nell'<S', in cui 
si proietta, i nominati Sx danno luogo a piani, che segano la F4 
in coppie di coniche, risultando bitangenti alla F4 ; ed i piani 
bitangent! così ottenuti inviluppano cinque coni, quadratici, che 
sono i cinque coni di Kummer.

35. Casi particolari.

Abbiamo detto che le superficie del quarto ordine con conica 
doppia dipendono in generale da sei invarianti assoluti. Qualora 
le nominate superficie si considerino come proiezioni da un punto 
dello S4 delle superficie di Segre, i sei invarianti si possono rico­
noscere nei due invarianti che possiede un fascio di quadriche 
in S4 (1), e nelle coordinate del centro di proiezione.

Particolarizzazioni notevoli della F4 con conica doppia si 
possono ottenere, sia in rapporto ad una posizione particolare del 
centro di proiezione, lasciando generale la superficie di ‘-’egre 
che si proietta nella F4, sia in rapporto a particolarizzazioni della 
3>4 stessa, sia infine in relazione ad entrambe queste circostanze. 
Lo studio completo di tutte le particolarizzazioni possibili porta 
a numerosissimi tipi di F4 con conica doppia, i quali trovatisi 
elencati nella già citata memoria di C. Segre. Noi ci limiteremo 
ad indicare alcuni esempi particolarmente interessanti.

Assumiamo dapprima una 4>4, la quale sia comune a tutte le 
quadriche di un fascio generico. Proiettandola da un punto qua­
lunque 0, si è visto che la conica doppia di F4 proviene conte 
proiezione da una quantica ellittica L4, generalmente irriducibile. 
L’intorno della conica doppia della F4 costituisce quindi una 
sola falda da ritenersi equivalente all’intorno di una curva ellit­
tica (cioè equivalente ad una curva doppia, sulla quale i piani 
segano una p4 composta con una ffò). I quattro punti cuspidali

(’) Un fascio di quadriche di S dà luogo a due invarianti: tali sono ad 
es. i due birapporti che tre coni del fascio formano entro il fascio stesso 
(considerato come una retta) con il quarto ed il quinto cono.
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dell’intorno di P' si ottiene un fascio di cubiche razionali che 
hanno il punto P' come doppio.

Riferiamoci sempre alla generale e consideriamo ora un 
iperpiano bit ungente ad essa che passi per il vertice di uno dei 
cinque coni, appartenenti al fascio di quadriche, che ha la C>4 
come superfìcie base.

Un tale iperpiano bitangents S3 sega la in una coppia di 
coniche irriducibili L'2 ed L"„, che si segano in due punti, essendo 
comuni ad un fascio di quadriche. Le coniche L'., ed L"possono 
venir proiettate in una conica doppia irriducibile ovvero in una 
coppia di rette doppie. Si ottiene il primo caso quando si proietta 
la da un punto 0, che sia vertice di un cono irriducibile con­
tenente L'2 ed L"2; proiettando invece la <I>4 da un punto della 
retta passante per i due punti comuni alla L'2 ed alla L"le due 
coniche divengono due rette doppie incidenti.

Spieghiamo le circostanze, che si presentano nel primo caso. 
Nel fascio di quadriche passanti per L\ ed L"2 esistono due coni 
irriducibili corrispondenti alle due prospettività che intercedono 
fra le due coniche. La proiezione della dal vertice di uno qua­
lunque di codesti coni dà una F4 con conica doppia, lungo la 
quale si intersecano due falde distinte (in senso integrale) della 
F4; sulla conica doppia esistono due punti cuspidali doppi, pro­
venienti dalla coppia di punti comuni alla L'2 ed alla L"„. Nella 
rappresentazione piana la conica doppia si può ritènere rappre­
sentata da una cubica per Alt A2, .... An, spezzata in una retta r 
per Az ed in una conica C2 per A2, As, At, A3. La retta r e la 
conica C2 risultano riferite proiettivamente l’una all’altra, le 
coppie di punti omologhi corrispondendo ai punti della conica 
doppia della I'\ ; in particolare i punti comuni alla, r ed alla C2 
rispondono ai due punti cuspidali doppi della F4.

Viceversa, se è data a priori una cubica C3, spezzata in una 
retta r per Ax ed in una conica C3 per A2, As, A4, As, essa si 
può — in due modi diversi — considerare come immagine della 
conica doppia di una F4, rappresentata da cubiche per A1} A2, ..., 
A5. Infatti, se la C3 rappresenta una conica doppia, le immagini 
delle sezioni piane della F, devono segare su di essa una p4 com- 
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posta con le coppie di una p‘; si tratta dunque di costruire le g\ 
per le quali il doppio sia la serie segnata sulla r C2 dalle 
C3{AXA2...A^). Le nominate </*  si1 costruiscono così: preso un pun­
to A della C2, le C3(dL1Jl2...AB) che toccano la C2 in A, segano 
sulla r una g2, che possiede due punti doppi A', A". Associando 
ad A il punto A' (o A") e ad ogni punto comune ad r ed a C2 que­
sto punto stesso si ottiene una proiettività tra la C2 e la r, cioè 
una p*  sulla curva r C2.

Riprendiamo la considerazione della superficie <1?4, sulla quale 
vien data una sezione piana riducibile in due coniche L'., ed L"2, 
per esaminare la Fit che si ottiene proiettando la<&4 da un punto 
0 della retta determinata dai punti P e Q comuni ad L'2 e L"2. 
Le due coniche L.,' ed L", divengono due rette doppie, incidenti 
in un punto, proiezione della coppia PQ. Su ognuna delle rette 
doppie vi sono due punti cuspidali : essi risultano dalla proiezione 
da 0 dei punti di contatto delle tangenti condotte da 0 alle co­
niche L'., ed L"2. Nella rappresentazione piana la linea doppia 
della F4 è data da una cubica C3 per A1; A„, ..., A5 spezzata in una 
retta r per A, ed in una conica C„ per A2, A3, A.„ Ar> ; le immagini 
delle lezioni piane della F.t segano tanto la r quanto la C2 secondo 
una g\, alla quale appartiene la coppia dei punti P’Q' comuni alla 
r ed alla C2. In altre parole, le immagini delle sezioni piane segano 
sulla C3, spezzata nella r e nella C2, una g} composta con le coppie 
di una g2 la quale possiede una coppia neutra (contata due volte) 
nei punti comuni alla r ed alla C2.

Viceversa, se è data una retta r per Ax ed una conica C2 per 
A2, A3, AJ, Ar„ si può costruire in ocdmodi un sistema lineare -x? 
di C3(A1A2...Ag), il quale seghi tanto sulla r come sulla C2 una gl2 
alla quale appartenga la coppia dei punti P' Q' comuni ad rea C2. 
Basta all’uopo scegliere una coppia di punti arbitrari ad es. sulla 
C2 ; la coppia P' Q' e la nominata coppia determinano una involu­
zione g2 sulla C2 ed esistono oo3 C.t[A1 A2... A,,), che segano la C2 
in una coppia di questa g2. Il sistema lineare ®o3 così costruito 
sega una g2 anche sulla retta r, giacché le curve che passano per 
il punto P' devono passare necessariamente per il punto Q'.

Abbiamo considerato il caso di un iperpiano 8a che sega la
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in una coppia Mi coniche irriducibili L'2 ed L",, ed abbiamo tacita­
mente supposto ch'e If2 ed L"fossero distinte. Se invece L", sia 
infinitamente vicina ad L'2, la proiezione della <D4 da un.punto 0, 
vertice di un cono irriducibile contenente la L'2 e la L"2, non 
darà una F4 con conica doppia, nella quale si incrociano due falde 
distinte, ma una Fi con conica cuspidale. Ricerchiamo più preci­
samente in quali circostanze esistono sulla delle sezioni iper- 
piane, spezzate in due coniche irriducibili infinitamente vicine : 
vedremo che ciò non è possibile sulla generale, ma importa una 
particolarizzazione della d>4, per la quale essa acquista due punti 
doppi,.tali che la retta congiungente non appartenga alla super­
ficie.

Supponiamo che sulla <I>4 (superficie base di un fascio di qua- 
driche Q2 di Sfi) esista una sezione iperpiana spezzata in due co­
niche infinitamente vicine L'2 ed L"2. Le due coniche costituiscono 
la linea base di un fascio di quadriche, che si toccano lungo la L'„ ; 
ed al nominato fascio appartiene un cono irriducibile di vertice 0. 
Gli iperpiani S3 di .S.,, che toccano i punti di una quadrica Q2 
di S4, passante per la <D4, nei punti della L'2, formano un cono 
di seconda specie con un asse a, il quale passa necessariamente 
per 0. Per un’altra quadrica di S4, Q.fi, la quale passi per 
si avrà un altro asse a', passante per 0. Il piano dei due assi a 
ed a' è sostegno d’un fascio d’iperpiani, fra i quali ve n’è due, 
tangenti alla L'., rispettivamente in P e Q. I due nominati iper­
piani risultano così tangenti tanto a Q-> che a Q'.> ; ne segue che le 
quadriche del fascio, la cui superficie base è la d>4, hanno in 
P (e Q) lo stesso iperpiano tangente. I due punti P e Q saranno 
dunque doppi per la ; e la retta che li congiunge non può ap­
partenere alla superficie.

Viceversa, se sulla 4>4 esistono due punti doppi, P e Q, tali 
che la retta PQ non sia contenuta nella 2>4, esistono delle sezioni 
iperpiane spezzate in due coniche irriducibili infinitamente vi­
cine: infatti gli iperpiani per P e Q segano la in coppie di 
coniche ed ogni coppia di coniche della per P e Q appartiene 
ad un iperpiano ; ciò avviene dunque anche per due coniche infi­
nitamente vicine.
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Come abbiamo detto, se sulla A., esiste una sezione iperpiana 
spezzata in due coniche irriducibili infinitamente vicine, la 
proiettata dal punto 0, vertice dell’unico cono irriducibile con­
tenente le nominate due coniche, diviene nello spazio ordinario 
una Fi con conica cuspidale sulla quale si hanno due punti chiu­
si 0) (tacnodi), provenienti dai due punti doppi P e Q della <D4. 
Le sezioni piane della F4, che passano per un punto chiuso sono 
(conformemente alla definizione della singolarità « punto chiuso ») 
di genere zero anziché di genere uno : esse sono infatti le proie­
zioni delle sezioni iperpiane della passanti per un punto 
doppio.

Nella rappresentazione piana della Ft i cinque punti base 
non possono essere più generici, dovendo la C’.j possedere due 
punti doppi, senza però contenere la retta che li congiunge.

Ora se la <I>4 acquista un punto doppio, nella rappresentazione 
piana si avvera una delle circostanze seguenti :

a) due punti base si avvicinano indefinitamente ;
Z») tre punti base sono in linea retta.

Quindi la avrà due punti doppi generici, nei casi seguenti r
1) i punti Au A2 ed Aa, At sono infinitamente vicini;
2) il punto A2 è infinitamente vicino ad A, ed Aa, Alt A& 

sono in linea retta;
3) i punti Av A2, A3 ed Aa, Ai} Aa sono allineati.

Il caso 3) si riduce al caso 1) con la trasformazione quadratica 
che ha i punti fondamentali in Au A3, Ar>. Ma nel caso 1) la retta 
AtAa è immagine di una retta della superficie passante per i 
due punti doppi e quindi le possibilità 1) e 3) vanno scartate. 
Invece nel caso 2) le sezioni piane che passano per i due punti 
doppi si spezzano in due coniche ed hanno come immagini le 
coppie di rette uscenti da Alt cui si aggiunge come parte fissa la 
retta fondamentale A3A4M5.

Possiamo dunque dire: Nella rappresentazione piana di una 
F.t con conica cuspidale, mediante cubiche per 5 pianti A,, A.,. ...,

(l) Cfr. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria..., Vol. II, Lib. IV, Cap. IV, 
pag. 604.
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Ao, il punto A„ è infinitamente vicino ad A4 ecl A3, A4, A3, 
sono in linea retta; la conica cuspidale è rappresentata da una 
C3 per An A2, A5 spezzata in una retta r per A, contata 
due volte e nella A3A4A5. Le immagini delle sezioni piane de­
vono segare la retta doppia r in una serie di coppie di punti 
coincidenti e quindi le C3(A1A2...A5), che passano per un punto 
della r, hanno ivi una tangente fissa; i due punti chiusi della 
conica cuspidale sono rappresentati dall’intorno del punto A1 e 
dall’intorno del punto comune alla r ed alla retta A3A4A5.

Viceversa, se A, è infinitamente vicino ad A4 ed A3) A4, A5 
sono in linea retta, esiste un sistema lineare ^3 di C3(A4A2...AJ, 
che è rappresentativo di una superficie F4 con conica cuspidale, 
rappresentata da una retta doppia r data ad arbitrio per A,.

Per costruire il nominato sistema rappresentativo ci riferi­
remo per semplicità al sistema completo delle quartiche, passanti 
doppiamente per due punti A, B e semplicemente per quattro 
punti A1? A2, As, A4: questo sistema si riduce, con una trasfor­
mazione quadratica che ha i punti fondamentali in A, B, A4, al 
sistema delle cubiche per cinque punti semplici; e se nel sistema 
delle cubiche due punti base sono infinitamente vicini e tre in 
linea retta, potremo supporre nel sistema delle quartiche che 
Aj, A2 ed A3, A4 siano infinitamente vicini tra loro.

Ciò premesso, diamo ad arbitrio una conica C2 per A, B, 
Au Az: si tratta di costruire un sistema lineare co31 C41 di quar­
tiche, immagini delle sezioni piane di una F4, per la quale la C2 
— contata due volte — è immagine di una conica cuspidale. 
Le curve del sistema | C4 |, che passano per un punto T) della C2, 
passano di conseguenza per un punto D' infinitamente vicino 
a D. Quindi esisterà nel sistema 003 | C4 | un fascio di C4 con D 
doppio; e, viceversa, se vi è un tal fascio la rete delle C4 per D 
ha di conseguenza un punto base infinitamente vicino D', essendo 
determinata per combinazione lineare di una C4 con questo 
fascio.

Ora è facile mostrare che i fasci di C, (A2ß2A1A..A3A1), che 
hanno un punto doppio sulla conica C2, appartengono ad un ben 
determinato sistema lineare rappresentativo di una Fs. Al-
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l’uopo consideriamo il sistema °a2 delle curve C4(A2B2A1A„A3A4') 
che hanno un punto doppio sulla C2 e ricerchiamo l’indice di esso. 
Basta valutare quante curve del sistema passano per due punti 
generici del piano. Ora le C4(.A~BSA1A2ASA4)Ì passanti per due 
punti generici del piano, formano una rete, che ha una curva 
jacobiana Co d’ordine 9, passante cinque volte per A e B e tre volte 
per An A3 (1). La C3 sega la C„ in 18—5—5—3 — 3—2 punti, 
fuori dei punti base, sicché la serieoo2 delle C'.1(A2B2A1A2A.1A.1) 
con un punto doppio su C2 riesce d’indice due e perciò sta in un 
sistema lineare oo3 di C4.

Così è costruito il sistema lineare, rappresentativo di una Fi 
con conica cuspidale, rappresentata dalla Cs contata due volte. 
1 due punti chiusi hanno come immagini i punti A, ed A3.

Quando si sia costruito un sistema lineare <>c!di(7/A!.B’A)AjA3A4) 
rappresentativo di una F4 con conica cuspidale, sembra, a prima 
vista, che basti spezzare in due rette incidenti la conica C.., che 
— contata due volte — rappresenta la conica cuspidale, per otte­
nere il sistema rappresentativo di una F4 con due rette cuspidali 
incidenti. Ma la cosa non sta così: se infatti la C, si spezzi nelle 
rette a = AAt e b = BA3, le C4 che hanno un punto doppio sul­
la a si spezzano nella a ed in una C3, appartenente alla rete 
C3{B2A A1A3Ai')- ma combinando linearmente le due reti 
a + C3(jB2A AjAgA.,) e b + C3(A2B A3AjA2) si ottiene un sistema 
lineare oo3 con un nuovo punto base 0 — ab, che non è più rappre­
sentativo di una superficie del quarto ordine.

La conclusione negativa da noi ottenuta è d’accordo col fatto 
che una superficie F4 con due rette cuspidali incidenti proviene 
per proiezione da una la quale non possiéde due ma tre punti 
doppi. Se una di 'Segre può essere proiettata in una F4 con 
due rette cuspidali, deve esistere un S3 di JS4, il quale seghi la

0) Si rammenti ehe un punto base i-plo di una rete è in generale (3i-l)-plo 
per la curva jacobiana; ma due punti semplici infinitamente vicini danno 
un punto triplo e non doppio. Cfr. ad es. F, Enriques ed O. CjUsini: Teo­
ria..., Vol. II, Lib. II, Cap. I, pagg. 35-37.
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in due coppie di rette incidenti infinitamente vicine ; in altre pa- l
role il nominato S3 deve segare il fascio di quadriche di S4, pas- !
santi per la in un fascio di coni, che hanno i medesimi piani '
tangenti lungo due generatrici a e b fra loro incidenti; e basta ■ ' 
proiettare la fI’4 da un punto della retta comune ai due piani 
tangenti per ottenere una F4 con due rette cuspidali. Ora se i
esiste un S3 segante la 4>4 in due coppie di rette incidenti infini­
tamente vicine, costituenti la linea base di un fascio di coni toc- 
eantisi lungo le generatrici a e li, la d>4 possiede tre punti doppi : j
infatti l’esistenza di due punti doppi si dimostra con lo stesso ;
ragionamento fatto innanzi, nel quale la conica, che ora è spez- , I 
zata nelle due rette a e b, si supponeva irriducibile ; il terzo punto ■
doppio è il punto P comune alle rette a e b. '

Nella rappresentazione piana mediante C4 (A2B2A4A2A3dl4) |
non è quindi sufficiente che Alt A2 ed A3, A4 siano infinitamente |
vicini. Ma basta prendere B infinitamente vicino ad A per far I
sorgere un terzo punto doppio, il cui intorno è rappresentato dal- 1
l’intorno, di A ; e la costruzione di una F 4 con due rette cuspidali 
diventa allora possibile. ■

Si prendano all’uopo le rette a = AA4, b = AA3 : si può costrui­
re in oc1 modi un sistema lineare | C4 | di Ci(A2B2A1A.A3A.l), ,
rappresentativo di una F4 con due rette cuspidali, rappreseli- ;
tate dalle rette a e b contate due volte. Osserviamo perciò che 
il sistema oc2 delle Ci{A2B2AlA2A3Ai}, che hanno un punto dop- !
pio sulla retta a, si riduce alla a contata due volte ed al fascio ;
delle coniche per M,B,A3,A4. Il fascio delle curve a2 + C2(ABA3A4) 
ed analogamente il fascio delle curve b2 + C2(d B 4,1,) devono ,
dunque essere contenuti in ogni caso nel nostro sistema | C4 |. Se j
si combinano linearmente i due fasci anzidetti si ottiene una rete ‘
contenuta in | C4 |. Il sistema rappresentativo | Ci | riesce allora ?
determinato combinando lineamento questa rete con una C4(A2B2 
A4A2A3A^ data ad arbitrio: in questo sistema infatti le curve 
passanti per un punto di a (o ò) passano necessariamente per un 
punto infinitamente vicino. Le rette a e b sono quindi immagini '■
di rette cuspidali. La costruzione anzidetto, porta ad oo1 sistemi, 
giacché, fissato un punto di a, si può ancora fissare ad arbitrio la . 
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tangente alle curve di | C4 |, che passano per esso. Ciò è in ac­
cordo con il fatto che se una 4> 4 di Segre può essere proiettata in 
una Ff con due rette cuspidali, il centro di proiezione può essere 
scelto ad arbitrio su di una retta.

Dall’esame della rappresentazione piana risulta che sulla retta 
cuspidale a (o sulla ò) vi è un punto chiuso, rappresentato dal­
l’intorno di As (o di A3).

36. Nota storica.

Le superficie del quarto ordine con conica doppia furono in­
contrate dapprima in alcuni casi particolari metrici dove la conica 
doppia coincide con il cerchio all’infinito delle sfere: il foro o 
anello circolare, le podarie e le trasformate per raggi vettori reci­
proci delle quadriché, le superficie di rivoluzione ottenute rotan­
do l’ellisse di Cassini e l’ovale di Cartesio intorno al loro asse 
di simmetria, sono altrettanti esempi di queste superficie. Nel 
1822 Ch. Dupin (*),  ricercando le superficie le cui linee di curva­
tura sono 'cerchi, si imbattè per il primo in una classe estesa di 
superficie passanti doppiamente per il cerchia all’infinito delle 
sfere, che egli chiamò ciclidi. Le eie!idi di Dupin possiedono quat­
tro punti doppi conici e perciò non sono le più generali fra le 
superficie del quart’ordine passanti doppiamente per il cerchio 
delle sfere .

Solamente nel 1864 M. Moutard (-), ricercando le superficie 
che si trasformano in sè in una trasformazione per raggi vettori 
reciproci con polo convenientemente scelto, scoprì che questa 
proprietà era posseduta dalla più generale superficie del quart ’or­
dine passante doppiamente per il cerchio delle sfere, per la quale 
il polo sopra detto può anzi essere scelto in cinque maniere di­
verse.

G. Darboux propose di chiamare queste superficie senz’altro

(‘) Cfr. Ch Dupin : Applications de Géométrie; Parigi, 1&22.
(’) Cfr. M. Moutard: Note sur la transformation par rajons vecteurs 

réciproques, e Sur les surfaces anallagmatiques du quatrième ordre; «Non-’ 
veiles Annales de Mathématique», Serie II, Tomo III, 1864. 
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ciclidi, riservando il nome di ciclidi di Dupin alle superficie le 
cui linee di curvatura sono cerchi.

Negli anni che vanno dal 1860 al 1875 la scuola geometrica 
francese con a capo G. Darboux dedicò molta parte della sua 
attività allo studio delle proprietà metriche e differenziali delle 
ciclidi. I risultati di queste ricerche sono stati sistematicamente 
esposti dal Darboux stesso nella sua opera Sur une classe re­
marquable de courbes et de surfaces algébriques et sur la théorie 
des imaginaires (Parigi, 1873), nella quale il lettore potrà tro­
vare una estesa bibliografia e la dimostrazione delle proprietà 
caratteristiche delle ciclidi.

Dal punto di vista algebrico proiettivo la prima ricerca riguar­
dante le superficie del quart’ordine con conica doppia fu compiuta 
da E. E. Kummer (1) (1863). Il Kummer incontrò la più gene­
rale superficie del tipo che ci interessa ricercando tutte le super­
ficie del quart’ordine sulle quali esistono infiniti piani seganti 
la superficie in coppie di coniche : fra queste è appunto conte­
nuta la superficie del quart’ordine con conica doppia. Il Kummer 
scoprì che i piani seganti secondo coniche la F.i inviluppano cin­
que coni quadrici, che appunto, dal nome dello scopritore, sono 
detti coni di Kummer.

Pochi anni più tardi (1868) A. Clebsch (2) dedicò alla F*  con 
conica doppia una memoria, nella quale è per la prima volta di­
mostrata la possibilità di rappresentare la superficie punto per 
punto su di un piano. Il Clebsch riguarda la superficie in que­
stione come definita da un sistema lineare oo3 di cubiche passanti 
per cinque punti base semplici ; questo metodo induttivo, che ri­
sale dal sistema delle immagini piane alla superficie rappresen­
tata, fu più tardi adoperato dal Noether e messo esplicitamente in 
rilievo dal CaporzIli (3).

(*) Cfr. E. E. Kummer: Über die Flächen vierten Grades, auf welche 
Schaaren von Kegelschnitten liegen; «Creile’s Journal», Bd. 64, 1863.

(2) Cfr. A. Clebsch: Über die Flächen vierter Ordnung, welche eine 
Doppelcurve zweiten Grades besitzen-, «Creile’s Journal», Bd. 69. 1868.

O Cfr. E. Caporali: Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve 
algebriche piane; «Coll. Math, in mémoriaux D. Chelini », 1881, pag. 144.

H
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La memoria del Clebsch è ricchissima di risultati particolari 
sulla superficie del quarto ordine con conica doppia. Egli ritrova 
i cinque coni di Kummer, le 16 rette della superficie (che erano 
state scoperte qualche anno prima dal Darboux) della quali studia 
la configurazione, e le cinque serie di coniche nelle quali si de­
compone ciascuno dei sistemi che corrispondono ai cinque coni 
di Kummer.. Il lettore potrà infine trovare nella memoria del 
Clebsch uno studio delle cubiche e delle quartiehe gobbe della 
superficie e delle relazioni che intercedono fra queste curve e la 
conica doppia.

Il legame che passa fra la superficie del quart’ordine con co­
nica doppia e la superficie cubica generale fu scoperto da C. F. 
Geiser C), il quale mostrò che si poteva ottenere la superficie 
cubica generale trasformando la superficie del quand’ordine con 
conica doppia C2, mediante una trasformazione quadratica in cui 
ai piani corrispondono le quadriche passanti per C„ e per un pun­
to generico della F4.

Il Clebsch si era limitato a studiare la F4 dotata di conica 
doppia generale. Il caso in cui la superficie acquista dei punti 
doppi ovvero la conica si spezza in due rette doppie incidenti, 
distinte o infinitamente vicine, viene studiato da M. Korndör­
fer (2), seguendo la via indicata dal Clebsch.

Il caso particolarmente interessante in cui la conica doppia 
diventa cuspidale fu messo in luce per il primo da L. Cremona (3); 

(') Cfr. C. F. Geiser: Über die Flächen vierten Grades, welche eine 
Doppelcurve zweiten Grades haben; «Creile’s Journal» Bei. 70, 1869.

(2) Cfr. M. Korndörfer: Die Abbildung einer Fläche vierter Ordnung 
mit einer Doppelcurve zweiten Grades und einem oder mehreren Knoten­
punkten, «Math. Ann.» Bd. I, 1869 e Bd. II, 1870. — Die Abbildung einer 
Fläche vierter Ordnung mit zwei sich schneidenden Doppelgeraden, Bd. III, 
1871. — Die Abbildung einer Fläche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve 
zweiten Grades, welche aus zwei sich schneidenden unendlich nahen Geraden 
besteht, Bd. IV, 1871.

(5) Cfr. L. Cremona; lìappresentazione piana di alcune superficie do­
tate di curve cuspidali; «Memorie Acc. Bologna», 1872, Serie III, Tomo II; 
Opere, Tomo III, pag. 326.
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della conica doppia provengono dai quattro punti di contatto delle 
quattro tangenti, che si possono condurre da 0 alla Lt.

Nella rappresentazione piana, la conica doppia di O4 diventa 
una cubica per A2, ..., As, sulla quale le CS(A1AS...AB), im­
magini delle sezioni piane, segano una composta eon le cop­
pie di una <4; i quattro punti doppi della nominata g2 ri­
spondono ai quattro punti cuspidali della conica doppia.

Dato il punto 0, la quartina ellittica L4 si ottiene segando 
la <D4 eon l’iperpiano, tangente in 0 alla quadriea, che passa 
per d>4 e per 0. Si dà così origine ad un cono di vertice 0, con­
tenente la Li : i punti della conica doppia rispondono a coppie 
di punti della L4, allineati con 0, sopra una generatrice del det­
to cono.

Viceversa, una sezione iperpiana qualunque della 4>4 è una 
quantica ellittica Lt, la quale si può proiettare in una conica 
doppia da quattro punti generalmente distinti. Ciò è già stato 
osservato nella rappresentazione piana, quando abbiamo dimo­
strato che su di una generica cubica per Alt A,, ..., A-, immagine 
di una Li, le C3{A,A.,...A3') segano una p4,, che contiene quattro 
g\ composte con le coppie di una g\. La dimostrazione, basata 
sulla bisezione della serie completa p4, acquista'un chiaro senso 
proiettivo nell ’iperspazio : infatti un S3 generico sega la d>4 in 
una Li ed il fascio di quadriehe, che ha la d>4 come superficie base, 
in un fascio di quadriehe di S3, contenenti la L4; al fascio di 
quadriehe in S3 appartengono quattro coni e proiettando la L4 
dai vertici di questi si ottiene una conica doppia.

Supponiamo ora di segare la D4 con un iperpiano S3 tangente 
ad e§sa in un punto P. Sulla <k>4 si ottiene una Lt (razionale) per 
cui P è doppio ; e la L.t è la curva base di un fascio di quadriehe 
di S3, toccanti in P un piano fisso ir. Nel nominato fascio esistono 
due coni, i cui vertici stanno nel piano - e non sulla t : la proie­
zione della d>4 da uno dei due vertici dà una F4 con conica doppia, 
che proviene dalla proiezione della L4.

Nella rappresentazione piana la L.t è data da una cubica C,, 
per Alt A2, ..., As> dotata di un punto doppio P', immagine del 
punto P. Data a priori la C'3 essa si può considerare in due modi 
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diversi come immagine di una conica doppia di una F4, rappre­
sentata da un sistema cx>3 di Ct/AjA,... A5). Se infatti la C3 
è immagine di una conica doppia, le C./A, A,... AJ debbono se­
garla in una </■ composta con le coppie di una y\, che possiede 
la coppia costituita dai due punti sovrapposti in P' come cop­
pia neutra. Ciò è possibile in due modi diversi, giacché esistono 
due y', che, raddoppiate, sono contenute nella y\, segata sulla 
C3 da tutte le C3(A,A2... A5),

Le due nominate si costruiscono così. Si prendano le 
C's(A1A2...A3) tangenti alla C3 in un suo punto generico A; esse 
segano sulla C3 una y\ che possiede due punti doppi A' ed A"; 
le <4 richieste sono definite dalla coppia neutra associata una 
volta con la coppia AA' e una volta con la coppia AA".

éulla conica doppia della nostra particolare Fi vi sono due 
punti cuspidali distinti, che provengono dalle tangenti che si 
possono condurre alla L4 dal centro di proiezione. La proiezione 
del punto P è invece un punto cuspidale doppio. È noto infatti (?) 
che la singolarità « punto cuspidale doppio » di una curva nodale 
risulta definita dalla circostanza, che il punto doppio infinita­
mente vicino alla curva nodale ei trova nella direzione della tan­
gente a questa. Nel caso nostro le sezioni della F4 con i piani 
condotti per la tangente alla conica doppia nel punto Q proie­
zione di P sono effettivamente di genere zero anziché di genere 
uno, giacché corrispondono alle sezioni della con gli iperpiani 
passanti per il piano z, tangente in P alla C* 4. Le nominate se­
zioni piane della P4 sono quartiche con tre punti doppi, succe- 
dentisi sopra un ramo lineare, che passa per il punto Q, avendo 
ivi come tangente la tangente alla conica doppia. Nella rappre­
sentazione piana il punto cuspidale doppio è rappresentato dal 
punto P\ che risulta doppio per la C3, immagine della conica 
doppia: infatti le immagini delle sezioni piane, che passano per 
P', hanno ivi una tangente fissa e costituiscono una rete ; ed im­
ponendo alle curve della rete il passaggio per un punto generico

fi) Cfr. ad es, F. Enriques ed 0. Chisini; Teoria..., Vol. II, Lib. IV, 
Cap. IV, pagg 624-25.
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conformemente ad un metodo di cui fa uso frequente, egli con­
sidera la superficie come trasformata, rispetto ad una trasfor­
mazione quadratica conveniente, di una superficie cubica con due 
punti conici.

Ma una revisione completa di tutti i risultati conosciuti ed 
una discussione minuta di tutti i casi particolari possibili fu com­
piuta da C. Segre (1884) nella memoria: Etude des différentes 
■surfaces du 4° ordre à conique double ou cuspidale (générale ou 
décomposée') considérées comme des projections de Vintersection 
de deux variétés quadratiques de l’espace à quatre dimensions » 
(« Math. Ann. » Bd. XXIV). Le particolarità di una F4 con conica 
doppia vengono fatte dipendere, in questa memoria, dalle parti­
colari! à del fascio di quadriche in Sit dal quale la superficie ri­
sulta come proiezione della varietà base, e dalle particolarità del 
■centro di proiezione.

La classificazione delle particolarità di un fascio di quadriche 
è fatta dal Segre in base alla caratteristica (*)  del fascio. Il Segre 
ha osservato in ispecie che la presenza di punti doppi (con con­
seguente abbassamento della classe della F4) è legato alla esistenza 
nella caratteristica di un esponente isolato.

Lo studio del Segre deve considerarsi come definitivo per quel 
che riguarda la enumerazione di tutti i casi particolari della Ft 
con conica doppia.

(') Ad un fascio di quadriche corrisponde un fascio d’omografie, prodotti 
delle rispettive polarità, che contiene la omografia identica. Così, la classi­
ficazione dei fasci di quadriche si riduce a quella di questi fasci d’omografie, 
che dipende in sostanza da un noto teorema di K. Weierstrass. Per tale 
classificazione, resa perfetta da P. Predella coll’introduzione dei punti 
uniti infinitamente vicini, cfr. : E. Bertini, Introduzione alla geometria proiet­
tiva degli iperspazi; Messina (1923) Cap. V, pag. 115 e E. Enriques ed 
0. Chisini, Teoria... Vol. II, Lib. IV, Cap. IV, pag. 658-686.



Capitolo VII.

LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE 

CON RETTA DOPPIA.

37. Trasformazione della superficie del quart’ordine 
con retta doppia in una cubica.

Procediamo ancora n’ella nostra analisi dei sistemi lineari di 
curve piane rappresentativi di superficie F4 razionali. Dopo avere 
esaminato i sistemi di coniche o di cubiche, dobbiamo passare ai 
sistemi di quartiche. Ma i sistemi lineari di quartiche di grado 4 
e di genere zero ed uno si riducono, in generale, a sistemi lineari 
di coniche o di cubiche. Perciò veniamo ora a discutere i sistemi 
lineari di quartiche di genere 2, rappresentativi di superficie ra­
zionali del quarto ordine. Un tale sistema di quartiche deve pos­
sedere un unico punto base doppio ; e il grado del sistema sarà 4. 
se si danno 8 punti base semplici.

Le quartiche con un punto doppio ed 8 punti semplici sono 
00u-ì-8_00i, sicché il sistema | C4 | delle (O2A1A2...AS) è 
completo.

La superficie F.t, razionale, rappresentata su di un piano in 
modo che le immagini delle sue sezioni piane formino un sistema 
lineare del tipo anzidetto, è a sezioni di genere 2; perciò ogni se­
zione piana possiede un punto doppio e la F4 possiede una■ retta 
doppia.

Viceversa si può riconoscere facilmente, con un computo di 
costanti, che la più generale F.s con retta doppia è razionale e 
si lascia rappresentare sul piano nel modo anzidetto. Valutiamo 
perciò la molteplicità dei sistemi | C4 | birazionalmente distinti 
e d’altra parte il numero dei parametri da cui dipendono le F4 
con retta doppia, proiettivamente distinte. Il nostro asserto sarà 
dimostrato se queste due molteplicità risulteranno uguali.

i 1
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Si ha in primo luogo : 1 sistemi di quantiche per un punto 
doppio e otto punti base semplici dipendono da 10 moduli.

Infatti questi sistemi, essendo completi, cioè determinati dai 
punti base, dipendono da tanti parametri quanti ne occorrono 
per determinare 9 punti di un piano : cioè 18. Togliendo otto 
parametri in corrispondenza alle oo8 omografie del piano, otteniamo 
che i sistemi del tipo richiesto proiettivamente distinti dipendono 
da 10 invarianti proiettivi ; ma possono anche aversi sistemi | C4 | 
equivalenti per trasformazioni birazionali, sebbene proiettiva­
mente diversi. Occorre quindi esaminare le trasformazioni eremo- 
niane del piano, che mutano un | C4 | in un altro | C4 \ analogo. 
È facile trovare le trasformazioni, che qui si presentano per 
n — 2, 3 .... In relazione ai primi valori di n si ha :

per n = 2, trasformazioni quadratiche, in corrispondenza 
alle reti di coniche che hanno un punto base nel punto doppio ed 
altri due punti base in due punti base semplici;

per n = 3, trasformazioni cubiche, in corrispondenza alle 
reti omaloidiche di C3 che hanno un punto base doppio in 0 ed 
altri quattro punti base semplici in quattro punti base semplici 
di I C± ecc.

Per ogni valore dell’ordine n si ha soltanto un numero finito 
di reti omaloidiche e quindi, a meno di una omografia fattore, un 
numero finito di trasformazioni, che mutano un sistema | C4 | in 
un sistema | | analogo.

D’altra parte le reti omaloidiche, che trasformano un | C4 | 
in un altro | C4 | analogo, rispondono a reti di quantiche di secon­
da specie sulla superficie e poiché queste quantiche sono inter­
sezioni parziali di quadriche, appare che le dette reti omaloidiche 
devono essere contenute parzialmente nel sistema doppio del | Ci | 
e perciò il loro ordine resta a priori inferiore ad 8. In tal guisa 
si arriva a dimostrare, che esiste soltanto un numero finito di 
I C4 I proiettivamente distinti e birazionalmente equivalenti, cosic­
ché il numero dei moduli, da cui dipendono questi | C4 | è an­
cora 10.

Ora mostriamo che le F.i con retta doppia proiettivamente 
distinte dipendono effettivamente da 10 invarianti proiettivi.
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Perciò contiamo da prima le F4 con retta doppia r prefissata. 
Prendiamo un piano z per r e su di esso una conica C,. Se im­

poniamo ad una F.t con la r doppia di contenere la C2, imponiamo 
5 condizioni. Se la F4 è costretta a passare ancora per un punto 
di z fuori di r e di C2, imponiamo una sesta condizione e la F4 
si spezza nel piano z ed in una superficie cubica F3 per la r, giac­
ché la sezione, con un piano per r di una F4 irriducibile con la r 
doppia consta della r stessa contata due volte e di una conica.

Poiché le superficie cubiche per una retta sono oo15, ne risulta 
che imponendo 6 condizioni ad una F4 con la r doppia, la dimen­
sione delle superficie di questo tipo si abbassa a 15, ossia le F4 
con la r doppia sono oc21.

Di qui segue che le F4 con retta doppia non prefissata sono 
po25 e quindi (T) che le F4 con retta doppia proiettivamente di­
stinte sono co10, e. v. d.

Concludiamo che la più generale superficie del 4° ordine con 
retta doppia è razionale.

Ora si presenta il problema di trovare un metodo per eseguire 
effettivamente la rappresentazione piana di una F4 con retta 
doppia su di un piano z, in modo che le immagini delle sezioni 
piane resultino quartiche passanti per un punto doppio ed otto 
punti semplici.

Si riesce facilmente a risolvere questo problema qualora si 
osservi che una superficie F4 con retta doppia r si può ottenere 
come trasformata da una superficie cubica F's, mediante una 
trasformazione quadratica di seconda specie (2).

0) Una F con retta doppia r non può essere trasformata in sÈ da infinite 
e quindi da un gruppo continuo oo1 di omografie, perchè, essendovi sulla 
retta r 4 punti cuspidali (efr. pag. 168) dovrebbero aversi anche infinite omo­
grafie che lascian fermi tutti i punti della r. Queste non possono essere bias- 
siali perché la F*  non è rigata; dovranno dunque trasformare in sè le se­
zioni piane d'un fascio, ciò ehe — almeno in generale — è manifestamente 
impossibile. ■ • .

(’) Cfr. cap. I, n. 8.
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Sia invero F'3 una superficie cubica dello spazio 8'(x, y' z'), r’ 
una delle sue (ventisette) rette ed A, B, C tre dei suoi punti. Le 
quadriche, che contengono / e passano per A, B, C sono oc3 e costi­
tuiscono un sistema omaloidico, due quadriche del sistema segan­
dosi in una cubica gobba (che ha la r' come corda e passa per A, 
B, (7) e tre quadriche del sistema avendo un solo punto (variabile) 
comune. Facendo corrispondere proiettivamente le .quadriche del 
sistema anzidetto ai piani dello spazio S(x,y,z) si ottiene una 
trasformazione quadratica T tra gli spazi S'(x', y', z') ed S(x, y, z), 
nella quale al sistema dei piani dello spazio S'(x', y', z') corrisponde 
un sistema omaloidico di co3 superficie cubiche rigate aventi una 
medesima retta doppia r e tre generatrici a, b, c comuni; ogni 
punto della retta a, b o c è il trasformato di una retta del piano 
r'A, r'B, o r'C, passante per A, B o C, mentre la retta doppia r 
è immagine del piano ABC, ogni punto di essa risultando da una 
conica, appartenente al fascio, ehe ha come punti base i punti 
A, B, C ed il punto D comune alla retta F ed al piano ABC.

La superficie cubica F'„ passante per la retta r' e per i tre 
punti A, B, C si trasforma in una superficie F4 del quarto ordine, 
che contiene le tre rette a, b, c ed ha la retta r come retta doppia. 
Infatti la trasformata della F's è intersecata da una retta gene­
rica in quattro punti, corrispondenti ai quattro punti (fuori di r' 
e di A, B, C) che la F's ha comuni con la cubica gobba, trasformata 
della retta ; la Fi contiene le rette a, b, c, giacché le rette del 
fascio di centro A nel piano r'A hanno (fuori di r' e di A) un 
punto in comune con la F'3. Infine Fi ha la retta r come dop­
pia. Infatti le rette incidenti ad r' (che intersecano le quadriche 
per r' e A, B, C in un solo punto non fondamentale) si trasfor­
mano in rette, unisecanti le rigate cubiche passanti per r, e quindi 
in rette che si appoggiano ad r. Ma la F'3 è incontrata dalle rette 
che si appoggiano ad r in due punti (fuori di r') e corrisponden­
temente la F.i (trasformata della F'3) è incontrata in due punti 
dalle rette, che si appoggiano alla r: ne segue che la r è doppia 
per la F4.

Viceversa, data una superficie F4 con retta doppia r, i piani 
per r segano la superfìcie secondo coniche, le quali possono, per 
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posizioni particolari del piano, spezzarsi in due rette, sicché sulla 
F,i esistono certamente delle rette. Supponiamo infatti che la ret­
ta r sia la retta all’infinito del piano xy. L’equazioni della F< 
si presenta allora nella fórma :

(1) P-(s, y) ■+■ y}z -+- X/æ, y)zz + y)z3 -+• <p0z4 = 0

essendo <p2, <i2, ^2 dei polinomi di secondo grado in x, y, <x2 (a;, y) un 
polinomio di primo grado e <p0 una costante. Posto z = X nella (1) 
si ottiene l’equazione di una conica e si tratta di stabilire per quali 
valori di À questa risulta degenere. Perciò conviene considerarle il 
discriminante :

Il aulì
dove le assono polinomi di un certo grado in X. Precisamente, 
tenendo conto delle potenze d’ordine massimo, che si presentano, 
il discriminante, uguagliato a zero, darà origine ad un’equazione 
algebrica della forma :

az3 -+- . .. bz3 4- . .. cz3 -+- ...
bz3 -4- . .. ez3 ■+■ . . fz3 + ... = 0
CZ3 -4- . . fz3 -+- . ■ gz*  4- ...

cioè ad un’equazione di ottavo grado.
Ne viene che: sopra una superficie del quarto ordine F.t con 

retta doppia r esistono, in generale, otto coniche spezzate in due 
rette, ossia 16 rette formanti 8 coppie di rette incidenti tra loro 
ed alla r.

Ora, prese tre rette sghembe a, b, c di Fit incidenti alla retta r, 
trasformiamo la F4 mediante la trasformazione cubica T~l, in­
versa della trasformazione adoperata precedentemente, la quale 
corrisponde al sistema omaloidieo delle rigate cubiche passanti 
doppiamente per r e semplicemente per le tre rette sghembe so­
pranominate. La'Fi si trasforma in una superficie cubica F's: 
infatti le rette sono le trasformate delle coniche comuni a due 
rigate cubiche che (fuori delle rette r, a, b e c) hanno tre punti 
comuni con la Ft.

La superficie F'3 è generalmente razionale, e così viene stabi­
lita la razionalità della F4 generica con retta doppia r ; in realtà 
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fanno eccezione soltanto i casi in cui la F4 diventi rigata acqui­
stando una ulteriore retta doppia (sghemba con r), ovvero diventi 
un cono, possedendo su r un punto quadruplo.

Studiamo in quale modo venga effettivamente a rappresentarsi 
la Ft sul piano, ricercando le immagini delle sue sezioni piane. 
Queste sezioni si trasformano per la T~1 nelle sezioni della F's, 
con le quadriche passanti per una certa retta r' e per tre punti 
A, B, C di F's. Ora la superficie cubica F'3 si può rappresentare 
punto per punto su di un piano r., in modo die le immagini delle 
sezioni piane siano delle cubiche per 6 punti base Alt A.,, A3, Ait 
As, 0, mentre una retta r' di F's si può sempre supporre rap­
presentata da una conica per cinque dei sei punti base, ad es. 
dalla conica per Alt A2, A3, A4, As. Riferendoci a questa rappre­
sentazione piana della F'3 troviamo come vengano rappresentate 
le curve, sezioni della F'3, con le quadriche contenenti r' e passanti 
per A, B, C. Anzitutto le curve immagini di sezioni della F'3 con 
le quadriche dello spazio sono le sestiehe <73(A4A,A3A4AkO"), 
costituenti il sistema doppio delle immagini delle sezioni piane. 
Perciò le quadriche contenenti la r', che è rappresentata dalla 
conica per Alt A2, ..., As, e passanti per A, B, C avranno come 
immagini le quartiehe C4(A1A2A3A4A,iO2), passanti per i tré pun­
ti A&, A-, A8, che corrispondono su z ai tre punti A, B, C. Riepi­
logando : Nella rappresentazione indicata della superficie cubica 
F'3 le immagini delle curve sezioni di F's con il sistema delle 
quadriche contenenti F e 'passanti per A, B, C, sono costituite 
dal sistema delle oc3

CJA^A^AsAtA-AgO*)

Ne risulta di conseguenza: la superficie del quart’ordine F4 
con retta doppia r può essere generalmente rappresentata punto 
per punto su di un piano z in guisa che le immagini delle sue se­
zioni piane siano delle quartiehe per otto punti semplici At, A2i 
...,AS ed un punto doppio 0.

Abbiamo così riguadagnato il sistema rappresentativo, dal 
quale avevamo preso le mosse.
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38. Curve tracciate sulla superficie del quart’ordine 
con retta doppia.

Le proprietà della superficie del quart’ordine F4 con retta dop­
pia r si possono leggere sulla sua rappresentazione piana.

Troviamo anzitutto l’immagine della retta doppia r della su­
perficie. I piani per la retta r segano la F4 in coniche, rappresen­
tate dalle rette del fascio, che ha per centro 0. L’immagine della 
retta doppia è perciò una curva che, completata con una retta 
per 0, costituisce una C'1(O2A1A2A3A4A5JL(1A.A8) ; dunque la ret­
ta doppia r è rappresentata dalla cubica Cs, passante per i nove 
punti base 0, Ax, A,, Ax, A4, A5, Aa, A., Ag. Le immagini delle 
sezioni piane segano sulla C3, che rappresenta la retta doppia, una 
p‘, le coppie della quale rappresentano i punti della retta doppia r.

Viceversa, data una. cubica C3 e seguati su di essa nove 
punti distinti O, Alt A.,, ..., As, la C3 si può sempre considerare 
come immagine della retta doppia di una certa superficie F4 
(proiettivamente definita) che si lascia rappresentare sul piano 
in modo che il sistema delle sue sezioni piane abbia come imma­
gine il sistema completo delle oo3 C4 {O2A1AxAxAiA5.4cdL7zl8) 
(secanti sulla C3 una p2). Fa eccezione il caso in cui i punti 0 
Ax, A«, As sieno i nove punti base di un fascio di cubiche, la 
Ft riducendosi allora ad una quadriea doppia in corrispondenza 
al fatto che il sistema delle C4 appartiene ad una involuzione 
di coppie di punti. '

Risulta ora evidente, ciò che dianzi abbiamo stabilito diretta- 
mente, cioè che la F4 possiede 16 rette che si appoggiano alla r.

Invero le rette che si appoggiano alla r, facendo parte di una 
sezione piana, insieme alla retta r, che ha per immagine una C~, 
possono essere rappresentate solamente o da intorni di punti base 
ovvero da rette. Un facile esame mostra immediatamente, che le 
rette della superficie incidenti alla r sono rappresentate da :

a) le otto curve infinitesime, costituenti gli intorni del primo 
ordine degli otto punti base zi,. As, zl5, Aa, A-. As;

Z>) le otto rette che congiungono il punto 0, con ciascuno 
degli altri otto punti base.
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Come si vede, per ogni retta incidente ad r ne esiste un’altra 
ed una sola incidente ad essa. In generale, non esistono sulla F± 
delle rette non incidenti alla retta r. Ma si avranno sulla F4 delle 
rette soprannumerarie non incidenti la r, in diversi casi parti­
colari: per es. se tre dei punti Ai (i ~ 1, 2, 8) siano allineati,
ovvero cinque di essi siano su di una conica insieme ad 0, ovvero 
sette di' essi siano su di una cubica, che ha 0 come punto doppio ; 
ciò dà luogo ad una serie di casi possibili, che non importa qui 
indagare.

È anche facile dimostrare che la Ft possiede in generale un 
numero finito di coniche, oltre a quelle giacenti in piani per la 
retta doppia r (che hanno come immagine le rette per 0). Esse 
sono rappresentate :

(8\
gl = 28 rette che congiungono a due a due in tutti 

i modi possibili gli otto punti base semplici A1; A.,, A3, A4, AS) Ae>

(8\
4 j = 70 coniche passanti per 0 e per quattro degli 

otto punti base semplici;
c) dalle Qj — 28 cubiche, che hanno 0 doppio e passano 

per sei degli otto punti base semplici.
Una conica del tipo c) forma insieme con una ben determinata 

conica del tipo a) una sezione piana completa di F4. Il sistema 
dielle*coniche  del tipo d) è invece complementare di se stesso.

La rappresentazione piana della F4 con retta doppia può ser­
vire anche a mettere in evidenza gli invarianti assoluti della su­
perficie. Questi invarianti sono infatti i moduli rispetto alle tra­
sformazioni birazionali di una cubica C3, sulla quale si siano se­
gnati nove punti. Ne viene che la Fi con retta doppia possiede 
dieci invarianti, per i quali si possono scegliere: l’invariante asso­
luto della cubica C3 ed i parametri che fissano le posizioni dei nove 
punti 0, A4, A2, A~, A4, Ab, Aa, A., sulla cubica stessa (distanze 
da un flesso). Riportandoci alla superficie F4 nello spazio, l’inva­
riante assoluto della cubica rappresenta il birapporto dei quattro 
punti cuspidali esistenti (in generale) sulla retta doppia; mentre
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gli altri invarianti verrebbero ad esprimersi in funzione dei punti 
d’appoggio delle rette semplici di F4 con la retta doppia r.

Nota. - Si può rappresentare direttamente la superficie Ft con 
retta doppia r su di un piano, usando di una congruenza del primo 
ordine, le cui rette intersechino la F4 (oltre che nelle curve focali 
fisse) in un unico punto. Basta a questo scopo la conoscenza di 
una curva C„ della superficie la quale si appoggi in n — 1 punti 
alla retta doppia e sia di conseguenza unisecante le coniche segnate 
sulla F4 dal fascio di piani per r : infatti da un punto P della F4 
parte una sola retta che si appoggi alla r ed alla Cn in punti non 
comuni alla r ed alla Cn e questa retta (essendo la r doppia e la C„ 
semplice) non incontra altrove la F4.

Il Clebsch (’), seguendo questo concetto, ha dimostrato diret­
tamente l’esistenza sulla F4 di un numero finito di coniche che non 
sono complanari con la retta doppia r e pertanto si appoggiano ad 
essa in un punto. Ciascuna di queste coniche può servire alla rap­
presentazione della superficie su di un piano.

Inoltre, il Clebsch (2) ha mostrato come si possa dedurre l'esi­
stenza di curve di F4, unisecanti le coniche segnate dai piani per 
r, dalle proprietà del piano doppio che si ottiene qualora si 
proietti la superficie F4 da un punto 0 della sua retta doppia su 
di un piano -. Eseguendo questa proiezione, si ottiene effettiva­
mente un piano doppio, giacché ogni punto P della superficie si 
proietta in un punto P' del piano r. mentre a sua volta ogni punto 
di n proviene da due punti di F4-

La curva di diramazione (luogo dei punti, che corrispondono 
ad una coppia di punti infinitamente vicini su Ffi) è una sestiea, 
che ha il punto A comune alla retta r ed al piano ~ come quadru­
plo. Infatti le sezioni piane per O, segano la superficie in una

(') Cfr. A. Clebsch: Über die Abbildung algebraischer Flächen, insbeson­
dere der vierten und fünften Ordnung; «Math. Ann» Bd. I, 1869.

(-) Cfr. A. Clebsch: Über den Zusammenhang einer Klasse von Flä­
chenabbildungen mit der Zweiteilung der Abel’schen Functionen. «Math. 
Ann. » Bd. III, 1871.
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quartica che ha il punto 0 come doppio e da questo punto partono 
2n + 2p — 2 = 4 + 4 — 2 = 6 tangenti alla curva ; ne segue 
che il cono circoscritto alla F4 da 0 è un cono del sesto ordine e 
quindi sei è anche l’ordine della curva di diramazione, che è la 
sezione del cono circoscritto con il piano z. Il punto A risulta qua­
druplo per la curva di diramazione in corrispondenza al fatto che 
i piani passanti per r segano la secondo delle coniche, sicché 
per questi piani, le sei tangenti che vanno in generale alla curva 
sezione si riducono a due, mentre le altre quattro sono assorbite 
dalla retta r.

Le coniche del piano che passano per A, segano la sesti e a di 
diramazione che è di genere 4, secondo una g\, la quale si può 
bisecare in 22 p = 2S = 256 modi, dando luogo a 256 coniche pas­
santi per A e ovunque tangenti (cioè quadritangenti) alla curva 
di diramazione.

Ad una di queste coniche, K, corrisponde sulla Ft una curva C, 
sulla quale i punti allineati con 0 sono coniugati in una involu­
zione , le cui coppie sono in corrispondenza biunivoca con i 
punti di K. I punti doppi di questa involuzione si otterrebbero 
in corrispondenza ai punti d’intersezione semplice della K con la 
curva di diramazione; ma la K è tangente alla curva di dirama­
zione ovunque la incontra, sicché la K è priva di punti di dirama- 
zoiiìe e corrispondentemente la sulla C di F4 è priva di punti 
doppi. Poiché una g\ sopra una curva irriducibile deve possedere 
sempre almeno 2n — 2 = 2 punti doppi, ne segue che la C è spez­
zata in due curve Cr e C2, che possono essere due cubiche gobbe, 
aventi la rqtta r come corda, ovvero una conica incidente ad r ed 
una residua quartica gobba con punto doppio su di essa, ulterior­
mente incidente alla r. La distinzione dei casi che qui possono 
occorrere importerebbe un esame più delicato, sul quale non ci 
fermeremo. In ogni caso le curve e C, sono unisecanti le coniche 
di Fi} sezioni dei piani per r : infatti queste coniche si proiettano 
nelle rette per A, che sono unisecanti la conica K.

Osservazione. - La considerazione del piano doppio con sestica 
di diramazione Ct, dotata di un punto quadruplo A permette
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anche di ritrovare sopra F4 le 16 rette, incidenti alla retta dop­
pia r. A priori queste rette dovranno corrispondere alle tangenti 
a Ca condotte per A, per ciascuna di queste rette, venendo a 
coincidere i due punti di diramazione, segnati da Ce, in un unico 
punto critico apparente. Ma poiché la C6 è (in generale) di ge­
nere 4, si avranno 10 tangenti ad essa per A e se ognuna di queste 
fosse immagine di una conica riducibile di P4 si troverebbero 
sulla superfìcie 20 rette, anziché 16. Lo studioso scioglierà il para­
dosso, rilevando che, quando si proietta la P4 su un piano doppio 
da un punto 0 della retta r, vi sono due coniche di F4 (sezioni 
piane per r), le cui proiezioni danno due particolari tangenti a 
Ce per A, che non rispondono effettivamente a coniche riducibili.

39. Cenno di alcuni casi particolari.

Non è nostro proposito indagare minutamente i casi più no­
tevoli, a cui può dar luogo la superficie Ft con retta doppia r. 
Ci limiteremo ad alcune semplici osservazioni.

Anzitutto l’intorno della retta doppia (rappresentato sul pia­
no dalla cubica C3(A1A,...A8O)) è in generale irriducibile ed equi­
valente ad una curva ellittica : appunto in corrispondenza a ciò 
si hanno sulla r quattro punti cuspidali distinti. Ma due di questi 
punti possono venire a coincidere in un punto cuspidale doppio 
se la cubica C3(A1A2...A8O) acquisti un punto doppio, fuori dei 
punti base di | C4 |. In questa ipotesi le C4(O2A1A2...AS) segano 
sulla C3(A1...AgO) una g A, che possiede la coppia neutra rispon­
dente al punto doppio.

Più in particolare, la cubica C3(A1A2...ASO) può spezzarsi in 
una retta a ed in una conica C2 ; una discussione completa di que­
sta ipotesi porta a considerare tre casi possibili :

«) la retta doppia della F4 è rappresentata dalla conica C,, 
sulla quale le C4(O2A1A2...AS) segano una g\, mentre la retta a 
è fondamentale per | C4 | ;

&) la retta doppia della F.t è rappresentata dalla retta a, sulla 
quale si ha una g2, mentre la conica C, è fondamentale per | C4 | ;

c) la retta a e la conica C2 rappresentano due falde distinte 
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della retta doppia r di P4 ; le curve di | C4 j che passano per un 
punto di a passano di conseguenza per un' punto (coniugato) sul­
la C2, sicché sulla curva riducibile a 4*  C, si ha una </*,  ciascuna 
coppia della quale costituisce una coppia di punti corrispondenti 
in una proiettività, determinata fra a e C2 dalle curve del siste­
ma I C4 j.

(*) La conica Ca appare così come una curva ellittica. Invero una curva 
razionale sulla quale sia messa in evidenza una coppia neutra, si può consi­
derare come limite di una curva ellittica. Cfr. F. Enriques ed 0. Chisini: 
Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, Cap. Ili, pag, 409.

■ (J) 'Cfr. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria,.., Vol, II, Lib. IV, Cap. IV, 
pagg. 587-88.

Diamo nel seguito alcuni esempi in cui si verifica l’ipotesi a), 
Z>), o c), lasciando allo studioso il compito di una discussione com­
pleta.

Supponiamo che la cubica C3(A1A2...ASO) si spezzi nella 
retta OA4A2 e nella conica C2{A2AiA3A&A7A^ per i sei punti 
base semplici rimanenti. La conica C2 è l’immagine della retta 
doppia di Fgiacché le curve di | C4 | segano sopra di essa una 
p‘, che possiede la coppia neutra sezione della C., con la retta 
OAtA., (l). Sopra la retta doppia r di Fi si trovano due punti 
cuspidali ordinari, corrispondenti ai due punti doppi della g 
definita sopra la C, ed un tacnodo (2), rappresentato dalla retta 
OA4A2, la quale non ha intersezioni variabili con le immagini 
delle sezioni piane e, staccata dal sistema di queste, dà come resi­
due le cubiche (ellittiche) di una rete.

Il caso ora discusso può dar luogo ad una particolarizzazione 
ulteriore se la conica anzidetta si spezza in due rette, che con­
tengano rispettivamente le terne di punti Aa, At, A-, e Aa, A-, As. 
Queste due rette rappresentano due rette infinitamente vicine 
alla r, che appartengono a due falde distinte della superficie F4. 
In questo caso la retta OA4A2 continua a rappresentare un tacno­
do, mentre gli altri due punti cuspidali della r vengono a coinci­
dere in un unico punto — diciamo P — che ha per immagine nel 
piano l’intersezione P' delle due rette A3A4AB ed AGA7A3-, il pun­
to P' è invero punto base di una rete di C4, che in esso si toccano.
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Il punto P è un ordinario punto cuspidale doppio, come quello, 
che si è incontrato prima nel caso che la C3 (irriducibile) abbia 
un punto doppio (x).

Infine si può considerare un’ulteriore particolarizzazione della 
nostra superficie, corrispondente alla circostanza, che i punti Ac, 
AT, As vengano infinitamente vicini ad A3, A4, Ao, nel qual caso 
l’intorno della retta doppia r verrà rappresentato dalla retta 
A3A4A5 contata due volte, cosicché la retta doppia r di F, risul­
terà cuspidale. Qui appare sopra la retta cuspidale un punto 
chiuso (tacnodo) (2), che risponde all’intersezione della retta 
A3A4AC con la OA^A^.

Ora abbiamo detto che la cubica C.(OA.A.A.,AiA^A.A.AK) si 
può anche spezzare in una conica C2 ed in una retta a; per modo 
che la retta a rappresenti la retta doppia r e la C, sia fondamen­
tale per I C41. Ciò avviene ad es. se la C3(OA1A,A3A4A5AßArAg) 
si spezza in una conica CA.OAiAiA.AaA.!Afi') ed in una retta a 
per An A,.

Sulla retta a il sistema delle C4(O2AjA,...A8) sega una 
serie lineare di coppie di punti, che deve possedere la coppia neu­
tra segnata sulla a dalla C., e perciò è una g\. I due punti doppi 
della 0*  rappresentano due punti cuspidali della retta doppia 
di F4. Staccando invece la conica <7,(OA3A4ACA0A7AS) ci rimane 
la rete delle coniche passanti per O, Au A, ; ne segue che il punto 
di F4, che si rappresenta nella coppia comune ad a ed alla C2, è 
tale che le sezioni piane per esso sono curve di genere zero : si trat­
ta dunque di un punto triplo della superficie.

Se infine At, A„, A3 sono su di una retta a e 0, A4, As, A,., 
A7, As su di una conica C,, siamo in un caso nel quale la retta a 
e la conica C., rappresentano due falde distinte di F,t.

Le partico'larizzazioni anzidetto valgono come esempio di al­
cune circostanze particolari, che possono essere offerte dalla no­

pl Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. II, Lib. II, Cap. IV, 
pagg. 624-23.

(2) Cfr. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria...; Vol. II, là IV, C-ip. It', 
pag. 604.
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stra superficie. Lo studioso potrà approfondire utilmente lo studio 
di altri casi particolari, supponendo anche che i punti base pos­
sano avvicinarsi indefinitamente.

Esercizio. Si dimostri che, se la cubica C.(0A.A,A4A.A.AeA.AA 
si spezza jn una retta a per 0 ed in una conica

Cj (Aj A2 A3 A4 45 j46 A7 As),

il sistema completo delle Ci(O2A1A2AsA4AsAaATAs) non rappre­
senta una superficie del 4° ordine irriducibile, ma un cono quadrico 
doppio, il sistema \ C4 \ appartenendo ad una involuzione piana 
di coppie di punti.

Osservazione. - Le considerazioni svolte al n. 37 valgono a 
stabilire che la più generale superficie del quart’ordine con retta 
doppia è rappresentabile sul piano in guisa che al sistema delle 
sezioni piane risponda un sistema di curve del quart’ordine pas­
santi doppiamente per un punto 0 e semplicemente per 8 punti 
Au As, ..., Ag. Si domanda ora se questa conclusione si estenda ad 
ogni F4 razionale, la cui linea multipla consti solamente di una 
retta doppia. Per rispondere alla questione, giova osservare che 
— a partire dal piano doppio con sestica di diramazione dotata 
di punto quadruplo, al quale si riduce ogni F4 con retta doppia 
per proiezione da un punto della retta doppia (cfr. n. 38) — è 
sempre possibile, se la F4 non sia una rigata irrazionale, (cfr. 
Lib. II, cap. I, n. 3) costruire una curva unisecante le coniche 
del fascio, segato sulla F4 dai piani per la retta doppia. Proiet­
tando ogni conica di F4, che sia complanare con la retta doppia, 
dal punto che essa ha a comune con la nominata unisecante, si 
viene a rappresentare la F4 sul piano ; ed un esame più approfon­
dito prova che il sistema lineare rappresentativo delle sezioni pia­
ne è sempre riducibile con trasformazioni quadratiche ad un siste­
ma di quintiche con un punto triplo 0, un punto doppio A ed otto 
punti base semplici Alt A2, ..., A*.  Ora un sistema di

CB(Oa A2 A4 A, ...At)
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è a sua volta riducibile con una o più trasformazioni quadratiche 

ad un sistema di C'4(O2A1...AS) ; tuttavia un esame critico di tale 

riduzione prova che vi è un caso d’eccezione, quando A sia infini­
tamente vicino ad 0 ed i plinti A1; A.,, As si succedano sopra 
un ramo lineare che abbia origine in 0 e sia di classe due (abbia 

cioè in 0 un flesso). Ma il lettore potrà verificare per esercizio che 

un simile sistema di quintiehe, non essendo semplice, non rappre­

senta una superficie del quart’ordine irriducibile, ma un cono 
quadrico doppio. Si riesce così a provare che tutte le F\ razionali, 
a sezioni piane di genere due sono rappresentabili sul piano in 
modo che al sistema lineare delle sezioni piane risponda un sistema 
lineare di C.fiO’A^.,... As).





Capitolo Vili.

SULLE SUPERFICIE RAZIONALI DEL QUART’ORDINE 
CON UN SOLO PUNTO SINGOLARE

40. Introduzione.

L’analisi sviluppata nei capitoli precedenti ci ha portato a 
classificare tutte le superficie del quart’ordine, con linea doppia 
(o multipla), cioè a sezioni piane di genere z = 2, 1, 0; e a rico­
noscere che esse sono razionali, fatta eccezione per la rigata con 
due direttrici doppie sghembe fra loro (z — I) e pei coni di ge­
nere T. — 2, 1 con una o due generatrici doppie. Infatti possiamo 
ricapitolare i risultati ottenuti enumerando i seguenti tipi di su­
perficie del quart’ordine con linea doppia (o multipla):

1) superficie (a sezioni di genere z — 0) con linea doppia 
del terz ’ordine, cioè :

a) superficie di Steiner con tre rette doppie per un punto 
triplo, e

b) rigate con cubica gobba doppia (riducibile a retta tripla).
I coni razionali, con tre generatrici doppie o una generatrice 

tripla, sono caso particolare comune alle due famiglie a) e b) ;
2) superficie (a sezioni di genere z = 1) con linea doppia 

del second’ordine, cioè
«) superficie razionali con conica doppia, e
b) rigate con due direttrici rettilinee sghembe fra loro (ne 

.cessariamente non razionali perche contenenti un fascio di genere 
uno, costituito dalle generatrici).

I coni ellittici, non razionali, con due generatrici doppie, costi­
tuiscono un caso particolare comune alle due famiglie a) e &);

3) superficie (a sezioni di genere z — 2) con retta doppia, 
generalmente razionali.

1 2
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Fa eccezione il caso particolare del cono di genere due (con 
una generatrice doppia), che non è razionale.

Per completare l’analisi delle superficie razionali del quart’or­
dine vogliamo ora determinare le superficie razionali di quest’or­
dine a sezioni di genere it = 3, le quali vedremo essere caratteriz­
zate dal possesso di un punto singolare triplo ovvero doppio di 
specie particolare.

L’analisi delle superficie razionali del quart’ordine con punto 
doppio è stata fatta da M. Noether in relazione ai piani doppi, 
che si ottengono proiettando la superficie dal suo punto doppio, 
e noi pure avremo occasione di rivedere la cosa sotto tale aspetto. 
In questa nota riusciamo a costruire i sistemi lineari rappresen­
tativi delle nostre superficie in modo più elementare e nell’ordine 
di idee esposto nei capitoli precedenti.

Incominciamo col dimostrare che una superficie razionale del 
quart’ordine a sezioni di genere tre è necessariamente dotata di 
un punto singolare.

Sia Ft una superficie del quart’ordine, priva di punti singo­
lari. Tra gli so- piani, passanti per un punto generico 0 dello spa­
zio, ne esistono oo1, che risultano tangenti alla Ft, segando questa 
superficie secondo una quartica, che ha un punto doppio nel 
punto di contatto. Il luogo dei nominati punti di contatto è la 
curva intersezione della I'7, con la superficie cubica, polare del 
punto 0 rispetto ad Ft. Facendo variare il punto 0, otteniamo 
così un sistema lineare oo3 di superficie cubiche, le cui interse­
zioni con la F., sono le curve contorni apparenti della Ft, vista 
dagli SO3 punti dello spazio.

Supponiamo ora che Ja F, sia razionale; il suo sistema rap­
presentativo sarà un sistema lineare, oo3, semplice, d’un certo 
ordine n, di genere tre e di grado quattro. Nel nominato sistema 
sono contenute so3 reti, ciascuna delle quali dà luogo ad una curva 
jacobiana di ordine 3n—3. La totalità delle curve jacobiane 
costituisce un sistema lineare oo3, la cui parte variabile rappre­
senta (poiché la jacobiana di una rete è il luogo dei punti doppi 
delle curve della rete) il sistema lineare delle curve contorni appa­
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renti della F.,, vista dagli oo3 punti dello spazio. Ma il sistema di 
queste curve è segato sulla F4 da un sistema lineare oc3 di super­
fìcie cubiche senza punti base; ne segue ehe l’ordine delle curve 
immagini dei contorni apparenti della F4, dovrebbe essere 3n e non 
<; 3n — 3, come si è trovato. Pertanto la F4 non può essere ra­
zionale.

P) Nella teoria delle superfìcie algebriche si definisce, il genere geometrico 
pg di una superficie d’ordine n come il numero delle superficie aggiunte 
d’ordine n — 4, linearmente indipendenti; e per la razionalità della F^ è ne­
cessario ehe sia pg — 0. Per la F^ generale risulta precisamente pg — I. 
Cfr. ad es. F. Enriques: Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche 
raccolte da L. Campedelli (Cedam, Padova, 1932), eapp. II e III.

Affinchè la F.t .possa essere razionale bisognerà che le super­
ficie cubiche polari rispetto ad essa abbiano a comune almeno 
un punto (doppio o triplo), al quale risponderà sul piano rap­
presentativo una curva fondamentale da aggiungersi alla parte 
variabile del sistema lineare delle jaeobiane delle reti contenute 
nel sistema delle immagini delle sezioni piane.

Una conseguenza importante del teorema precedente è che 
la superficie generale del quart’ordine non è razionale (’).

41. Generalità sulle superficie razionali del quart’ordine 
a sezioni piane di genere tre.

Volgiamoci dopo ciò allo studio dei sistemi lineari rappre­
sentativi di superficie razionali del quart’ordine a sezioni di 
genere tre.

Giova premettere alcune osservazioni d’ordine generale.
a) Sia I Cn I un sistema lineare (oo1 almeno) d’ ordine n 

costituito da curve piane irriducibili di genere p > 1. Chiamasi 
sistema aggiunto a | Cn | il sistema lineare | C 3 \, costituito 
dalle curve aggiunte a | Cn |, ossia dalle curve d’ordine n— 3 pas­
santi i — 1 volte per ogni punto base i-plo di i Cti |. Fatta astra­
zione dalle curve fisse (se esistono) che formano parte di ogni 
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curva d’ordine n— 3, aggiunta a \Cn\, restano oop~1 curve 
variabili, le quali segano sulla curva generica di | C« | la serie 
canonica gp~_f2 C) > il sistema lineare costituito dalle nominate 
curve variabili dicesi — col Castelnuovo — sistema aggiunto 
puro di I C„ I : il sistema aggiunto puro di \Ctl\ è un covariante 
del sistema lineare \ C „ | rispetto alle trasformazioni cremoniane 
del piano, ossia' una trasformazione birazionale, che muti il si­
stema I Cn I nel sistema | Cm |, muta l’aggiunto puro di | C„ | nel­
l’aggiunto puro di I Cm I (2).

Rammentiamo inoltre che la serie canonica è l’unica serie 
gp~^„, esistente sulla Cn.

■ b) Dato un sistema lineare irriducibile | C„ |, oo’1, di 
grado m, dicesi — con C. Segre — serie caratteristica di | Cn \ 
la serie lineare gr~1 segata sopra una Cn irriducibile di j Cn \ 
dalle altre curve del sistema.

È evidente che se la serie caratteristica di un sistema lineare è 
completa, il sistema stesso è completo ; invero se il sistema si 
potesse ampliare, ciò avverrebbe anche della serie caratteristica. 
Più significative sono invece le due proposizioni seguenti, che 
saranno giustificate in seguito (cfr. Lib. II, cap. II, n. ,9) (s).

La serie caratteristica di un sistema lineare completo è com­
pleta.

La serie caratteristica di un sistema lineare completo è non 
speciale o speciale, secondo che il sistema è regolare o sovrabbon­
dante, ossia secondo che la sua dimensione è uguale o maggiore 

di n(n +3) — 2 ~ n(ri + 1) : la sovrabbondanza corrisponde 

all’esistenza di legami fra i punti base; precisamente, se i è l’in­

di Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, 
Cap. I, pag. 84. Delle curve fisse che si stacchino dal sistema aggiunto pos­
sono effettivamente presentarsi, come dimostra già l’esempio delle
il cui aggiunto è costituito dalle dalle quali si stacca la retta AB.

(') Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, 
Cap. II, pag. 178.

(9 Cfr. del resto F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, 
Cap. II, pag. 192.
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dice di specialità della serie caratteristica, fra le condizioni espri­
menti il passaggio delle curve di | Cn | per i punti base con le date 
molteplicità, i saranno conseguenza delle rimanenti.

Ciò premesso sia F4 una superficie razionale del quart'ordine 
a sezioni piane di genere tre.

Il sistema rappresentativo di questa superficie sarà un siste­
ma lineare | C„ oo3, di curve irriducibili di genere tre, secantisi 
a due a due in quattro punti variabili; la serie caratteristica, 
segnata su di una. curva generica CH di | Cn | dalle altre curve 
del sistema, è perciò una A3, ossia la serie canonica completa della 
Cn. Anche il sistema lineare | C„ ■ è allora completo e quindi:

Ogni superficie razionale del quart’ordine dello spazio ordi­
nario, a. sezioni piane di genere tre, è normale.

In secondo luogo, la serie canonica sopra, una curva è una 
serie speciale con indice di specialità 1 ; il sistema rappresenta­
tivo I Cn I deve perciò essere sovrabbondante e precisamente :

Tra le condizioni imposte dai plinti base alle curve eli un siste­
ma lineare rappresen tativo di una superficie del quart’ordine a 
sezioni piane di genere tre, una è conseguenza delle rimanenti.

Ora, per procedere innanzi più speditamente conviene enun­
ciare la seguente

Ipotesi semplificativa : Nello studio che segue supporremo 
che per i sistemi lineari che prendiamo in considerazione il siste­
ma aggiunto coincida con l’aggiunto puro, cioè che non esistano 
curve fisse che si stacchino dall’aggiunto. Per giustificare questa 
ipotesi occorrerà poi un esame critico di cui ci occuperemo ai 
un. 46, 47.

Indipendentemente da questa giustificazione, 1 ’ ipotesi pre­
detta porta a riconoscere un certo numero di tipi di Ft razionali, 
senza assicurarci a priori che la classificazione riesca completa. 
Ma che in fatto non esistano altri tipi risulterà più avanti dalla 
teoria dei piani doppi (efr. altresì il successivo n. 47).

Ora, supponiamo che il sistema | Cn | rappresenti una F4 
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razionale, soddisfacendo all’ipotesi predetta. Sia Cn una curva 
generica di \Cn\ e Gì un gruppo canonico sopra di essa. Per 
il gruppo Gì passa un fascio di curve di | Cn | ed una aggiunta 
pura, che — per la nostra ipotesi semplificativa — sarà una 
curva aggiunta d’ordine n—3, Cn_3. Di conseguenza (come 
risulta imponendo alle curve del fascio anzidetto di contenere 
un punto della Cn~3) per il G± passerà una Cn di \Cn\, spez­
zata nella C„_3 ed in una cubica C3, che riuscirà fondamentale 
per il sistema | Cn | : infatti due curve di \CH\, una delle quali 
sia spezzata in un’aggiunta C„_3 e nella C3, si intersecano, 
fuori dei punti base di | -C„ |, solamente in un gruppo canonico, 
e perciò la curva C3 non ha intersezioni variabili con le curve 
di I Cn I. Staccando la cubica C3 dal sistema | C„ \, rimane come 
sistema residuo il sistema aggiunto a | Cn | (x).

La C3 — a prescindere da punti multipli accidentali, che 
essa potrebbe avere fuori dei punti base di | Cn j — è una curva 
(riducibile o irriducibile) di genere (virtuale) uno.

Sia infatti r{ la molteplicità del punto base J., del sistema 
I Gn \. Esprimendo il grado ed il genere del sistema si avrà :

n~ — 3 r? = 4

(’) E si osservi che l’aggiunto (puro) a | Cn | è certamente costituito da 
j irriducibili; nell’ipotesi opposta ogni C„_3 dovrebbe essere spezzata 

in più curve, variabili in un fascio | & | : e ciò porta che il sistema | C „ | 
non è più semplice, ma composto con un ’in votazione del second’ordine; in 
guisa che il sistema | C n | non è più rappresentativo di una F irriducibile, 
ma di una quadrica doppia. Invero, nella nostra ipotesi, le curve di | Cn\ hanno la 
serie canonica composta e quindi sono iperellittiche, mentre le curve C' se­
gano sulla generica Cn la relativa g*  ; (il doppio di questa g\ costituisce la 
serie canonica g’f ). Sia P, P' una generica coppia di punti, coniugati nella 
sì esistente sulla generica Cn di | Cn |. La coppia P, P', insieme con una 
qualsiasi dello co1 coppie della gf esistente sulla Cn, dà luogo ad co 1 gruppi 
canonici sulla C n; e per ognuno di tali gruppi passano co1 Cn di | Cn I. 
Ne segue che per la coppia P, P' passano Cn di Cn | : ossia tutte le 
curve di Cn che passano per P, passano di conseguenza per P'. Essendo 
ovviamente il punto P un punto generico del piano, il sistema lineare |On| 
risulta composto.
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cd
n(n — 3) — S r^i'i — 1) — 4, 

donde segne:
3?i — 3 ri — 0.

Si osservi ora che la C3 fondamentale contiene tutti i punti 
base di | C„ \ ; se invero esistesse, fuori della C3, un punto base 
s-plo di I Cn [, questo punto sarebbe s-plo anche per le aggiunte, 
giacché ogni aggiunta insieme con la C3 costituisce una partico­
lare curva di | Cn\. Ma, di fatto, il detto punto non può essere 
che (s — 1 )-plo per le aggiunte, giacché solamente così le ag­
giunte possono segare sulla generica di | C„ [ l’intera serie ca­
nonica che è una serie priva di punti fissi (1). È dunque assurdo 
che esistano dei punti base di | C„ \ fuori della Cs. Ma allora dal­
l’ultima relazione si deduce che la C3 passa semplicemente per 
tutti i punti base di | C„ | e quindi ha (rispetto a questo gruppo 
base) il genere uno.

Infine possiamo dimostrare facilmente che il sistema aggiunto, 
che si ottiene dal sistema | Cn | staccando la C3, è di genere 
ir <, 2. Infatti per il genere delle curve spezzate nella C3 e nelle 
aggiunte Cn—a si ha ("), tenuto conto che la C3 è (virtualmente) 
ellittica e denotando con i il numero dei punti doppi che acquista 
una C„ quando essa si spezza nella C3 ed in una Cn-a:

1 + K + i— 1 = 3,

donde, per essere i 1 (3), si deduce : tc 2. (*)

(*) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chtsini: Teoria... Vol. Ill, Lib. V, 
Cap. T, pag. 87.

(a) Si rammenti ehe il genere di una curva spezzata ehe sia il limite di 
una curva irriducibile C, vai e p=p,-i-p^-t-i—1 dove p1 e p., sono i generi delle 
due componenti ed i è il numero dei punti doppi che non sono limiti di punti 
doppi della curva irriducibile C. Cfr. F.. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., 
Voi. ITI, Lib. V, Cap. Ili, pag. 399.

(’) Ciò avviene per il principio di de generazione, formulato da F. En­
riques; efr. ad es. F, Enriques ed 0. Chtsini : Teoria..., VoL III, Lib. V, 
Cap. ITI, pag. 405.
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Riassumendo, possiamo enunciare :
Sia I Ctl I un sistema lineare irriducibile e semplice, oo3, di 

curve piane, di genere p = 3 e grado 2p — 2 — 4, per il quale 
il sistema aggiunto sia privo di parti fisse; esiste allora una 
cubica C3, la quale è fondamentale per il sistema lineare | Cn | 
e staccata da esso dà come sistema residuo il sistema aggiunto 
I C'n—s \ ; la cubica C3 è di genere uno (rispetto al gruppo base 
del sistema | C„|) ed il sistema \ C'„_3| è di genere minore di 3.

Osservazione. - Il lettore si persuaderà facilmente ehe l’ul­
timo enunciato si lascia generalizzare nel modo seguente :

Sia I Cn I un sistema lineare irriducibile e semplice, co’’, di 
curve piane di genere p e grado 2p — 2, per il quale il sistema 
aggiunto sia privo di parti fisse; esiste allora una cubica C3, 
la quale è fondamentale per | CH | e, staccata da esso, dà come 
residuo il sistema aggiunto | C'„_31 ; la cubica C3 è (virtual­
mente) di genere uno ed il sistema | C'„_31 è di genere minore 
di p.

La dimostrazione di questa proposizione si ottiene ripetendo 
quella svolta innanzi nel caso p — 3.

42. La superficie del quart’ordine con punto triplo.

Procediamo ad esaminare i casi, nei quali il possesso di un 
punto singolare 0 rende razionale una superficie del quart’or­
dine Ft, a sezioni di genere tre.

Ammessa l’ipotesi semplifieativa del numero precedente, ri­
sulta che il sistema | Cn |, rappresentativo della nostra Fi; am­
mette una cubica fondamentale C3, staccata la quale, si ottiene 
come sistema residuo il sistema aggiunto | C'n_3|; e questo sistema 
è di genere minore di tre. Il genere di / C'n_31 sarà quindi 
0, 1 o 2.

Incominciamo col supporre che, staccata la curva C3 dai 
sistema rappresentativo C„, si ottengano come curve residue 
delle curve razionali. In questa ipotesi il punto singolare della 
superficie, 0, il cui intorno è rappresentato dalla curva C3, deve 
essere o un punto triplo, per modo che le sezioni piane per 0 
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abbiano in O un punto triplo, ovvero un punto doppio tale che 
tutte le sezioni piane per esso siano delle quartiehe con tre punti 
doppi infinitamente vicini sopra un ramo lineare (oscnodo).

Escludiamo facilmente la seconda ipotesi. Infatti se il punto 0 
fosse doppio, due sezioni piane per esso dovrebbero incontrarsi 
fuori di 0 in altri due punti. Nel piano rappresentativo la stella 
delle sezioni piane per 0 sarebbe rappresentata da una rete di 
curve razionali seeantisi a due a due in due punti e questa rete 
non dovrebbe potersi ampliare, in quanto essa coincide col siste­
ma oo2 delle aggiunte a C„. Ma la serie caratteristica della no­
minata rete è una g\, cioè una serie incompleta. Per un teorema 
ricordato innanzi la rete non può dunque essere un sistema com­
pleto. Si cade così in un assurdo e perciò il punto O deve essere 
un punto triplo.

Se 0 è un punto triplo, due sezioni piane per esso si segano, 
fuori di 0, in un sol punto. La stella delle sezioni piane per O 
è perciò rappresentata sul piano da una rete omaloidica. Ma una 
rete omaloidica è sempre birazionalmente equivalente alla rete 
delle rette : possiamo quindi ammettere a priori che le immagini 
delle sezioni piane per il punto 0 siano le rette del piano.

La rete delle rette è ora il sistema aggiunto puro di un siste­
ma I CI di quartiehe di genere tre. Per i nostri scopi è necessa­
rio che il [ 1 siaoo3, di grado quattro, e contenga una cubica
fondamentale di genere uno, staccata la quale rimanga come 
sistema residuo la rete delle rette.

Si possono realizzare per il | C\ j tutte queste condizioni pren­
dendo convenientemente sopra una cubica C3 12 punti base sem­
plici Alt A.,, ..., a!12 : è infatti evidente che se si prendessero i 
12 punti base Alt A.,, ..., A12 ad arbitrio sulla C3, le Ct, che pas­
sano per essi sarebbero oo2 e non oo3, riducendosi anzi alle 
spezzate nella C3 ed in una retta generica. Presi invece sulla Cs 
undici punti An A2, ..., ad arbitrio, la ricerca di A12 costi­
tuisce un problema determinato : infatti le 0., per A,, A2, ..., A21 
sono oo8 e segano la C3 in una gL che deve essere una ff°, cioè 
ridursi ad un punto fisso A12. In altre parole le quartiehe pas­
santi per i punti Alr ASr ..., A12 passano di conseguenza per un



186 LIBRO PRIMO

ben determinato punto A12 della C3. Il sistema [ Ct | delle quar- 
tiche per i 12 punti A2, A2, A12 legati tra loro nel modo anzi­
detto soddisfa a tutte le condizioni imposte e la circostanza che 
il passaggio per il punto base A12 sia conseguenza del passaggio 
per Alt A2, ..., Alt è in accordo con un’osservazione precedente, 
secondo la quale il sistema rappresentativo | C.t | di una F4 razio­
nale a sezioni di genere tre è sovrabbondante, una delle condizioni 
imposte alle C4 dal passaggio .per i punti base del sistema essendo 
conseguenza delle altre.

Il legame fra i punti A,, A2, ..., A12 può essere espresso affer­
mando che i punti Au A.,, ..., Aì2 sono punti comuni alla Cs e 
ad una Ci irriducibile (o almeno non spezzata in una retta e 
nella Ca). Per un gruppo di 12 punti comuni ad una C3 e ad una 
siffatta C4 passano infatti certamente oo3 quartiche : basta al- 
l’uopo combinare linearmente la C4 con la rete delle C4 spez­
zate nella C3 ed in una retta.

Riepilogando possiamo dire:
Presi solerà una cubica C3 12 punti A1} A2, ..., A12, che siano 

i 12 punti d’intersezione della C3 con una quantica irriducibile 
C4, esiste un sistema lineare completo \ Ct | oo8 di

C^A-iA?... A12)

irriducibili che contiene in sè oo2 C4 spezzate nella C3 ed in una 
residua retta; il sistema \ C4 | è rappresentativo di una super­
ficie F4 con punto triplo 0, il cui intorno ha per immagine la 
cubica C3.

Inversamente è facile dimostrare che ogni superfi.de del 
quart’ordine F4 con punto triplo 0 è razionale e può essere rap­
presentata dalle 003 C4 passanti semplicemente per 12 punti base 
giacenti su di una cubica C3, che rappresenta l’intorno di 0.

Basta a questo scopo proiettare la F4 dal punto triplo 0 sopra 
un piano. Le immagini delle oo8 sezioni piane di F4 sono costi­
tuite da oo3 quartiche passanti semplicemente per 12 punti base 
semplici giacenti sulla cubica, sezione del piano di proiezione 
con il cono osculatore ad F4 in 0 ; i 12 punti base risultano dalle 
intersezioni col piano di proiezione delle 12 rette di F4, giacenti

superfi.de
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sul cono osculatore in 0. L’esistenza di queste dodici rette si 
dimostra immediatamente scrivendo l’equazione del monoide nel­
la forma:

ut.+ »4 — 0,

dove w3 ed sono dei polinomi omogenei di terzo e quarto grado 
rispettivamente nelle coordinate cartesiane x, y, ?.. Il cono oscu­
latore d’equazione ws — 0 interseca il cono d’equazione u4 = 0 in 
12 generatrici, che appartengono ad F.t.

Nota. - Per lo studio dei numerosissimi casi particolari cui 
dà luogo la F4 con punto triplo, rimandiamo il lettore alla diffusa 
memoria di K. Rohn : Uber die Flächen vierter Ordnung mit drei­
fachem Punkte ; « Math. Ann. » Bd. XXIV, 1884.

43. La superficie del quart’ordine con tacnodo.

Supponiamo che | Cn \ sia un sistema lineare semplice, oo3, 
di curve irriducibili di genere tre e grado quattro, il cui aggiunto 
sia privo di parti fisse. Il sistema | Cn | sarà rappresentativo di 
una superficie del quart’ordine F 4 a sezioni di genere tre; e ab­
biamo veduto che per questo | Cn | esiste certamente una cubica 
fondamentale C3, staccata la quale rimane la rete delle aggiunte 
a \Cn\. Abbiamo esaminato il caso nel quale le aggiunte siano 
di genere zero. Passiamo ora ad esaminare il caso, nel quale le 
aggiunte sono di genere uno. In questa ipotesi la curva C3 rappre­
senta l’intorno di un punto 0 della F4 tale che le sezioni piane 
per esso sono di genere uno. Il punto 0 è dunque un tacnodo, 
cioè un punto doppio al quale è infinitamente vicina una retta 
infinitesima doppia: un piano per 0 sega la Ft secondo una 
quartiea, che ha un punto doppio in 0 ed un punto doppio infi­
nitamente vicino ad esso nel punto d’intersezione del suo piano 
con la curva infinitesima, risultando così di genere uno.

La stella delle sezioni piane per 0 sarà rappresentata da una 
rete non ampliabile di curve di genere uno. Una rete di questo 
tipo si può sempre — cfr. Lib. II, cap. Ili, n. 13 — trasformare 
cremonianamente in una rete di cubiche passanti semplicemente 
per 7 punti base Alt A,, ..., A-, presi ad arbitrio.
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Possiamo dunque supporre a priori che il sistema delle sezioni 
piane per 0 .sia rappresentato da un sistema <x>2 di

F3(A XA 3A3A4A 6A 3A7).
Il sistema delle

C3(AtAs...A7)

è il sistema aggiunto di un sistema | 0,, | di C„ (A M^43zl4 A3AcA7), 
di genere tre.

Se ora il | Ca | rappresenta una F4 a sezioni piane di genere 
tre che possiede il tacnodo 0, il | CB \ deve essere 00’, di genere 
tre e grado quattro, e contenere una cubica fondamentale di ge­
nere uno, staccata la quale si ottiene come sistema residuo la 
rete delle

C3(A1....A7).

Si realizzeranno tutte queste condizioni prendendo sopra una 
cubica C3, che passi per An A,, A7, altri quattro punti base
semplici As, Ao, A10, An e costruendo il sistema lineare | C0 | delle

C#(AÎAÏ...A?A«4,A1OAU)-

'Se però i punti As, Ag, A10, A14 sono scelti ad arbitrio sulla 
C3, il I C„ I non è oc3 ma oc!. riducendosi anzi alle 002 curve 
spezzate nella C3 e nella rete delle C3(A1A2...A7). I punti As, Ao, 
A70, Ajj non possono dunque essere presi ad arbitrio ; ma dopo 
aver scelto A8, Ag, A10, la ricerca di Au costituisce un problema 
determinato : infatti le oc3 C6(AiA2A3AÌA;AoA;A8A9A1o) segano 
la C3 in un punto, che (non potendo variare poiché la C3 è di 
genere uno) deve essere un punto fisso A;i. Il sistema | Ce | delle

C6(AiA2AsA4A5AfJA7AsA9A1oA11)

soddisfa allora a tutte le condizioni volute. La condizione espri­
mente il passaggio per Alx è una conseguenza delle condizioni 
esprimenti il passaggio per gli altri punti base, presi con le loro 
molteplicità: ciò è in accordo coll’osservazione fatta preceden­
temente, circa la sovrabbondanza dei sistemi, che »stiamo costruen­
do. Il legame fra i punti A,, A,, ..., A1X si può esprimere affer­
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mando che deve esistere una CB irriducibile passante doppiament e 
per A1; ..., A- e semplicemente per Aa, Ao, A10, A13. Per un sif­
fatto gruppo di 11 punti su di una C3 esiste certamente un | CA \ 
del tipo richiesto: basta infatti combinare linearmente la data 
Ce con la rete delle Ca spezzate nella

C3(A1A2...A7As...Ai1) ed in una C3(AlA2... Ar).

Riepilogando possiamo dire :
Presi sopra una cubica C5 11 punti AT, A„. ..., A-, A&, ..., Allt 

in guisa che esista una Ca irriducibile che passi doppiamente 
per Ax, ..., A- e semplicemente per As, A9, A10, Au, esiste un 
sistema lineare completo oo3 di

C^AÌA2...At7A3A9AiM

irriducibili, che contiene in sèoo2 Ca spezzate nella C3 ed in una 
residua, cubica per Alt A,. ..., A- ; il sistema \ Ce \ rappresenta 
una superficie del quart’ordine Ft con un tacnodo 0, il cui in­
torno ha per immagine la cubica fondamentale C3.

Inversamente si può dimostrare che la più generale F4 dotata 
di tacnodo si può rappresentare direttamente su di un piano in 
modo che le immagini delle sue sezioni piane siano delle

Co(AÌ...At%...Au) 
«

con A-,, A2, .... A31 giacenti su di una cubica C3.
Si perviene a questo scopo trasformando — con L. Cremona — 

la F4 con tacnodo in una superfìcie cubica, mediante una trasfor­
mazione quadratica T dello spazio, nella quale al sistema omaloi- 
dico delle quadriche che contengono una conica della F4 passante 
per 0 e toccano in 0 il piano tacnodale della F4, si fa corrispon­
dere il sistema dei piani.

Incominciamo col far vedere rapidamente ehe sulla più gene­
rale F4 con tacnodo esistono 56 coniche passanti per il tacnodo, 
distribuite a coppie in 28 piani.

Si proietti perciò la Ft dal suo tacnodo 0 su di un piano 
doppio. La curva di diramazione del piano doppio sarà una 
quartica: infatti le sezioni piane per 0 segano la Ft in quartiehe 
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di genere uno, alle quali si possono condurre da 0 quattro tan­
genti, generatrici del cono circoscritto alla F4 da 0 ; il cono cir­
coscritto alla F4 da 0 è quindi del quart’ordine e conseguente­
mente la curva di diramazione del piano doppio è una quan­
tica <74.

Ad una bitangente r di C4 corrisponde sulla F ,t una curva K, 
sulla quale le coppie di punti allineati con 0 determinano una 
(Jl2, priva di punti doppi : questi infatti dovrebbero provenire 
dalle intersezioni semplici della bitangente r con la C4 di dira­
mazione.

Poiché su di una curva irriducibile una g\ possiede sempre 
almeno 2 punti doppi, ne segue che la K si spezza in due curve 
e K2, che sono certamente due coniche. Se infatti fosse una 
retta, non passante per O, e K., una cubica, la dovrebbe avere 
due punti doppi infinitamente vicini in 0 e spezzarsi quindi in 
una retta t per 0 ed in una conica tangente alla t in 0 : si cade 
così in un caso particolare del caso generale, nel quale e K.; 
sono due coniche irriducibili.

Poiché la C4 possiede 2tz bitangenti, concludiamo che la più 
generale F4 con tacnodo è segata da 28 piani in coppie di coni­
che, che si toccano nel tacnodo.

Sia ora K2 una conica di F4, che passi per 0. Le quadriche, 
che passano per K2 e toccano in 0 il piano tacnodale ir della F4 
formano un sistema omaloidico, caso particolare del sistema orna- 
loidico delle quadriche passanti per una conica e per un punto 
generico e danno perciò luogo ad una trasformazione birazionale 
T dello spazio 83, in cui giace F4, in un altro spazio f>'3. Ai piani 
ed alle rette di S'3 corrispondono rispettivamente in S3 le qua­
driche anzidetto e le coniche, che sono toccate in 0 dal piano 
tacnodale k della F4 e segano la K„ in un secondo punto. Ai piani 
ed alle rette di S3 corrispondono invece ordinatamente (cfr. n. 7) : 
le quadriche, che passano per una conica K\ ed hanno un piano 
tangente r.’ fisso in un punto O', e le coniche, che sono toccate 
in O’ dal piano ed intersecano la K'„ in un altro punto. Al 
piano di K2 corrisponde l’intorno di 0' ed all’intorno di 0 il 
piano di K'2. Ai piani per 0 rispondono i piani per O'. Infine i 
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punti della conica K2 si trasformano nelle rette di r.' per 0' e le 
rette di r. per 0 nei punti della conica K'2.

Ciò premesso, trasformiamo la F4 mediante la T. Poiché la 
tangenza in 0 al piano tacnodale ir di Ft equivale per una curva 
a quattro intersezioni con la Ft, una conica che tocchi ï in 0 e 
seghi ulteriormente in un punto la K2 ha tre intersezioni con la 
F4, che non cadono in elementi fondamentali per la T. Ne segue 
che la F4 di S3 si trasforma per la T in una F'3 di 8'3. La F'a non 
contiene la conica K'2 ma ha in 0' come piano tangente il piano z' : 
infatti le coniche tangenti a it' in ()' ed intersecanti ulteriormente 
la K'a in un punto, essendo le immagini delle rette di S3, devono 
incontrare la F'3) fuori di elementi fondamentali per la T, in 
quattro punti e eiò è possibile solamente se rr' è tangente in 0' 
alla F\.

Viceversa se, in 8'3, F'a e K'„ sono una superfìcie cubica gene­
rale ed una conica toccate in un punto comune 0' da uno stesso 
piano t/ e si trasforma punto per punto lo spazio S'3 nello 
spazio 8a in modo che ai piani di S3 corrispondano le quadriehe 
passanti per K'2 e toccanti in 0' il piano iz, si ottiene in 83 una 
F.„ che ha il punto 0 come tacnodo. Infatti la superficie trasfor­
mata di F's è una Ft, perchè una conica toccata in 0' da ed 
incontrata in un altro punto da K'2 ha con F's altri quattro punti 
comuni ; la F4 ha il punto 0 come doppio perchè ogni retta per 0' 
incontra la F'3, fuori di 0' in due punti ; infine poiché un piano 
condotto arbitrariamente pei*  0' sega la F's in una cubica di 
genere uno, ogni piano per 0 sega la F4 in una quantica che ha 
in 0 due punti doppi infinitamente vicini, risultando così di 
genere uno.

Riepilogando possiamo dire : La più generale superficie del 
quart’ordine Ft dotata di tacnodo si può trasformare birazional- 
mente in una superficie cubica generale F’3, in modo che le se­
zioni piane della Fi si mutino nelle sezioni della F'3 con le qua- 
driche, che toccano in un punto 0' la F'a, passando per una 
conica K'.,, tangente ad F'3 in O'.

Siamo ora in grado di rappresentare direttamente la F,t con 
tacnodo su di un piano. Supponiamo infatti di aver rappreseli- 
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tata la F3 su di un piano « mediante le cubiche passanti per 
sei punti Alt Aa, .... Aa. Anche la Ft con tacnodo, essendo rife­
ribile punto per punto alla F'3, è rappresentabile sul piano a 
e le immagini delle sue sezioni piane sono le immagini delle curve 
che sono segate sulla F3 dalle quadriche, che toccano la F'3 in 
O', passando per la conica K'2 che tocca la F3' in O'. Le anzidetto 
quadriche segano la F'a in sestiche gobbe, che hanno un punto 
doppio in O', e passano per i quattro punti L, M, N, P comuni 
alla K'a ed alla F's, fuori di O'. Sia A7 l’immagine di O' ed Aa, 
Ao, A10, Alz le immagini di L, M, N, P. Le immagini delle sezioni 
piane della F4 su « sono allora le sestiche che paesano doppia­
mente per Alt A2, ..., A- e semplicemente per As, Aa, A10, 41V 
Gli undici punti A1} A,, ..., A-„ A8, ..., A41 giacciono su di una 
cubica. C3, immagine della cubica sezione di F3 con il piano della 
conica K'z.

Abbiamo così costruito direttamente qnel sistema lineare, che 
dianzi abbiamo veduto rappresentare una Fi con tacnodo.

Osservazione. - Abbiamo dimostrato che la più generale F, 
con tacnodo è birazionalmente equivalente alla superficie cubica 
generale. La Ft può particolarizzarsi rimanendo ancora razio­
nale. Se però la F4 acquista un secondo tacnodo, essa diventa 
birazionalmente equivalente ad un cono cubico ellittico e non 
è più razionale.

Anzitutto sopra una Ft con due tacnodi 0 ed Ox esistono infi­
nite coniche, giacché un piano, she passa per la retta 0 Ox deve 
segare la F4 in una quartiea con quattro punti doppi a due a 
due infinitamente vicini: e questa quartina sì spezza in una cop­
pia di coniche bitangenti. Prendendo una qualunque delle infi­
nite coniche per 0 come fondamentale per la trasformazione T 
dianzi usata, la Fi si trasforma in una F'3 che è rigata, giacché 
le (infinite) coniche di Ft passanti per 0 si trasformano in rette. 
Ma la F'3 non può essere una rigata razionale : infatti alle sezioni 
piane di Ft per 0, che sono di genere uno, debbono corrispon­
dere sezioni piane di F's, per un certo punto O'. La F's è quindi 
un cono ellittico, e non razionale.
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Viceversa è facile dimostrare che trasformando un cono cu­
bico ellittico, mediante il sistema omaloidieo delle quadriche che 
toccano il cono in un punto 0' e passano per una conica K'., tan­
gente al cono in O', si ottiene una Ft con due tacnodi. Conclu­
dendo:

La superficie Ft con due tacnodi non è razionale.

Nota storica. - La superficie del quart’ordine con tacnodo fu 
fatta conoscere per la prima volta in un caso particolare da 
L. Cremona (« Nachrichten » di Gottinga, 1871). Nello stesso 
anno M. Noether, pure in una nota delle « Nachnichten » di 
Gottinga, metteva in evidenza il caso generale, stabilendo anche 
la razionalità della superficie.

Uno studio diffuso ed esauriente della F., con tacnodo si ha 
poi nella memoria (x) (S'opra una certa superficie di quart’ordine 
di L. Cremona (1881). Il Cremona stabilisce la razionalità della 
Fj, trasformandola birazionalmente in una superficie cubica, come 
è stato da noi esposto, e si trattiene anche ad illustrare, con l’aiuto 
della rappresentazione piana, le relazioni intercedenti tra la con­
figurazione delle 27 rette della superficie cubica e la configurazione 
delle 56 coniche della Ft.

Notiamo infine la seguente generazione della Fi con tacnodo 
data dal Cremona : una superficie del quarto ordine con un tacno­
do 0 può essere generata mediante due fasci proiettivi di qua­
driehe, tutte toccantisi fra loro nel punto 0.

44. Superficie razionali del quart’ordine 
dotate di un punto doppio con un fascio di sezioni razionali.

Sia I Cn I un sistema lineare irriducibile oos, di genere tre 
e grado quattro, rappresentativo di una Fi razionale a sezioni 
di .genere tre. Se — come supponiamo — dal sistema aggiunto

(’) Cfr. Collectanea Mathematica in mcmoriam Dominici Chelini, Milano, 
Hocpii, 1881.

1 3
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a \Cn\ non si staccano parti fisse, esiste una cubica C3, fonda­
mentale per CH I, staccata la quale si ottiene come residuo il 
sistema lineare delle aggiunte,' che risulta certo di genere minore 
di tre. Dopo aver studiato il caso nel quale il sistema lineare delle 
aggiunte è di genere zero o uno, passiamo a studiare il caso, nel 
quale questo sistema lineare è di genere due. In tale ipotesi la 
cubica C3 fondamentale è immagine dell ’intorno di un punto dop­
pio 0 che è bensì singolare, ma non tacnodale, giacché le sezioni 
piane per esso sono di genere due.

Due sezioni piane per 0 si incontrano altrove in due punti. 
Staccata perciò la curva C3 da \C„\, rimane un sistema lineare 
I L |, oo2, di curve di genere due, secantisi a due a due in due 
punti; la serie caratteristica segata su dii una curva generica 
di I L I dalle curve di | L \ è quindi la canonica. Possiamo dire 
perciò, in base all’osservazione del n. 41 applicata per p — 2, che 
nel sistema | L | esiste una cubica fondamentale, staccata la quale 
rimane il fascio delle aggiunte alle curve di | L | ; ed il detto 
fascio è costituito da curve razionali ovvero da curve ellittiche. 
Ne segue.- per una superficie razionale del, quart’ordine con pun­
to doppio 0 non tacnodale, esiste necessariamente un fascio di 
curve piane per 0, costituito da curve razionali o da curve el­
littiche.

Dimostriamo ora che i due tipi di F4 razionali con punto dop­
pio non tacnodale così specializzato esistono effettivamente, co­
struendone i sistemi rappresentativi.

Proponiamoci da prima di costruire il sistema rappresentativo 
di una F4 razionale con punto doppio O non tacnodale, per il 
quale passa un fascio di curve piane razionali.

Il fascio delle curve piane razionali per 0 si può sempre rite­
nere rappresentato da un fascio di rette per un punto A : infatti 
— come sarà dimostrato più avanti (cfr. Lib. II, cap. II, n. 9) — 
ogni fascio di curve razionali si può trasformare cremoniana- 
mente in un fascio di rette.

Un fascio di rette proviene per aggiunzione da un sistema di 
quartiehe | Ci [ di genere 2, le cui curve abbiano il punto A 
come doppio ed eventualmente altri punti Bt, B2, ... come semplici.
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Per i nostri scopi è necessario che il | C., | sia°o2, di grado 2, 
e possieda una cubica fondamentale C3, staccata la quale si ot­
tenga come residuo il fascio delle rette per A.

Si possono realizzare queste condizioni prendendo convenien­
temente sopra una cubica Cs, passante per A, dieci punti base 
semplici .Bj, B„, _B10. Le quantiche passanti doppiamente per A
e semplicemente per 10 punti B2, B10 sono infatti di genere
due e si segano a due a due in due punti variabili. Se inoltre esi­
ste una cubica che contenga i punti A, By, B2, ..., B10t essa è fonda­
mentale, perchè ha 12 intersezioni fisse con le curve di | |.
Se però i punti A, Bu B„, ..., B10 sono scelti ad arbitrio sulla 

le C4(A-B,...B10) sono oo1 e non oo2, ridueendosi anzi alle co1 
curve spezzate nella C3 ed in una retta per A. I punti A, Blf 
B„, ..., B10 non possono dunque essere scelti arbitrariamente; se 
tuttavia si scelgono ad arbitrio A, B 1; B2, ..., Ba, il punto B10 
risulta determinato di conseguenza: infatti le C.l(A2B1B.,...Bg) 
sono oo- e segano la C3 in un punto che (non potendo variare 
poiché la Ca è di genere uno) risulta fisso. Se si prende questo 
punto come B10, il sistema / 6', | delle C.i(A~B1B2...BUl) soddisfa 
a tutte le condizioni imposte. Il sistema | C4 | è sovrabbondante 
com’era del resto prevedibile, dato che la serie caratteristica se­
gata su una C4 dalle altre curve di | C4 | è la serie canonica, cioè 
una serie speciale.

A sua volta il sistema | C'4 | proviene per aggiunzione da un 
sistema di C- passanti triplamente per A e doppiamente per B1} 
B... ..., Ba. Poiché le curve di | C.t \ passano semplicemente per B10, 
si potrebbe pensare che anche il punto B10 dovesse essere doppio 
per il I C- I ; ma essendo per le curve di | C4 \ il passaggio per 
B10 una conseguenza del passaggio per gli altri punti base presi 
con le loro molteplicità, per poter considerare il | C4 \ come siste­
ma aggiunto di un | C7 j si può ritenere come virtualmente ine­
sistente il punto 'base B10.

Il sistema | C7 | deve essere co’, di genere tre e grado quattro, 
e possedere una cubica fondamentale C3, staccata la quale si ot­
tenga come sistema residuo il | C4 |. La cubica fondamentale non 
può essere altro che la Cs(AB1B2...j?9), la quale ha 21 interne- 
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zioiii fìsse con le C7(AaBl... Bg). Le C7{A*B 7B2... Bg) risultano poi 
effettivamente di genere tre e grado quattro, se sono irriduci­
bili. Perchè tuttavia esistano delle C7(A3B2...B2) irriducibili, i 
punti A, Bi, B2, —, Bb non possono essere presi ad arbitrio so­
pra la Cs; in questa ipotesi infatti si hanno solamente oo2 
C7(A3B2B2... B2) spezzate nella C3 ed in una curva generica 
di I Ci I. Per ottenere un sistema lineare co3 è necessario, dopo 
aver preso A, Bi, B2,..., B8 arbitrariamente sulla C3, determi­
nare convenientemente Bg. Ciò si può fare come segue. Le 
C_(A3B2B~... B2) Sono co8 e segano sopra la C3 una g}, la quale 
possiede quattro punti doppi. Dimostriamo che si può prendere 
come Bg uno qualunque di questi quattro punti doppi. Infatti 
le C7(AsB3B22 — B2) che passano per Bg così scelto sono oo4 e risul­
tano tangenti alla C3inBa. Se si impone alle C7(A3B2B2 ...B2B9 ) 
di passare ulteriormente per un punto infinitamente vicino a B9, 
fuori della cubica C3, si ottiene un sistema lineare co3 di curve 
irriducibili C7(A3B2B2...B2), il quale passa doppiamente per il 
punto Bg.

Riepilogando i risultati ottenuti, possiamo dire:
Dati ad arbitrio sul piano 9 punti Aj B„ B,, B8, esiste un

sistema lineare {sovrabbondante) oo3 di curve irriducibili C7 pas­
santi triplamente per A e doppiamente per i punti Bx, B2, ..., 
B8, Ba, il punto Bg essendo um punto determinato (in quattro ma­
niere diverse) della cubica C3 che passa per i punti A, Bx, B2, ..., 
Bs ; la cubica C3 è fondamentale per il | C7 \ e, staccata da questo 
sistema, dà come residuo un sistema lineare sovrabbondante oo2 
di quantiche C4 passanti doppiamente per A e semplicemente per 
Bn B2, ..., Ba, B10, il punto B10 essendo un punto univocamente 
determinato della Cs; la Cs è fondamentale anche per il | C4 \>e, 
staccata da esso, dà come residuo il fascio delle rette passanti 
per A. Il sistema \ C4 | è l’aggiunto del \C7\. Il fascio delle rette 
per A è l’aggiunto del | C41 ed il secondo aggiunto del j C7\.

Il sistema lineare \ C71 rappresenta una superficie razionale 
del quart’ordine F4, a sezioni piane di genere tre, dotata di un 
punto doppio 0 non tacnódale, per il quale esiste un fascio di
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La superficie razionale F4, rappresentata dal sistema \ C7 \ si 
suol designare come la superficie Ft2> di Noether (v).

Partendo dalla rappresentazione piana della F^ dotata di 
punto doppio 0 non taenodale, per il quale passa un fascio di 
sezioni piane razionali, si può precisare la natura della singola­
rità di questa superficie.

È chiaro anzitutto che la cubica C3, fondamentale per il siste­
ma rappresentativo | C- |, rappresenta l’intorno del punto dop­
pio 0 : ciò si desume dal fatto che lo staecamento della C3 dà luogo 
ad un sistema residuo di genere e grado due, rappresentato dalle 
C.t(A2B1...BllB70). Precisiamo la natura della corrispondenza esi­
stente fra i punti della cubica C3 ed i punti dell’intorno del punto 
doppio 0. Preso un punto generico di C3, per esso passano oo1 
C.l(A2B1B2...B10) spezzate nella Cs ed in una retta generica per A. 
Ne segue che ad un punto generico della C3 corrisponde sempre 
Io stesso punto O7 dell’intorno di 0: in altre parole le curve 
passanti per un punto della C3 sono immagini di curve passanti 
per un punto determinato dell ’intorno di O2. Ai punti dell’in­
torno di 0 diversi da O1 corrispondono invece biunivocamente 
i punti dell’intorno del punto B10: infatti per un punto infini­
tamente vicino a B10 e non giacente sulla (7, passano oo1 
C,I(A2B1B2...B1()) irriducibili, immagini delle sezioni di Fi con 
i piani passanti per 0 e per un punto infinitamente vicino ad 0, 
diverso da Ov Queste oo1 C.l(A2B1B2...B10) passano per il punto 
B10 con un solo ramo : anche le sezioni piane di cui sono imma­
gini devono quindi passare per 0 con un solo ramo e perciò il

(’) Si può provare con una semplice analisi diretta che il sistema | C71 
ora costruito è, almeno in generale, semplice. Ma ciò segue anche dal fatto 
che — come si vedrà tra poco — una superficie del tipo della F^2i (irridu­
cibile e non ridotta ad una quadrica doppia) può essere ottenuta trasfor­
mando una F dotata di una retta doppia eon una opportuna trasformazione 
direzionale dello spazio.
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punto 0, che è un punto doppio, deve essere una cuspide. Ne 
viene :

Il punto 0 è un punto doppio uniplanare della superficie Ffi>. 
. Tra le sezioni piane per il punto 0, che sono in generale di 

genere due/ne esiste un fascio di genere zero: esse si ottengono 
segando la F'fi*  con i piani passanti per la retta 00, e sono rap­
presentate dalle curve spezzate nella cubica Cs contata due volte 
ed in una retta per A. Indicheremo con C\ una sezione piana 
giacente in un piano per la retta 00,. Poiché le rette per A 
segano la C3 in due punti (diversi in generale dal punto B10), il 
punto 0, è doppio per le C"4, sicché esistono per le 0", due 
rami lineari che passano per Ox toccandosi lungo la retta 00,. 
Ma il genere della C"4 deve -essere zero : ne segue che i due pre­
detti rami devono non solamente toccarsi ma oscularsi in modo 
che le C'.t abbiano tre punti doppi 0, 0„ 02 suceedentisi sopra 
un ramo lineare per 0.

Il fatto che i due rami lineari di una C4 per 0 si osculino 
risulta dalla rappresentazione piana nel modo che segue. Consi­
deriamo il sistema lineare delle curve segate sulla Ffi*  dalle qua- 
driehe dello spazio; esso è rappresentato dal sistema delle 

... B^Bfi). Imponendo alle curve di questo sistema di 
passare per B13, immagine dell’intorno di 0, si stacca la cubica 
fondamentale e si ottengono delle C ... B*),  che rappre­
sentano le curve segate sulla Fi dalle quadriche passanti per il 
punto doppio 0. Estraendo ancora una volta la cubica fonda­
mentale, immagine dell’intorno di si ottengono infine le oc7 
Cs{OiB~B^... Bfi ), che rappresentano le curve segate sulla Fi dalle 
co’ quadriche, che passano per 0, avendo in 0 un piano tangente 
contenente la retta 0 0,. Tra le Cs(AiB^B^... Bfi) sono contenute 
le curve spezzate in una CfiAsB[Bl... Bfi) eci jn una retta per A; 
e poiché la C3 è fondamentale per le C (A3B,... B%) la g^ segata 
sulla C3 dalle C(A*B*...  Bfi) coincide con la g\ segata sulla C3 
dalle rette per A.

Ciò posto, consideriamo un punto generico A1 della C3 : le 
C (A*B 2B*...  Bfi) passanti per A, -corrispondono alle intersezioni 
della F fi> con le quadriche passanti per 00, ed un ben determinato 



SULLE SUPERFICIE RAZIONALI DEL QUART ORDINE 199

punto 02 dell’intorno di Ot. Per l’osservazione precedente, le 
CJA'JFIF... B2) passanti per A, passano di conseguenza per 
il punto A2, ulteriore intersezione della C;, con la retta AAX. 
I due punti A, ed A„ corrispondono dunque al medesimo punto 
02 dell’intorno di Ol; e la curva sezione della F\21 con il piano 
00,02, che ha come immagine la retta AA1A2, ha per conseguenza 
il punto 0« come doppio, cioè i due rami lineari che passano 
per 0 avendo ivi la stessa tangente 00, hanno ivi anche lo stesso 
cerchio osculatore, passando entrambi per il punto 0... Ciò spiega 
come le sezioni piane ottenute coi piani passanti per la retta 
00, siano di genere zero.

Dalla discussione precedente emerge che mentre ad ogni pun­
to A, della C:i corrisponde un punto 02 dell’intorno di 01; ad 
ogni punto 0dell’intorno di 0, corrispondono due punti della 
6',, allineati con A. L’intorno del punto 0, è dunque costituito 
da ima curva doppia infinitesima, i cui punti sono in corrispon­
denza biunivoca con le coppie della g\ segata sulla C3 dalle rette 
per A.

Possiamo dunque dire ricapitolando :
La singolarità della F& è costituita da un punto doppio 

uniplanare 0 al quale è infinitamente vicino un tacnodo Ox.

Supponiamo ora che F.t sia una superficie del quart’ordine, 
sulla quale esista un unico punto doppio (e non triplo) 0, per il 
quale passi un fascio di sezioni piane razionali. Dimostreremo 
che la Fi è necessariamente razionale e rappresentabile sul 
piano da un sistema di C.(A3B2... B2), (con A, B3,...,Bb su 
di una C3), coincidendo così con la Fjd di Noether.

Mostriamo anzitutto che la singolarità della F.t in 0 consta 
di un punto doppio uniplanare, cui è infinitamente vieino in posi­
zione generica un tacnodo. Sia infatti r l’asse del fascio di sezioni 
piane per 0, che risultano razionali. Se le nominate sezioni piane 
si spezzassero nella retta r ed in una parte residua, questa do­
vrebbe essere razionale ed avere un punto doppio in 0. Ma ciò 
non è possibile, perchè il punto 0 risulterebbe triplo. Le sezioni 
piane per la retta r sono dunque ir riducibili e sono quindi delle 
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quartiehe eon 0 triplo, ovvero delle quartiehe con tre punti doppi 
successivi su un ramo lineare uscente da 0 con la tangente r. 
Ma la prima ipotesi si esclude, perchè 0 sarebbe ancora triplo : 
rimane dunque la seconda, per la quale, infinitamente vicino ad 
0 vi è precisamente un tacnodo 0,. Quanto al punto 0 stesso, 
esso è uniplanare : invero un punto 0, cui sia infinitamente vicino 
un tacnodo O„ è nec.essariamente uniplanare.

Ciò premesso, si tratta di far vedere che la F4 coincide con 
la F^ di Noether. Arriveremo a questo, mostrando — con D. Mon­
tesano — che la nostra F, si può trasformare, con una trasfor­
mazione birazionale dello spazio, in una F'4 dotata di retta dop­
pia; e poiché della F'4 è nota la rappresentazione piana, riusci­
remo a rappresentare sul piano anche la data F4. Ritroveremo 
così il sistema | C71 rappresentativo della F<2) : la F4 coincide 
pertanto con la F'(̂ .

Ritorniamo alla Ft, sulla quale sappiamo ormai che esiste un 
punto doppio 0, cui è infinitamente vicino un tacnodo O,. Consi­
deriamo il fascio di piani, che ha per asse la retta 00,. Fra questi 
piani del fascio ve n’è un numero finito che sono tangenti alla 
superficie fuori di 0. Le sezioni della F 4 con questi piani, essendo 
delle quartiehe dotate di quattro punti doppi, sono spezzate in 
due coniche, che si osculano in 0, avendo ivi la stessa tangente 
00, e lo stesso cerchio osculatore, e si tagliano fuori di 0 nel 
punto di tangenza del piano. Vediamo così che sulla F, esiste 
un numero finito di coniche, passanti per 0 con la tangente 
oo, e).

Sia K2 una delle coniche così costruite e « il piano osculatore 
alla F, nel punto uniplanare 0. Trasformiamo la F4 con la tra-

P) Queste coniche sono 18 e risultano distribuite a coppie in 9 piani 
per OOr Per vederlo si può proiettare la F da 0 su di un piano doppio 
il quale viene a possedere una sestica di diramazione con il punto P, comune 
a a ed alla 00 , come quadruplo. Le sezioni piane della F per la retta 00 
sono rappresentate dalle rette uscenti da P. Fra queste ve ne sono 10, che 
risultano tangenti alla curva di diramazione; e precisamente per 9 di esse

1
l
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sformazione quadratica T, la quale trasforma nei piani di uno 
spazio jS" le quadriche passanti per K2 e toccanti il piano a in 0. 
La superficie trasformata della F, è ancora del quart ’ordine : 
F4 . Invero le rette di Ä' provengono dalle coniche, che si appog­
giano alla K2 e toccano il piano a in 0 ; e queste coniche hanno 
quattro intersezioni fuori di elementi fondamentali con la F4. Pro­
viamo che la F/ possiede una retta doppia. Consideriamo a questo 
scopo i piani per la retta, determinata dal punto 0 e dal suo infi­
nitamente vicino OL sulla K2. Nello spazio S' si ha una retta 
analoga: O’O\, tangente in 0' alla conica K'2 (analoga alla /C2); 
ed i piani per 001 si mutano nei piani per O'O\. Ora l’intorno 
del punto si muta nell’intorno della retta O'O\. Ma in ogni 
piano per 00' vi è una quartina che ha tre punti doppi succes­
sivi 0, Oj, 0,, il punto O2 cadendo nell’intorno di Ov I punti 
della retta 0'0'i risultano così doppi per la F'4. La F'4 è dunque 
una superficie del quart’ordine dotata di retta doppia. Più pre­
cisamente: il punto O' è un punto biplanare della retta doppia 
0'0'1 della F'4 ; ed i piani osculatori alla F't in 0' sono il piano 
della conica K'2, la quale appartiene alla F'4 e risulta tangente 
in 0' alla 0'0'1( ed il piano a', analogo al piano «, cioè trasfor­
mato della conica K„.

Da quanto precede risulta : le sezioni piane della superficie Ft 
si possono trasformare nelle curve segate su di una superficie del 
quart'ordine F'.lt dotata di retta doppia, dalle quadriche

a) passanti per una conica K'2 di F'4 tangente alla retta 
doppia in un punto 0', e

d) toccanti in 0' il piano osculatore alla F'4 diverso dal 
piano contenente la K\.

Rammentiamo ora (cfr. Lib. I, cap. VII, n. 37) la rappresen­
tazione piana della superficie del quart’ordine F'4, dotata di retta

il punto di contatto cade fuori di P, mentre per la decima esso cade infini­
tamente vicino a P. Alle 9 tangenti del primo tipo corrisponde una sezione 
piana della F spezzata in due coniche (e si ottengono così le 18 coniche 
nominate) ; la decima è la traccia sul .piano n del piano osculatore alla Ff 
nel suo punto uniplanare 0. *
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doppia. Per immagini delle sezioni piane si possono assumere 
Ci(O2AlA2...Afs) : la retta doppia è rappresentata dalla C3{OA4...AS), 
sulla quale le nominate C4 segano una pj. Da 0 partono quattro 
tangenti alla C3(041...As): esse sono immagini di coniche della 
superficie, tangenti alla retta doppia. Le immagini delle sezioni 
della F\ con le quadriche dello spazio sono date da curve 
C&{OiA2A2...A2'). Se imponiamo alle quadriche dello spazio di 
contenere una conica della superficie tangente alla retta doppia 
in un punto O', bisogna dalle Cs(0iAi1A2... A2 ) togliere una retta 
per 0, tangente alla C3(OAiA2...A8) in un punto P. Arriviamo così 
a delle C^O^A^A2... A2). Se inoltre le quadriche toccano in 0' 
l’altra falda della F't, bisogna che le C7(O3A2A2... A2) abbiano un 
punto doppio nel punto P’, coniugato di P nella (j2 segata 
sulla C3(OA1...A8) dalle Cì(O2A4... At). (La coppia PP’ è imma­
gine del punto O’). Ma così siamo pervenuti a rappresentare la 
primitiva F4 sul piano, in modo che le immagini delle sue se­
zioni piane siano delle C7(03A2A2... A2P'2), ove 0, A1; ..., As, P' 
stanno su di una cubica. Il sistema delle C7 così ottenute è 
rappresentativo della F& di Noether : concludiamo che la Ft 
non è altro che la F^ di Noether.

45. Superficie razionali del quart’ordine 
dotate di un punto doppio con un fascio di sezioni ellittiche.

Passiamo ora alla costruzione di un sistema lineare | C„ 
rappresentativo di una superficie razionale Ft a sezioni di ge­
nere tre, dotata di un punto doppio non tacnodale 0, per il quale 
passa un fascio di curve piane di genere uno.

Dimostriamo più avanti (cfr. Lib. II, cap. Ili, n. 14) che ogni 
fascio di curve ellittiche si può ridurre con trasformazioni cre- 
moniane ad un fascio di cubiche per 9 punti base semplici, ovvero 
ad un fascio d’Halphen costituito da curve d’ordine R(r>l), pas­
santi i volte per 9 punti giacenti su di una cubica C3. Vedremo 
anche (cfr. Lib. II, cap. IV, n. 17) che un fascio d’Halphen non 
proviene mai come aggiunto puro da un sistema lineare di curve 
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di genere due, d’ordine uguale a 3i -j- 3, elle sia l’aggiunto di un 
sistema lineare oo3 di genere tre, d’ordine 3i + 6, e ohe un 
fascio di cubiche proviene per aggiunzione solamente da un si­
stema di sestiehe di genere due, passanti doppiamente per otto 
punti base del fascio. Potremo pertanto ammettere a priori che 
il fascio delle curve ellittiche piane passanti per il punto doppio 
0 della sia rappresentato da un fascio di cubiche, passanti 
per nove punti base Alt A2, ..., Ag.

Il fascio di cubiche per As> ..., A9 proviene per aggiun­
zione da un sistema lineare | Ce | di sestiehe Ca(A^/l| zP) che 
riescono di genere due. Per i nostri scopi è necessario che il siste­
ma I C„ I sia oo2, di grado due e possieda una cubica fondamen­
tale C3, staccata la quale si ottiene come sistema residuo il fascio 
di cubiche per Alt A2, ..., An. Si realizzano queste condizioni ag­
giungendo agli otto punti base doppi di \ C0 | un punto base 
semplice Bz. La cubica C3 che è individuata dai punti A±, A2, ..., 
As, By riesce allora fondamentale per il | Ca \ : infatti le oo2 
C segano la C3 in un punto fisso B2, che è una
conseguenza degli altri punti base del sistema presi eon le loro 
molteplicità; d’onde segue che le Cc(A2A2... A^B^ hanno 18 in­
tersezioni fisse con la G3(AyA2... AsBy). Le C6(A2dL2... A^BJB^ si 
segano poi a due a due in due punti variabili in modo che il 
sistema (sovrabbondante) |C0| delle G^A^A^... A^B^B^j soddisfa 
a tutte le condizioni necessarie.

Il sistema | Cc | proviene a sua volta per aggiunzione (come 
aggiunto puro) da un sistema | C91 di Co, di genere tre, passanti 
triplamente per Ax, A.,, ..., As e doppiamente per By. La cubica 
C3(A1d,...A851) riesce fondamentale per queste C9 giacché, del­
le 27 intersezioni della C3 con le C9i, 26 sono fisse e quindi K 
anche fìssa l’ultima. In altre parole le CO(AL1|... A3B2) costitui­
scono un sistema lineare oo3 sovrabbondante, tutte le curve del 
quale passano per un punto, B, della G3{AXA,... d.«^). 
Il punto B è diverso dal punto B2 : se ciò infatti non fosse, le 
CG(d2d2... avrebbero tre e non quattro intersezioni con le
C'0(d?d?... AssB~B'). Si verifica immediatamente che il | Cs | è di 
grado quattro. Il sistema lineare | C9 | possiede perciò tutte le 
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proprietà necessarie per rappresentare una superficie del quarto 
ordine a sezioni di genere tre.

Riepilogando i risultati potremo dire:
Presi ad arbitrio sul piano 9 punti Alt A2, As, Aa, B1 esiste 

un sistema lineare (sovrabbondante) oos di curve irriducibili C9 
passanti triplamente per A.u A,, ..., As, doppiamente per B1 e 

semplicemente per un punto B, univocamente determinato, della 
cubica C3, che passa per i punti Au A2, ..., As, B±; la cubica C& 
è fondamentale per il | Ca | e staccata da questo sistema dà come 
residuo un sistema lineare (sovrabbondante) oo2 di sestiere Ce 
passanti doppiamente per Av A2, ..., As e semplicemente per 
B-i e B2, B,, essendo un punto univocamente determinato della 
C3; la C3 è fondamentale anche per il | Ce \ e staccata da esso dà 
come residuo il fascio delle cubiche passanti per A1} A2, As 
e di conseguenza per un nono punto As della C3. Il sistema \ CB | 
è l’aggiunto del | C3 |. Il fascio di cubiche per At, A2, ..., A8, Aa 
è l’aggiunto del | Ca | ed il secondo aggiunto del \ Ca\.

Il sistema lineare | C0 | rappresenta una superficie razionale 
del quart’ordine Fh a sezioni piane di genere tre, dotata di un 
punto doppio 0 non tacnodale, per il quale esiste un fascio dii 
sezioni piane ellittiche (cubiche').

La superficie, rappresentata dal | Cg | così costruito è la F (*)  
di Noether (1).

Partendo dalla rappresentazione piana della F<A di Noether, 
mediante il sistema | Cg ’[ che abbiamo costruito, è possibile preci­
sare la natura della F(3> nel suo punto doppio.

Il sistema lineare delle Cg(A3A3... A3B2B) contiene una rete 
spezzata nella C3(A1... ASB1B) e nelle sestiehe Cß(A21A2... 
d? B, B2 ), prime aggiunte delle nominate C9. Due delle anzi-

0 Si avverta che il sistema lineare | C91 è certo semplice : invero su una 
generica il | C9 / segna una g2 . Il sistema lineare jC9|, prima 

della ricerca di Noether, che citiamo più avanti, era stato notato di C. Jung 
(Ofr. Ricerche sui sistemi lineari di curve algebriche di genere p e sulla. 
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dette Ct> si segano in due punti e quindi la F^ possiede un punto 
doppio 0, il cui intorno è rappresentato dalla C3(Ai ... AsBtB2 
.B). Più precisamente : alle diverse direzioni delle sezioni piane 
condotte per 0, corrispondono le intersezioni (virtualmente) va­
riabili delle CB con la C3 e quindi l’unico punto B2. Si ricava di 
qua che le sezioni piane passano per 0 con un unico ramo: il 
punto 0 è un punto uniplanare.

'Tra le sezioni piane per 0 esiste un fascio passante per una 
certa retta p, che è rappresentato dalle C3(A1A2...A8), seconde 
aggiunte delle Co, alle quali si aggiunge come parte fissa la cubica 
C'3 contata due volte. Le nominate 03(A^...Ag) hanno tre inter­
sezioni variabili con le C0 e rappresentano quindi delle cubiche 
piane di genere uno per 0. Ne segue che la retta p appartiene 
alla. F Nella rappresentazione piana la retta p viene rappre­
sentata dal punto B : infatti le CB spezzate nella C3 contata due ' 
volte ed in una C3(A1...AS) passano due volte per B, mentre una 
generica Co passa una volta sola.

Abbiamo così trovato gli elementi della F*A  che sono rap­
presentati dai punti B2 e B. Quanto al punto Blf esso rappresenta 
una conica K2 della superficie : ed il piano della K2 sega ulterior­
mente la FW secondo la retta p, contata due volte, riuscendo 
così tangente alla superficie lungo tutta questa retta. Ciò risulta 
esaminando quella particolare Cn che è spezzata nella C3 contata 
tre volte. A questa C3 corrisponde una sezione piana che con­
tiene la A2 : infatti una generica C3 passa doppiamente per Bx, 
mentre la Cs contata tre volte vi passa triplamente. La stessa 
sezione piana contiene anche due volte la retta p -, infatti la retta 
p è rappresentata da B e, mentre una Ca generica passa sempli­
cemente per B, la C9 — 3C3 vi passa triplamente.

Le cubiche piane, che sono segate sulla F^ da piani per 0. 
non incontrano ulteriormente la p fuori di 0 : infatti le C3(A1 
... Ag), immagini delle dette cubiche, non passano per B, imma­
gine di p. La retta p è quindi tangente di flesso per le cubiche 
che, insieme ad essa, formano una sezione piana della F&>. 
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flesso delle cubiche piane della FA corrisponde sul piano il 
punto A9, nono punto base del fascio di C3(A1...AS').

Consideriamo il piano a, che sega la secondo la K, e la 
p contata due volte. Poiché la K2 tocca la p in 0, le rette di « 
uscenti da 0 hanno tre delle loro intersezioni con la FA assorbite 
da 0 : il piano a contato due volte rappresenta quindi il cono 
osculatore alla FA nel punto (uniplanare) 0.

Consideriamo ora gli oo3 coni del second’ ordine che hanno 
il loro vertice in 0 e che toccano la FA lungo la p. Le im­
magini delle loro sezioni con la FA son le CB (A2 A* ... A*").  
Infatti una sezione piana per 0 è rappresentata da una 
Cb(A3 A2... A2B1B2): e quindi 1 immagine del sistema doppio 
delle sezioni per 0, che è il sistema segato dai coni con vertice 
in 0, è rappresentato dalle C(A* ... A*B 2B2). Se i coni toccano 1*  1 8 12'
la Pi3* lungo la p, essendo l’immagine di p il punto B, si otter­
ranno le C12(A*  A* ... A*  B2 B2 B2) : ma queste curve non sono altro 
che C0(A2... A2) cui si aggiunge due volte la cubica CS(A1... 
-AsBlB2B).

Dalla immagine piana si ricava dunque che le sezioni della 
FA con i coni di vertice 0, passanti per la p con il piano tan­
gente a, sono delle sestiche Ka di genere due. Le Ka passano per 
O con due rami ben determinati, perchè le C'o(A3... A2 ) segano le 
Cs(A1...ArBijB2) in coppie di punti distinti (equivalenti alla 
coppia B1B2). I due rami della Ko sono inoltre semplici, perchè 
dal piano rappresentativo si deduce che una K6 ha, con una se­
zione piana per 0, quattro intersezioni fuori di 0. Mostriamo 
ora che i due rami della K6 passano entrambi per il punto O1; 
infinitamente vicino ad 0, sulla retta p: infatti le Cß(A2... A2), 
immagini delle Ka, non passano per B, immagine della p, e le 
C3(A1...A3), immagini delle cubiche piane di FA passanti per 
0, O„ hanno solo due intersezioni variabili con le C (A2... A2}-, 
ne segue che la retta p non incontra le K,, fuori di 0 e che i piani 
per la p hanno quattro delle loro intersezioni con le Ka assorbite 
da O. I due rami delle K. per 0 si toccano dunque lungo la retta 
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P: ossia gli co3 coni quadrici, che hanno il vertice in 0 e toccano 
la F <3) lungo la retta p, segano la F^ secondo delle Kn di genere 
due, che hanno in 0 un tacnodo, essendo la p = 0 O1 la tangente 
taenodale. Infine il piano <x è osculatore ai due rami delle Kc, 
■uscenti da 0. Infatti le Ca(A3... A3), immagini delle Ka, non 
passano nè per B, immagine di p, nè per immagine della K2 : 
le Ka non hanno dunque intersezioni con il piano a fuori del 
punto 0.

Giova inoltre riconoscere che le Ka non osculano la K2 in 0. 
A questo scopo troviamo le immagini delle curve segate sulla 

dalle quadriche passanti per la K2. Le immagini delle sezioni 
piane della sono della C0(A3... A|B3B) : e le immagini delle 
sezioni con le quadriche sono quindi delle C1S(A3 A3B^ B2). 
Tolta l’immagine di 0, rimangono delle C15(A3... A3B3B) ; e se 
le quadriche toccano in 0 la retta p, delle C12(A:J... A*B 3). 
Poiché la K2 è rappresentata da BL le curve segate sulla F1̂  
dalle quadriche contenenti la K2 si rappresentano nelle G12(A*...  
A*  B3). Ma le (^„(A* ... A‘B3) hanno 8 intersezioni variabili 
con le C'ß(A3... A|); e pertanto solamente quattro sono assorbite 
da O. E’ quindi impossibile che le Ke osculino la K>.

Dal ragionamento precedente segue che ai punti della CAA-, 
...AJß2B2B) corrispondono sulla 1 degli elementi lineari, uscen­
ti da 0 con tangente p e piano osculatore «. Si può quindi anche 
dire che la C3 rappresenta l'intorno di O2 sul piano «. Ma la C3 
è di genere uno e il nominato intorno è di genere zero. Fra gli 
elementi del secondo ordine uscenti da 0, con tangente p e piano 
osculatore a, ed i punti della C3 non vi può dunque essere corri­
spondenza biunivoca. Proviamo infatti che la nominata corri­
spondenza è [1, 2], ad ogni elemento dell’intorno corrispondendo 
una coppia di punti della C3, equivalente >al punto B,, contato 
due volte. •

Si consideri all’ uopo la g*  segata sulla C3 dalle oo7 (^„(A*  
... A*B 3). La nominata p*  è determinata dal punto B2 con­
tato due volte: infatti tra le (^(A* ... A*B 3) sono comprese 
le Cio(AL.. A£B3B3), rappresentative delle curve segate sulla 
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F\3) dai coni quadrici di vertici 0. Ora, le C (A4... A4B2) 
rappresentano le curve 7£8 segate sulla F^ dalle quadriche 
tangenti in 0 alla retta p. Presa quindi una coppia della no­
stra g\, per essa passano co6 C^JA4... A4B2), immagini di oo8 
curve segate sulla F^ dalle quadriche che toccano in 0 la 
retta p e passano per un ben determinato punto dell’intorno 
di Ot sul piano «. Alle coppie della A4 corrispondono così i 
punti dell’intorno di Ox: e viceversa ad un punto dell’intorno 
di Oi sul piano a corrisponde una coppia della p4 segata sulla C3 
dalle CJA4... A4B2).

Consideriamo ora più da vicino le 7£8 segate sulla FW dalle 
quadriche, che toccano la p in 0. Argomentando come sopra, si 
troverà che le 7£s passano per 0 con due rami lineari, che tuttavia 
hanno la tangente comune p ed il piano osculatore a. Ma i due 
punti di una Ks nell’intorno di secondo ordine di 0, sono -rappre­
sentati da una coppia della A4 segata sulla C3 dalle O^(A4... A4 
ZC): questi due punti devono perciò -coincidere. Le curve K8 hanno 
dunque tre punti doppi infinitamente vicini, i quali si succedono 
sopra un ramo lineare, che ha la retta p come tangente ed il piano 
a come piano osculatore. Le 7fa si distinguono tra loro appena 
dal quarto punto in poi, a partire da 0 : e questo quarto punto 
è fuori del piano a.

Riepilogando, possiamo dire che la superficie F^> possiede in 
0 un punto uniplanare, cui è infinitamente vicino un tacnodo 0,, 
giacente nel piano a osculatore alla F^ in 0.

Il piano tacnodale di è dunque in una posizione particolare, 
che si può caratterizzare dicendo che il piano tacnodale di 01 
contiene la retta p = 0 Ox. Il significato preciso di questa affer­
mazione si coglie, quando si operi una trasformazione quadratica 
T di centro 0. Per la T l’intorno di 0 si muta in un piano a, sul 
quale, in un punto 0*,  va a cadere il tacnodo Ot. Ora il piano 
tacnodale di 0*  può essere in posizione generica oppure passare 
per 0. Nel primo caso la singolarità in 0 è costituita da un punto 
uniplanare, cui è infinitamente vicino in posizione generica un 
tacnodo: è la singolarità presentata dalla F® di Noether. Se 
invece il piano tacnodale del tacnodo 0*  passa per 0, si ha la
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shigolarità presentata dalla J1*31. I piani .per 0*  provengono da 
quadri-che tangenti in 0 alla retta p =00,: ed effettivamente 
•abbiamo veduto che queste quadrighe segano la F\3) secondo curve 
che hanno tre punti doppi infinitamente vicini su di un ramo li­
neare, uscente da 0 con tangente p e piano osculatore a.

Nota. - Abbiamo veduto che la superficie razionale del quarto 
ordine designata con FW riesce caratterizzata dal possesso di una 
singolarità puntuale, costituita da un punto doppio 0, cui è infi­
nitamente vicino un tacnodo 0x, il cui piano tacnodale non passa 
per 0. Invece la superficie F<3) possiede una singolarità puntuale 
costituita da un punto doppio 0, al quale è infinitamente vicino 
un tacnodo 0n il cui piano tacnodale passa per 0. Dal punto di 
vista differenziale la seconda singolarità è un caso particolare 
della prima; ma se si fa variare una FW in guisa che il piano 
tacnodale in 0t venga a passare per 0 non si ottiene la Fgene­
rale, bensì un caso particolare di essa, nascendo in 0 un punto 
singolare più elevato, e precisamente un punto cuspidale doppio 
sopra una retta doppia cioè un punto della linea doppia a cui 
sia infinitamente vicino sopra la linea doppia stessa un tacnodo 
(Cfr. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. IV, 
Cap. IV, pag. 626).

L'asserto è suscettibile di una verifica diretta ovvero di una 
■dimostrazione in cui si ricerca un sistema rappresentativo della 
superficie comune ai due casi: come viene sviluppato da F. Con­
forto in una recente nota lincea.

46. Digressione sulle curve, che si staccano, 
come componenti fisse, 

dall’aggiunto di un sistema lineare.

In quanto precede abbiamo dimostrato l'esistenza di quattro 
tipi di superficie razionali del quart 'ordine a sezioni piane di ge­
nere tre. Ora. questi tipi sono certamente gli unici esistenti, se 
si ammette l’ipotesi semplificativa che non si stacchino parti fisse 
dall’aggiunto: in questa ipotesi infatti abbiamo costruito i quat­
tro sistemi lineari, rappresentativi delle nostre superficie. Se in-

i 4
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vece non si ammette l’anzidetta ipotesi, può sorgere a priori il 
dubbio che esista qualche altro tipo. Nel n. seguente diremo come 
si rimuova questo dubbio. Qui vogliamo intanto esaminare in 
generale la questione delle componenti fisse. 0. che si staccano 
dall’aggiunto di un sistema lineare, accennando almeno ad un 
teorema fondamentale che le concerne.

Ineomineiamo con l’esporre alcune proprietà di codeste 
curve 0.

Sia I C I un sistema lineare, irriducibile, d’ordine n, di genere 
p > j, di dimensione maggiore di uno (che per moltiplicazione 
si può rendere ampio quanto si vuole) e supponiamo per sempli­
cità, ehe esso possegga (o sia già ridotto ad avere) punti base 
distinti. Ogni punto i-plo di | C | ha allora esattamente la molte­
plicità i—1 per le curve aggiunte alle C, d’ordine n—3; 
che altrimenti il sistema ' C | non potrebbe segare sopra la C 
generica l’intera serie canonica (priva di punti fissi). Ciò posto, 
supponiamo che dalle curve C' si stacchi una curva fissa 0. il resto 
formando il cosi detto sistema aggiunto puro, costituito in gene­
rale da curve irriducibili (ovvero composte con le curve di un 
fascio). La curva 0 gode delle seguenti proprietà :

a) La curva 0 è fondamentale per \ C | : se infatti esistessero 
delle intersezioni variabili della 0 con le curve C di | C |, la serie 
canonica segata su di una C dalle C,' avrebbe dei punti fissi, ciò 
che è assurdo.

Imponendo alle C di | C | di contenere un .punto della 0, la 0 
si stacca da | C | e rimane un sistema lineare, che indichiamo con 
|C— 0|.

ò) Se il sistema \ C | è di genere p, anche il sistema | C— 0 | 
ha il genere p. Si suol enunciare questa proprietà dicendo che la 
curva 0 è curva fondamentale impropria (cioè non abbassante il 
genere) di | C |. La dimostrazione del teorema è immediata : l'ag­
giunto di I C — 0 I si ottiene sottraendo la curva 0 da | C | ed ha 
quindi (essendo la 0 comune a tutte le curve di | (!' |) la stessa 
dimensione p — 1 del sistema | C' | ; le curve di \ C — 0 | sono 
dunque ancora di genere p.

c) La curva 0 è di genere zero éd ha una intersezione con le 
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curve del sistema i C — 6 I. Sia infatti ~ il genere virtuale della 9 
(cioè il genere valutate tenendo conto delle molteplicità della 6 nei 
punti base di | C |) ed i il numero dei punti doppi, ehe acquista 
una C, quando essa si spezza nella 0 ed in una curva di | C — 0 
Per la proprietà b), applicando la formula che dà il genere di una 
curva spezzata C), dovrà essere:

* + P + ' — 1 = Pi 
ossia :

ît + i — 1 = 0 ;

ma per il principio di degenerazione è ?^1 e quindi necessa­
riamente :

7t = 0 , i — 1 c. v. d.

d) La curva 6 ha grado (cioè numero delle intersezioni con 
se stessa definito virtualmente dalle molteplicità della 9 nei punti 
base di | <7 ]) uguale a — 1.

Denotiamo con ilt i2, .... is le molteplicità del sistema | C | nei 
punti base zi,. zL, As. Se r indica l'ordine della 9 ed rn r2, 
r3 le sue molteplicità in A-,. zl2, 4,. essendo la 9 fondamentale 
per I C |, sarà:

ni — Ï npn — 0 , 
da cui :

r(r + il — r) — Ï rh(rh + iu — r„) —
= r2 — '1, + r(n — r) — Ï rfl(in — rh) = 0.

àia per la proprietà dimostrata in c), è :

r(n — ;•) — S rh(ih — rh) = 1.
Ne seirue che il grado :

e) I punti base di | C | sopra una curva 9. presi con le loro 
molteplicità, offrono alla 9 condizioni indipendenti, ossia è:

(?) Cfr. le note C) e (’) a pag. 183, ovvero anche F. Enriques ed O. Chi- 
SIRI: Teoria..., VoL. Ill, Lib. V. Cap. III. pag. 399.
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Per essere la h di genere zero, sarà:

I (r _ 1 )(r - 2) - 2 I rh(rh - 1) = 0.

Da qui segue:
ra —Sr«-3r + Srfc + 2 = 0.

Ma è:
»■* —l’r« = —1.

e quindi:
3r-Srft = 1.

Ne viene:
I r(r + 3) — Ï rh(rh + 1) = 0.

/) Le proprietà a), d), s) caratterizzano le curve irriducibili, 
che si staccano dall’aggiunto del sistema ICI.

Infatti le tre proprietà nominate‘si traducono nelle seguenti 
uguaglianze aritmetiche :
«) rn — 2 ihrh = 0,
ß) r2 — Srf, = — 1,
r) r(r+3)-3rA(rft + l)=0,
o nelle equivalenti:
se') rn — 3 ihrh — 0,
ß') r2-ìrì=-l,
?) 3r —3rA = 1.

Ora l’aggiunto a | C | ha l’ordine n — 3 e la molteplicità ih - - 1 
nei punti base di | C ( ; ed è

r(n — 3) — 3 rh(ih — 1) = rn — Srltih — 3r + 3 rh = — 1 •

Ne segue che una curva che gode delle proprietà a'), ßz), T ) ha 
un’intersezione più del possibile eon | C' \ e quindi si stacca da 
esso. È ovvio che la condizione ß) (tenuta presente la y) può essere 
sostituita con la condizione che la 0 sia razionale.

f1) Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V. Cap- HI, 
pag. 405.
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gl Vita curva y. che si stacca dall’aggiunto di j (.' | si stacca, 
anche dall’aggiunto dell’aggiunto puro (supposto esistente).

In virtù delia proprietà /), per dimostrare l’asserto basta di­
mostrare che la curva 6 gode delle proprietà a'), ß'), 7') anche ri­
spetto al sistema aggiunto puro di | C Ora l’aggiunto puro a. 
I C ] ha l’ordine n — r — 3 ed ha in Ah(h — 1, 2  s) le molte­
plicità ifl — rh—1. La proprietà </) rispetto all’aggiunto puro 
di ! (! i porta dunque alla relazione aritmetica:

r(n — r — 3) — Ï rh(ih — r,t — 1) = 0 ;

e questa tenuto conto delle «'), p), ?'), è effettivamente soddisfatta.
Quanto alle ß') e ■/), esse non contengono altro che l’ordine r 

della 6 e le molteplicità rh nei punti base A h, e quindi esse val­
gano a prima vista senz’altro. Senonchè le sommatorie che com­
pariscono nella ß') e nella 7') sono estese al gruppo dei punti base 
di I C Le ß') e 7') cadono dunque in difetto se si applicano al­
l’aggiunto puro di j C solamente se qualche punto .1 * che sia 
punto base per | C | non sia tale per l’aggiunto puro di | C \. 
Ciò avviene se e solamente se per qualche valore di' h sia 
ih — rh — 1 — 0, ossia r,, — ih — 1. Se quest’ipotesi si verifica, 
consideriamo le aggiunte pure che passano per Ah : il punto Ah 
costituisce pei' tali curve un gruppo neutro di ih punti. La serie 
canonica del sistema | C | risulta dunque composta. Ne segue ehe 
le curve di | C | sono iperellittiche e che ih = 2. Ora dal seguito 
(cfr. pag. 218) risulta che il sistema \ C \ si può trasformare, in 
modo che la 0 si riduca ad una retta; (e ciò senza che nella 
trasformazione si creino altre curve 6). Stilla nominata retta esi­
stono allora due punti base del sistema trasformato di | O' |, le 
cui molteplicità danno come somma l’ordine m del detto sistema 
trasformato. Se una di tali molteplicità è 2, l’altra è m — 2: il 
sistema | C | è cosi trasformabile in un sistema di curve iperel- 
littiche d’ordine in con un punto (m—-2)-plo ed un altro punto 
base doppio. Ne segue che il sistema aggiunto puro si può mu­
tare in un sistema, le cui curve sono costituite da rette uscenti 
dal punto (in — 2~)-plo; e quindi non'esiste l’aggiunto dell’ag­
giunto puro.



•214 LIBRO PRIMO

Le ß') e y') valgono dunque anche se sono estese al gruppo 
base dell’aggiunto .puro | C' almeno se esiste l’aggiunto del- 
l’aggiunto puro.

Ciò premesso, ricordiamo come una trasforma zio ne ere mo­
ntana T trasformi un sistema | C ( ed il suo aggiunto | C |, 11 
teorema fondamentale in proposito è il teorema d’invarianza dei 
sistema aggiunto, che si enuncia così :

Se una trasformazione T muta un sistema j C„ \ in un si­
stema \Cm\, essa muta il sistema J C'„_81 aggiunto a \'C,,\, 
nel sistema | 3 \ aggiunto a | C m intendendosi tuttavia di
contare eventualmente come facenti parte di le curve
fondamentali che provengono da punti fondamentali della T. non 
cadenti in punti base di | C„\ (le «inali figureranno come parti 
fisse nel sistema | C'm—s |).

Illustriamo questo teorema su alcuni esempi semplici .
Consideriamo ad esempio il sistema completo delle quartiche. 

che ha come aggiunto la rete delle rette. Se la T è una trasforma­
zione quadratica, che ha i punti fondamentali A, B, C, il sistema 
delle quartiche si muta in un sistema di CR(A‘iBtCi') e la rete del­
le rette nel sistema delle coniche per A, B, C. ‘Ora il’aggiunto 
al sistema delle CR(AiBiCi') è il sistema delle C5(A3BSC3). il quale 
si riduce al sistema delle coniche per A, B, C, che è il trasfor­
mato per la T della rete delle rette, cui si aggiungano le rette 
BC, AC, AB, trasformate rispettivamente degli intorni dei punti 
A, B, C, che non sono base per il sistema delle quartiche. Si con­
sideri invece il sistema delle C4(,A\ che ha aneli’esso come ag­
giunto la rete delle rette. Per la T esso si muta nel sistema 
delle C7(AiB3Cs') che ha come aggiunto il sistema delle 
C4(A:,B-C2) — C2(ABC) + AC + AB. La retta BC non si stacca 
qui dal sistema delle C4 (AäB2C2) perchè il punto A da cui 
essa proviene per la. T è questa volta punto base del C4(A); si 
staccano invece dal Ci(,A3B2C2') le rette AC ed AB, che sono le 
trasformate dei punti B e C, che non sono punti base del C4(A).

Vediamo dunque che una trasformazione cremoniana può 
creare delle curve che si staccano dal sistema aggiunto. Ed in­
versamente una trasformazione cremoniana può eliminare ima o 
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più di tali curve, ridueendole a (intorni di) punti. Più precisa- 
mente possiamo dire: Una trasformazione cremoniana T altera 
l’insieme delle curve che si staccamo dall’aggiunto di un dato 
sistema | C \ :

a) mutando in punti le curve che si staccano dall’aggiunto 
di I C I e che sono fondamentali per la T ;

b) mutando in curve che si staccano dall’aggiunto del si­
stema (trasformato di') \ C \ gli intorni dei punti fondamentali 
per la T, che non sono base per \ C

In particolare: se tutti i pwnti fondamentali per la T cadono 
fra i punti base di \ C \, non si aggiunge nessuna nuova curva 
a quelle che si staccano dall’aggiunto del sistema (trasformato 
<li) I C I-

Ciò posto, è agevole costruire dei sistemi lineari | (’ che 
posseggono .curve 0, staccantisi come parti fisse dell’aggiunto 
I C |. A tal uopo si può partire, come negli esempi sopra de­
scritti, da un sistema | C | che non possegga curve siffatte e ope­
rare su di esso con una trasformazione cremoniana T. che abbia 
Qualche punto fondamentale che non sia base per j C \ : a cia­
scuno di questi corrisponderà una curva (razionale) fondamen­
tale, che si staccherà come parte fissa da tutte le aggiunte del 
sistema trasformato di | C |. Ora non è escluso che fra i punti 
fondamentali assunti per la T ve ne siano di infinitamente vi­
cini sopra un ramo lineare o superlineare, e ciò darà origine a 
curve 9 connesse, che possono anche contenere componenti mul­
tiple, ciascuna delle quali risulterà una curva fondamentale mo­
novalente per I C I (cioè una curva che importa una sola condi­
zione per il suo stuccamento) (*).

(■) Consideriamo ad es. il sistema completo delle quartiche piano di un 
piano 71 0 la trasformazione cremoniana del terz’ordine I, che muta nella 
rete delle rette di mi piano n' una rete omaloidica di C^O'A BCD) del piano 
77, ove O. A, B, C. I) sono da prima in posizione generica. Nel piano n' vi 
saranno cinque punti O', A', B', C', !>', analoghi ad O, A, B, C, 1>, che sa­
ranno fondamentali per la trasformazione inversa della T: il sistema delle 
quartiche si muterà nel sistema delle C^O'SA',B',C”I)'‘) ; all'intorno di 0 
corrisponderà la, conica fondamentale C (O'A'B'C’D') ed agli intorni di A, B. 
C, T> rispettivamente le rette fondamentali (>' A'. fì'B'. fì'C', O'T>': come il
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A priori non possiamo affermare che tutte le 9 staccanti«! 
come parti fisse dell 'aggiunto di un sistema lineare | C |, possano 
crearsi nel modo sopra indicato; e possiamo soltanto assumere 
che l’insieme delle curve, staccanti«! dall’aggiunto di | C |, si 
decomponga in generale in più curve fondamentali monovalenti, 
ognuna delle quali potrà essere composta anche con componenti 
multiple t1). Il caso ipiù semplice è che vi sia una sola 9 irrido-

lettore verificherà immediatamente, tutte queste curve fondamentali si stac­
cano dall’aggiunto del sistema | C | e rappresentano delle curve 9 irriducibili 
e distinte. Ma supponiamo che sul piano n il punto D si avvicini indefinita­
mente ad 0. Al limite, sul piano n', la retta O'D' verrà a far parte della 
conica C (O'A'B'C'D'), la quale si spezzerà così nella retta O'D' ed in una 
retta contenente A', B', C'.

Le due rette A'B'C' ed O'D' danno luogo ad una curva 9 riducibile e 
connessa, monovalente: invero staccando dal | | la O'D' (o la A'B'C'). 
si stacca di conseguenza anche la A'B'C' (o la O'D'). Se poi anche C si avvi­
cina ad 0 e viene a succedere a D sopra un ramo cuspidale, nel piano n’, A' 
e B' saranno infinitamente vicini ad 0' in direzioni distinte, mentre mante­
nendosi D' a distanza finita da O', il punto C' cadrà infinitamente vicino a IB. 
11 sistema lineare delle C ^(O'^A’^B'iC^D’4) ha la retta O'D' come fonda­
mentale; ma, staccata questa retta, rimane il sistema delle C„(O':A"B’^C'D"), 
che per scaricamento, diviene il sistema delle C 11(O'iAnB':!CnD'i), e da questo 
sistema si stacca ancora, una volta la O'D', il sistema residuo ridueendosi 
al sistema delle Cit(O'~A'3B'3C’3D’ì). In questo esempio la retta O'D' con­
tata due volte ò una curva g monovalente, dotata di parti multiple.

(’) Si osservi che la proprietà di una 9 irriducibile e semplice di essere 
fondamentale per il sistema | C ì, dal cui aggiunto essa si stacca, non si 
estende senz’altro ad una 9, costituita da una curva X, contata n (> 1) volte. 
Invero la curva A risulta bensì fondamentale per il sistema | C |, ma, stac­
cata da esso, può non staccarsi di conseguenza altre n —1 volte, ma sola­
mente s volte, e on s <; n — 1. Valga a dimostrare ciò l’esempio — indicato 
da G. Castelnuovo — delle curve Cx d’ordine 8 e di genere due, passanti 
quattro volte per due punti A, B e doppiamente per 7 punti C, Cj .... C_, 
essendo i 9 punti A, B, C,, C*,  ..., C. i punti base d’un fascio di cubiche. 
L’aggiunto impuro (co*)  è qui dato dalle C( A'B'C C....C.), dal quale si 
stacca la retta A lì ; rimane così il sistema oo1 delle CJ.A-'B'‘CC:....C_), il 
quale si riduce però alla retta AB ed al fascio di cubiche CIABC C^...C. 
Si ha qui una curva 9 costituita dalla AB contata due volte.

Ora, la retta AB è fondamentale per il | | ; ma, staccata da esso, dà 
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cibile, come si è supposto innanzi, ovvero che vi siano più 0 di­
stinte ed irriducibili; a questo secondo caso si estendono le con­
siderazioni fatte innanzi : cioè valgono .per ciascuna delle 0 le 
proprietà a), 1)\ ..., 9).

Per il momento, adottiamo questa ipotesi semplificativa, per 
dimostrare come l’ordine delle 0 si posso diminuire fino a ri­
durle tutte a punti, ovvero a rette, uscenti da uno stesso punto.

Il procedimento che serve all’uopo si basa sopra la possibilità 
di abbassare l’ordine di una 0 con successive trasformazioni qua­
dratiche, e ciò senza introdurre altre curve 0.

Fissiamo una 0, ad es. la 0,. Essa sarà una curva d’ordine r 
e genere zero, che passa con molteplicità r,, r.,, ..., r., per i punti 
base A,. A.,, .... A,, di | C rimanendo determinata da questi 
punti, presi con le loro molteplicità. Senza alterare la generalità 
si può supporre ì\ r2.

La 0, può essere considerata come un sistema regolare oo° di 
curve razionali. Ora più avanti (cfr. Lib. II, cap. II, n. 9) con­
sideriamo il problema della riduzione all’ordine minimo dei si­
stemi lineari di curve razionali di dimensione s 1. Tale ridu­
zione si fonda sul fatto che per simili sistemi è :

fi + r2 -f- r3 > r,

se r è l’ordine del sistema ed rlt r„, r3 le tre molteplicità mas­
sime. Seguendo passo per passo la dimostrazione ivi esposta il 
lettore non avrà nessuna difficoltà a dimostrare che la relazione 
soprascritta vale altresì per s — 0, cioè per le curve razionali, 
isolate, che sono determinate dai loro punti base presi con le loro 
molteplicità (il che porta che il grado delle nominate curve sia

un sistema | C. | costituito da C-(A3 B3 C3 C3 ... C|), da cui la AB non si 
stacca di conseguenza.

Si osservi tuttavia che l’anzidetto sistema | Cg | si può trasformare im­
mediatamente in un sistema privo di curve 0. Basta all’uopo eseguire la 
trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali A, B, C . Il siste­
ma I Ca I diviene così un sistema di settiche con otto punti doppi, che ha 
per aggiunto il fascio delle cubiche per gli otto punti nominati.
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— I). Possiamo quindi ritenere senz’altro che per la 0t la somma 
delle tre molteplicità massime superi l’ordine r:

ì\ + r2 + r, > r.

Eseguiamo allora la trasformazione quadratica T, che ha i 
punti fondamentali A,, A.,, A2. Per la T il sistema | C | verrà 
mutato in un nuovo sistema, che possiamo chiamare ancora j (■'. 
per il quale il numero delle 0, che si staccano dall'aggiunto non 
è certamente aumentato, mentre si è abbassato l’ordine della 0t : 
infatti i punti A1, A,, A., sono punti base del primitivo | (■ i e 
l’ordine della (trasformata della) 0^ è:

2 r — n — r2 — r3 < r.

Basta ora ripetere il ragionamento fatto, per abbassare ul­
teriormente 1 ordine della 8, ; e, se due dei tre punti, che si devono 
prendere come punti base della trasformazione quadratica, non si 
avvicinano mai ad un terzo, in direzioni distinte o succedendosi 
sopra un ramo cuspidale {caso in cui viene a mancare la tra- 
sformazone induttrice), il procedimento si arresta solamente 
quando la Ô, possiede solamente due punti base, riducendosi così 
ad una retta ; e ciò senza aumentare il numero complessivo delle 0.

Ma la 6, del sistema di partenza si può ridurre ad una retta, 
senza aggiungere altre curve 9, anche se ad un certo punto si 
incontri il caso d’eccezione già citato, in cui venga a mancare 
la trasformazione induttrice. La dimostrazione di questo fatto 
è però abbastanza minuziosa, e — per non interrompere la ca­
tena delle mostre deduzioni — preferiamo dare solamente il con­
cetto di essa, rimandando al ragionamento analogo che si fa per 
la riduzione dei sistemi lineari di curve di genere zero.

Anzitutto l’ordine della 0x può essere abbassato anche nel 
caso d’eccezione. Seguendo un metodo dovuto ad 0. Chisini (1),

P) Il procedimento qui accennato è stato usato dal Chisini per la ridu­
zione di una rete orna loi dica alla rete delle rette (cær. F. Enriques ed 
O. Chisini : Teoria..., Vol. Ill, Lib. V. Cap. II, pag. 170-3). Esso si estende 
ai sistemi lineari di curve razionali (salvo un caso) come mostriamo più 
avanti: cfr. Lib. II. Cap. II, n. 9.
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si ottiene l’abbassamento della 0n eoli'eseguire un certo numero 
2q di trasformazioni quadratiche, che hanno uno dei loro punti 
fondamentali nel punto di massima molteplicità 0 ; e le prime q 
di queste trasformazioni non abbassano l’ordine della 6,. ma 
semplificano la singolarità che la 91 ha in (). Le altre q trasfor­
mazioni abbassano successivamente l’ordine, in guisa che alla 
fine del procedimento l’ordine della 6, primitiva è effettivamente 
diminuito. Ora le prime q delle nominate trasformazioni quadra­
tiche hanno uno dei loro punti fondamentali in un punto gene­
rico del piano; ne segue ehe dopo queste q trasformazioni qua­
dratiche. è aumentato il numero complessivo delle 0 ; precisa- 
mente si trova ehe si sono aggiunte q rette, uscenti dal punto 
di massima molteplicità della Ma le successive q trasforma­
zioni fanno precisamente sparire ad una ad una queste q rette, 
in guisa .che alla fine del procedimento è diminuito l’ordine della 

e non è aumentato il numero complessivo delle 9.
Dunque possiamo dire: Dato un sistema \ C dal cui mj- 

qiunto si sfacchina delle curve fisse 6,, 62  6p distinte ed irri­
ducibili, si può sempre trasformare il sistema in modo che la 0L 
diventi una. retta, senza aumentare il numero complessivo delle 0.

Ridotta la 0, ad una retta, su questa retta esistono due punti 
base A, lì del sistema e possono presentarsi vari casi :

a) il sistema non ha altri punti base;/in questo caso non 
esistono altre 0 e la 0, non può essere eliminata con nessuna 
trasformazione.

Esempio; il sistema delle t’AArdì'1) che ha come aggiunto il 
C-AA’-B-) =z DA A, B)4-AB-,

?/) il sistema ha altri punti base fuori di A e lì, in modo 
che esista una trasformazione quadratica con i punti fondamen­
tali in A, B ed un terzo punto base C del sistema. Eseguendo 
questa trasformazione quadratica la Ô, scompare ed il numero 
delle 0 è ridotto di una unità. Si potrà allora ripetere il proce­
dimento tenuto- per la 6,, sulla 02.

c) Il sistema ha altri punti base, fuori di -1 e lì. ma non 
esiste -alcuna trasformazione quadratica, che abbia i punti fon­
damentali in tre punti base del sistema. In questo caso, lì deve 
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essere infinitamente vieino ad 0 = A e tutti i .punti base del 
sistema (e di eventuali altre 0) possono cadere solamente nei suc­
cessivi intorni di 0, che sarà il punto di molteplicità massima, 
per il sistema e per ciascuna 0.

Nel caso c) supponiamo che esista una seconda 0, 02. L'ordine 
della 9„ potrà essere abbassato con una successione di trasfor­
mazioni quadratiche, le quali hanno tutte un punto fondamen­
tale in 0, e non alzano di conseguenza l’ordine della 0-,, che è 
una retta uscente da O. Si potrà quindi ridursi al caso che 0, e 
(L siano due rette distinte uscenti da O. Lo stesso ragionamento 
si potrà ripetere su una terza eventuale 9 e così via.

In conclusione, ammettendo l’ipotesi semplificativa delle 9 
distinte ed irriducibili, perveniamo al teorema:

Ogni sistema lineare, dal cui aggiunto si stacchino delle carré 
fisse 97, 9„, öp , può essere ridotto ad un sistema j Cn \

1 ) privo di curve 9; ovvero
2) dotato di una 9 che sia una retta, congiungente due pun­

ti A, lì di molteplicità r, s con r s = n, ed il sistema | CH | non 
ha altri punti base che -1 e lì; ovvero

• 3) dotato di a < p curve 9, ridotte a a rette distinte con­
giungenti un punto O di molteplicità (massima) n — r con dei 
punti A}, A.-,, Aa di molteplicità, r, infinitamente vicini ad O 
sulle o rette predette.

Questo teorema sussiste sempre anche se si abbandoni l’ipotesi 
semplificativa innanzi adottata, ammettendo dunque ehe il si­
stema I C I possegga delle curve fondamentali 9 monovalenti, an­
che composte con parti multiple. Ma non è facile di darne una 
dimostrazione nell’ordine delle idee precedenti. E sembra almeno 
che ciò richieda l’approfondimento di circostanze assai delicate. 
Il punto essenziale è di stabilire che una curva■ fondamentale 
monovalente 0 di | C che si stacchi da \ (7 | (e supponiamo pure 
connessa) può sempre ridursi ad un punto ovvero ad un'insieme 
di punti infinitamente vicini del piano. Qui non è dato affermare 
— almeno a priori — che la detta 9 abbia il genere zero ed il 
grado — 1. Si può dire soltanto che « non abbassando il genere 
del sistema residuo | C — 9 I, deve avere il grado essenzialmente 
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negativo — v (v > 0) ed il genere " — — *4-1  » (genere e grado 
venendo definiti in modo virtuale dalle molteplicità nei punti base 
di I C |) ; infatti, se indichiamo con '> il numero dei punti doppi 
che acquista una C, quando essa si spezza in una C — 0 e nella 0. 
e con - il genere della 0, per la. formula che dà il genere di una 
curva spezzata, sarà :

gen. C — gen. (C — 6) + r. -|- v — 1 , 
e quindi;
(1) t: = - v + 1 :

e poiché, per il già citato principio di degenerazione, v > 0. sarà :

t: <; 0 .
D'altra parte da:

(C — 6) • fi = v ,

deriva, tenuto conto che la 0 è fondamentale per il sistema | C | :

(C — (>). 9 = C • 6 — 6 • B = v, 
ossia :
(2) B • B = — v ;

e quindi la 0 ha grado essenzialmente negativo.
Come si è detto, non essendo necessariamente v — 1, viene meno 

il procedimento di riduzione indicato innanzi. Tuttavia si può 
indicare ancora la possibilità di una riduzione della 0 mediante 
trasformazioni quadratiche, fondata su ciò che la curva 0 o una 
parte qualunque di essa non possiede mai aggiunte successive 
d'ordine 2n — 3i e d’indice i (i 1) (intendendosi qui per ag­
giunte d’indice i delle curve passanti h — i volte per ogni punto 
h-plo della 0, che sia anche punto base di | C \ ; ciò si giustifica 
osservando che altrimenti l'aggiunto puro di | C | coinciderebbe 
con uno dei suoi aggiunti successivi.

La mancanza di successive aggiunte a 0 porta (*)  che vi siano 
tre punti di molteplicità elevate la cui somma supera l’ordine

C) Cfr. ad es. I'. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. TU, Lib. V. 
Cap. II, pag. 188.
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della 6 : la quale si può così generalmente abbassare con una tra­
sformazione quadratica; ma questo abbassamento viene a man­
care se i tre punti si trovino sopra una retta, ciò che non può 
essere escluso, ove la 9 contenga questa retta come multipla.

Queste sono le difficoltà principali che si incontrano per effet­
tuare la riduzione di una 0. Fortunatamente si può .riuscire allo 
scopo seguendo un’altra via, che qui ci limitiamo ad accennare. 
Occorre anzitutto riconoscere che sussiste ancora la proprietà p) 
cioè : una 9 fondamentale monovalente di | C \, che si stacchi come 
parte fissa dall’aggiunto \ (fi | (supposto di genere >1) è fonda­
mentale per l’aggiunto puro \ C' \ e si sta-cca anche come parte 
fissa dall’aggiunto di questo.

Anzitutto se la 9 si stacca come parte fissa da | C" i sistemi 
lineari | C | e | C — 9 | hanno lo stesso genere p e quindi 'le curve 
di IC — 9 |, come le C generiche, segano ancora le (fi in 2p — 2 
punti variabili; e di qui segue che la 9 è fondamentale per | (fi 
in forza della relazione:

•C — fi). (fi = C - (fi — fi ■ (fi= 2p — 2 . 
che. essendo

C - (fi = 2p — 2 , 
porta :

fi ■ (fi = 0 .

In secondo luogo le relazioni (1) e (2) sopra stabilite

— — V + 1 , fi -fi — — V ,

costituiscono non spio le condizioni necessarie, perchè la 9, fonda­
mentale per I C I, si stacchi come parte fissa da | (fi |, ma anche 
sufficienti; perchè codeste condizioni portano che il genere di 
\C —. 0 1 sia uguale al genere di C \ e quindi che i due sistemi 
abbiano lo stesso aggiunto puro.

Siccome le relazioni anzidetto dipendono dai caratteri intrin­
seci della 9, almeno finché non si perdano dei punti base di | C | 
sopra di essa, così essa dovrà anche staccarsi dall’aggiunto puro 
di : (fi I, fatta eccezione per il caso in cui la 9 abbia come 
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0 — 1 }-plo un punto i-plo di I (', che dà luogo ad un’avvertenza 
analoga a quella esposta a pag. 213, su cui non giova qui 
insistere.

Ciò posto, la riduzione delle 0 appartenenti ad un sistema li­
neare. I C \ si riconduce in .generale da | C \ al suo aggiunto puro 
e così successivamente. Con questo procedimento di aggiunzioni 
successive si .perviene infine a sistemi lineari di curve di genere 
zero ed uno (ovvero a sistemi composti con curve del detto ge­
nere); e pertanto la riduzione di codesti sistemi, che spieghiamo 
più avanti (cfr. Lib. II, cap. Il e III. un. 9 e 13) permette di 
giustificare la riduzione delle 9 ai tipi indicati nell’enunciato pre­
cedente: dove le componenti multiple delle 9 ed anche le 9 mono­
valenti lùducibili si vedono eliminate.

47. Sni tipi delle superfìcie razionali del quart’ordì ne 
a sezioni di genere tre.

Ritorniamo ora alla questione dei tipi delle superficie razio­
nali del quart’ordine a sezioni di genere tre. Vogliamo dimostrare 
che la classificazione da noi data è completa e pertanto che ogni 
.superficie razionale del quart’ordine a sezioni di genere tre ap­
partiene ad uno dei quattro tipi seguenti:

«•) la superficie dotata di un punto triplo, rappresentata da 
un sistema lineare sovrabbondante di C'4(d.1.4;,....A1.,) ;

b) la superficie con tacnodo FW rappresentata da un siste­
ma lineare sovrabbondante di ... A-A^A^A^A^) ;

c) la superficie FI2) dì .Noether, dotata di un punto doppio 
uniplanare, per il quale passa an fascio di sezioni piane razio­
nali, rappresentata da un sistema lineare sovrabbondante di

B*) ;
d) la superficie Fdi Noether, dotata di un punto doppio

uniplanare, per il quale passa un fascio di sezioni piane spez­
zate in una retta ed in una cubica ellittica, rappresentata da un 
sistema lineare sovrabbondante di ... A2B2B).

Ricordiamo inoltre che per ciascuno dei sistemi rappresenta­
tivi a), b), c), d) esiste una cubica ellittica fondamentale, che con­
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tiene tutti i punti base del sistema e che rappresenta l’intorno del 
punto singolare della superficie.

Ora i tipi anzidetto sono stati costruiti ammettendo l’ipotesi 
semplifieativa che non si stacchino parti fisse dall’aggiunto del 
sistema rappresentativo. Se non si ammette la detta ipotesi, può 
sorgere il dubbio sull’esistenza di qualche altro tipo. Per esclu­
dere questo dubbio si possono percorrere diverse vie. Anzitutto si 
presenta come naturale di valersi della riduzione delle curve fon­
damentali 0 le quali si staccano dall’aggiunto di un sistema li­
neare, da noi esposta al n. precedente. Se si segue questa via. si 
è condotti ad incontrare la presenza defile 0 soltanto nel caso, in 
cui le sezioni piane per il punto doppio 0 della e per un 
punto doppio O', infinitamente vicino ad (), siano razionali : onde 
si ricade sul tipo di Noether.

In secondo luogo la ricerca dei tipi delle superficie razionali 
del quart’ordine con un solo punto doppio O si riconduce alla 
determinazione dei tipi di piani doppi, su cui la superficie stessa 
viene rappresentata per proiezione da 0 : questi piani doppi sono 
caratterizzati dalla curva di diramazione, che può essere del quarto 
o del sest’ordine e, nel secondo caso, deve possedere un punto 
quadruplo o due punti tripli infinitamente vicini : così come spie­
gheremo diffusamente nel Lib. II, cap. V. Alla rete delle rette di 
codesti piani doppi corrisponde, per una trasformazione [1, 2] 
una rete di cubiche piane con 7 punti base, ovvero una rete di 
curve di genere due, costituita da quartiehe C4 con un punto 
doppio e 10 punti semplici, appartenenti ad una cubica, o da se- 
stiche con 8 punti doppi e 2 punti semplici, parimenti su di una 
cubica ; e tali reti sono i sistemi aggiunti ai sistemi | C \ di genere 
tre e grado quattro, che costituiscono i nostri tipi. Precisamente 
su questa analisi dei piani doppi si è basato M. Noether (’) per 
affermare che la sua classificazione delle superficie razionali del 
quart’ordine con un punto singolare riesce esauriente. Ed anche (*) 

(*) Cfr. M. Noether: Uber cine Classe von auf àie einfache Ebene abbild' 
baren Doppelebenen e Uber die rationalen Flächen vierter Ordnmifr. «Muth. 
Ann.», Bd. XXXIII, 1889.
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oprili questa sembra essere la via più semplice per giungere a tale 
scopo, superando le difficoltà, che si presentano per altre vie (x).

Infine si può percorrere una terza via, cercando di 'dimostrare 
direttamente che ogni superficie razionale del quart’ordine con 
un solo punto singolare rientra, come caso particolare, in uno 
dei quattro tipi a), b), c), d) sopra enumerati.

Consideriamo un sistema lineare irriducibile e semplice (C„ |, 
oc3, di genere tre e grado quattro, la cui serie caratteristica sia 
dunque la g-{ canonica; e siano C'„_3_s curve del sistema oc2 
aggiunto puro. Per un G„ gruppo caratteristico del sistema | C„ |, 
passa una C' ed un fascio di curve C, che non hanno con essa nes­
suna intersezione variabile. Costringendo una C a contenere un al­
tro punto della C si avrà una curva spezzata C„=C'„_3_8+ßs-|..1, 
dove la Q sarà una curva fondamentale monovalente .per|Cw|: 
infatti la Q non ha intersezioni con le C, fuori dei punti base, ed

15

C) I «lue tipi di reti di genere e grado due, dati dalle CJCFAA ...A ) e 
dalle C„(-42 A2„... A° B, B„) con i punti base su di una cubica^ erano stati 
già trovati, prima della ricerca di Noether, da V. Martinetti (cfr. Sopra 
alenili sistemi lineari di curve piane algebriche di genere due; « Rend. Cire. 
Mat. di Palermo». T. 1, 1887), il quale si era proposto'la determinazione 
di tutti i tipi di reti sovrabbondanti di genere due, d’ordine minimo rispetto 
alle trasformazioni eroinomane. Il Martinetti ha trovato solamente le due 
reti anzidetto, e ciò confermava, secondo lo stesso Noether, la compiutezza 
della enumerazione delle superfìcie razionali del quart’ordine con punto sin­
golare (abbassante di uno il genere delle sezioni piane per esso). Tuttavia 
l’analisi del Martinetti non è esauriente, essendovi un terzo tipo di rete 
sovrabbondante di genere due e grado due, irriducibile ai precedenti, che fu 
scoperto da M. De Franchis (cfr. Sulle reti sovrabbondanti di curve piane 
di genere 2; «Rend. Cire. Mat. di Palermo», T.. 13, 1899). Si tratta (cfr. 
Lib. li, cap. IH, n. 16) di una rete di quantiche Cr(-43B2CxCs...<7in) dotata 
di un punto triplo A, al quale è infinitamente vicino un punto doppio B ; 
inoltre dal punto triplo esce un ramo lineare d’inflessione (di classe 2) sul 
quale si susseguono dieci punti semplici C , C,, ...,-C . Per costruire la rete 
basta combinare linearmente una C (A3B3 CCf), con A, C , C susseguentisi 
su una. retta per A, con il fascio delle Cr spazzate nella ACt contata quattro 
volte ed in una retta generica per A. Si può però riconoscere che la nominata 
rete di quintiehe non proviene come aggiunta da nessun sistema lineare d’or­
dine più alto e quindi non dà luogo a nuove F razionali.
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appartiene ad ooz curve C, spezzate nella 0 e nelle C'„_3_3. La 
curva 0 è di genere uno, avendo come unica curva aggiunta la 6S 
d’ordine s, che costituisce la parte fissa del sistema aggiunto (im­
puro) effettivamente, se, com’è lecito supporre, il sistema
I Cn I non possiede punti base infinitamente vicini, ogni punto base 
i-plo per I CH I ha la molteplicità effettiva i—1 per l’aggiunto 
impuro I C'„_81 e, se è h-plo per O, la molteplicità i — h per le 
C'„_ 3-s ; ne segue che il nominato punto base sarà precisamente 
(h — 1 )-plo per 63. D’altra parte la D, d’ordine 3 fi- s, deve man­
care delle aggiunte successive d’ordine 3 fi- s — 3i e d’indice i 
(i > 1), cioè non devono esistere (per i > 1) delle curve d’or­
dine 3 fi- s — 3r, passanti li— i volte per ogni punto h-plo della 
O (ed altrettanto si può dire di ogni componente della O, quando 
Q risulti riducibile) : se invero esistesse per esempio una seconda 
aggiunta 0", le curve 0" fi- C'n—3—s sarebbero seconde aggiunte 
delle C e quindi il secondo aggiunto puro coinciderebbe col primo 
aggiunto puro, ciò che si riconosce impossibile.

In quanto segue noi ammetteremo che la Q sia irriducibile, 
0 almeno contenga una componente irriducibile, co, di genere uno. 
In quest’ipotesi la co si può ridurre birazionalmente ad una cu­
bica e dopo ciò riesce facile mostrare che un sistema | C„| per cui 
la co sia una cubica rientra come caso particolare in uno dei siste­
mi a), ò), c), d).

D’altronde la nostra analisi si estende a qualsivoglia sistema 
I Cn \ se si ammette che, per una variazione opportuna dei punti 
base di / Cn\, possa ottenersi una Q (0 almeno una co) irriducibile. 
E quindi per la dimostrazione della nostra tesi giova ammettere 
che una curva di genere uno del piano, priva di aggiunte succes­
sive, possa ritenersi coinè caso particolare di una curva irridu­
cibile, la quale si ottenga dalla precedente variando con continuità 
i suoi punti multipli (a prescindere dai punti di connessione delle 
parti, che sono da ritenersi virtualmente inesistenti).

Nell’ordine di idee, in cui qui ci poniamo, con l’ammissione 
precedente è anche lecito assumere non solo che la co non possegga 
punti multipli infinitamente vicini (che d’altronde potrebbero 
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o una delle sue trasformate ehe si ottengono con le trasformazioni 
quadratiche riduttive, di cui ora parleremo, non abbia mai tre 
punti multipli in linea retta, cosicché nel processo riduttore che 
mettiamo in opera non si presentino mai punti multipli infinita­
mente vicini, ai quali si connettono, come è noto, particolari dif­
ficoltà nella riduzione.

Ciò posto, la possibilità di trasformare là <-> in una cubica di­
pende dall’esistenza di tre punti multipli di molteplicità suffi­
cientemente alta, perchè la trasformazione quadratica, che pos­
siede i detti tre punti come fondamentali, abbassi l’ordine della 
w. Per dimostrare l’esistenza dei detti tre punti, indichiamo.eon l 
l’ordine della w, con 0 il suo punto di massima molteplicità r, e
dimostriamo anzitutto che, se mancano le ultime aggiunte alla w,

esiste un valore di i. 1 i <, V 
3 C), tale che il punto 0 deve es­

sere (s— 1 )-plo o s-plo per le aggiunte alla a> d’ordine s = l — 3i 
e di indice i, avverandosi l’una o l’altra eventualità a seconda che 
l — r sia dispari o pari.

Le successive aggiunte alla w sono d’ordine l — 3r ed hanno 
il «punto 0 come (r— i'j-plo. Se i cresce d’una unità la quantità 
(l — 3?)— (r—?) diminuisce di due unità, giacche l — 3i dimi­
nuisce di tre ed r — i di uno. 'Si tratta di provare che per un

certo valore di i, 1 <1 è (Z— 3i)—(»• — i) = 1 o 0.

All'uopo distinguiamo i tre casi a cui dà luogo l’intero Z, rispetto 
al modulo tre:

a) Z = 3m , ß) Z = 3ni + 1, y) Z = 3m + 2.

x) Se l = 3m, = m e, se la co non è già una cubica, sarà

m > 1. Poiché, per ipotesi, non esistono le aggiunte d’ordine zero 
e d’indice ni, la massima molteplicità r non può essere inferiore 
od uguale ad m : sarà quindi r > m. Par i = 1 la quantità

(’) Con |-g- indichiamo, conformemente all’uso comune, il massimo intero
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a meno che

y) Se 2,

per un certo 
è dispari e 0

— m, e si potrà supporre m > 1,

(Z—3i)—(?• — r) — (3m — 3r)—(r — i) vale 3m — r — 2 ed è 
quindi i>0; per i= m la detta quantità vale invece — (r — m) 
ed è quindi negativa. Poiché essa cala di due unità per volta, 
al variare di i tra 1 ed m, essa sarà certo 1 o 0 
valore di i. Precisamente essa diventerà 1 se l—r 
se Z — r è pari.

ß) Se Z = 3m + 1, y = ni, e sarà m > 1, 

la w non sia una quartina con due punti doppi, che si può ricon­
durre ad una cubica, mediante la trasformazione quadratica, che 
ha i punti fondamentali nei due punti doppi ed in un punto sem­
plice. Nel nostro caso mancano, per ipotesi, le curve aggiunte 
d’indice ni, che sarebbero delle rette. Ne segue che la massima 
molteplicità r non può essere inferiore a m + 1, ossia r > m. Ora 
la quantità (Z — 3i) — (r — i) = (3m -j- I — 3i) — (r — i) è > 0 
per i = 1, mentre per i — m vale 1 — (r — m) ed è quindi <; 0. 
Si conclude dunque come nel caso «).

l_
3 

a meno che non sia Z = 5. In questa ipotesi la a sarebbe una quin­
tina dotata di cinque punti doppi ovvero di un punto triplo e 
di due punti doppi. In entrambi i casi essa si può mutare in 
una cubica con una trasformazione cremoniana. Supponiamo 
dunque m > 1. Poiché non debbono esistere coniche aggiunte 
d’indice ni, la massima molteplicità r sarà > ni. Ma allora, come 
prima, la quantità (Z — 3i) — (?• — i) — (3ni -ß 2 — 3i) — (r — i) 
è <0 per i = 1; invece, per i = ni, la detta quantità è > 1. Si 
può dunque ancora concludere come nei casi precedenti.

Se quindi la curva ellittica co, d’ordine Z, non possiede le ul­
time aggiunte, certamente il punto 0 dovrebbe essere (s — l)-pZo 
o s-plo per certe aggiunte d’ordine s = Z — 3i e d’indice i, 

1 i y •

Distinguiamo due casi :
a) i = 1,
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a) Se i — 1, le prime aggiunte d’ordine Z — 3 sono del 
tipo C/O*- 1) o GXO*),  ossia del tipo Ct-^Ol~4) o 0^.(0*- ’). 
Per la io il punto 0 sarà quindi (Z — 3)-plo o (Z — 2)-plo. Se 
la <o è una C^O1-a) essa possiederà ancora t punti tripli e d 
punti doppi, in guisa da risultare ellittica. I numeri t e d 
saranno dunque legati dalla relazione :

(r-ixr-2) (z — 3)(z — 4)
2 2------------àt-d =1,

ossia ;
3Z + d = 21 — 6.

Se la w possiede un punto triplo, l’ordine della w si può ab­
bassare con una trasformazione quadratica, che abbia come punti 
fondamentali il punto (Z— 3)-pZo, il punto triplo ed un punto 
semplice. Se invece la a possiede solo punti doppi sarà t ~ 0; ma, 
dalla relazione precedente, risulta, poiché si può supporre ZZ> 4, 
cZi> 2. Dunque la co possiede certo almeno due punti doppi ed il 
suo ordine si può abbassare con la trasformazione quadratica che 
ha i punti fondamentali nel punto (1—3)-plo ed in due punti 
doppi.

Se poi la co è del tipo 2), per essere ellittica essa dovrà 
possedere altri l — 3 punti doppi ; e quindi, poiché Z4, almeno 
un punto doppio. L’ordine della o si abbassa allora operando la 
trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali nel punto 
(Z — 2)-pZo, in un punto doppio ed in un punto semplice.

Z>) Se i > 1, le aggiunte alla w d’ordine s — Z— 3i e pas­
santi per 0 con la molteplicità so s — 1 per ipotesi, non esistono. 
Ciò significa che esisteranno altri punti multipli della cù, i quali 
imporranno delle condizioni alle dette aggiunte C(f), in guisa 
da rendere impossibile la loro esistenza. Tali punti saranno al­
meno dite: se invero oltre ad O, esistesse un unico punto multiplo 
0, ehe imponesse condizioni alle CW, la molteplicità di 0, per 
le Cl<> sarebbe al più s; e quindi esisterebbe-certamente almeno 
una C'W , formata dalla retta O Or contata s volte. Dunque vi sono
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dizioni alle M. Se H<i, r^, r(H sono ie molteplicità delle 0(0 in 
0, 01, 0„ Si avrà evidentemente (poiché --(0 — s od s — 1) :

r<0 r(ij _|_ r i) > s _

Ma, indicando con ?■, rlt r2.le molteplicità della cù in 0, Olt O.„ è: 

r = »•(') i 
n = r<0 4- r 
r2 — r<0 + i
I S -j- 31 ;

e quindi, tenuto conto della disuguaglianza precedente,

r + »’1 + r2 > l.
Dunque l’ordine della w viene abbassato dalla trasformazione 

quadratica, che ha i punti fondamentali 0, On 02.
Riepilogando, la curva ellittica irriducibile w, d’ordine l e pri­

va delle successive aggiunte dell’ordine l — 3i e d’indice i (i > 1), 
con i punti multipli in posizione generica, può essere abbassata 
d’ordine con successive trasformazioni quadratiche, fino a ridursi 
ad una cubica.

Sia ora | 0 | un sistema lineare oo3, irriducibile e semplice, 
di genere tre e grado quattro, per il quale la curva fondamentale 
co sia ridotta (con il procedimento precedente o comunque in al­
tro modo) ad una cubica C3. È facile provare che il sistema \ C \ 
è caso particolare dÀ un sistema riducibile ad uno dei tipi a\ 
ò), c), d).

Anzitutto il sistema \ C \ non può avere punti base fuori della 
cubica fondamentale C3. «Supponiamo invero che il sistema | C \ 
possieda dei punti base di molteplicità ?\, r2) rs sulla C3 e, se 
possibile, dei punti di molteplicità s2, ..., s t fuori della C3. Se 
n è l’ordine di | C | dovrà essere, esprimendo che il sistema | C | 
è di grado quattro e genere tre :

n2 _ s r2 _ s sj — 4
n2 — 3n — -r? + Mr, — Ss2 + Ssy = 4 ,

da cui :
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Ma la C3 è fondamentale per il sistema | C | ; e quindi sarà :

3-r — 3 r,■— 0.
Ne segue :

S sj = 0 ,

ossia sj = 0; il sistema lineare | C | non possiede dunque dei punti 
base fuori della Cs.

Ciò premesso, se il sistema | C | possiede s punti base (sulla 
C3) di molteplieità 1\, r.,, r,, si otterrà un sistema dello stesso
tipo di | C fissando ad arbitrio sulla C3 s— 1 punti A,, A,, 
As_! con le molteplicità r2, .... rB~i, e determinando di conse­
guenza un ultimo punto base As di molteplieità r,, come punto 
r„-plo della p';-1 {li = rs), determinata sulla C, dalle <7„(A£iA£... 
A^;1)- A questo sistema generico,- \ C\, per il quale gli s punti base 
sono ovviamente tutti distinti ed anzi s — 1 di essi possono essere 
dati ad arbitrio sulla Cs, ci riferiremo nel seguito: il sistema 
I C I da cui abbiamo preso le mosse è un caso particolare di questo 
sistema.

Ora, il sistema | C \ potrebbe possedere, oltre alla cubica fon­
damentale C3, altre curve fondamentali Ô, le quali siano costi­
tuite da parti irriducibili di genere zero e di grado — 1 (genere 
e grado essendo valutati rispetto al gruppo base di | C j) 0). Le 
curve fondamentali, irriducibili, che sono razionali e di grado 
— 1, possono essere eliminate tutte con successive trasformazioni 
quadratiche. Invero abbiamo già osservato (cfr. pag. 217) che per 
una curva, razionale e di grado — 1 (cioè determinata dai suoi 
punti base), la somma delle tre molteplicità più elevate è mag­
giore dell’ordine della curva: ma i tre punti multipli di molte­
plicità 'più elevata della curva corrispondono a tre punti base 
del sistema | C \ e possono quindi essere presi come punti fonda­
mentali di una trasformazione quadratica (non degenere), ridut-

(>) Giova precisare ehe una parte irriducibile di una h risulta di genere 
zero, rispetto ad gruppo base di | C |, perchè essa non possiede le prime ag- 
-'-.-A" f* »»nr» 901 \ n v'ov’rìhà il ZK mi!) puTvn irriducibile non nuò 
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trice dell’ordine della curva; la nominata trasformazione quadra­
tica trasforma inoltre la cubica C3 in una nuova cubica e non 
introduce altre curve 8. Con successive trasformazioni quadrati­
che la 0 o la componente di essa che si è presa in considerazione 
può dunque essere ridotta ad una retta congiungente due punti 
base A, B di | C |, di molteplicità rispettive r, s, con r -f- s = n ; e 
con un’ultima trasformazione quadratica, che ha i punti fonda­
mentali in A, B ed un terzo punto base (?) di | C | può essere 
ridotta ad un punto. Con ragionamento analogo si eliminano 
tutte le altre curve fondamentali di grado —1.

Si perviene così ad un sistema | C \, il quale (a priori almeno) 
potrebbe possedere solamente delle curve fondamentali irriduci­
bili, razionali e di grado 2. Mostriamo che di fatto queste 
curve qui non si presentano : cioè il procedimento che serve ad 
eliminare le curve fondamentali di grado — 1, vale anche ad 
eliminare contemporaneamente le curve di grado < — 1, almeno 
per i sistemi | C \ aventi sulla C3 punti base generici.

All’uopo indichiamo con 0 la componente, che prendiamo in 
considerazione, ed incominciamo coll’osservare che la 0 (supposta 
esistente) incontra la cubica fondamentale C3 soltanto in punti 
base per | C |. Invero se indichiamo con àj(Z>0) ( i= 1, 2, ..., s) 
la molteplicità della 6 nel punto base A, di | C |, con m l’ordine 
della 0, e supponiamo che la 0 incontri la Cs, oltre che nei punti 
base di | C |, in l punti, (semplici), avremo:

3 m-Zhi + l.
Inoltre, esprimendo che la 0 è di genere zero e di grado 

— 2 (rispetto al gruppo dei punti base di | C |), avremo :

m2 — 3wì + 2 — S hz + 21 à. = 0, 
m2 — 217i? <; — 2,

Si». __(r —L- — n

(•) Il sistema j C | non può possedere soltanto i due punti base A e B. 
In questa ipotesi, esprimendo il grado ed il genere dì | C | si avrebbe:

,l2 — r* — s- — 4 , n- — 3n — r~ -f-r — s2 -t- s = 4 
ossia:
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da cui
3m — 2 hi <. 0 C), 

ossia :
0, 

da cui :
1 = 0.

L’osservazione fatta porta che i punti d.<(r — 1, 2, s) della 
C3, presi con le molteplicità hit appartengono alla serie lineare 
individuata dal gruppo:

ài-4-i + h2A2 ... + haA,.

Ora due casi sono possibili : o qualcuna delle è nulla, ossia 
vi è qualche punto base di | C | per cui la 0 non passa, ovvero, per 
qualunque i, è lt,=j=O cioè la h contiene tutti i punti base di | C |.

La prima eventualità si esclude subito, perchè essa porta ad 
un legame tra t <, s — 1 dei punti Ai, e ciò è assurdo, perchè 
s — 1 dei punti A ( possono essere assunti ad arbitrio.

Nel secondo caso i punti At(i = 1, 2, ..., s) presi con le mol­
teplicità hi, appartengono ancora alla serie lineare individuata 
dal gruppo h^A3 h.,A„ h SAS ; ma, d’altra parte, questi 
stessi punti, presi con le molteplicità »•$, appartengono alla serie 
individuata dal gruppo rjAj + r2A2 -f-... + r sds. Esprimendo 
l’appartenenza ad una serie lineare come una relazione di con­
gruenza (teorema d’ABEL) si potrà porre:

i\Ai + r2A2 + ... + raA„ = 0
KAi + h2A2 + ... + hxAa = 0 (2). (*)

(’) Questa relazione, non potendo essere 3m — Là, < 0, porta che — 
— 0, e quindi ni2— Là? — — 2: dunque, se la curva 0 esiste, essa di 

fatto non può essere che di grado — 2.
(*) Se si vuole introdurre sulla cubica ellittica 0^ l’integrale ellittico 

di prima specie «, basterà nelle relazioni che' precedono immaginare scritto 
al posto del punto Ai il valore n(d,-) che l’integrale ellittico u assume nel 
punto A(. Si suppone naturalmente, come è d’uso, che l’estremo inferiore 
dell’integrale u sia un flesso, in modo che per la segnata sulla C3 dalle
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Ora due ipotesi sono possibili :
a) le due congruenze (1) sono distinte, 

ovvero
ò) le due congruenze (1) sono identiche.

Nell’ipotesi a) è possibile ricavare dalle (1), per eliminazione, 
una relazione fra. i soli punti At, Alt —, -dLs-i ; e ciò è assurdo 
perchè i punti Alt A.,, ..., d3_i possono essere dati ad arbitrio 
sulla cubica C3.

Nell’ipotesi 1) si deduce dalle (1):

ri = phi (i — 1, 2,..., §).
Ma è:

3m Shf,

3 n — Un,
e quindi :

3n — p2ihi — 3pm ;
onde :

n—pm.
Ma allora :

n2 — — p2m2 — p2S7i? = p\m2 — S7i?) ;

e, tenuto conto che il grado della 0 è <; — 2,

n2 — Lr- <. — 2p2<0.

E ciò è un assurdo perchè n2 — Sr? — 4, essendo il grado 
del sistema | C |.

Pertanto non esiste una curva fondamentale 0, razionale e 
di grado — 2, la quale contenga giù s punti base del sistema 
I C I privo di curve fondamentali di grado — 1 almeno quando 
s — 1 di questi punti siano dati ad arbitrio sulla Cs.

Da quanto precede segue che un sistema lineare oo8, | C ], 
irriducibile e semplice, di genere tre e grado quattro, rientra come 
caso particolare in un sistema, che è trasformabile in guisa che 
il trasformato possieda una cubica ellittica fondamentale C3 (sulla 
quale giacciono tutti i punti base) e sia privo di curve fondameli-
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tali 0. Il primo aggiunto a | C | coincide con l’aggiunto .puro e, 
ragionando come a pag. 183, si trova che il suo genere z è <; 2. 
Se z = 0, o 1 rimane così giustificata l’ipotesi semplificativa, che 
ci ha condotto a costruire i sistemi lineari corrispondenti ai primi 
due dei tipi di superficie a), d), c), d) elencati a pag'. 223. Se 
invece z = 2, il primo aggiunto a | C | è una rete di genere e 
grado due, la quale a sua volta possiede un aggiunto oo1 ; ed — a 
priori — potrebbe sorgere il dubbio che nel passaggio dal | C \ 
al I C" I si presentino ancora delle 0. Accenniamo brevemente co­
me si possano eliminare anche queste 0.

Il sistema | C | sia d’ordine n e siano Au ..., As i suoi punti 
base (che staranno sulla C3), con le molteplicità ?\, ...,rs. Il si­
stema \C'\ sarà allora costituito da curve CM_3(Ap—x... 1).
Tenuto conto della formula che dà il genere di una curva spez­
zata, scritta a pag. 183, essendo le Cn-a di genere 2, si trova che 
le Cn-3 intersecano la C3, fuori di A1} ..., As, in un punto, B. 
Il punto B è fisso e costituisce così un punto base semplice di 
I C \, che non è un punto base di | C |. Ciò posto, imitando il ra­
gionamento già fatto per il sistema | C |, si può dimostrare facil­
mente che il I C'I non possiede punti base fuori della C3, per 
guisa che il gruppo dei punti base di | 0' | è costituito da Au ..., 
A,, B ; ed il punto B è certamente semplice. Se ora dall’aggiunto 
a I C' I si staccano delle curve 0, queste non possono passare per 
B (nè, se vi sono, per gli altri punti base semplici di | C |), giac­
ché in questa ipotesi l’aggiunto impuro a | C' | avrebbe il punto B 
come semplice, mentre in realtà esso deve avere la molteplicità 
zero. Ne viene che ogni parte irriducibile, 0, di una 0 sarà :

a) fondamentale per il | C' |,
ß) di genere zero, rispetto al gruppo di punti Alt ..., As,
f) di grado <;— 1, sempre rispetto al gruppo A1} ..., As^

Queste proprietà, indicando ancora con m l’ordine della 0 e 
con /u(^ 0) (i = 1, 2, ..., s) la sua molteplicità in At, si tradu­
cono nelle relazioni :

a') m(n — 3) — S7t;(r, — 1) = 0,
8') m*  — 3ni + 2 — + Là, = 0,
y') m2 — Sà=<: — 1.
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La ß'), tenuto conto della /), dà:

3m — 2j7ì£ 1.

Due ipotesi sono dunque possibili a secondo che sia 3m — 
— S7q = 0 o 1. Se 3wi — Zä,= 1, la ß') dà m2 — S7i2 = — 1 ; 
la 6 è così di grado — 1 e si può eliminare con una successione 
dis trasformazioni quadratiche, come è stato descritto preceden­
temente : e poiché i punti fondamentali delle trasformazioni qua­
dratiche cadono tra i punti base di | C | e di ] C' non si gene­
rano nuove curve 9, nè per | G | nè per | G' \.

Se invece 3m — 27q — 0, dalla a') si ricava :

mn — ^hiri — 0, 
mentre la ßz) dà :

m2 — S7i? - — 2.

Si vede così che la 6 è, in questa ipotesi, fondamentale per 
\G \ e di grado — 2. Si ricade allora nella discussione prece­
dente.

Concludendo, in tutti i casi rimane giustificata l’ipotesi sem- 
plificativa, che ci ha condotto a costruire i sistemi lineari corri­
spondenti ai quattro tipi di superficie «), b), c), d) elencati a 
pag. 223. Tuttavia nella nostra discussione si è introdotta una 
nuova ipotesi, del cui significato discorreremo nella seguente 
nota.

Nota. - In ciò che precede, dato un sistema lineare oos, | G 
irriducibile e sejnplice, di curve piane di genere 3 e grado 4 (con 
serie caratteristica canonica), abbiamo veduto che esso possiede 
una curva fondamentale £2, di genere 1, e — nell’ipotesi che la 
£2 sia irriducibile o contenga una parte irriducibile — siamo 
riusciti a trasformare il sistema dato in un altro, i cui punti 
base stanno tutti su di una cubica fondamentale, trasformata di cù.

Se viene dato invece un sistema | G |, per cui la Û sia ridu­
cibile, abbiamo ammesso che, per una variazione opportuna dei 
punti base di \ C \, possa ottenersi una ß irriducibile o conte­
nente una parte irriducibile. Per giustificare l’ipotesi così intro- 
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di I O' I in maniera da allontanare quelli di essi ehe cadano infini­
tamente vieini ; il che sarebbe evidente se | C | fosse un sistema 
regolare, ma esige invece una giustificazione trattandosi di un | C | 
sovrabbondante.

Se' si vuole prescindere dall’ipotesi semplificatrice di cui sopra 
si è discorso, si può tuttavia applicare lo stesso metodo di ridu­
zione alla « riducibile e si perviene in generale al medesimo risul­
tato. Ma si incontrano delle difficoltà, che provengono dall 'even­
tuale presenza di curve r-i dotate di componenti multiple, di cui 
qui non vogliamo spingere avanti l’esame.

La rappresentazione delle nostre superficie del quart’ordine 
sul piano doppio (in rapporto alla teoria dei piani doppi, che 
esporremo nel Lib. II, cap. V) conduce a giustificare a priori il 
risultato che abbiamo in vista, cioè che le superficie razionali del 
quart’ordine con un solo punto singolare rientrano tutte nelle 
famiglie già enumerate, dove il sistema rappresentativo possiede 
come curva fondamentale una cubica (virtualmente) ellittica ; ma 
questa può effettivamente degenerare anche in modo da contenere 
parti multiple; e l’analisi di questi casi particolari dovrebbe 
farsi nello stesso ordine d’idee, in cui sono stati recentemente 
studiati i fasci d’Halphen i cui punti base appartengono ad una 
cubica ellittica degenere f1).

(') Cfr. F. Conforto: Sopra i fasci d’Halphen, i cm punti base appar­
tengono ad una cubica ellittica degenere; «Memorie della R. Aee. Naz.
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Capitolo I.

LE SUPERFICIE CON UN FASCIO DI CURVE RAZIONALI

1. Il teorema di Noether: introduzione.

Nei capitoli precedenti noi abbiamo studiato diffusamente le 
superficie razionali dei primi quattro ordini.

Un punto di vista più elevato si raggiunge quando non ci si 
prefigga più la rappresentazione piana delle superficie dei primi 
ordini, ma si domandino proposizioni e criteri generali, atti ad 
assicurare la razionalità di estese classi di superficie algebriche.

Un passo, storicamente importante, in questo.senso è costituito 
dal seguente teorema di M. Noether (x):

Le superficie con un fascio razionale (o lineare) di curve razio­
nali (irriducibili) sono razionali e possono essere rappresentate su > 
di un piano n in modo che alle curve del fascio corrispondano le 
rette per un punto.

Per la dimostrazione basta evidentemente riferirsi a superficie 
dello spazio ordinario.

Sia :
(1) y, z) = 0

l’equazione di una superficie algebrica e :

(2) A(-r, y, z) -+- zY (x, y, z) = 0

un fascio di superficie, Ite quali seghino la F (fatta eventualmente 
astrazione da componenti fisse) secondo curve razionali.

(') Cfr. M. Noether: über Flächen welche Schaaren rationaler Curven 
besitzen, « Math. Annalen », Bd. 3 (1871).

16
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Posto :

(4|

Il teorema di Noether sarebbe così evidente !
Ma un esame più approfondito rivela la illusione di questa 

evidenza. Nei coefficienti dell 'equazione della curva che si ottiene 
dalla (1') ponendo Z = X interviene ancora il parametro X; ora 
nella rappresentazione parametrica di una curva razionale pos­
sono a priori presentarsi delle irrazionalità numeriche (o relative 
al campo dei coefficienti), sicché può avvenire che nelle (3) il para­
metro X intervenga irrazionalmente e di conseguenza nelle (4) non 
si abbia una rappresentazione mediante funzioni razionali di u, X, 
ma una rappresentazione razionale nella n e irrazionale in X.

X — X(u) 
Y — Y(u) 
Z — l.

X — x, Y — y, Z-\— Y(x,y,z)’

possiamo trasformare la superficie F in una superficie:
(P) F'(X, Y,Z) = 0

sulla quale il fascio di curve razionali sia segato dai piami per­
pendicolari all’asse Z.

La F' è in generale una trasformata irrazionale della F. Vi 
potrebbe essere eccezione solamente se le curve del fascio (2) 
godessero della proprietà che la parallela all ’asse delle z, uscente 
da un punto generico di una curva qualunque del fascio, fosse 
■plurisecante di detta curva. Ma ciò si può evitare scegliendo in 
modo generico rispetto alla superficie F la terna cartesiana di 
riferimento.

Nella (!'), ogni qual volta si ponga Z = cost, si ha l’equazione 
di una curva di genere zero, la quale ammette una rappresenta­
zione parametrica, mediante funzioni razionali :

(3) X = X(u] ,
y — r<w).

Dopo ciò sembra a prima vista, che risulti senz’altro dimo­
strata la razionalità della F' (e quindi della F) ponendo sempli­
cemente :
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II Noether ha approfondito il problema della rappresentazione 
parametrica di una curva razionale ed ha effettivamente trovato 
che in questa si presentano di regola delle irrazionalità numeriche.

Seguendo il Noether incominciamo perciò a studiare queste 
irrazionalità ; il risultato di tale ricerca è importante non solo 
per la comprensione dell’enunciato del teorema, in quanto ci 
spiega la sua fallace «evidenza, ma anche per la sua dimostrazione.

2. Irrazionalità numeriche, che intervengono nella rappre­
sentazione parametrica di una curva di genere zero, me­

diante funzioni razionali.

Sia data una curva razionale d’ordine n, C„. Ammetteremo 
da prima che essa abbia soltanto dei punti doppi ; questi saranno 
allora in numero di :

(n — l)(n — 21
2 ’

Per rappresentare la C„ sopra una retta si usa comunemente 
la g\. Segata su di essa dalle curve aggiunte d’ordine n — 2, pas­
santi per n—3 punti semplici.

Se consideriamo una C„_2,assoggettata alla sola condizione 
di passare semplicemente per tutti i punti doppi della C„, cioè 
una C',1_2 aggiunta, i suoi coefficienti si esprimono razional­
mente per i coefficienti della C„. È vero infatti che le condizioni 
lineari con le quali si impone alla C,,_2 di passare per i punti 
doppi della C„ contengono irrazionalmente i coefficienti delia Cn 
(in quanto esse sono costruite con le coordinate dei punti doppi, 

che sono radici di un equazione algebrica di grado 1------ ---------

a coefficienti appartenenti al campo di razionalità dei coefficienti 
della CnO); ma nelle espressioni che si ricavano per i coefficienti

(’) L’equazione, che vale a determinare gli —---- punti doppi della

C„ si costruisce come risultante di tre equazioni, corrispondenti a tre curve 
polari della data, queste polari passando per i punti doppi e non avendo 
in generale altri punti comuni.
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della C'„_2 da queste condizioni, le coordinate dei punti doppi de­
vono intervenire simmetricamente (giacché alla si impone 
di passare per tutti i punti doppi della C„) e da qui si conclude 
appunto che i coefficienti della C„_2 si costruiscono razionalmente 
a partire dai coefficienti della C„.

Le medesime conclusioni si traggono anche nel caso in cui la C„ 
possiede punti tripli, quadrupli eco., ecc. dove si prendano le o ,,_2 
aggiunte soggette a passare i — 1 volte, per ogni punto i-plo : 
infatti nelle condizioni imposte alle aggiunte figurano simmetri­
camente i punti multipli aventi una stessa molteplictà, l’insieme 
dei quali dipende razionalmente dei coefficienti di Cn (i punti 
i-pli essendo comuni alle polari (r ■—■ l)-esime).

Se ora si impongono alle oon—2 curve aggiunte di ordine n — 2, 
n — 4 condizioni lineari arbitrarie, che non introducano alcuna 
irrazionalità numerica rispetto al campo definito dai coefficienti 
della C„, riusciamo a costruire una rete di aggiunte d’ordine n — 2, 
che determina sopra la C n una g^_2, con la quale possiamo tra­
sformare la data Cn in una curva d’ordine n — 2; e questa nasce 
dalla data, per mezzo di una trasformazione razionale a coefficienti 
razionali.

Abbiamo così veduto che una curva piana razionale d’ordine n 
si può trasformare birazionalmente in una curva d’ordine n — 2 
mediante una trasformazione a coefficienti razionali.

Ripetendo ora sulla curva d’ordine n — 2 ottenuta il medesimo 
ragionamlento si perverrà alla seguente proposizione: Ogni curva 
razionale può essere mutata medlamte ima trasformazione irrazio­
nale a coefficienti razionali o in una cubica con un punto doppio, 
o in una conica; s’arriva al primo caso partendo da una curva 
d’ordine dispari ed al secondo da una curva d’ordine pari.

Nel primo caso le coordinate del punto doppio, necessariamente 
unico, si ottengono ancora razionalmente e quindi proiettando i 
punti della cubica dal punto doppio su di una retta r si riesce a 
rappresentare razionalmente la cubica sulla r. Di conseguenza, 
una curva razionale d’ordine dispari può essere mutata in una 
retta mediante una trasformazione frazionale a coefficienti razio­
nali. In altre parole: Le curve razionali d’ordine dispari si pos­
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sono rappresentare para-metrica mente senza far intervenire irra­
zionalità numeriche.

Tua curva razionale d’ordine pari può essere invece trasfor­
mata razionalmente soltanto in una conica ; questa conica potrà 
essere riferita ad una retta per proiezione da un suo punto P, ma 
per determinare P sarà necessaria un’estrazione di radice qua­
drata, sicché possiamo concludere che: La rappresentazione para­
metrica di una curva razionale d’ordine pari importa Vaggiunta 
al campo dei coefficienti 'di una irrazionalità quadratica.

Facile è dimostrare che questa irrazionalità è in venerale ne­
cessaria. Esistono infatti delle coniche sulle quali è possibile tro­
vare dei punti a coordinate razionali (ad es. P(0,1) sul cerchio 
x~ -|- y- = 1); ciò però non avviene in generale, come è senz’altro 
dimostrato dall’esistenza di coniche prive di punti reali ed a coef­
ficienti reali (r2 + iff -f- 1 = 0) !

Le conclusioni ottenute valgono anche per curve razionali gob­
be. che possono essere sostituite da proiezioni piane. Per il seguito 
è importante ritenere la seguente proposizione, che consegue da 
quanto precede : se una superficie F contiene un fascio lineare (o 
anche irrazionale) di curve razionali, la F |si può trasformare bi- 
razionalmente in una rigata se l’ordine delle nominate curve è 
dispari o in una superficie con un fascio di coniche se l’ordine 
delle curve è pari. Invero la curva generica del fascio può essere 
trasformata birazionalmente in una retta o in una conica, senza 
introdurre irrazionalità rispetto ai coefficienti delle sue equazioni.

3. Dimostrazione del teorema di Noether.

Ritorniamo, dopo ciò, alla superficie (1):

F(.‘-, y, z) = 0
o alla (1'):

F\X;Y,Z)= 0.

1 risultati precedenti ci assicurano che se il fascio di curve 
razionali Z = X è formato da curve d’ordine dispari, la superficie 



246 LIBRO SECONDO

F' si può trasformare birazionahnente in una superfìcie ridata 
F" d’un certo ordine ni, dotata di una retta (in — 1 }-pla.

Se invece le curve del fascio sono d’ordine pari, la F' si può 
trasformare birazionalmente in una superficie F" d’ordine m con 
una retta (m— 2)-pla. Gli oo1 ipiani per questa retta segano la 
F" in coniche, costituenti un fascio lineare.

Consideriamo il caso in cui la superficie F da cui siamo partiti 
sia trasformabile in una rigata. Proiettando da un punto della 
retta (ni — 1 )-pìa su di un piano z otteniamo senz’altro la rap­
presentazione piana della superficie F, che risulta perciò razionale; 
le .generatrici vengono rappresentate dalle rette che passano per­
ii punto comune al piano z ed alla retta (in — l^-plti.

In questo caso il teorema di Noether risulta così dimostrato.
In secondo luogo supponiamo che la F sia trasformata in una 

superficie F" d’ordine m con retta (m— 2)-pla.
Per dimostrare anche in questo caso la razionalità di F il 

Noether ha costruito direttamente sulla F" una curva K unise- 
cante le coniche. Proiettando ogni conica rial punto comune ad 
essa ed alla K, su di un piamo ic, la F" viene ad essere rappre­
sentata su ic in modo che le coniche del fascio abbiano come im­
magini le rette passanti per il punto in cui la retta (ni — 2)-pia 
incontra ic. Tutto sta dunque a costruire sulla F" una curva uni- 
Secante le coniche. Ciò corrisponde a scegliere quella irraziona­
lità che abbiamo visto essere necessaria in generale per rappre­
sentare una conica su di una retta, in modo indipendente dal pa­
rametro del fascio.

Per dimostrare l’esistenza di una unisecante le coniche sulla 
F", considereremo il piano doppio che si ottiene quando si proietta 
ogni punto di F" da un punto fisso 0 della retta (in — 2)-pla. 
La via che qui vogliamo seguire è esattamente parallela a quella 
seguita dal Clebsch per dimostrare l’esistenza di una unisecante 
sulla superficie del quarto ordine con retta doppia (cfr. pag. 169).

Proiettando la F" da 0 otteniamo anzitutto un piano doppio 
possedente una curva di diramazione C d’ordine 2m — 2 con un 
punto (2m—4~)-plo, il quale cade nel punto A, comune al piano 
ir ed alla retta (ni — 2')-pia.
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Infatti una sezione piana generica per 0 sega la F" in una 
curva d’ordine m e di genere:

(ni — l)(ni — 2) (ni — 2)(m — 3)
 Z — ni -

Quindi la g\ segata dalle rette per 0 avrà sulla curva 
2n 2p — 2 — 4 -f- 2»u — 4 — 2 = 2ni — 2 punti uniti. In ogni 
piano per 0 esistono perciò 2m — 2 tangenti alla F"; così il cono 
che proietta il contorno apparente dèlia F" veduta da 0 è di 
ordine 2ni—2 e tale è anche l’ordine della curva di dirama­
zione C sul piano doppio. Il punto A risulta (2in—4)-plo per 
la C, giacché per le sezioni piane per la retta (ni—2)-pla- esi­
stono. oltre a questa retta stessa, solamente altre due tangenti alla 
F"; in guisa iche delle 2m — 2 intersezioni della ('■ con le rette 
per 0, 2ni —4 sono concentrate in A. che è dunque (2in —Appio 
per essa.

Si può ora dimostrare che esiste' un numero finito di curve 
d’ordine m — 2 le quali hanno A come (ni—3fiplo e sono tan­
genti alla C ovunque la- incontrano, fuori dei punti multipli.

Sia dapprima la C irriducibile ed A il suo unico .punto multi­
plo; in questa ipotesi la curva di diramazione C è di genere:

(2nt — 3)(2m — 4) (2ni — 4)(2m — 5i
p —- 2 2 '—

e le curve d’ordine m—2, che hanno il punto A (ni,— 3j-plo 
segano su di essa una = àe si può bisecare (x) in 2 2p 
modi distinti, dando luogo a 2Sgruppi disequivalenti, che 
corrispondono a 22J>=24”'-8 curve d’ordine ni—2 con Alni—3fiplo 
tangenti alla C ovunque la incontrano fuori di zi.

Ma la curva di diramazione C potrebbe possedere, oltre ad A. 
dei punti doppi ed anche spezzarsi in due o più parti ; si tratta di 
provare che in ogni caso si possono costruire delle curve tangenti 
alla.C ovunque la incontrano, fuori dei punti multipli.

Supponiamo dapprima che la C, pur rimanendo irriducibile.

C) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V. 
Cap. Ili, pag. 392-5 e Vol. IV, Lib. VI, Cap. Ili, pag. 199.
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acquisti cl punti doppi Ar, A.,  Aa> diventando così di genere 
p = 2m — 4 — d. Si considerino allora le Cm-2 (Am~3Ai A2... Ad) ; 
esse segano la C secondo una d — ap ; e la bisezione di 0 4WI—8—La 2p ’
queste serie permette di riconoscere l’esistenza di 22p — 24w~8 — 2d 
curve Cm_2(Am~sA1A2... Ad), tangenti alla C ovunque la incon­
trano fuori di A, A1} A2, ..., Ad (1).

Supponiamo.ora la C riducibile. Anzitutto possiamo dispensar­
ci dall ’esaminare il caso in cui dalla C si stacchi come componente 
una curva unisecante le rette per A, fuori di A (2) : invero, tenuto 
conto che il fascio delle rette per A rappresenta il fascio delle co­
niche di F", tale curva fornirebbe già sopra la F" una uniseeante 
le coniche del fascio. Escluso questo caso, l’unica ipotesi possibile 
è che la C si spezzi in li rette uscenti da A ed in una

... A2),

irriducibile e di genere p — 2m — 4 — h — cl (3). Le li rette si pos­

t') In realtà esistono anche delle C,„_„ 1A"' — 3) (non passanti per A , 
A2, Ad), tangenti alla C ovunque la incontrano. Se invero ritorniamo per 
un momento al caso generale in cui la C possiede solamente un punto 
(2m — 4)-pio, risultando così di genere p = 2m— 4, e, per continuità, fac­
ciamo acquistare alla 0 un punto doppio A , si vede che, al limite, le 2sr 
curve p-tangenti CM_2(Am~3) tendono a 2’P—1 Cm_ì(A>»—3A,'i, passanti 
per A, e (p— I)-tangenti a C, ed a 1 (X”‘—3) non passanti per
-4l e quindi p-tangenti a C; e ciascuna delle 2tP—- C„,_s (Aw~M, ), 
è il limite di due Cm_, (A”1—3) p-tangenti la C. (Cfr. L. CampedbllI: 
La bisezione delle serie lineari sopra una curva di genere virtuale p e ge­
nere effettivo p — 1; «Bollettino della U. M. I. », 1932). Non è ora difficile 
vedere cosa succede se la C acquisti un secondo punto doppio e così via. 
Approfondendo quest’ordine di considerazioni si perviene a riconoscere che 
esistono sempre delle C „,_s (Am~3 ), non passanti per A,, A^, ..., Ad, che 
toccano la C ovunque la incontrano, fuori di A.

(’) In questo caso è anche compreso quello in cui il punto A abbia per 
la C molteplicità effettiva 2m — 3 e non 2m—4; la C risulta qui spez­
zata in una C .lllt_2(Aìm—3) e nell’intorno di A.

C3) Si osservi che non pud essere li — 2m — 2. In questa ipotesi la curva 
di diramazione C si ridurrebbe a 2m — 2 rette distinte uscenti dal punto A. 
Sopra una retta doppia per A non esisterebbero allora punti di diramazione. 
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sono supporre distinte, poiché una componente multipla 9 che entri 
2i o 2i + 1 volte nella curva di diramazione = 0 d’un piano 
doppio

j x, y, \']>(x, y) !

risulta rispettivamente una curva critica apparente, ehe deve esser 
tolta dalla tp» ovvero equivale ad una componente semplice della 
curva di diramazione propriamente detta. Invero se

-p = e«i<p1 o i> == 92i4'1'p1,

Da qui segue ehe la conica, di cui la nominata retta doppia è l’immagine, 
dovrebbe essere spezzata in due rette. Sulla F" non esìsterebbe più un fascio 
di coniche irriducibili, bensì la F" risulterebbe rigata.

(*) Se a partire ad es. da At si succedessero sopra un ramo lineare un 
certo numero di punti doppi della Cim il punto A' sarà uno dei
punti della C2w_2_che giacciono nell’intorno dell’ultimo punto doppio 
della successione.

si ha rispettivamente:
■vj=e‘V^ o v-y=fl‘vë$r

(cfr. più avanti. Lib. II. cap. V, n. 25, pag. 394).
Ciò posto, delle li rette di diramazione, r incontrino la C2tll_2_h, 

fuori di A, in due punti distinti od infinitamente vicini ed li — r 
in un punto doppio. Siano Bx, B2. .... Br punti della C2m_2_fi 
scelti uno su ciascuna delle rette di diramazione del primo grup­
po; A2, ..., A^_,. i punti doppi della C2l„_2_h per cui pas­
sano delle rette di diramazione e A',, A'2, ..., A'h_r li — r punti, 
infinitamente vicini ad AIt A2, ..., Ah_,. rispettivamente, ciascu­
no scelto a piacere sopra uno dei rami della C2m_2_h per il cor­
rispondente punto doppio (’). Si considerino ora le curve

C„,_s(An,-3A1ÆJAïA'J - Ak_,.A'll-,All_w ... AaB2B2... Br}-. 
esse segano sulla

... - * *r>
una serie lineare

(-.2 Hl—4—h — d —_ p 
8— 2k— 2d $2p’

che si può bisecare in 22p — 2im~* —2d~h modi, determinando
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così altrettante

C’w_2(A”!-3A1A'1A24'2 ... Ah_,A!h_,.Ah~r+r... AdBtB2... Br) 

p-tangenti alla C2,n-z-h ■ completata con le h rette di dirama­
zione uscenti da A.

Riassumendo vediamo dunque ehe esiste in ogni caso un nu­
mero finito di Cm_2 tangenti alla curva di diramazione C ovun­
que la incontrano, fuori dei punti multipli (1).

Ê ora importante riconoscere che le curve (J m_2 così costruite, 
concepite come curve doppie del piano doppio, ehe ha la C come 
curva di diramazione, risultano prive di punti di diramazione. 
Si ricordi all’uopo che su di una curva doppia l’avvicinamento 
di due punti di diramazione dà luogo ad un punto critico appa­
rente che non è più di diramazione; e più in generale un punto 
di una curva doppia sarà o no di diramazione a seconda che in 
esso venga a coincidere un numero dispari o pari di. punti di di­
ramazione. Ora nel nostro caso non possono essere punti di dira­
mazione di una delle curve doppie Cm_2 i punti comuni ad essa 
ed alla C, che siano semplici per quest ’ultima : infatti i punti no-

fi) In casi particolari la costruzione delle C fl,_2 p-tangenti ora indi­
cata può ammettere un numero infinito di soluzioni. Ciò succede quando la 

che si tratta di bisecare sia la serie doppia di una g*  completa, quando 
esistano cioè dei gruppi di p punti che, contati due volte, appartengono alla gp , 
mentre contati una volta sola sono contenuti in un gruppo canonico. In
questa ipotesi la bisezione della g?p dà luogo (cfr. F. Enriques ed 0. Chi- 
sjnj: Teoria..., Voi. ILI, Lib. V, Cap. Ili, pag. 393) a 22-> serie, una delle
quali ha la dimensione i anziché zero.

Come esempio si consideri una £„(-4’) di genere 1> — 6, che possieda una 
retta quadritangente, i cui punti di contatto con la C*  siano P,, P P p . 
La bisezione della segata sulla dalle Jdà luogo a 212 serie,
una delle quali non dà luogo ad una A® ma alla serie il cui gruppo ge­
nerico è costituito dalla quaterna P^, P,, P,, P*  e da una coppia generica di 
punti allineati con A ; invero questo gruppo è contenuto nel gruppo cano­
nico segato sulla Cs dalle quattro rette AP. APj( AP*,  AP e da una retta 
generica per A ; ed esiste una C^A*)  ehe tocca la Cs nei punti di questo 
gruppo; essa è spezzata nelle quadritangente ed in una retta per A contata 
due volte.
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minati assorbono due delle intersezioni della C’,n_2 con la C, es­
sendo in essi la C„,_2 tangente alla C. Nè potrebbero dar luogo a 
punti di diramazione della curva doppia Cm—, i punti multipli 
della C di molteplicità pari-, invero un ramo della C„,_2, che 
passi per uno di questi punti, assorbe un numero pari di interse- 

' zioni delia C,„_2 con la C. Rimangono i punti di molteplicità 
' dispari della (', cioè i punti doppi della per cui passi
i una retta di diramazione uscente da A. Ma dalla nostra costru­

zione risulta, che anche in questi punti viene assorbito un numero 
pari di intersezioni della 2 con la C : invero se A, è un punto 
della natura indicata, abbiamo imposto alle G',„_2 il passaggio per 
Ai e per un punto A',, infinitamente vicino ad esso sulla 
il punto A assorbe così quattro intersezioni della C’m_2 con la ('. 
Ne viene che siamo riusciti a costruire delle curve doppie C'm_2, 
prive di punti di diramazione.

Si consideri una delle curve doppie Cm_2, prive di punti dì 
diramazione, ora costruite. Essa è irriducibile o no. In questa se­
conda ipotesi si vede facilmente che esiste sempre mia sua com­
ponente che sia una curva irriducibile d'un certo ordine s con il 

± punto A(s—1 ~)-plo C1); e tale componente, considerata come 
doppia, è auch’essa priva di punti di diramazione. Chiamiamo L 

! la curva ('m_2 o la sua componente irriducibile anzidetta. Alla
! curva L corrisponde sulla F" una curva K, sulla quale i punti

allineati con 0 sono coniugati in una involuzione che, per la ra­
zionalità della L, risulta razionale cioè una g\. I punti doppi di

(‘) Tuttavia’ è bene avvertire che la nominata componente può ridursi al­
l’intorno del punto A. Si consideri ad es. la C/yU) per la quale due punti 
doppi A , zla cadano nell’intorno di A. La costruzione sopra esposta ci porta 
a ricercare le coniche bitangeuti alla Cn e passanti per A, At, A.. Queste 
coniche si riducono alle coppie di rette uscenti da A, cui si aggiunge l’in­
torno di A ; di guisa che la gP da bisecare si riduce in questo caso alla <)\ 
(doppia della g\ canonica) segata sulla dalle coppie di rette per A. Delle 
16 soluzioni del problema, 15 portano alle coppie di tangenti alla C. condotte 
da A alle quali si aggiunge l’intorno di A. L’ultima dà le oc ' curve spezzate 
nell’intorno di A e in una retta per A contata due volte. (Cfr. la nota alla 
pag. precedente).
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questa involuzione si otterrebbero in corrispondenza ai punti di 
diramazione della Z; ma la L è priva di punti di diramazione; 
corrispondentemente la sulla K è priva di punti doppi. Poi­
ché una g*  sopra una curva irriducibile deve possedere sempre 
almeno 2n — 2 — 2 punti doppi ne segue che la K è spezzata in 
due curve A\ e K„.

Le curve e AL sono unisecanti le coniche di F", che giac­
ciono nei piani per la retta (m — 2)-pla: infatti queste coniche 
si proiettano nelle rette per A, che sono unisecanti la L.

Concludendo, esistono svilo F" delle curve uni-secanti le coni- 
che. Proiettando ogni conica dal punto comune ad essa e ad una 
unisecante, la F" viene rappresentata su un piano r. in modo che 
le immagini delle coniche siano le rette passanti per il punto co­
mune a T. ed alla retta (wi — 2)-pla di F”.

Il teorema di Noether rimane così completamente dimostrato.

Osservazione. - Il teorema di AI. Noether (la cui dimostra­
zione, come si è detto, è stata pubblicata nel 1871) porge un cri­
terio generale, che permette di riconoscere la razionalità di tutte 
le superficie particolari considerate prima da L. Cremona, da 
A. Clebsch e da altri. Così ad es. la superfìcie cubica generale 
appare razionale, appena si sappia che essa contiene una retta 
(per il fatto che i piani per essa segano la superficie secondo 
coniche). Le superficie del 4" ordine con cubica gobba doppia o con 
tre rette doppie per un punto risultano subito razionali per il 
fatto che le loro sezioni piane sono razionali. Le superficie del -1" 
ordine con conica doppia appaiono subito razionali, quando si 
sappia che contengono almeno una retta (incidente alla conica 
doppia), giacché i piani per questa segano la superficie secondo 
cubiche razionali. Infine la superficie del 4° ordine con retta dop­
pia costituisce il precedente storico immediato del teorema di 
M. Noether.
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4. Le superficie con un fascio irrazionale di curve razionali.

La circostanza che le superficie possedenti un fascio lineare o 
razionale di curve razionali sono razionali è conseguenza di 
due fatti :

a) ogni curva razionale si può trasformare con una trasfor­
mazione direzionale a coefficienti razionali in una conica o in 
una retta;

b") dato su di una superficie un fascio lineare di coniche, 
esiste una curva unisecante ogni conica del fascio.

La linearità o razionalità del fascio di curve razionali sopra 
la superficie F, in virtù delle due proprietà a) e h), basta — come 
abbiamo veduto — alla dimostrazione del teorema di Noether.

Sorge dopo ciò naturale la questione di studiare come si pos­
sano caratterizzare le superficie algebriche, le quali possiedono 
un fascio irrazionale (di genere p > Ü) di curve razionali.

Anzitutto, in base alla proprietà a), la curva .generica del 
fascio si può trasformare, con una trasformazione frazionale a 
coefficienti razionali, in una retta od in una conica; e quindi si 
ha che; una superficie F, sulla quale esista un fascio di genere 
p > 0 di curve razionali, si può trasformare birazionalmente o 
in una rigata (di genere p) ovvero in una superficie con un fascio 
di coniche di genere p.

Ma per quanto riguarda l'esistenza di una curva unisecante, 
essa è stata riconosciuta soltanto in base alla linearità del fascio. 
Rimane dunque aperta la questione se anche nel caso irrazionale 
esista una curva unisecante le coniche del fascio. Dimostreremo 
che a tale questione si deve dare risposta affermativa. Quando 
l’esistenza di una simile curva unisecante sarà dimostrata, potremo 
immediatamente enunciare il teorema (1) :

C) Cfr. F. Enriques: Sopra le superficie che posseggono un fascio 
ellittico di curve razionali, « Rend. R. Acc. Lincei», Vol. VIT, s. V, 1898; 
Sopra le superficie che posseggono un fascio di curve razionali, id.; e la me­
moria Sopra le superficie algebriche che contengono un fascio di curve razio­
nali, « Math. Ann. » Bd. 52, 1899.
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Ogni superficie algebrica f(%,y,z') = O, contenente un fascio 
di curve razionali, si può trasformare bir azionai niente in una ri­
gata (ad es. in un cilindro o(X, F) — 0), avente il genere p del 
fascio.

Infatti, immaginando la superficie F trasformata in un’altra 
F' di un 8n, sulla quale le coniche siano segate da oo1 piani non 
secanti ulteriormente la F' basta proiettare ogni conica di F' dal 
punto comune ad essa ed alla unisecante in un Sn_i fisso, per 
ottenere una rigata avente il genere del fascio (l).

Alla dimostrazione dell’esistenza di una curva unisecante le 
coniche di un fascio (di genere p > 0) posto su di una superfi­
cie F, sono volte le considerazioni che seguono.

Sia F una superficie contenente un fascio y di coniche C2, 
avente un certo genere p.

Ammettiamo la F situata in uno spazio S„ ad un numero 
sufficientemente elevato di dimensioni, in guisa che i piani delle 
coniche C., non intersechino ulteriormente la F.

Ogni conica C, del fascio può essere riferita ad una retta dop­
pia per proiezione da un punto del suo piano, esterno ad essa; 
e tale operazione si compie in modo razionale dati i coefficienti 
dell’equazione della conica, ossia razionalmente per tutte le coni­
che del fascio. Ne viene che la superficie F si può trasformare 
birazionalmente in una rigata doppia ffi. Per eseguire questa tra­
sformazione si consideri una curva arbitraria L, unisecante i pia­
ni delle coniche e si proietti ciascuna conica C2 dal punto co­
mune alla L ed al suo piano, in un fissato. La conica C2 
dà luogo in ò'»—1 ad una retta doppia con due punti di dirama­
zione e. ripetendo questa operazione per tutte le coniche C2 di y, (*) 

(*) Una rigata di genere p è poi sempre birazionalmente equivalente ad 
un cono (cilindro) di genere p. Per vederlo si proietti la rigata nello spazio 
ordinario e si consideri in questo spazio un cono di genere p, per il quale il 
sistema delle generatrici sia in corrispondenza direzionale con una sezione 
piana (e quindi con il sistema delle generatrici) della rigata. Dopo di ciò 
si proietti da un asse generico ciascuna generatrice della rigata nella cor. 
rispondente generatrice del cono.
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si trasforma la, F in una rigata doppia <D. la cui curva di dira- 
mazionfe è composta da una curva K, bisecante le generatrici, 
aumentata in generale di un certo numero di generatrici <tu a.,, 
..., at; è lecito supporre la K irriducibile, giacché se la K fosse 
riducibile, essa sarebbe composta di due curve unisecanti le ge­
neratrici della H e la esistenza, di una unisecante le coniche del­
la F sarebbe allora evidente.

Se la curva K possiede dei punti singolari, queste singolarità 
si possono eliminare. Si consideri all’uopo la serie completa, mul­
tipla secondo m, della serie segata sulla K dagli iperpiani. Pren­
dendo m sufficientemente grande, la nominata serie risulterà priva 
di gruppi neutri (*);  e la curva K si potrà così trasformare in 
una curva K', normale, priva di punti multipli. La curva K si 
può considerare come una proiezione della IF -, e eongiungendo 
sulla K' le coppie di punti, che corrispondono a coppie di punti 
di K sulla stessa generatrice di <T>, si ottiene una nuova rigata <!>', 
di cui la D è una proiezione. La curva di diramazione della rigata 
doppia è costituita dalla IF e da p generatrici. Il numero p 
può essere diverso da giacché nella proiezione qualche genera­
trice di diramazione della <I> può mutarsi in punto e viceversa.

Si può dunque fin dall’inizio supporre la curva K della <I> 
normale e priva di singolarità; altrimenti basta riferirsi alla K' 
della CE>'.

Chiamiamo ir e v il genere e l’ordine di K. Importa per il 
seguito notare che il numero v si può supporre arbitrariamente 
grande rispetto ai valori fissati di ir e p (numero delle generatrici 
di diramazione). Infatti si trasformi la D con un sistema lineare 
completo, ottenuto sommando al sistema delle sezioni iperpiane 
della un certo numero di generatrici generiche. La rigata dop­

pi Basta all’uopo prendere m in modo che la serie di cui si tratta sia 
d ’ordine n > 2n se jc è il genere di K. Invero se la curva, immagine proiet­
tiva della serie avesse un punto s pio (s > 1 ) 0. gli iperpiani per 0 seghereb­
bero sulla curva una serie completa 1- iIa, essendo r > 2a, è altresì
n K 1 ri—] . Ora una serie di dimensione — 1 è non speciale; 
e per conseguenza dovrebbe essere: n — n—'1 = n — s — ~: d’onde s 1. 
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pia 4> si muta in una nuova rigata doppia 4*'  rimanendo immutati 
i due numeri n e p : invero nella trasformazione le generatrici 
della 4> si mutano nelle generatrici della 4P e non si aggiunge al­
cuna generatrice di diramazione, non essendovi su K alcun punto 
fondamentale della trasformazione, che si muti in una generatrice. 
La K', trasformata della K, diventa una curva priva di singola­
rità e d’ordine v'= v + 2r se il sistema trasformante è stato ot­
tenuto aggiungendo r generatrici al sistema delle sezioni iperpiane 
di 4>. Inoltre l’ordine v + 2r si può supporre così alto che la 
serie segata sulla K' dagli iperpiani del suo spazio sia non speciale. 
La è normale e ciò implica che anche la K' sia normale.

Se invero la K' non è normale essa proverrà per proiezione da 
una curva K", d’ordine normale, priva di singolarità in uno 
spazio a '/ — s; dimensioni. Congiungendo sulla K" le coppie di 
punti che si proiettano in coppie di K' giacenti sulla medesima 
generatrice di 4P, si costruisce una nuova rigata 4>" della quale 
la 4>' è una proiezione. Per provare ora che la K' è normale 
basta provare che le due rigate 4P e 4>" hanno lo stesso grado: 
si troverà così un assurdo, essendo la 4P normale; ne segue che 
la K' non può essere proiezione di una K" dello stesso ordine e 
quindi è normale. Procediamo quindi a dimostrare che 4>' e 4>" 
hanno effettivamente lo stesso grado.

Siano n e p il grado ed il genere della rigata 4>’. La formula 
di corrispondenza di Zeuthen (x), applicata alla corrispondenza 
[1, 2] che vien posta fra la serie di genere p delle generatrici di 

4>' e la serie di genere n dei punti di K', quando si facciano cor­
rispondere generatrici di 4P e punti di A" che si appartengono, 
dà per il numero y delle generatrici di 4P che sono tangenti alla 
K', l’espressione :

y = 2(1; — 1) — 4(p — 1).'

D'altra parte consideriamo un fascio d’iperpiani ed in esso 
la corrispondenza che si ottiene facendo corrispondere due piani

(') Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, 
Cap. I, pagg. 72-73.
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quando contengono due punti di K' situati sulla medesima gene­
ratrice di 4>'. Si tratta di una corrispondenza ['/, -/], che ha 2-/ 
elementi uniti. Questi elementi uniti provengono dagli y iperpia- 
n i che’ vanno ai punti di contatto della K' con le generatrici della 
G>' e, a coppie, dagli n iperpiani che contengono delle generatrici 
della 4»', appoggiantisi al sostegno del fascio. Si ha dunque:

y 2n = 2-/.

Ed eliminando y tra questa e la precedente, si ottiene :

'/--- 71 — 11 — 2p + 1.

Ora il medesimo ragionamento può essere applicato alla rigata 
d>" in relazione alla bisecante K". I numeri ir, p si conservano 
immutati; e quindi anche n. Il grado della D" coincide così con 
il grado della. 4>'.

Riepilogando i risultati ottenuti, possiamo dunque dire: una 
superficie F, sulla quale esiste un fascio y di coniche di genere p, 
può essere rappresentata su di una rigata doppia 4> di genere p, 
la cui curva di diramazione è composta :

a) di un certo numero p di generatrici;
b) di una curva normale K di un certo genere r., irriduci­

bile, senza singolarità, bisecante le generatrici di 4>, avente un 
ordine n arbitrariamente grande, in confronto ai valori di ir e p, 
ed appartenente ad uno spazio Sr di dimensione r—n — La 
cum K è immagine di una curva L di F, bisecante le coniche del 
fascio y; e, viceversa, ogni linea L bisecante le coniche di y dà 
luogo ad una rigata ®, dotata delle proprietà anzidetto.

Proponiamoci ora di determinare sulla 4> una sezione iper- 
piana, che passi per p punti A2, ..., Ap scelti fra le interse­
zioni di K colle generatrici di diramazione au a.,, ..., ap (uno so­
pra ciascuna generatrice) e sia inoltre tangente ovunque la incon­
tra alla K.

A questo scopo si consideri la serie lineare segata sulla K dagli 
iperpiani, passanti per A1} A2, ..., Ap. Essa è ima

ti
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Per l’iperpiano, che si tratta di determinare, le n— p inter­
sezioni con la K, fuori di d,, A2, ..., A?, devono distribuirsi in

(n — p) coppie di punti (1), ciascuno dei quali risulta di tan­

genza alla K. Il problema proposto consiste nella bisezione della 
serie e diverrà certamente risolubile se sarà :

All’uopo basterà ovviamente prendere 2n-j-p come è con­
sentito dal fatto che n può essere preso arbitrariamente grande 
rispetto a f e ì.

Alla sezione della con uno degli iperpiani, tangenti alla K 
ovunque la incontrano, corrisponde sulla F (che è rappresentata 
doppiamente sulla 4>) una curva À, bisecante le coniche C2 del 
fascio 7, dato sulla F : infatti una sezione piana della 4> è uni­
secante le generatrici della <5 che sono le immagini delle coniche 
del fascio 7. La curva À sega ogni conica C„ in due punti distinti 
0 'eventualmente in due punti sovrapposti, costituenti per À un 
punto doppio : due punti infinitamente vicini su una delle coni­
che C2 potrebbero infatti provenire solamente da una intersezione 
semplice (ossia senza tangenza) della immagine di /. con la cur­
va K; ma ciò non è possibile, giacché detta immagine tocca la K 
ovunque la incontra.

Sopra la curva À le coniche C2 del fascio 7 (di genere p) se­
gano una involuzione 7 * di genere p, priva di punti di coin­
cidenza. Segue allora immediatamente, dalla formula di Zeu­
then (2), che il genere della X è il genere minimo per una bise­
cante e vale P = 2p— 1.

La curva A può spezzarsi in due curve di genere p, unisecanti

(’) Si noti che il numero - (ir—p) è certamente intero, giacché n e p 

sono entrambi pari 0 entrambi dispari, dovendo la curva K completata con 
p rette essere (come curva di diramazione) d’ordine pari.

(’) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib, V, 
Cap. I. pag. 72-3.
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le coniche C2 ; anzi ciò accade sempre se p — 0 ; in questo caso , 
si ottiene subito la rappresentazione della F, punto per punto, 
su di una rigata. Ma altrettanto non può dirsi per il caso in 
cui p > 0.

La curva X incontra una conica C'2 di y in due punti A e B; 
le tangenti in A e B si incontrano in un certo punto 0 (polo della 
retta A B) e da 0 la conica stessa può venir proiettata in una 
retta doppia. Tale operazione si compie razionalmente per ogni 
C2 e quindi essa conduce a rappresentare la superfìcie F sopra 
una rigata doppia V, in modo che la curva di diramazione della V 
sia composta di una curva X' corrispondente alla X, più qualche 
generatrice.

Applicando allora alla X', in relazione alla'!', i ragionamenti 
svolti innanzi p'er la 5*,  in relazione alla K, si può costruire una 
nuova curva a, bisecante le coniche del fascio y, di genere mi­
nimo P = 2p — 1 e corrispondente ad una curva uniseeante le 
generatrici della T. La curva a è in una semplice relazione eon 
la curva X : le coppie di punti segate da X e <r sopra una conica C2 
del fascio y si separano armonicamente. La dimostrazione di que­
sta proprietà è molto semplice. Siano A e B i punti comuni a X 
e ad una generica conica C2 di y. La generatrice della V, che è 
immagine della conica C2, si ottiene proiettando la C2 dal polo 0 
della C2 rispetto alla retta A B ; ogni punto di questa generatrice 
è quindi immagine di due punti della C„ allineati con 0. La cur­
va a si proietta ora in una curva unisecante le generatrici di V : 
ne segue che i due punti comuni alla a ed alla C2 sono allineati 
eon 0, polo di AB, e quindi separano armonicamente la cop­
pia A B.

Esprimeremo la relazione fra le curve X e j dicendo che esse 
costituiscono una coppia di bisecanti armoniche del fascio di co­
niche C2.

Riassumendo, possiamo dire: Se su di una superficie F esiste 
un fascio y di coniche di genere p, esiste altresì una coppia di 
curve di genere 2p — 1, bisecanti armoniche del fascio y.
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5. Il caso ellittico.

Ciò premesso, consideriamo da prima il caso p = 1 ; otterremo 
sulla superficie F due bisecanti armoniche di genere uno, su cia­
scuna delle quali le coniche del fascio (ellittico) segano una invo­
luzione ellittica y*.  Nella ipotesi più sfavorevole, nella quale ci 
poniamo, entrambe le curve X e a sono irriducibili; nel caso con­
trario è senz’altro conosciuta sulla F una curva nniseeante le 
coniche del fascio y.

Scegliamo ora nel fascio ellittico y (che si può concepire astrat­
tamente come una curva ellittica, i cui punti rappresentano le 
coniche CA una qualsivoglia g\. Otteniamo sulla F un fascio 
razionale costituito da coppie di coniche C2 : ci proponiamo di 
costruire sulla F una involuzione 12 (di coppie di punti), che 
trasformi ogni conica nella sua coniugata, in guisa dunque che 
coniche coniugate vengano riferite luna all’altra proiettivamente.

Osserviamo a questo scopo che alla g\ nel fascio ellittico y, 
corrisponde sulla curva X (e sulla curva c) una serie lineare g\, 
le cui quaterne di punti sono composte da coppie di punti, coniu­
gati nella involuzione ellittica y*,  subordinata sulla X (e sulla <r) 
dalle coniche del fascio y. La nominata g\ può (in due maniere 
diverse) riguardarsi come composta colle coppie (coniugate nel­
la y2) ài una g\. Ciò segue dal fatto che sopra una curva ellittica 
quale è la X (o la s) una involuzione ellittica yj ^d una involu­
zione razionale g\ sono permutabili (’) : ed infatti, se C2 e C"2 
costituiscono una coppia particolare di coniche coniugate, che se­
gano la X nelle coppie di punti A', B' e A", B" (coniugati nella 
y*),  la gd che rimane individuata sulla X quando si faccia cor­
rispondere ad A' il punto A" (o il punto B"), fa altresì corrispon­
dere — per la detta permutabilità — al punto B' il punto B" 
(o il punto A"); prendendo allora due altre coniche coniugate 
generiche, i due punti in cui l’una di esse è segata dalla X cor-

fi) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, 
Cap. Ili, pag. 263.
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rispondono ai due punti di sezione dell’altra in un modo, ehe è 
razionalmente determinato appena sia fissata sulla X la nomi­
nata g\.

Ripetendo per la 7 il ragionamento fatto sulla X possiamo 
quindi dire: ad una qualsivoglia involuzione razionale g*  nel 
fascio ellittico 7 corrisponde tanto sulla curva X come sulla cur­
va 7 una g\, i cui gruppi di punti sono composti con due gruppi 
(!., di una medesima g\, la quale è (lutoconiugata rispetto alle 
involuzioni ellittiche segate sulla X 'e sulla 7 dalle coniche del fa­
scio 7. La determinazione della <7*  antoconiugata sopra ciascuna 
delle curve X e 7 fa intervenire una irrazionalità quadratica pu­
ramente aritmetica.

Ciò posto, date due coniche coniugate generiche, ai quattro 
punti in cui l’ima di esse è segata dalla X e dalla 7, si possono 
far corrispondere ordinatamente i quattro punti .d’incontro del­
l’altra con le stesse due curve; ma, essendo le curve X 'e 7 bise­
canti armoniche, le due quaterne di punti sono armoniche e si 
corrispondono in esse le coppie di punti coniugati armonici : ne 
segue che le due coniche risultano riferite proiettivamente in un 
modo determinato.

Le coppie di punti omologhi di due coniche coniugate danno 
luogo sulla F alla involuzione di coppie di punti I2, che ci era­
vamo proposti di costruire.

Concepiamo ora una nuova superficie F', i punti della quale 
corrispondano birazionalmente alle coppie di punti della invo­
luzione 12 su F. Alle coniche di F corrispondono su F' curve 
razionali C'. e precisamente ogni C' corrisponde a due coniche 
coniugate. Le C formano sulla F’ un fascio lineare di curve ra­
zionali. Ma allora; come si è veduto nella dimostrazione del teo­
rema di Noether, si può costruire sulla F' una curva unisecante 
le C. A questa corrisponde sulla F una curva uniseeante le co­
niche C2.

Abbiamo già osservato che ciò è sufficiente per concludere che. 
la F è birazionalmente identica ad una rigata ellittica.
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6. Fascio di genere qualunque.

Consideriamo ora il caso, nel quale il fascio di coniche 7 abbia 
un genere p qualsiasi; le due bisecanti armoniche le; risultano 
qui di genere P —2p — 1.

Se si riflette alla dimostrazione, che abbiamo dato nel caso 
p — 1, si vede che il suo successo dipende dalla possibilità di 
riferire proiettivamente le coppie di coniche di 7, coniugate in 
una g\, in guisa da costruire sulla F ima involuzione 12 di cop­
pie di punti, alla quale appartenga il fascio 7. Siamo riusciti a 
porre il detto riferimento proiettivo, dimostrando che alla g * 
di 7 corrispondeva sulle due bisecanti armoniche X e 7 una g\, 
i cui gruppi di punti riuscivano composti con due gruppi Gz di 
una medesima autoconiugata rispetto alle involuzioni ellit­
tiche segate sulle curve À e 7 dalle coniche di 7.

Per estendere ora il procedimento al caso p > 1 è naturale 
considerare una g1 irei fascio 7 e vedere se sia possibile riferire 
proiettivamente le coniche, formanti un gruppo generico di que­
sta g1 , in modo da costruire sulla F una involuzione 7 di gruppi 
di punti.

Si riesce a porre un riferimento proiettivo siffatto quando 
alla (j\n del fascio 7 corrisponda, tanto sulla X come sulla 7, una 
p*  , composta mediante una p*,,  autoconiugata rispetto alle invo- 
lozioni (di genere p) segate sulle curve 1 e 7 dalle coniche di 7, 
ossia quando ogni gruppo della g^m sia composto di due gruppi 
G di una medesima p^. coniugati nelle nominate involuzioni. 
Siamo dunque condotti a ricercare una g*  nel fascio 7, la quale 
goda della proprietà anzidetta. Nel seguito dimostreremo che una 
simile p* t esiste effettivamente e si può anzi scegliere in infiniti 
modi.

Per comodità di linguaggio riguarderemo il fascio 7 come una 
curva di genere p, considerando astrattamente le coniche come 
dei punti ; le due bisecanti X e 7, di genere P — 2p — 1, sono 
allora delle curve, contenenti una stessa involuzione 7 di ge­
nere p senza punti di coincidenza; cioè riferite ad una medesima
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lì 
curva doppia y, senza elementi di diramazione. Con questo lin- il
guaggio, onde dimostrare l’esistenza della <7* ehe ei interessa. !

basta giustificare l’enunciato seguente : j
Date due curve a e a, di genere P = 2p — 1, contenenti una j;

stessa involuzione y, priva di punti doppi, cioè riferite, senza 4
ì elementi di diramazione, ad una curva doppia y (di genere p\ si !
I può determinare una grm cui corrisponda, su ciascuna delle due j!
; curve X e a, una g* m, ciascun gruppo della quale sia composto
j con due gruppi (coniugati) di una , autoconiugata rispetto |
I all’involuzione y. :
[ La dimostrazione di questo enunciato^ si compie nel modo i

seguente. j
j Assumiamo sopra y un generico gruppo G„ di n punti; e sia j
, n > p, n > 2p— 2 : ne viene 2n > 4p — 4=2P — 2. Il gruppo !
I G„ appartiene ad una serie lineare completa g"~p, che indichia-
j mo con s. Ad essa corrisponde sulla X una serie .s\ = g”~p, di 1.
' cui ciascun gruppo è composto con n coppie dell’involuzione y: 1
i la Sj è contenuta in una serie completa g2”~F = gi'^~2p~11 -
I Ora osserviamo che la g ™~p non è certamente composta con I*
I i gruppi di un’involuzione sulla curva X. Invero la g2,‘~p non !’
* può in primo luogo essere essa stessa una serie lineare «empii- ■;
j cernente' infinita: si avrebbe allora 2n = P 1, mentre è i-
'• 2n > 2p = P 1. In secondo luogo non può ciascun gruppo
■ della g2"~p essere composto con più di un gruppo di una y*
[ 0 di una pL Invero, se ogni punto della X determinasse altri
I v — I punti di un gruppo della g2”~p , potendosi di un gruppo j
I di questa serie dare 2n — P punti ad arbitrio, dovrebbe essere j'
! (2n — P) v <; 2n. Ma, poiché 2n > 2P — 2, sarà 2n = 2P -(- 2h i
! (h 0), e quindi : I
I (P + 2ù)v <; 2P + 2h, !
ì ossia : i
1 P(v — 2)L 271(1 — v). i

Se h > 0, essendo v ;> 2, questa disuguaglianza è manifesta- ;
mente assurda. Se invece h = 0, ne viene v = 2. La p potrei)- (
be dunque essere composta solamente con le coppie di un’invo- i
luzione del second ’ordine ; e ciò quando fosse n = P. Si vede fa- i1
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cilmente che queste involuzione non può essere la 7. In questa 
ipotesi la Sj, ehe è la più ampia serie composta con le coppie 
della 7, che sia contenuta nella <J2£~P, dovrebbe esaurire la g2,‘~p-, 
dovrebbe quindi aversi 2n — P — ir — p, ossia 2n — 2p -|- 1 = 
= n — p, da cui n — p — 1 : e ciò è assurdo perchè n > p. L’ipo­
tesi che la (j-n~p sia composta porte così che la s, sia composta 
con un’involuzione diversa dalla 7. Ma allora sarebbe composta 
con i »ruppi di un’involuzione del second’ordine anche la 
s = g‘*t~p, sulla curva 7. Ma ciò è assurdo perchè, essendo n — P, 
■n è dispari ; e perchè la s non ha punti fissi, per la genericità del 
gruppo G„ che la individua. Concludendo, la g2”~p = g2‘‘~2p~i't 
non è composta con i gruppi di un’involuzione.

Trasformiamo allora la curva X, mediante la serie g2”~2p+1t 
in una curva X' d’ordine 2n di un S2n_21>+1 riferendo proiet­
tivamente gli elementi Sgruppi) della serie agli iperpiani di 
questo spazio. Avremo una curva X' trasformata in sè da un’in­
voluzione proiettiva, la 7. Per questa involuzione si avrà un pri­
mo spazio S„_pdi punti uniti (non secante la curva), base per il 
sistema oon~p degli iperpiani che segano sulla X' la serie esi­
sterà dunque un secondo spazio .S„_pdi punti uniti, e gli iper­
piani per esso determineranno sulla X', e quindi sulla X, una se­
conda serie s/, contenuta nella 1 completa, di cui ciascun 
gruppo sarà composto con n coppie dell’involuzione 7.

Ora alla serie s/ corrisponde su 7 una serie completa s'=g”~p 
diversa dalla s, e quindi non avente con essa alcun gruppo co­
mune. Alla serie y|“—2p+1 di X corrisponde invece su 7 una serie 
non lineare di gruppi di 2n punti, la (piale comprende entro di sè 
i gruppi della s e delia s' contati due volte; questa serie non li­
neare è però costituita da gruppi equivalenti e quindi contenuta 
in una serie lineare (completa) g2>'~p contenente le serie doppie 
della s e della s'.

Un gruppo G „ di s 'ed un gruppo G’u di s’, contati due volte, 
appartengono dunque ad una serie lineare . A questa g* di 7 
corrisponde sulla X una g* n, ciascun gruppo della quale è com­
posto con due gruppi coniugati (in 7) di una g1 , precisamente 
della </* )4 individuata dai gruppi G„n e G’2n corrispondenti a G
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e G'n- questi gruppi G2h e G'2n sono infatti equivalenti, appar­
tenendo rispettivamente alla serie Sj ed s/; e poiché sono com­
posti ciascuno di n coppie di y, determinano, sulla a. una g* n tra­
sformata in sè dall’involuzione y, cui corrisponde sull’ente (dop­
pio) y la g*  innanzi nominata.

Ripetendo gli stessi ragionamenti in relazione alla curva a 
otterremo sull’ente doppio 7 un’altra serie completa 
diversa da s, tale che un qualsiasi gruppo G di s ed un qualsiasi 
gruppo G" di s", contati due volte, determinano su y una g* n, 
cui corrisponderà su tr una g\n, ciascun gruppo della quale sarà 
composto di due gruppi (coniugati) di una g* n autoconiugata 
rispetto all’involuzione y.

Due casi possono presentarsi : le serie complete s' ed s" di 7 
non hanno gruppi comuni oppure coincidono. Nel secondo caso 
(che si presenta se À e u sono curve birazionalmente identiche) 
la g}n di y cui corrisponde tanto su À come su <r una com­
posta di una g*  autoconiugata, è determinata senz’altro da due 
gruppi G, G' presi rispettivamente in s, contati due volte. Nel 
caso generale però a e a non sono curve birazionalmente identi­
che (^) e corrispondentemente le serie s' ed s" di y non avranno 
gruppi comuni. Avremo perciò su y D'e serie complete u\l~p ■ 
s, s', s", senza gruppi comuni, che contate due volte saranno con­
tenute in una stessa g2’’~p (serie completa doppia di .s). E pel 
nostro scopo basterà costruire, entro la detta <j2'~p di Y- una 
g* u la quale contenga tre gruppi di n punti ciascuno, contati 
due volte, ed appartenenti rispettivamente alle serie s, s', s": 
infatti ad una tale g*  corrisponde tanto sulla X quanto sulla <r 
una g*  composta colle coppie di gruppi di una g2n autoconiugata.

Ora si riferiscano proiettivamente gli elementi (gruppi) della 
g~*~ P di y ai punti di un S2„_p; entro questo spazio si avranno

(’) Ciò è conforme ad un teorema di Hurwitz secondo il quale esistono 
21? — 1 curve di genere P =2p — 1, in generale birazionalmente distinte, 
rappresentate su una stessa curva doppia f, di genere p, senza elementi di 
diramazione. Cfr. A. Horwitz : Über Riemann’sche Flächen mit gegebenen 
Verzucignngspunkte; «Math. Ann.», Bd. XXXIX. Cfr. del resto F. Enri­
ques ed O. Chisini : Teoi ia..., Vol. Ill, Cap. IV, pag. 430-46. 
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tre varietà l’n_p di dimensione n — p, i cui punti corrispondono 
ai gruppi delle serie s, s', s", contati due volte. Una retta di S2n—» 
la quale si appoggi in tre punti (necessariamente distinti) alle 
tre varietà V„_p,darà entro la 2>1 a serie g\tl domandata. Ora, 
perchè esista una retta di S2n—p la quale si appoggi a tre varietà 
Vn—j, di dimensione n — p (senza punti comuni), occorre e basta 
che esistano punti comuni alla varietà costituita dallé rette, che 
congiungono i punti di due delle V„_p ed alla terza varietà U „_p. 
Basta cioè che si abbia :

2(-n - p) -t- 1 -f- n — p > 2n — p, 
ossia :

— 1.

Posto m = 2n, se n = 2p — 1 si ha un numero finito di glm 
di y, a cui corrisponde tanto sulla X quanto sulla 7 una g\w com­
posta colle coppie di una g^ autoconiugata. Se invece -i > 2p — 1 
le predette g^ sono in numero infinito.

Poiché abbiamo supposto n > p, rimane escluso per p = l 
il caso di -ii = 1, cioè di m — 2. Il ragionamento precedente po­
trebbe tuttavia applicarsi con lievi modificazioni di parole anche 
a questo caso. Ma la questione è stata da noi precedentemente 
trattata e precisamente abbiamo fatto vedere che ad ogni g*,  
presa su y, corrisponde tanto sulla X come sulla 7 una g*  la quale 
(in due modi) si può riguardare come composta colle coppie 
(coniugate nella y) di una g\ : ciò era conseguenza della permu­
tabilità di una involuzione ellittica e di una involuzione razionale, 
date entrambe su di una curva ellittica.

Siamo ora in grado di dimostrare che su ogni superfìcie F, 
sulla quale è dato un fascio y di genere p di coniche C2, esiste 
una curva unisecante le C2.

Sappiamo che sulla F esistono due bisecanti armoniche a e i 
delle coniche di y. Consideriamo nel fascio y una g* t, alla quale 
corrisponda tanto sulla X quanto sulla 7 una g^m composta con 
una gvm autoeoniugata. Ai gruppi della nominata g\m corrispon­
dono sulla F delle curve riducibili L, costituite da m coniche 
C2', C", —, appartenenti ad un fascio lineare L.
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Ci proponiamo di costruire sulla F una involuzione lm di 
gruppi di m punti, alla quale il nominato fascio L appartenga, 
vale a dire un’involuzione Im siffatta che il gruppo di punti, 
individuato da un punto di C2', abbia un punto sopra C2", uno 
sopra Gì", ..., uno sopra

La costruzione di una tale lm esige che le curve Gì, C2", -, 
vengano riferite Luna all’altra con un riferimento proiet­

tivo, che sia razionalmente determinato allorché è dato il gruppo 
di coniche Gì, G", Si può stabilire un riferimento sif­
fatto per mezzo delle curve /. e a. Osserviamo a questo scopo che 
le coniche LV, C", ..., C(2M,) costituiscono un gruppo Gm della 
y1 che abbiamo considerato nel fascio -f ; al gruppo Gm corri­
spondono per ipotesi 2m punti della che si distribuiscono in 
due gruppi G m'e. Gm"<\i una gxm autoconiugata. Siano A/, A,', ..., 
Am' i punti di Gm' e A/', A2", A,„" i punti di Gm"; la coppia
A/, A", sta sulla Gì, la coppia A/, A," sulla C", la cop­
pia A m', A„," sulla Lo stesso ragionamento si può ripetere 
sulla a, sulla quale si otterranno i due gruppi di punti B2', 
fi m'e B", B.,", ..., B m". Esiste ora una proiettivi! à ben determi­
nata fra due coniche qualunque Ge C01 del gruppo Gì, C.,", 
..., nella quale si corrispondono i punti A,', A,", B/, B" 
ed i punti A/, A,", B/, iB,": infatti queste due quaterne sono 
entrambe armoniche, essendo le curve a e bisecanti armoniche 
ed in esse si corrispondono coppie, che si separano armonicamente. 
Dopo questo, la costruzione della Im è immediata. Preso un punto 
A1 della superficie F, i punti ad esso coniugati si costruiscono 
così : per Ai passa una conica Gì, che individua un gruppo Gm 
della g1■ considerata nel fascio y, ossia altre m — 1 coniche (!./', 
C.."', ..., C21””; con l’ausilio delle due curve À e a si determina, 
nel modo detto, una proiettività tra la conica Gì e le coniche 
G2", Gì", Cz™} e su ognuna di 'esse vi è di conseguenza un 
punto razionalmente determinato coniugato con Av La totalità 
A2, ...,Am di questi coniugati costituisce, insieme ad A,, una 
m - pia della Im che ci siamo proposti di costruire.

Mediante la Im possiamo ora dimostrare l’esistenza sulla F 
di una curva uniseeante le coniche del fascio
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Costruiamo infatti una superficie F', i punti della quale siano 
in corrispondenza irrazionale con i gruppi della involuzione lm. 
Alle curve L = C.,' + C2Z'+ ••• + C/””, che costituiscono un fa­
scio lineare, corrispondono sulla F' delle curve razionali (perchè 
birazionahnente equivalenti ad una conica) costituenti ancora un 
fascio lineare. Sappiamo allora che esiste sulla F' una curva uni­
secante tali curve: questa unisecante è ovviamente immagine di 
una curva della F unisecante le coniche del fascio 7.

Abbiamo già notato che tanto basta per asserire che la su­
perficie F è birazionalmente 'equivalente ad una rigata di ge­
nere p.



Capitolo II.

LE SUPERFICIE.A SEZIONI RAZIONALI.

7. Il teorema di Picard 
ed ii teorema di Kronecker-Castelnuovo.

Al teorema di Noether (stabilito nel capitolo precedente) 
si può riattaccare la determinazione delle superficie a sezioni 
piane razionali dello spazio ordinario che è dovuta ad E. Picard 
(1878). In forza del detto teorema queste superficie sono razionali 
ed anzi il Picard osserva che le sezioni piane di un fascio (con n 
punti base Ay, A,, .... A») possono venir rappresentate nel piano 
sopra le rette per un punto, la rappresentazione facendosi senz’al­
tro in modo razionale, data la conoscenza dei punti A,, A,, ..., A„. 
Dall’analisi del sistema piano rappresentativo il Picard deduce 
il teorema:

Le superficie a sezioni piane razionali dello spazio ordinario 
sono rigate ovvero superficie di Steiner del quarto ordine con 
tre rette doppie per un punto triplo.

Noi dimostreremo il teorema di Picard deducendolo da un 
teorema più generale, di Kronecker-Castelnuovo, il quale af­
ferma :

Vtia superficie algebrica F di S3, irriducibile, la quale pos­
segga oo2 sezioni piane riducibili è rigata ovvero è la superficie 
di Steiner.

Passiamo alla dimostrazione del teorema.
Consideriamo una sezione piana qualunque di una superfi­

cie F; se essa, variando con continuità, si spezza, acquista ne­
cessariamente un punto doppio almeno, fuori delle eventuali linee 
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doppie di F (1). Conseguentemente le ©°2 sezioni piane spezzate, 
che, per ipotesi, supponiamo esistenti su F, appartengono agli ©o2 
piani tangenti ad F. Sia C una sezione riducibile generica e po­
niamo C! — Ct C2, indicando con C, una componente d’ordine 
minimo; la componente C2 potrà anche essere riducibile.

Poiché la sezione piana contenente C è tangente, C1 e C2 hanno 
necessariamente un punto a comune (fuori delle linee multiple 
di F); se per ogni sezione piana e C., avessero più punti in 
comune, ogni piano tangente ad F sarebbe pluritangente, e ciò 
non è possibile se il piano non tocchi lungo tutta una linea retta, 
la superficie riuscendo allora una rigata sviluppabile (2).

Escluso dunque il caso in cui la F sia una rigata sviluppabile, 
(\ e hanno per ogni sezione piana riducibile un solo punto 
comune. Due casi possono allora presentarsi: al variare del piano 
tangente descrive un sistema semplicemente infinito ovvero 
doppiamente infinito.

Nel primo caso la F risulta rigata : infatti in quella ipotesi 
ogni C, fa parte di o©1 sezioni piane (riducibili) e quindi è senz’al­
tro una retta.

Nel secondo caso 'C\ descrive lo stesso sistema di C., : se in­
fatti e C2 descrivessero sistemi distinti, presi due punti gene- (*)

(*) Ciò avviene in virtù del così detto principio di degenerazione, formu­
lato dall’Enriques. Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria.... Vol. Ili, 
Lib. V, Cap. Ili, pag. 405.

(’) La dimostrazione rigorosa dell’asserto si riconduce ad una nota 
proprietà della geometria differenziale. Il piano tangente in un punto A è 
intersecato dal piano tangente in un punto infinitamente vicino A' secondo 
una retta &, coniugata di a = AA'. Quando b risulti fissa, al variare di a per 
A, il punto A è parabolico.

Ciò posto, si ammetta che tutti i piani tangenti ad F siano ad es. bitan- 
genti. Così il piano a per A toccherà la F in un altro punto B. Allora un 
altro piano tangente infinitamente vicino ad a. dovrà passare per A e B e 
quindi contenere la retta AB, che risulta dunque coniugata ad ogni altra 
tangente per A. Di conseguenza il punto A, che è un punto generico di F, è 
un punto parabolico e la F, essendo tutta costituita da punti parabolici, 
deve essere sviluppabile.
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rici <li F, per essi passerebbe almeno ima curva C, e almeno una 
curva C2. Ma allora una C, ed una C2 avrebbero sempre due 
punti in comune, mentre abbiamo già notato che ciò non è pos­
sibile se Ci e C2 sono complanari.

Conseguentemente nel secondo caso le curve C, formano su F 
una rete omaloiclica, giacché esse sono una doppia infinità e due di 
esse si incontrano in un punto. Riferendo proiettivamente le curve 
della rete alle rette di un piano ir, la F risulta rappresentata punto 
per punto su r. in guisa che le immagini d'elle sue sezioni piane siano 
delle coniche : infatti le sezioni tangenti hanno come immagini 
delle coppie di rette, ossia delle coniche spezzate.

Concludendo, la F. nel caso in esame, è razionale e le sue oos 
sezioni piane possono 'essere rappresentate da co3 coniche di un 
piano ir. Segue che la F è la superficie del quart’ordine di Steiner.

Vediamo dunque che una superficie F irriducibile, la quale 
possegga ->o" sezioni piane riducibili, è necessariamente una rigata 
ovvero la superficie di Steiner.

Sia ora F una superficie a sezioni piane razionali. La super­
ficie F possiede certamente oo 2 sezioni piane riducibili : infatti 
le <x>2 sezioni piane tangenti sono certamente riducibili, in virtù 
del principio di degenerazione. Tenuto presente il teorema di 
Kronecker-Castelnuovo, segue allora immediatamente il Teo 
rema di Picard:

Ogni superficie a sezioni piane razionali dello spazio ordinario 
è una rigata ovvero una superficie di Steiner.

8. Le superficie d’ordine n dello spazio S„+v

Il teorema di Picard, che abbiamo dedotto dal teorema di 
Kronecker-Castelnuovo, si può anche dimostrare in relazione 
ai sistemi lineari di curve piane, rappresentativi di superficie a 
sezioni razionali ; e ciò in due modi, che danno luogo ad un inte­
ressante confronto.

Si può in primo luogo rilevare che ogni sistema lineare di curve 
piane di genere zero è contenuto in un sistema lineare completo 
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(determinato dai punti base presi con le rispettive molteplicità). 
Ciò permette di dimostrare agevolmente che ogni superficie a 
sezioni piane razionali dello spazio ordinario è proiezione di 
una superficie, O”4-1, a sezioni iperpiane razionali, d’ordine n 
ed appartenente ad uno spazio ad n 4-1 dimensioni. Lo studio 
diretto di (preste porta a concludere che esse sono*  rigate 
(razionali normali) o superficie di Veronese. Da qui, per proie­
zione nello spazio ordinario si perviene al teorema di Picard.

In secondo luogo si possono ridurre i sistemi lineari di curve 
piane di genere zero a tipi d’ordine minimo, mediante trasforma­
zioni quadratiche: i sistemi completi che così si ottengono ci ri­
portano alle rigate razionali normali ed alle superficie di Vero­
nese; ed i sistemi oo:i in essi contenuti alle rigate razionali dello 
spazio ordinario ovvero a superficie di Steiner.

Nel seguito ci proponiamo di ritrovare il teorema di Picard 
per l’una e per l’altra via.

Premettiamo alcuni lemmi sui sistemi lineari di curve piane.
Sia I Cm \ un qualsivoglia sistema lineare oqs (completo o no) 

di curve piane irriducibili d’ordine m, secantisi a due a due in n 
punti variabili, ed i punti base Au As, A., ..., Av del sistema ab­
biano le molteplicità rispettive ru r2, r3, ..., r„.

Ricordiamo che il sistema [Cm| dicesi regolare o sovrabbon­
dante secondo che la sua dimensione è uguale o maggiore a 

gni(m •+• 3i — 2 re(rt -+- 1) : la sovrabbondanza corrisponde dun­

que all’esistenza di legami fra i punti base.
Ciò premesso, dicesi — con C. Segre (x) — serie caratteri­

stica del sistema |Cni| la serie gs~1 segata sopra una Cm generica 
di |Cm| dalle altre curve del sistema.

Ora si ha la proposizione fondamentale: La serie caratteri­
stica di. un sistema lineare completo, costituito da curve irridu­
cibili, è completa.

(’) Cfr. Segre: Sui sistemi lineari di curve piane algebriche di genere 
p, « Rend. Cire. Mat. di Palermo », T. I, 1881.
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Si ricordi infatti (x) che le curve d’ordine m, aggiunte ad una 
curva C,„. cioè passanti r—1 volte per ogni suo punto r - pio, 
segano sulla Cm una serie completa ; ora la serie caratteristica 
si può ritenere segata su di una curva Cm generica di | Cm dalle 
aggiunte d’ordine m, alle quali si sia imposto di contenere certi 
punti infinitamente vicini ai punti r - pii. (Per un punto r - pio 
ordinario 0, basta ad esempio imporre alle aggiunte di toccare 
gli r rami per 0). Si deduce che il sistema totale delle Cm sega 
■Sopra la Cm considerata una serie caratteristica completa.

Una seconda proposizione sulla serie caratteristica di un si­
stema lineare di curve piane irriducibili, di grande importanza 
per le sue applicazioni, è la seguente :

La serie caratteristica di un sistema lineare completo \ C,„ | 
costituito da curve irriducibili, è non speciale o speciale secondo 
che il sistema è regolare o sovrabbondante.

Infatti chiamiamo rispettivamente n, r, p il grado, la dimen­
sione ed il genere di ] C m\-, e sia i l’indice di specialità della 
gr~1 caratteristica. Per la proposizione precedente, tenuto conto 
del teorema di Riemann-Roch, si avrà:

r — 1 — n — p i-

Ma, se ì\, r2, ..., rv sono le molteplicità dei puniti base di | Cm |, 
sarà :

2 v 2 (m — l)(m — 2) ' r,(r, —1)
n = m-Z.rì, p =------ —--------------S,( - 2-- ;

e da queste relazioni, tenuto conto della precedente, si ricava:

m(m 4-3) i r,(r( 4- 1) . •
-------- g—4-b

ciò che dimostra il teorema enunciato. Si vede anzi che la sovrab­
bondanza di un sistema completo \Cm\ (cioè la differenza tra 
la sua dimensione effettiva e la dimensione che esso avrebbe se (*) 

(*) Cfr. ad es. F. Enriques ed 0. Chisini: Teoria..., Vol. HI, Lib. V, 
Cap. I, pag. 88.

18
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tutti i suoi punti base presentassero condizioni indipendenti) 
uguaglia l’indice di specialità della serie caratteristica.

Applichiamo ora i due teoremi sulla serie caratteristica di un 
sistema lineare completo, che abbiamo dimostrato in generale, 
al caso particolare, nel quale le curve (irriducibili) del sistema 
lineare | Cm \ siano razionali.

Otteniamo subito la proposizione : Un sistema lineare di curve 
piane irriducibili di genere zero, che sia completo (cioè determi­
nato dai punti base) e. tale che due sue curve si incontrino in n 
punti variabili è di dimensione s = n 1.

Infatti la serie caratteristica deve essere una completa ed 
essendo una serie lineare sopra una curva razionale deve essere 
una 0“.

Inoltre: un sistema lineare completo di dimensione ,s>I di 
curve piane irriducibili di genere zero è sempre regolare.

Infatti la serie caratteristica del sistema non può essere spe­
ciale, perchè sopra una curva razionale non esistono serie speciali.

I sistemi lineari completi di curve piane razionali, aventi di­
mensione s^>3 e grado n, sono rappresentativi di superficie d’or­
dine n, normali e a sezioni iperpiane di genere zero (x); e poiché 
questi sistemi sono di dimensione n {-1, le corrispondenti super­
ficie normali appartengono ad uno spazio S„+1 ad n 1 dimen­
sioni.

Ne viene : Ogni superficie F„ d’ordine n a sezioni piane razio­
nali è proiezione di una superficie normale d’ordine n, ap­
partenente ad uno spazio ad n + I dimensioni.

(') Il dubbio che queste superficie si riducano a superficie d’ordine r — - 
s ’ 

contate s volte, si rimuove osservando che un sistema lineare completo, ce3 
almeno, di curve irriducibili e razionali è sempre semplice (efr. tib. I, cap. 
IV, pag. 78). Invero l’ipotesi opposta permetterebbe di trasformare una

curva generica del sistema in una curva d’ordine dello spazio ad n di-
n

mensioni. Ma eiò porta ossia s == 1. '
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Infatti il sistema rappresentativo della F„, ehe è di grado n 
e di dimensione 3+ 1. si lascia ampliare in un sistema lineare 
completo di grado n e di dimensione rappresentativo di
una

Questo teorema generale contiene in sè molte proposizioni 
particolari, che abbiamo trovato precedentemente.

Per n — 'l le Fn a sezioni piane razionali sono le quadrighe, 
le quali sono esse stesse normali.

Per n - 3 si ha nello spazio ordinario una superficie F3 a 
sezioni di genere zero, che è la rigata cubica ; ed abbiamo veduto 
che questa F3 proviene per proiezione da una rigata cubica 
dello spazio a quattro dimensioni.

Per n = 4 abbiamo tre tipi di F4 a sezioni di genere zero :

le rigate F4 dotate di cubica gobba doppia.
le rigate F4 dotate di retta tripla e
le superficie di Steiner.

In accordo con il teorema generale, abbiamo veduto che i primi 
due tipi si ottengono per proiezione di una rigata normale 
nello spazio a cinque dimensioni, mentre la superficie di Steiner 
proviene per proiezione dalla superficie di Veronese.

Studiamo in generale le superficie d’ordine n dello spa­
zio S„+1.

Una è sempre normale e a sezioni iperpiane di genere 
zero; infatti le sezioni iperpiane sono curve d’ordine n di uno SH 
e quindi curve razionali e normali; anche la risulta perciò 
normale. La è poi sempre razionale, giacché proiettandola 
successivamente da n — 2 suoi punti generici in un S3 essa si ri­
duce ad una quadrica.

Dimostriamo la proposizione seguente, che vale a caratteriz­
zare le e che devesi a Del Pezzo :

Le superficie irriducibili d’ordine n appartenenti allo spazio ' 
Sn+1 sono rigate ovvero (nel caso in cui n — 4) la superficie di 
Veronese.

Premettiamo la seguente osservazione : Se la proiezione di una
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di S„+1da un suo punto generico sopra un Sn è un cono, 
la <l>„ è essa stessa un cono (l).

Infatti, detto 0 il centro di proiezione ed M il vertice del 
cono proiezione, per n — 1 generatrici generiche di questo cono 
passa un Sn_xe quindi un Sn,passante per 0 e contenente la 
retta O M. Le n — 1 generatrici del cono proiezione sono proie­
zioni di altrettante curve razionali, e quindi (2) di rette ovvero 
di coniche passanti per 0, che nel loro complesso costituiscono 
l’intersezione della <D”+1 con Sn ; non possono perciò tutte le 
(n —■ 1) generatrici essere proiezioni di coniche per 0, giacché 
in questa ipotesi la sezione della <I>”+1 col piano Sn avrebbe l’or­
dine 2n — 2, cioè (per n > 2) l’ordine maggiore di n. Una gene­
ratrice almeno del cono proiezione è quindi proiezione di una 
retta della O”+1 : ne segue, poiché 0 è un punto generico, che la 

è rigata.
Tutte le generatrici del cono proiezione passano ora per il 

punto M : ne viene che tutte le generatrici della 4>’'^ debbono 
incontrare la retta O M. Due ipotesi possono allora darsi : o la 
O“+1 è un cono (col vertice sulla retta O M) ovvero la retta 0 M 
è una direttrice. La seconda ipotesi è da escludere, perchè, essen­
do 0 generico, la possiederebbe infinite direttrici rettilinee: 
sulla esisterebbero allora due sistemi distinti di rette e la 

sarebbe una quadrica ed apparterrebbe ad un e non 
ad un Sn+v

0) Questa osservazione, aggiunta alla proprietà ehe una di £„4-4 è 
proiettata da n — 2 suoi punti generici in una quadrica dello spazio ordinario, 
dimostra che una non possiede punti 0 linee multiply, tranne se

n
sia un cono. Invero, se sulla $“+1 esiste un punto multiplo 0, gli ----- Sn di 
6’,,4.t, passanti per I s determinato dagli n — 2 centri di proiezione e da 
O, segano la d>”d 1 secondo sezioni spezzate. La quadrica proiezione della 
th“+1 in deve quindi possedere una stella di sezioni spezzate ed essere 
così un cono. Ê quindi un cono anche la dd'+1.

0) Una curva razionale della dove essere necessariamente normale. 
Se invero esistesse sulla d’"'11 una curva razionale, C, d’ordine s, giacente in 
un Sf con t <; s, la curva d’ordine n costituita dalla C e da n — s generatrici 
starebbe in uno spazio di dimensioni minore di 11. E ciò è assurdo.
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Premessa questa osservazione, veniamo alla dimostrazione del 
teorema, die abbiamo in vista.

Per n — 2 il teorema è evidente, perchè le 4>3 di sono le 
quadriche, che sono rigate.

Passiamo al caso n = 3. Ima d>3 dello jS'4, proiettata da un 
suo punto generico O sullo spazio ordinario, dà come proiezione 
una quadriea F2; e se la non è un cono, in base all’osserva­
zione dianzi fatta, anche la F2 non è un cono. L’intorno del pun­
to O si proietta in una retta g di F2, che è la intersezione del 
piano tangente in O alla 4>, con 1’ su cui si proietta. Le rette 
di F2 appartenenti allo stesso sistema della g (non incontrando 
la g) sono immagini di rette della 4>,„ che è dumpie rigata.

Tenuto conto che anche il cono cubico dello è una super­
ficie rigata possiamo quindi dire : ogni G„ dello spazio a quattro 
dimensioni è una rigata ; e se la 4>;j non è un cono essa possiede 
una direttrice rettilinea (*).

Consideriamo ora lo spazio a cinque dimensioni e le <!>’ in 
esso contenute.

Proiettando una ch, di >S., che non sia un cono, da un suo 
punto generico 0 in un <SI4. si ottiene una .. di St che è una 
rigata, ma non un cono; e l’intorno del punto 0 si rappresenta, 
in una retta g della 4>„. Due casi possono presentarsi: la retta g 
è una generatrice, ovvero la direttrice semplice della 4>3. Nella 
prima ipotesi le generatrici della (non avendo punti comuni 
con la g poiché la 4L non è un cono) sono immagini di rette della 

che risulta di conseguenza rigata. Nella seconda ipotesi le 
generatrici della , (che si appoggiano alla direttrice g) sono 
immagini di coniche della 4L passanti per 0. Per un punto ge­
nerico della 4>4 passano quindi oo1 coniche, ossia la 4>4 contiene 
oc2 coniche. La 4L è necessariamente (efr. Lib. T, cap. IV, n. 23) 
la superficie di Veronese.

Poniamoci ora in uno spazio a sei dimensioni.
Proiettando una 4L, di Sn (che non sia un cono) da un suo

O Infatti una 4>, di $ , ehe non sia eono, viene proiettata da un punto 
esterno in una rigata etibiea dotata di direttrice rettilinea. 
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punto generico 0 in un S5, si ottiene una <p4 di Ss, che non è 
un cono. L’intorno del punto 0 si proietta in una retta g della 4>4. 
Segue che la <I>; non può essere una superficie di Veronese, la 
quale non contiene delle rette; la 4L è dunque rigata. Se ora 
la A è una generatrice della <J>4, anche la 4>5 deve essere rigata. 
Se invece la g fosse una direttrice semplice della <J>4, per un 
punto generico della <J?5 passerebbero infinite coniche e la 4>s 
possiederebbe oo2 coniche: essa sarebbe allora una superficie di 
Veronese e apparterrebbe allo S5 e non all ’ Ss ; questa ipotesi 
non si può dunque verificare. Troviamo perciò che ogni dello 
Sa deve essere rigata.

È chiaro oramai che questo ragionamento si può ripetere per 
n = 6, 7, 8 ... ; il teorema di Del Pezzo risultando così dimo­
strato per induzione da n ad n + 1.

Dal teorema di Del Pezzo risulta come semplice conseguenza 
il teorema di Picard. Sappiamo infatti che ogni superficie Fn a 
sezioni piane razionali è proiezione di una essendo ora una 
®”+1 una rigata o una superficie di Veronese, la superficie Fn 
che risulta da essa come proiezione, è una rigata ovvero una 
proiezione della superficie di Veronese; ma una proiezione della 
superficie di Veronese è ancora una rigata ovvero una superficie 
di Steiner. Ne segue il teorema di Picard.

Dal teorema di Del Pezzo si possono anche ricavare i tipi di 
sistemi lineari d’ordine minimo, rappresentativi di superficie 
d’ordine n dello spazio ad n-1-1 dimensioni; in questi sistemi 
sono poi contenuti i sistemi lineari rappresentativi delle super­
ficie Fn dello spazio ordinario, che sono a sezioni razionali.

Sia anzitutto la la superficie di Veronese; sappiamo 
allora che il sistema rappresentativo è costituito dal sistema li­
neare completo d’ordine minimo delieoo5 coniche del piano.

Se invece la è una rigata, essa si rappresenta diretta- 
mente su di un piano ~ proiettandola da unó',i_2, determinato da 
n—1 suoi punti generici At, yL. ...,A„—i. Per trovare quale sia 
il sistema rappresentativo, notiamo che gli contenenti l’ó'„_2 
da cui si proietta ed una generatrice della . passano tutti
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per uno stesso 8»—!, che sega la <J>”'*' 1in una linea d’ordine n —1 
ed il piano z, su cui si proietta intuir punto 0 di r. ; inoltre le 
(ir—■ 1) generatrici, passanti rispettivamente per A1t A2, ...,

, «i proiettano in « — 1 punti Tt, T.,, ..., Tìn_L, i cui intorni 
sono in corrispondenza proiettiva con le generatrici corrispon­
denti.

Ciò posto, è facile vedere che le immagini delle sezioni iptr­
illane della sono curve d’ordine n passanti semplicemente 
per 7\, T„,..., T„_t ed n — 1 volte per il punto O-. infatti le se­
zioni iperpiane della d>”+1 hanno un punto comune con le gene­
ratrici passanti per A 1; A2, .... A„_i. ed >i — 1 punti comuni con 
la linea d’ordine il — 1, secondo la quale la d)]1-1 è segata da 1 - 
l'$„_tche sega r. in 0.

Inversamente: un sistema lineare completo di curve razionali 
d’ordine n, passanti n•—1 volte per un punto 0 e semplicemente 
per n — 1 punti base semplici T 1; 7’,, ..., 7'„_1 rappresenta una. 
rigata d’ordine n dello S„+1: infatti le rette per il punto 0 sono 
curve unisecanti le immagini delle sezioni iperpiane e quindi im­
magini di rette; inoltre due curve generiche del sistema si incon­
trano in

n*  — (n — l)(n — 1) — in — 1 ) = n

punti variabili; infine il sistema essendo completo, costituito da 
curve razionali e di grado n, risulta di dimensione n + 1.

Ne segue: Le rigate razionali normali d’ordine n rispondono 
ai sistemi lineari di C„ (On~1 7\ T„ ... 7',, x) ; e costituiscono 
pertanto una sola famiglia dipendente da parametri variabili con 
continuità.

Se la rigata è generale, ossia i punti (). 7\, 1... .... 7'„_1 sono 
in posizione generica, il sistema delle (!„(On~1 7'1 T.,... T,,^) può 
essere abbassato d’ordine con una successione di trasformazioni 
quadratiche. Invero la trasformazione quadratica, che ha i punti 
fondamentali] in 0, T,,—2, muta il sistema delle C„ in un 
sistema di C’„_i (O”-2 7\ T.. ... T„_3 ). sul quale si può ripetere 
una trasformazione quadratica dello stesso tipo. Se n è dispari, 
dopo I (»! — 1) trasformazioni quadratiche, si perviene così ad
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un sistema di C,(O’~1), d’ordine s = - (n + 1); se invece n è 

pari, dopo ~ (n— 2) trasformazioni quadratiche si perviene ad 

un sistema di d’ordine s = | (n + 2). I sistemi com­

pleti delle C S(OS~x) e delle CS(O’-17’1) non dipendono evidente­
mente da alcun modulo; ne segue che le rigate razionali normali 
d’ordine n non dipendono da alcun invariante assoluto, risultando, 
in generale, proiettivamente identiche.

Giova tuttavia osservare che delle rigate razionali normali 
particolari possono non essere rappresentabili dai sistemi di 
Cs 0 C» dianzi ottenuti. Ciò succede nd esempio
se nel sistema delle C„(On~1 7\ T.,... T „„J, dal quale abbiamo 
preso le mosse, tutti i punti T„ T.,, ..., T„_i sono prossimi ad 0. 
Invero la superficie rappresentata è qui un cono, proiettante da 
un punto di '8„+iuna curva razionale normale d’ordine n: infatti 
le curve C„(On~1 T2 ... Tpassanti per un punto dell’in­
torno di 0, si spezzano in n rette uscenti da 0; l’intorno di 0 
rappresenta dunque il vertice d’un cono; ed una retta generica 
è immagine di una curva (razionale normale) d’ordine n, diret­
trice del cono. k>e ora il sistema delle Cn(O'1-1 T1 T., ... jT,i_i), 
dove ITy, T.,,..., sono prossimi ad 0, fosse abbassabile d’or­
dine con una trasformazione cremoniana, esisterebbero sul cono 
d’ordine », rappresentato dal detto sistema, delle curve irriduci­
bili (rappresentate dalle rette) d’ordine minore di n ■ ciò che è 
assurdo.

Per trovare tutti i casi, nei quali il sistema rappresentativo 
di una rigata razionale normale O"'1 non è abbassabile all’or­
dine I (w -j- 1) o |(n + 2), conviene — con C. Segre — appro­

fondire lo studio delle direttrici di una C>»11
Consideriamo in Sn+1 una rigata razionale d’ordine n e con­

duciamo un Sn per un certo numero di generatrici. L Sn taglierà 
ancora la d>“+1 in una curva, la quale potrà decomporsi in altre 
generatrici, ma conterrà certamente una curva direttrice, ossia 
incontrata in un sol punto dalle generatrici della rigata: invero
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ciascuna generatrice incontra quell’S,,. Siccome per un Sn la con­
dizione di passare per una data generatrice equivale alle due 
condizioni di passare per due punti di questa, così possiamo as­
soggettare un Sn alla condizione di passare per i(n -j- 1) genera­

trici, se n è dispari, e per | n generatrici, se n è pari. L’interse­

zione dell’8 n colla rigata conterrà oltre ad un certo numero di 
generatrici una direttrice, che sarà una curva razionale e nor­

male ('). d’ordine minore o uguale ad -(« — 1) o ad ». Ne viene: 

Una rigata razionale normale d’ordine n dello spazio ad 
n 1 dimensioni possiede almeno una direttrice razionale e nor­

male, il cui ordine non superi (n—1) ovvero n, a secondo 

che n sia dispari o pari.
Possiamo dunque, a prióri, classificare le rigate razionali nor­

mali d'ordine n, secondo l’ordine minimo m delle direttrici trac­
ciate su di esse; includendo il caso del cono, per cui la direttrice 
d’ordine minimo si riduce ad un punto (il vertice), il numero ni 

può variare da 0 ad («— 1), ovvero ad - n a seconda che n 

sia dispari o pari.
Si osservi.ora che una non può contenere due direttrici, 

i cui ordini m’ ed ni" siano tali che m' m" < n : altrimenti, 
ogni generatrice dovendo incontrare le due direttrici, la rigata 
sarebbe contenuta uell’St(t = ni’ + ni" -j- 1) condotto per gli 8,»-, 
Sm" contenenti quelle curve. Ne segue che una , la quale 

contenga una direttrice d’ordine minimo m <(u—1) se n è 

dispari, ovvero » w n è pari, non contiene altra direttrice il

(') Una direttrice (li una rigata razionale normale (l’ordine n è razionale 
come il sistema delle generatrici della rigata. Se non fosse nonnaie, ed ap­
partenesse così ad uno spazio di dimensione minore del suo ordine s, la 
curva d’ordine n, costituita dalla direttrice e da n — s generatrici sarebbe 
contenuta in uno spazio di dimensione minore di n ; e ciò è assurdo. 
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cui ordine sia minore di n m. Se poi, per n pari, la con­

tiene una direttrice d’ordine minimo n, essa ne contiene oo1, 

che si ottengono segando la d>"+1 con gli ex?1 Sn che passano
1per - n generatrici.

L’esistenza effettiva di rigate razionali normali d’ordine n, 
corrispondenti ad un valore prefissato del numero m, si dimostra 
così: nello S n+l si considerino due spazi senza punti comuni di 
dimensioni rispettive m ed w — m; e si fissi in ciascuno di essi 
una curva razionale normale: ponendo una proiettività tra le due 
nominate curve razionali, e eongiungendo punti corrispondenti 
in tale proiettività, si genera una rigata razionale normale d’or­
dine n, con curva direttrice dell’ordine minimo m. Il lettore si 
persuaderà d’altronde facilmente che il modo descritto è il più 
generale per costruire una con curva direttrice dell’ordine 
minimo m.

Ciò premesso, ecco come si può arrivare ad una rappresenta­
zione piana (d’ordine minimo) della rigata razionale normale 
d’ordine n, con curva direttrice d’ordine minimo m.

Escludiamo da prima il caso di n pari ed m = | n.

Abbiamo veduto che la rappresentazione sul piano di una q?”-'-1 
si ottiene proiettandola da un Sn_2. determinato da n — 1 suoi 
punti. Anziché scegliere i nominati n — 1 punti di d>^+1 in modo 
generico, prendiamone 2m sopra »i generatrici della rigata (due 
sopra ogni generatrice) en — 2m — 1 in modo generico : siano 
questi ultimi Pf (i = 1, 2. ..., n—2m — 1). Le m generatrici ed 
i punti P, determinano un il quale è contenuto in un Sn_i, 
che contiene: la direttrice d'ordine minimo t’»,, le m generatrici 
e le n— 2m — 1 generatrici passanti per i punti Pt • Il nominato 
S„_i interseca il piano su cui si proietta in un punto O, il cui 
intorno è l’immagine della Cm. esclusi certi n—2m — 1 punti 
Tlr T2, .... T„—2,h-i (prossimi ad 0), che rispondono alle genera­
trici passanti per i punti P,-. Glioo1 Stl. passanti per il predetto
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Sn_1 e contenenti una generatrice -della 0“+1, segano invece il 
piano di proiezione in rette uscenti da 0. Infine una sezione iper- 
piana generica della interseca: in un punto le m gene- 
triei su cui stanno 2»i dei centri di proiezione, in un punto le 
generatrici passanti per i punti Pi. ed in m punti la C,„ ■ Per con­
seguenza essa si proietta in una curva d’ordine n — m, con 0 
(n—m — l)-pZo, passante semplicemente per i punti T,, T..  
Tti—2w—1 * Ne segue: Una rigata razionale normale d’ordine n, 
con citrva direttrice d’ordine minimo m ( < ^ n) si può rappresen­

tare sul piano mediante il sistema, non ulteriormente abbassa òde 
con trasformazioni quadratiche, delle C„ ’”-17'1T2...T„-2m- J, 
dove i punti Tt(i = 1. 2  n—2m — 1) sono punti prossimi 
ad 0, in direzioni distinte (*).

Ne caso escluso in cui m = n, prendiamo 1 Sn_2 di proie­

zione in modo che contenga —2) generatrici ed un punto P 

fuori di ,esse : per P passa una generatrice che viene proiettata 
dallo Sn—2 mediante un &)!_1in un punto fondamentale semplice 
T. Gli S n che passano per l'Sn_2 da cui si proietta e per una 
generatrice intersecano ulteriormente la rigata in una linea d’or­

dine n — 1, della quale fanno parte le (>i—2) generatrici gia­

centi in Sn— 2: la parte residua è dunque d’ordine » ; e viene 

proiettata in un punto fondamentale ~ n-plo, 0. Le sezioni iper- 

piane si mutano per proiezione in curve d’ordine (n -J-2) con

(’) È ovvio che prendendo in modo particolare i punti P,, si può ottenere 
che i punti T , 7,, ..., Tn—3m_t si succedano su uno o più rami cuspidali 
in un modo qualunque. Si vede così che gli avvicinamenti dei punti T, non 
corrispondono a particolarizzazioni della rigata rappresentata, ma dipendono 
solamente dal modo della rappresentazione. Ciò è confermato dal fatto che 
un sistema di C n_m del tipo indicato può sempre essere trasformato in 
modo che i punti Tf siano prossimi ad 0 in direzioni distinte. Ofr. più avanti 
a pag. 297.
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0 n-plo e T semplice. Ne segue : Una rigata razionale normale 

d’ordine n (pari), con curva direttrice d’ordine minimo | n, si 

può rappresentare sul piano mediante il sistema, non ulterior­
mente riducibile per trasformazioni quadratiche, delle Cg(Os~1T'), 
ove s = I (n + 2) e T è un punto distinto da 0. Le oo1 direttrici 

d’ordine n sono rappresentate dalle rette, uscenti da T.

Abbiamo veduto che ogni rigata razionale normale d’ordine n 
può essere rappresentata da un sistema di ('n(On~1T1T2... Tn-i), 
Questo sistema, per quanto precede, può essere ricondotto eremo- 
nianamente al sistema delle C,(O,t—T) [s = | + nel caso

dispari o al sistema delle Ca(Os~'T) (n 2)j nel caso pari, 

solamente se esista sulla rigata una direttrice d’ordine minimo

(n — 1) se n è dispari o d’ordine n se n è pari. Le rigate con 

una curva direttrice d’ordine minimo — 1) o n appaiono 

così come generali. Le rigate con curva direttrice d’ordine mi­

nimo < —1) sono invece particolari nel senso che esse sono

rappresentate da un sistema di Cn(On~l T, T.. ... 7’„ x ), dove i 
punti T,, T2, ..., Ttl_i sono vincolati in tal modo che dopo un 
certo numero di trasformazioni quadratiche si arriva ad un si­
stema di (' M—1 TlT1... rn_2Ht_i) (m < * (n — 2)^ che, es­

sendo i punti Ti tutti prossimi ad O, non è più abbassarle 
con trasformazioni quadratiche.

Nota. - Come si è detto, i sistemi lineari del tipo

7h...

ove 3i, 72, , T«—ini—1 sono prossimi ad 0, non possono essere 
trasformati con trasformazioni quadratiche in sistemi d’ordine
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minore. A rigore si potrebbe tuttavia dubitare ehe esistessero delle 
trasformazioni cremoniane d’ordine maggiore di due che servis­
sero a questo scopo. È facile convincersi che ciò è impossibile. 
Se invein esistesse una rete omaloidiea di curve irriducibili d'or­
dine s passanti per i punti O, Tt, T.,, ..., con le moltepli­
cità rispettive r,rx, r2, ru-stn—i, la quale desse origine ad una 
trasformazione cremoniana trasformante il sistema ' Cn_m | in un 
sistema d’ordine minore, dovrebbe essere :

s(n — m) — r(n — ni — 1) — ì\ — r2 —... — >„-»»,-x < n — m, 
ossia :

(n — in) (s — r — 1) + r — ì\ — rs —... — r„-2»i-i < 0.

Ma per la relazione di prossimità è certo:

r ì’i r> -.. rn_2ni—1 =5 0 ;

e per l’irriducibilità delle curve della rete omaloidiea:

r<,s — 1 .

Ne segue che la relazione, che dovrebbe essere verificata, è 
assurda.

Analogamente si prova che i sistemi di curve d’ordine (n-{-2), 

con un punto base | n-plo 0 ed un punto base semplice T sono 

d’ordine minimo rispetto a qualunque trasformazione cremonia­
na. Invero la rete omaloidiea d’ordine s, che risponde ad un’even­
tuale trasformazione cremoniana che muti il nominato sistema 
in uno d’ordine minore, dovrebbe avere in O, T molteplicità r, rL 
tali che

I (n 4- 2)s — I nr — rx < (n + 2).

Ma da qui si deduce:

n(s — r — 1) 4- 2(s — ri — 1) < 0 ;

e questa relazione è manifestamente assurda.
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9. Riduzione all’ordine minimo dei sistemi lineari 
di curve piane di genere zero.

Ci proponiamo ora di ritrovare i risultati del numero pre­
cedente ed in ispeeie il teorema di Picard, determinando a 
priori tutti i tipi d’ordine minimo, ai quali si possono ridurre 
cremonianamente i sistemi lineari (oo3 almeno) di curve piane 
razionali.

Più in generale, eseguiremo la detta riduzione per sistemi 
lineari di curve piane razionali di dimensione qualsiasi s(s^> 1).

Sia un qualsivoglia sistema, lineare (completo o no) di 
curve di genere zero; denominiamo con m l’ordine della curva 
generica ('m e con n il grado di \ Cm |. TI sistema |C„t| possiede 
in generale dei punti base A, A,, A.,, .... A, le cui molteplicità 
indichiamo con r, ì\, r.,, .... rv, supponendo inoltre che sia: 
r'^.r1>rì... ;> rv.

La riduzione all’ordine minimo del sistema \Cm\ si basa 
sulla possibilità di abbassare l’ordine m delle curve di \Cm\ con 
successive trasformazioni quadratiche, fino ad arrivare ad un 
sistema, birazionalmente identico a | Cm il cui ordine non può 
più essere abbassato.

Vediamo come la accennata riduzione si eseguisca effettiva­
mente. Supponiamo che il sistema possieda almeno tre punti 
base .1. A,, A.,, di molteplicità r, i\, r2 e dimostriamo il lem­
ma: nell’ipotesi in cui le molteplicità r, rlt r, ..., rv dei punti 
buse .1, dI, A2, ..., A„ sono disposte in ordine decrescente è: 
r + ì\ -p r2 > ni.

Anzitutto, poiché la curva generica di \Cm\ è di genere 
zero è :

(Il — —2) ——1) — 0.

Il grado di |C„,| è « e quindi:

(2) 2 r,2 = »I2 — n.«
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Dalle (1) e (2) si può ricavare:

(l'i 2rp—m8—n
«

(2') 2 r, — 3»r — n — 2
‘ o

ed anche:

(1") li r,s — »! - — n — r*  — r,2 — r2
3

(2") 22 r, — 3»r — n — 2 — r — r. — .
3

Moltiplicando la (2") per r2 e sottraendo la (1") si trova :

r2 2r,- — 2 r,1 — ih(3f, — mi — n rt — 1) — rt(r +- r, -Î- 2) r2 •+- -
3 3

Il primo membro di questa disuguaglianza è certamente non 
negativo e quindi si ha :

— m(m — 3rd — » — 1) — r2(r -t- r, -+- 2) -+- rs ■+- r/ > 0.

Se ora fosse : m S'' + q + rs sarebbe :

wi(m — 3rd > ('' -+- + r2)(r a- r, r5 — 3r,| 
e quindi :

— (r-+- rjH- r2)(r-t-r,— 2rp - n rt — 1) — r2r -+- r, -+- 2) r'-p r,->0 

ossia :
2(rJ2 — rr,) -+- n — r,' n -+- 2) > 0.

Ma questa disuguaglianza è manifestamente assurda, poiché 
è certamente :

r23 < rr,, n < ra( n -+- 21.

Segue che deve essere :

r 4- r, -e- r2 > m. c.v.d.«
Il lemma precedente permette di abbassare l'ordine del si­

stema I Cm I mediante una trasformazione quadratica, che abbia 
come punti fondamentali i tre punti base A, A,, A,, di molte­
plicità r, r„ r2 : occorre soltanto che codesti tre punti siano base 
per una rete di coniche irriducibili. Ciò succede certamente se 
i detti tre punti sono propri, giacché — essendo, la somma delle 
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loro molteplicità maggiore dell’ordine dHCm|— essi non pos­
sono trovarsi in linea retta. La rete delle coniche per A, At, A2 
è costituita da curve irriducibili anche se Au (od A2) diventa 
infinitamente vicino ad A ovvero se tanto A2 quanto A., si avvi­
cinano indefinitamente ad A sopra un ramo lineare: le coniche 
della rete si toccano in A nel primo caso e si osculano in A nel 
secondo. Se però At ed A„ si avvicinano ad A in direzioni di­
stinte o succedendosi sopra un ramo cuspidale, la trasformazione 
quadratica riduttrice degenera e si ha un caso d’eccezione, che 
discutiamo più innanzi.

Nel caso generale i tre punti A, Alt A., sono punti generici 
del piano e trasformando il sistema | C„, | con la trasformazione 
quadratica, che ha i punti A, Alf A2 come punti fondamentali, 
si perviene ad un sistema |COT-| costituito da curve d'ordine 
m' — 2m — r —rx — r., < ni.

Ripetiamo per il sistema 10»,-1 il ragionamento fatto per il 
sistema |CMl| e, nell’ipotesi che le coniche passanti per i tre punti 
di molteplicità massima di |C„r| costituiscano una rete irridu­
cibile, si passerà dal sistema I Cm> I ad un sistema \ Cm"\, le cui 
curve sono d’ordine m" < m' e così via.

Così seguitando, il procedimento si può arrestare solamente 
in due casi: o dopo un certo numero di trasformazioni il sistema 
a cui si perviene possiede meno di tre punti base, ovvero i tre 
punti di molteplicità massima non possono essere presi come punti 
fondamentali di una trasformazione quadratica. Tralasciando per 
il momento l’esame minuto del secondo caso, ehe appare eccezio­
nale, concludiamo rapidamente la discussione per il primo.

È infatti evidente che i sistemi lineari completi di curve razio­
nali, che possiedono nessuno od uno o due punti base, non possono 
essere altro che i seguenti :

a) la rete delle rette ;
ò) il sistemaoo5 delle coniche;
c) il fascio delle rette per un punto ;
d) il sistema delle curve d’ordine n con punto (?r — 1 }-plo 

senza altri punti base ovvero con un altro punto base semplice, 
proprio o infinitamente vicino.
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Quanto ai sistemi non completi, essi si ottengono dai sistemi 
completi prendendo in questi quei sistemi, che hanno dimensione 
minore ed ugual grado.

Concludiamo intanto: A prescindere dal caso d’eccezione, che 
si presenta nell’analisi precedente, ogni sistema lineare di curve 
razionali può essere ricondotto, mediante trasformazioni quadra­
tiche del piano, ad uno dei sistemi a), b), c), d) enumerati in­
nanzi, o ad un sistema contenuto in uno di quelli.

Dobbiamo ora discutere il caso d'eccezione, in cui il sistema 
I Cm I stesso o uno dei suoi successivi trasformati sia tale che i 
tre punti base di molteplicità massima A, A1} A,, non possano es­
sere presi come punti fondamentali di una trasformazione qua­
dratica. Ciò avviene solamente se AL ed A-, sono infinitamente 
vicini ad A in direzioni distinte o si succedono sopra un ramo 
cuspidale. Ci proponiamo di dimostrare che, escluso il caso in cui 
il punto di massima molteplicità sia (n—1 )-plo, l'ordine del si­
stema può sempre venire abbassato con una conveniente succes­
sione di trasformazioni quadratiche■ il caso in cui il sistema 
possiede un punto (n — l)-plo, ehe si presenterà come eccezionale 
nella nostra discussione, sarà trattato a parte.

Giova allo scopo che abbiamo in vista premettere il seguente:
Lemma di Chisini: (') Se A è un punto base di massima mol­

teplicità r<m — 1 per un sistema lineare oc1 almeno \Cm\ di 
curve razionali d’ordine m, ed i punti base del sistema Ax, A... 
A:l, ..., A t prossimi (") ad A posseggono molteplicità r2, r3, ..., 
rt, tali che:

r -+■ i\ -+- r. -+■ r, -+- ... -+- rt > m,

allora esiste un altro punto base P (proprio o anche infinitamente (*) 

(*) 0. Chisini ha stabilito questo lemma per il caso delle reti omaloidiche; 
ma esso si lascia generalizzare facilmente. Cfr. la nota storica al n. 10.

(’) Ricordiamo che si dicono prossimi ad A quei punti infinitamente vicini 
die — mediante una trasformazione quadratica eoi punto fondamentale. A — 
si trasformano in punti (propri od infinitamente vicini) sopra la retta fon­
damentale, omologa di A.

1 9
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vicino ma non prossimo ad A) la cui molteplicità k soddisfa alla 
relazione :

2le > in — r.

Incominciamo col dimostrare che, nelle ipotesi ammesse, esiste 
certamente qualche punto base non prossimo ad A.

Premettiamo a questo scopo due osservazioni.
Prima osservazione: se n è il grado del sistema e seccume 

abbiamo supposto, è:
t
S rÉ > m 
o

ne segue necessariamente:
n < 2m — 2.

Infatti per la somma delle molteplicità di tutti i punti base 
del sistema si ha :

o o
Ma per la (2Z):

Zi r£ — 31» — n — 2 
o 

d'onde segue:
3i» — » — 2 > »! 

ossia :
n < 2i» — 2.

Seconda osservazione : in ogni sistema di curve razionali, per 
cui si abbia r < i»— 1, ed n < 2m — 2, si ha :

r< r, 4- r2 -+- r3 rv.

Se infatti si congiunge il punto A ai punti yl,, A„, ..., A eon 
delle rette contate rispettivamente r2, ..., r ., volte si ha una

V I v \
curva spezzata d’ordine Sr;, che ha il punto A come I Sr, \-plo

i \ i /
e nei punti Ax, A.,, ..., Av le molteplicità virtuali r„ r2, ■■■, rv 
rispettivamente. Questa curva interseca una curva generica di

I C„t \ in m - STi punti, dei quali, almeno

r 2rj + S r*
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sono riuniti nei punti base di|CM(' (1). Sarà dunque:

m • 3 r( f • 3 f£ -p- 3 r£-
1 i i

ovvero :

(ni — f)3 i\> 5 f(2.
I r , J

Ma è. per la (!') :

3 f,2 — m~ — n — r2
i

f quindi viene :

(ni — r) 3 F, ;> m" — n — f2.
i

Essendo però n < 2m — 2 si ottiene :

(m — r)-3 r£ > ni' — 2»t +- 2 — r2.

Se ora fosse 3r£ < r ne seguirebbe: 
i

(ni — r)-r > ni2 — 2ni 4- 2 - r2 
ossia :

ni • r > ni(«i — 2) -i- 2

che è una relazione manifestamente assurda se r< ni — 1.
Si ha dunque, per r < ni — 1 ed n < 2ni — 2,

r < F, -+- F.

(*)  Di fatto il numero delle intersezioni assorbite può essere maggiore

di rir,-4-Sr,2. Se invero ,è la molteplicità per \Cm \ di un punto base A. 
1 r

proprio o prossimo ad A (ma in quest’ultimo easo, non satellite di aleun 
punto base prossimo ad A), ed r,', r", ... sono le molteplicità dei punti base 
A/, A", ... di I Cm I che cadono nei successivi intorni di Ait la curva spez­
zata ha la molteplicità (effettiva r,. 4- r/ 4- r," 4-... in At e nulla in A - , 
A" .... Le intersezioni assorbite in A ,• sono dunque (r4- 4- r- 4- r," 4- 
ossia, poiché r/<r,-, r,"< r,.,..., in numero maggiore 0 uguale a r, s 4- 
4- r,'s 4- r,"! 4- .... Indipendentemente dall’esistenza di punti base infinita­
mente vicini si ha un numero d’intersezioni assorbite maggiore del normale, 
quando due punti base Af ed Aj di molteplicità r,. ed r}- siano allineati 
con A j invero la molteMicità effettiva della curva staggia in Ai &
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Premesse queste due osservazioni, siamo in grado di dimo­
strare che, nelle ipotesi enunciate, esiste certamente un punto 
base di | Cm |, non prossimo ad A.

Infatti le molteplicità dei punti base prossimi ad A devono 
essere tali che:

’’i ■+■ rt -+- - -+- >'t < »’•

Ma la somma delle molteplicità di tutti i punti base di 
escluso A, è maggiore di r : ne segue che oltre ad A, Aly A2, A t 
devono esistere altri punti base del sistema, non prossimi ad A, 
c. v, d.

Per il punto di massima molteplicità fuori di A, Aly A„, At 
essendo, come indicano le (1'), (2') :

2 7\2 — vi2 — n
o

2 — 3m — n — 2, 
o

avremo : 1 i
/ nr — n — r2 — r,! — r.2 ■— ... — r(s
v — 3ni — n — 2 - r — r, — r, — ... — rt ’

Ma poiché per le ipotesi fatte è:
r -+- rx rt -+-... -+- rt > m

-i- >’j -+-... -t- r, < r
< m — r, — ..., r, vi — r ,

si avrà :
m~ — n — r2 — (r, e rt -e ... -+- rtì(m — r)

*> 3m — A — 2 — m

m2 — n — r2 — r(m — r) m(m — r) — n
— 2ni — n — 2 2ni — n — 2 ’

ni(»n — rj — n
Notiamo ehe nella frazione 2m — n — 2 ’ se ’ Ml — 1, tanto 

il numeratore che il denominatore sono positivi.
Sappiamo infatti che :

2m — n — 2 > 0.



LE SUPERFICIE A SEZIONI RAZIONALI 293

Essendo poi r<»i — 2 si ha:

i» — r ;> 2 e nvm — r) ;> 2m > 2m — 2
da cui :

m(ni — r) — n > 2»r — « — 2 > 0.

È ora facile dimostrare che. sempre nella ipotesi r<»i — 2, è:

in(m — /•) — n — r) m — r 
2m — n — 2 > 2»r 2

Infatti da questa disuguaglianza supposta soddisfatta, si ot­
tiene :

on — r)(M 4- 2; > 2/1,

che è evidentemente esatta, qualunque sia n, se ni — ri> 2, ossia
se /• < m — 2.

Si ha dunque per il punto di molteplicità massima fuori di A ;

L > (ni — /•) c. v. d.

Osservazione. - Nel caso di una rete onialoidica, il lemma vale 
anche nel caso estremo in cui r z= m — 1.

In questo caso si ha infatti n — 1 e quindi:

ne ni — ?•) — 1  »I — 1 1
2)ìi — 3 ~ 2ni - 3 > 2 '

Applicheremo questo lemma per ridurre con una serie di tra­
sformazioni quadratiche l’ordine di un sistema lineare |Cm| di 
curve razionali, per il quale i punti base A,, A., di massima mol­
teplicità dopo A(r r, + r„ > in) diventino prossimi ad A in 
direzioni distinte o suecedentisi sopra un ramo cuspidale.

Incominciamo coll’osservare che nelle ipotesi fatte esiste cer­
tamente un certo numero di punti hase del sistema, prossimi ad A, 

la cui molteplicità supera (m>—r). Siano questi punti Aly 
........ .e... ■

Si potrebbe ora credere che la desiderata riduzione dell ’ordine 
del sistema | Cm | si ottenesse trasformando il sistema con una 
trasformazione quadratica, che ha come punti fondamentali il 
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punto A, uno dei punti A, ed il punto base P, non pròssimo ad A 
e di molteplicità maggiore di |(m — r), die esiste per il siste­

ma I C'm I in virtù del lemma di Chisini. Questa conclusione sareb­
be però errata, giacche la anzidetta trasformazione riesce ad es. 
degenere se i punti A,, A„, ..., A Q e P si succedono sopra un ramo 
cuspidale.

Un esempio valga a chiarire la cosa. Si consideri il sistema ■ CG | 
delle sostiche razionali C(s, che hanno un punto quadruplo A e 
quattro punti doppi A,, A.,, P, Q ; supponiamo che i punti Ax ed 
A., siano prossimi ad A e si succedano sopra un ramo cuspidale 
del secondo ordine che ha il punto A come origine. In base ai 
lemma di Chisini il sistema | C„ | possiede (almeno) un punto 
base non prossimo ad A, di molteplicità maggiore di uno : nel 
caso nostro esistono infatti i punti doppi P e Q. Se uno di questi 
due punti si mantiene proprio, il sistema | €•'„ | si può effettiva­
mente abbassare con la trasformazione anzidetta. Ma può avve­
nire che i punti P e Q diventino successivi ad A, ed A2 sopra il 
ramo cuspidale del secondo ordine che ha l'origine in A, ed allora 
la trasformazione degenera.

Si riesce invece in ogni caso ad abbassare l’ordine del siste­
ma \Cm\ semplificando preventivamente il sistema stesso, in modo 
da sciogliere gli eventuali rami cuspidali passanti per Ax, A,,

, Aq.
Eseguiamo a questo scopo una prima trasformazione quadra­

tica 7'i prendendo come punti base A, Ax ed un punto generico 0, 
del piano. Le curve Cnì di | Cm\ verranno trasformate in curve 
Cmr di ordine:

ni' = 2ni — r — rx — m ■+■ (ni — r) — rx, 

passanti per A', omologo di A, con la molteplicità:

K, — m — rx

e per Ai, punto (omologo alla retta zi O, infinitamente vicino 
ad A', con in —r rami lineari non osculali tisi; inoltre le Cm> pas­
seranno per i punti (trasformati di’) A.,  A,,... con le molte­
plicità primitive delle Cm. Importa notare ehe il punto A/ riesce 
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in direzione affatto generica rispetto ai punti multipli dell'in­
torno di A', provenienti da quelli dell’intorno di A.

Eseguiamo ora una seconda trasformazione quadratica T.,, con 
i punti fondamentali A', A„ ed un punto generico ()., del piano; 
con notazioni analoghe a quelle usate nel caso precedente, possiamo 
dire che le curve trasformate saranno delle curve (’,„>> d'ordine:

ni" — 2m' — K, — rt = 2lni — r) — (i\ -+- r.). 
passanti :

Rt — ni' — r, — ni •+- (ni — r) — (--, >'t)

volte per un punto A", ed ni — = m — r volte per un punto
A", infinitamente vicino ad A", nonché per i punti (trasfor­
mati di) A/, A..,, Ag, ... con le molteplicità primitive.

Eseguiamo analogamente le successive trasformazioni T8, ..., Tq 
in corrispondenza ai punti A8, ..., Ag, che hanno molteplicità mag­

giore di (m —la T( è determinata dad punti base infinita­

mente vicini A"—". A « e da un punto Ot generico. Arriveremo 
a curve d’ordine:

nt’” = ni -+- q(m — r) — (r, -e rt -e ... -t-r,; 
passanti :

lìq = ni ■+- (g — l)(m — r) — lr,-u r,-f- ... -e rq)

volte per A(5) ; ed al punto A15’ saranno infinitamente vicini in 
direzioni generiche q punti A/, Ax", ..., A/®’ di molteplicità 
nr"'—Ri — ni—>- creati dalla trasformazione, con parabole oscu­
latrici distinte, ed eventualmente altri punti multipli, i quali tutti 
però avranno una molteplicità <.^(ni — r) .

Al sistema delle curve C si può ora applicare il nostro 
lemma, in virtù del quale esiste un punto base di molteplicità:

(wl<ì> — K,1 —1"! — rj,

che dovrà essere un punto proprio, non allineato con alcuno dei 
punti (ni — r)-pH.
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Conseguentemente si potrà ora ridurre l’ordine delle CMt(g) 
con una trasformazione quadratica TQ+i, nella quale si prendono 
come punti fondamentali A 1 ”, A.,' e P, : arriveremo a curve 
d’ordine :

m<ì+i> — 2 mw — Rq — (ni — r) — s1 =
— ni 4- q(ni — r) — ■+■ rt +■ ... 4- r?) — s,

con un punto multiplo secondo

Rq+l = ni +- (q — l)(m — /•) — (r, ■+■ r2 f- ... 4- r,) — s,, 

nel cui intorno si avranno q — 1 punti (m — r) - pii, (trasfor­
mati di) A", A,'", A,(”. Le curve a cui siamo pervenuti pos­
siederanno — per il nostro lemma — un punto base P, di mol­

teplicità s2 > - (m — r) distinto da e non allineato con

alcuno dei punti (m — r) - pii, si avrà perciò una trasforma­
zione Tq+S, riducente l’ordine delle nostre curve a:

m<«+2) ni 4- qlm — r) — (r, 4- r2 4- ... 4- rq) — s, — s2.

Successivamente si avranno altre q — 2 trasformazioni dello 
stesso tipo, che ci condurranno a curve d’ordine:

m'2” = ni -+- q(nt — r) — (r, 4- r2 +-... 4- r9) — (s, 4- s2 -+-... 4- s?i.

Ma è :
2r, > ni — r, 2ni — >■ 

e quindi :
qim — r) <C r, 4- r2 4-... 4- rq 4- s, 4- s2 4-... 4- sq 

ed in definitiva :
ni'31'1 IH

Siamo quindi riusciti ad abbassare, mediante 2q trasforma­
zioni quadratiche successive, l’ordine ni di un sistema lineare | Cm | 
di curve razionali, per il quale i tre punti di molteplicità mas­
sima non possono essere presi come punti fondamentali di una 
trasformazione quadratica; questa conclusione vale per il caso 
in cui il punto di molteplicità massima abbia molteplicità mi­
nore di in — 1 (ed in qualunque caso per le reti omaloidiehe).
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Riassumendo allora i risultati ottenuti, possiamo dire: se in 
un sistema lineare di curve razionali il punto di molteplicità mas­
sima ha molteplicità minore di m— 1, l’ordine del sistema si può 
sempre abbassare con trasformazioni cremoniane, sino a ridursi 
al caso in cui esistano meno di tre punti base.

Il caso d’eccezione non dà quindi luogo, se r < m — 1, a nuovi 
tipi di sistemi lineari di curve razionali.

Ma rimane da trattare il caso in cui il sistema | Cm | o un altro, 
birazionalmente equivalente ad esso a cui si pervenga con suc­
cessive trasformazioni quadratiche, sia dotato di un punto base A 
(m — 1 ) - pio. Il sistema non può allora possedere ulteriormente al­
tro che punti base semplici e nel caso da esaminare (r-|-r,-|-r2>in,) 
dobbiamo ammettere che almeno due punti base semplici Ax, A, 
siano prossimi al punto (m — 1 ) - pio. Siano in generale A,, 
A., A, i punti base di |Cni|, prossimi ad A. Si può supporre, 
senza ledere la generalità, che i punti A,, A.,, ..., A, siano tutti 
distinti. Con il procedimento prima esposto, si possono infatti 
sciogliere i rami cuspidali, che hanno origine in A. Con questo 
non si altera l’ordine di |C„t|, giacché si tratta sostanzialmente 
di eseguire un certo numero di trasformazioni quadratiche, che 
hanno come punti fondamentali : il punto A, un punto prossimo 
ad A ed un punto generico del piano. Tali trasformazioni mutano 
un sistema di Cm con A(ni — l)-pZo in un sistema dello stesso tipo.

Sciolti i rami cuspidali, si possono fare due ipotesi: o il siste­
ma I Cm I possiede uno o più punti base (semplici) non prossimi ad 
A, ed allora l'ordine del sistema si può abbassare con una trasfor­
mazione quadratica che ha i punti fondamentali in A, Ax ed in un 
punto base semplice non prossimo ad A ; ovvero il sistema ha tutti 
i suoi punti base infinitamente vicini ad A in direzioni distinte: 
in quest’ultima ipotesi è chiaro che nessuna trasformazione cre­
mori iana potrà mai abbassare l’ordine del sistema, sicché troviamo 
che un nuovo tipo a cui si può arrivare abbassando successiva­
mente l’ordine di un sistema cremoniano è quello costituito dalle 
curve d’ordine m con punto (m — 1 )-plo e 2 i<wi — 1 punti 
base semplici infinitamente vieini ad esso.
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Aggiungendo allora questo tipo di sistema lineare agli altri 
tipi già ottenuti, possiamo dire:

I 'sistemi lineari completi di curve razionali possono ridursi 
con trasformazioni cremo ni ane, ottenute come prodotto di tra­
sformazioni quadratiche, ai seguenti tipi di ordine minimo:

1) Rete delle rette-,
2) Sistema oo5 di tutte le coniche del piano-,
3) Fascio di rette passanti per un punto;
4) Sistema delle curve d’ordine m con un punto 'base 

Çm—1 )-plo (m >2) :
a) senza altri punti base;
b) ovvero con un punto base proprio;
c) ovvero con i m — 1 punti base semplici infinitamente 

vicini ad A, in direzioni che si possono sempre supporre distinte.
I tipi 1), 2), 3), 4) sono effettivamente d’ordine minimo nel 

-senso che il loro ordine non può essere abbassato da nessuna tra­
sformazione eremoniana del piano. Ciò è evidente per i primi tre 
tipi e per il quarto risulta dalla nota a pag. 284. I tipi 1), 2), 3), 4) 
sono inoltre irriducibili l’uno all’altro; e nell'esaminare il caso c) 
del tipo 4) si è tenuto conto della possibilità di sciogliere eventual­
mente — senza alzare l’ordine di | Cm | — i rami cuspidali che la 
Cm generica potesse presentare per il punto (m — 1) - pio.

I sistemi non completi di curve razionali si riducono ai sistemi 
contenuti nei sistemi, completi anzidetto ed aventi dimensione 
minore ed ugual grado.

Osservazione. - Conviene rilevare esplicitamente i seguenti 
corollari:

Ogni fascio di curve razionali può essere trasformato birazio- 
nalmente in un. fascio di rette per un punto.

Ogni rete di grado imo di curve razionali può essere trasfor­
mata. con successive trasformazioni quadratiche, nella rete delle 
rette (*).

(’) Questa proposizione equivale al teorema di Noether. affermante la de­
componibilità di ogni trasformazione eremoniana in un prodotto di trasfor­
mazioni quadratiche. Cfr. del resto F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..:, 
Vol. Til. Lib. V, Cap. II, pag. 173.
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Partendo dalla conoscenza dei tipi d'ordine minimo ai quali 
possono cremonianamente ricondursi i sistemi lineari di curve 
piane razionali, è facile ritrovare il teorema di Del Pezzo ed il 
teorema di Picard.

Alla classificazione dei tipi birazionalmente distinti di sistemi 
lineari completi di curve razionali corrisponde infatti la classifi­
cazione dei tipi proiettivamente distinti di superficie normali a 
sezioni iperpiane di genere zero. Più precisamente, è un sistema 
rappresentativo di una superficie normale a sezioni iperpiane dì 
genere, zero ogni sistema lineare completo di curve razionali di 
dimensione maggiore o uguale a tre.

D’accordo con la distinzione proiettiva delle rigate razionali 
normali, per riguardo alle loro direttrici d'ordine minimo, si 
trova la proposizione :

Ogni superficie normale a sezioni iperpiane di genere zero si 
può rappresentare su di un piano in modo che il sistema rappre­
sentativo delle sezioni iperpiane sia :

1) il sistema oo ' delle coniche ovvero
2) il sistema delle curve d’ordine n>2 con un punto base 

(n — 1) - pio :
ai) senza altri punti base
h) o con un punto base proprio
c) o con i n—1 punti base infinitamente vicini in dire­

zioni distinte.
Questa proposizione equivale al teorema di Del Pezzo: la 

superficie rappresentata dal sistema oc5 delle coniche è infatti 
la superficie di Veronese; ed una superficie rappresentata da un 
sistema di curve d'ordine n con un punto 0 (n — li) - pio è cer­
tamente rigata, giacché le rette per il punto 0 sono uniseeanti 
le immagini delle sezioni iperpiane e quindi immagini di rette.

Una superficie normale a sezioni iperpiane di genere zero è 
quindi una rigata ovvero una superficie di Veronese.

Per quanto riguarda le superficie a sezioni razionali dello spa­
zio ordinario, esse si ottengono in corrispondenza ai sistemi li­
neari. che sono contenuti nei tipi sopra riportati e risultano di 
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ugual grado e di dimensione tre. Si trova così che tali superficie 
sono rigate o superficie di Steiner. Ritroviamo dunque il teorema, 
di Picard.

10. Nota storica.

Abbiamo veduto che lo studio delle superficie a sezioni razio­
nali si può fare da due punti di vista:

<t) riferendosi alle superficie proiettivamente date o alle su­
perficie normali dalle quali esse provengono per proiezione, ovvero

b) studiando direttamente la riduzione all’ordine minimo 
dei sistemi lineari di curve piane razionali mediante trasforma­
zioni quadratiche.

Il primo in linea storica che si sia occupato delle superficie 
a sezioni razionali fu E. Picard (1878) (1), il «piale, riferendosi 
alle superficie proiettivamente date nello spazio ordinario, scoprì 
la proposizione fondamentale che le superficie a sezioni razionali 
sono o rigate razionali o superficie di Steiner. La trattazione 
iperspaziale è invece dovuta a P. Dei. Pezzo (1885) (2), il quale 
studiò le superficie d’ordine n nello spazio ad n + 1 dimensioni.

.Velila nostra trattazione abbiamo dedotto il teorema di Picard 
dal teorema più generale di Kronecker-Castelnvovo. Questo teo­
rema fu comunicato nel 1886 dal Kronecker verbalmente in una 
seduta dell ’Accademia dei Lincei. La dimostrazione che ne abbia­
mo data appartiene sostanzialmente al Castelnttovo (3) e risale 
al 1894.

Questa dimostrazione è stata rielaborata da E. Bompiani (4)

(') La dimostrazione dei Picard trovasi riprodotta nel trattato: E. Picard 
e G. Sim,aht: Théorie ilex fonctions algébriques de deux variables indépen­
dantes, Parigi, 1906, Tomo II, cap. Ill, pag. 59 e segg.

(’) Cfr. P. Pei. Pezzo: Sulle superficie di ordine n immerse nello spatrio 
ad n 1 dimensioni. «Rend. Are. di Napoli», 1885.

(’) Cfr. G. Castelnuovo: Sulle superficie algebriche ehe ammettono un 
sistema doppiamente infinito di sezioni piane riduttibili, « Rend. Acc. Lin­
cei », Vol. Ili (1894).

(') Cfr. E. Bompiani : Il teorema di Kronecker-Castelnuovo. « Bollet­
tino dell’unione Matematica Italiana» (1932).
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e nella forma da lui esposta trovasi riprodotta nella seconda edi­
zione del noto trattato del Bertini (x).

Pei' dimostrare che ogni superficie a sezioni piane razionali 
è proiezione di una superficie normale CE»”-**1. ci siamo serviti della 
nozione di se>ie caratteristica, che fu introdotta da C. Segre nel 
1887 e subito da lui adoperata per illustrare da un punto di vista 
unitario molti risultati parziali che in quell’epoca erano stati 
ottenuti da vari autori nello studio delle superficie razionali e 
dei sistemi lineari di curve piane.

(’) Cfr. E. Bertini : Introduzione alla geometria proiettiva degli iper­
spazi, seconda edizione (Principato Messina) 1933, pag. 403:

(*) Cfr. C. Seghe: Sulle rigate razionali in uno spazio lineare qualunque, 
« Acc. delle Scienze di Torino», Vol. XIX, 1884.

(’) Cfr. A. Cayley: On the rational Trasformation between two spaces, 
«Proceedings of the London Math. Soe.. », III, 1869-71.

(*) Cfr. M. Noether: Über Flächen, welche Schaaren rationaler Gurren 
besitzen, «Math. Ann.», Bd. III. 1871.

(•) Cfr. ,1. Rosanes: Über diejenigen rationalen Substitutionen, welche 
eine rationale Umkehrung anlassen, «Creile’s Journal», Bd. 7.3, 1871.

La dimostrazione, da noi presentata, del fatto che ogni 
è una rigata ovvero la superficie di Veronese, riproduce sostan­
zialmente la dimostrazione di Del Pezzo.

Lo studio approfondito delle rigate razionali normali, special­
mente in rapporto alle loro direttrici d’ordine minimo e alle loro 
rappresentazioni piane, è dovuto a C. Segre (2).

Le ricerche sulla riduzione all'ordine minimo di sistemi lineari 
di curve piane razionali mediante trasformazioni quadratiche in­
cominciano dal caso delle reti omaloidiche. Pare che il Clifford 
abbia per il primo acquistata la convinzione che ogni rete omaloi- 
dica si possa ridurre con trasformazioni quadratiche alla rete delle 
rette, ossia che ogni trasformazione cremoniana sia generabile* * 
mediante un numero finito di trasformazioni quadratiche. Il Clif­
ford giunse a questa scoperta per via di numerosi esempi e la 
sua induzione fu comunicata in una memoria di A. Cayley (3). 
Poco dopo (1871) M. Noether (4) e -I. Rosanes (5) fornivano
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una base razionale por la riduzione delle reti omaloidiehe, di­
mostrando che in una rete omaloidica le molteplicità dei tre 
punti base di massima molteplicità soddisfano alla disugua­
glianza r + 1\ + r2 > ». In queste dimostrazioni non è consi­
derato il caso dei punti base infinitamente vicini, che tuttavia 
veniva trattato dal Noether (*)  l’anno dopo (1872). Il Noether 
osserva che una rete omaloidica dotata di un punto base A r - pio 
con punti base prossimi in direzioni distinte, si può ridurre me­
diante una trasformazione quadratica, la cui possibilità risulta

I1) Cfr. M. Noether: Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransformatio­
nen, «Piatii. Ann », Bd. V, 1872.

'.*) Cfr. I'. Seghe: On ’osservazione, relativa alla riducibilità delle trasfor­
mazioni eremoniane e dei sistemi lineari di curve piane per mezzo di trasfor­
mazioni quadratiche; « R. Ace. Se Torino». 190.1.

P) Cfr. G. Castelnuovo : Le trasformazioni generatrici del gruppo ere- 
montano nel piano, «Aec. delle Scienze di Torino», Vol, XXXVI, 1900-1901.

(*) Cfr. O. Chisini: Sul teorema di Nof.theh relativo alla decomponi­
bilità di una trasformazione cremoniana in un prodotto di trasformazioni 
quadratiche: «Atti della società dei naturalisti e matematici di Modena», 
s. 5, vol. VI, 1921.

dall 'esistenza di un altro punto base P di molteplicità k> - (•»—r), 

eh? non appartiene all 'intorno di primo ordine di A. Questa tra­
sformazione induttrice è ancora non degenere se il punto P diventa 
infinitamente vicino ad A, succedendo — sopra un ramo lineare — 
ad un punto A2 prossimo ad A. Ma, quando alcuni punti base 
prossimi ad A in direzioni distinte si avvicinino indefinitamente, 
dando origine a rami cuspidali, il punto P può cadere sopra uno 
di tali rami; e ciò dà luogo ad un’eccezione che fu rilevata da 
C. Segre (2). La critica del Segre fu rimossa da 6. Castelnco­
vo (3), il quale fece vedere che l’ordine di una rete omaloidica, 
comunque dotata di punti base infinitamente vicini, si può ridurre 

’ mediante una conveniente trasformazione di De Jonquières, la 
quale a sua volta, come fu notato dallo stesso Segre, si lascia de­
comporre in un prodotto di trasformazioni quadratiche. Infine 
0. Ghiaini (4) riuscì a definire direttamente una successione di 
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trasformazioni quadratiche, mediante la quale si riesce ad abbas­
sare l’ordine di una rete omaloidiea. comunque dotata di punti 
base infinitamente vicini. L'analisi del Chisini riprende e comple­
ta l’osservazione del Noether relativa al caso di punti infinita­
mente vicini ad A in direzioni distinte, stabilendo un lemma di 
cui si vale per dimostrare l’esistenza dei punti base multipli, che 
occorre considera "e. Il prodotto delie Trasformazioni quadratiche, 
definite dal Cihsini, darebbe come risultato la trasformazione di 
De Jonquières, considerata dal Castelnuovo.

Assai prima che il teorema della riduzione (mediante trasfor­
mazioni quadratiche) di ogni rete omaloidiea alla rete delie rette 
fosse rigorosamente provato, si estesero le ricerche alla riduzione 
di sistemi lineari di curve piane di genere zero o maggiore di zero 
e di dimensione diversa.

Nel 1871 il Noether, come conseguenza immediata del suo 
teorema sulle superficie che possiedono un fascio lineare di curve 
razionali, scopriva che ogni fascio di curve razionali è cremonia- 
namente riducibile ad un fascio di rette. Nel 1877 E. Bertini (’) 
era condotto alla riduzione dei fasci di curve ellittiche dal pro­
blema di classificare le trasformazioni eremoniane involatori« del 
piano, cioè le involuzioni del secondo ordine. Finalmente, per li­
mitarci soltanto ai sistemi di curve di genere zero, il problema 
generale di determinare tutti i tipi di ordine minimo ai quali pos­
sono ricondursi cremonianamente i sistemi lineari di curve razio­
nali fu risolto dal Guccia (2) nel 1886. Lo studio del Guccia 
— basato sulla generalizzazione del metodo tenuto dal Noether 
per la riduzione delle reti omaloidiche — urta nell’obbiezione 
critica, sollevata dal Segre, della quale abbiamo parlato dianzi. 
L’esame del caso di eccezione, istituito dal Ferretti (3) (1902)

(‘) Cfr. E. Bertixi: Ricerche, sulle trasformazioni univoche involutorie 
nel piano, « A»». di Mat. ». serie II, tomo Vili, 1877.

P) Cfr. G. B. Guccia: Generalizzazione di un teorema di Noether, 
■.< Rend. Cire. Mat. di Palermo », T. I. 1877.

(J) Cfr. G. Ferretti: Sulla riduzione all’ordine minimo dei sistemi li­
neari di curve piane irriducibili di genere p : in particolare per i valori 0. 1, 2 
del genere; «Rend. Cire. Mat. di Palermo». T. IO, 1902.
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— col metodo di Castelnuovo — ha però escluso il dubbio circa 
l’esistenza di nuovi tipi.

Nella nostra trattazione — che riproduce sostanzialmente la 
trattazione di Noether e di Cuccia — il caso d’eccezione è stato 
risolto mercè un’analisi, che generalizza quella svolta, dal Chisini 
per la riduzione delle reti omaloidiche.



Capitolo III.

LE SUPERFICIE A SEZIONI PIANE ELLITTICHE.

11. Razionalità delle superficie non rigate 
a sezioni ellittiche.

Sia F una superficie algebrica, per la quale le oo! sezioni 
piane siano curve eli genere 1.

La superficie F sarà rigata oppure no. Nel primo caso la F 
è certamente non razionale : infatti, in una rappresentazione piana 
della F le generatrici dovrebbero essere rappresentate dalle curve 
di un certo sistema oo1 y, e per un punto P generico passerebbe 
una sola curva di y; conseguentemente il sistema y sarebbe un 
fascio e perciò razionale (*)  e non di genere 1 come si è supposto il 
sistema delle generatrici della F. Da questo assurdo segue che la 
rigata ellittica non è razionale.

(*) Cfr. ad es.: F. Enriques ed O. Chisini: Teoria—, Vol. I, Lib. II, 
Cap. II, pag. 231.

Invece dimostreremo la seguente proposizione fondamentale:
Ogni superficie algebrica non rigata le cui sezioni piane sono 

curve ellittiche è razionale.
Sia F „una superficie algebrica irriducibile non rigata d’or­

dine n, la quale sia segata da un piano generico in una curva Cn 
di genere 1. Tra le sezioni piane si possono trovare anche delle 
curve di genere zero o delle curve spezzate. La totalità delle se­
zioni riducibili non può essere però doppiamente infinita (giacché 
in questa ipotesi, per il teorema di Kronecker-Castelnuovo (cfr. 
Lib. II, cap. II, n. 7) la Fn sarebbe rigata o la superficie di Stei­
ner); ne segue che per una retta generica r dello spazio non 
passa alcun piano segante F n in una curva spezzata.

r»
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Sia ora Cnla sezione della Fneon un piano generico ir. Come 
è noto, esiste sul piano rc una curva Cn_3, aggiunta alla Cn, d’or­
dine n — 3, la quale non sega Cn fuori dei punti multipli. Consi­
deriamo la totalità oo3 di tutte le curve aggiunte alle sezioni 
piane. A priori due casi possono presentarsi :

a) le oo3 curve invadono tutto lo spazio e quindi per un punto 
generico ne passano 1 ; ovvero

&) le oo3 curve C'„_3 sono le sezioni piane di una superficie 
d’ordine n— 3 0„_3.

Nel primo caso, poiché una Cn irriducibile non è segata dalla 
aggiunta C„_3 fuori dei suoi punti multipli, si avranno per un 
punto generico P di Fnoo1 sezioni piane riducibili. Ma ciò porta 
ehe la Fn sia una rigata non potendo essere la superficie di Stei­
ner, le cui sezioni piane sono di genere zero.

Il primo caso essendo da escludere, rimane solamente possibile 
il secondo e possiamo enunciare che:

Leoo3 curve d’ordine n — 3 aggiunte alle curve di genere uno, 
sezioni piane di una superficie F n non rigata, costituiscono una 
superficie On-3 che passa i — 1 volte per ogni linea i - pia del­
la Fn-

La superficie 01,-3 può essere generata anche così : presa una 
retta generica r, le curve d'ordine n— 3 aggiunte alleoo1 sezioni 
(irriducibili) della Fn con gli oo1 piani del fascio, che ha come 
sostegno la r, generano la 0„-3.

Riprendiamo la retta r ed il piano ir per essa, segante la Fn 
in una C „ e la4>„-3, nella sua aggiunta d’ordine n — 3. La curva 
Cn possiede notoriamente oo”-1 curve aggiunte d’ordine n—-2, 
e per n — 2 punti generici At, A2,... Atl-2 della retta r passano 
oo1 di queste curve. Una Cn-2 è dunque individuata quando si 
imponga ad essa (oltre il passaggio per gli n — 2 punti Alt A2, ..., 
A „—»luna determinata tangente t in uno di questi punti (sia AJ, 
che potremo sempre supporre diverso da una delle n — 3 inter­
sezioni di r con la 0„_3. Possiamo fissare la t come intersezione 
del piano della C„_,3on un piano r per A„ ehe non contenga la r.

Facciamo variare il piano r. nel fascio che ha la r come soste­
gno; per ogni posizione del piano n rimane allora completamente 
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individuata una curva di ordine n — 2, aggiunta alla curva Cn 
sezione della Fn con n, passante per A2,..., A.l_2 e tangente 
alla t; si viene così a generare una superficie <!>. il cui ordine è 
certamente non minore di n — 2. Dimostriamo che esso è effet­
tivamente n — 2. Le infatti l’ordine di <I> fosse superiore ad n — 2, 
poiché le intersezioni delle C,1_2con la retta r sono fisse, dovrebbe 
esistere un piano z, per il quale la corrispondente 2 si spezzi 
nella r ed in una Cn—a aggiunta, che deve passare per Ma una 
C(l_a passante per A, non può esistere, giacché A, non appartiene 
a 5>n-s; ne segue che l'ordine di è appunto n — 2. Abbiamo 
così costruita una superficie ch,^2 che passa i— 1 volte per ogni 
linea i-pla della F n ed è segata da ogni piano in una curva 
aggiunta alla corrispondente sezione piana della Fn.

Le 0,1-2 analoghe formano un sistema lineare oc'1 perchè le 
loro sezioni sopra un piano sono le oon—aggiunte alla se­
zione di Fn,?d d piano fa parte di una sola cp„—2 spezzata che 
contiene la predetta On_3.

Ora le co" O51_2 segheranno sopra la Fn. fuori delle linee mul­
tiple, un sistema lineare co" di curve d’ordine n. essendo n il nu­
mero dei punti comuni ad una sezione piana generica di F„ e ad 
una sua aggiunta C„_2 (fuori dei punti multipli) ; e questo sistema 
lineare conterrà totalmente il sistema delle sezioni piane. Poiché 
inoltre due sezioni piane di Fn si incontrano in n punti, così due 
curve segate sulla Fn da due <&n_2 avranno n punti in comune.

Mediante il sistema delieoo" superficie C>n_2, la Fn può essere 
trasformata birazionalmente in una superficie dello spazio Sn, 
che risulterà come la Fnd’ordine n e potrà essere proiettata sulla 
Fn da uno non avente punti comuni con essa. La superficie 
<pn risulta noimiale giacché le sue sezioni iperpiane sono curve 
ellittiche dello $n_i e perciò normali. Possiamo dunque affermare:

Ogni superficie Fn d’ordine n, non rigata, a sezioni ellittiche si 
può ritenere come proiezione di ima superficie normale d’ordine 
n dello spazio ad n dimensioni.

La razionalità della Fn è allora una conseguenza immediata. 
Proiettando infatti una H», normale in ò’n, da un suo punto in 
un &i-i si ottiene in questo Ä,(_i una superficie normale d’ordine 
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n — 1. Ripetendo lo stesso procedimento, si può ottenere in un 
Sn—2 una superficie d’ordine n — 2 e con successive proiezioni 
ci si può ridurre ad una superficie del terzo ordine dello spazio 
a tre dimensioni.

Questo procedimento di proiezione non può condurre ad un 
cono cubico ellittico. Ciò risulta subito dalla seguente osserva­
zione. Siccome la Fn non è rigata, le curve, che si proietterebbero 
nelle generatrici del cono, dovrebbero avere un certo ordine n > 1 
e costituire sopra la <b„ un fascio ellittico dotato di punti basé 
(cadenti ih punti generici semplici della d>n). Ma un tale fascio 
non può essere ellittico, perchè il gruppo delle tangenti (o, nel 
caso di tangenti fisse, delle curve osculatrici) alle sue curve in un 
punto basé descrive una involuzione razionale; il fascio risulta 
perciò razionale in base al teorema di Lüroth (l).

In tal guisa si arriva alla conclusione :
Una superficie Fn a sezioni piane di genere uno non rigata è, 

birazionqlmente equivalente ad una superficie cubica, diversa dal 
cono di genere uno.

E quindi si ha il
Teorema di Castelnuovo : Ogni superficie Fn a sezioni ellit­

tiche non rigata è razionale.

12. Le superficie non rigate d’ordine n normali in

Le superficie (non rigate) d’ordine n, normali in 8n, si 
lasciano studiare (con P. Del Pezzo) mediante il procedimento 
sopra indicato, che permette di proiettarle da n — 3 punti distinti 
in superficie cubiche. In particolare questo procedimento permette 
subito di riconoscere che l’ordine ha al massimo il valore 9. Infatti, 
se si avesse una Ch» di 8W, proiettandola da 7 punti generici si 
avrebbe una F3 contenente 7 rette, ciascuna delle quali rappresen­
terebbe l’intorno di un punto, a due a due prive di punti comuni. 
Ma la rappresentazione piana della F3 permette di riconoscere che

. .(*)  Cfr ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria.... Vol. I, Lib. II, 
Cap. I, pag. 169.
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un tale gruppo di 7 rette non può appartenere a questa superficie 
F3 : date 6 rette a due a due sghembe, ogni altra retta della super­
ficie è incidente a qualcuna di queste.

Vediamo dunque che le superficie normali O“ di ,Sn, non ri­
gate, rispondono soltanto ai valori n — 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Un altro procedimento per lo studio delle superficie (non ri­
gate) d’ordine n, , normali in Sn, è stato indicato da F. Enri­
ques e permette agevolmente di trovare sia la limitazione n < 9 
per l’ordine, sia il sistema rappresentativo di queste superficie. 
L’uno e l’altro procedimento permettono di dimostrare che per 
n < 9 esistono effettivamente delle superficie , normali in Sn 
e non rigate; esse costituiscono una sola famiglia (dipendente da 
parametri variabili con continuità) salvo il caso n — 8, nel quale 
si hanno due famiglie distinte.

In quanto segue, riporteremo il procedimento di F. Enri­
ques (l).

Incominciamo con l'osservare che per n — 3 la superficie d’or­
dine tre, normale in 83, è la superficie cubica generale, rappre­
sentabile sul piano mediante il sistema delle cubiche per sei punti 
base semplici.

Per n — 4: una superficie del quarto ordine normale in S„ è 
necessariamente la superficie di Segre, base di un fascio di qua­
dri eh e. generalmente rappresentabile sul piano dalle cubiche per 
cinque punti base semplici. Anzitutto là sezione iperpiana generica 
della d>4 non può essere razionale, giacche allora la <&4 — per i 
risultati del capitolo precedente — non sarebbe normale. Ne segue 
che per una quartica, sezione della <b, con uno S3, passano oo’ 
superficie del secondo ordine : se <I> è una di queste, esistono oos 
quadriche di S4, le quali passano per C> <?); esse segano sulla (J>4

(’) Cfr. F. Enriques: Sui sistemi lineari di superficie algebriche ad inter­
sezioni variabili iperellittiehe ; « Math. Ann. », Bel. 46, 1893-94.

C) Invero, imponendo alle quadriche di Sf, passanti per <I>, di contenere 
un punto generico di Ss (una condizione lineare), si ottiene un sistema li­
neare co< costituito dalle quadriche spezzate nello S ed in un iperpiano ge­
nerico di S .
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il sistema delle oo4 quartiche sezioni iperpiane. giacché il nomi­
nato sistema, essendo la normale, non è ampliabile in un si­
stema oo5. Per ciascuna qnartica sezione ipei'piana della pas­
sano dunque oo1 quadriehe di S.„ passanti per C>, e quindi vi è 
una quadrica di S4, passante per D e contenente la 04 : ne segue 
ehe la d>4 è la superficie base di un fascio di quadriehe.

Ciò premesso, il procedimento di F. Enriques per lo studio 
delle d>”, normali in ßn e non rigate, si fonda sulla considera­
zione che, per n > 4, su ogni d>” esiste una cubica gobba, ovvero 
una quartiea razionale normale, segante in due punti le sezioni 
iperpiane residue.

Premettiamo a questo scopo la seguente osservazione: se una 
sezione iperpiana di una si spezza, le sue componenti sono 
curve razionali normali: se infatti vi fosse una curva Ld’ordine 
r < n, sezione iperpiana parziale della . la quale appartenesse 
ad un Sp di dimensione p < r, le intersezioni residue degli iper- 
piani per Sp con la <I>” costituirebbero sulla <D," un.sistema lineare 
di curve d'ordine n — r, di dimensione n — p—1 >n—r, ciò 
che è assurdo, perchè le sezioni (ellittiche) della Ct>” non possono 
contenere una gn—r di dimensione maggiore di n—r — 1.

Ne segue che una sezione iperpiana parziale d’ordine r della
— ad es. la L,. — determina sulla tp” un sistema lineare com­

pleto di curve analoghe la cui dimensione è r—1. Invero la di­
mensione del detto sistema non può essere maggiore, di r — 1, che 
allora su di una sezione iperpiana generica della si avrebbe una 
gsr con s > r — 1. La detta dimensione è quindi r — 1, giacché 
oo’’-1 sono gli iperpiani che passano per una generica curva d’or­
dine n—r, razionale e normale, che insieme ad Lr formi una 
sezione iperpiana di .

Dopo ciò sia n > 4 : vi sono allora infiniti iperpiani bitangent! 
alla <&”, che toccano la superficie in un dato punto generico 0. 
Invero gli iperpiani tangenti in 0 alla costituiscono un sistema 
lineare di dimensione maggiore di uno e cioè almeno una rete ; 
riferendosi ad una rappresentazione piana della , le curve im­
magini delle intersezioni di con gli iperpiani tangenti in 0 
costituiscono quindi un sistema lineare di dimensione due almeno. 
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nel quale esistono infinite curve dotate di punto doppio (*);  e 
queste curve corrispondono a sezioni della H," con iperpiani tan­
genti in 0 ed in un ulteriore punto. Le nominate sezioni bitan- 
genti sono spezzate, essendo delle curve ellittiche normali dotate 
di due punti doppi; e — per l’osservazione precedente — Io 
spezzamento avviene in due curve razionali normali, C,. e Cs, pas­
santi per 0, aventi un ulteriore punto comune, nessuna delle quali 
può essere una retta, giacché la non è rigata.

Poiché la Cr e la Cs si incontrano in due punti, il sistema 
lineare | Cr\, oo''-1, individuato dalla sega sulla Cs una g..- 
ed analogamente il sistema lineare | C,|, oc/-1, individuato dalla 
Cs, sega una g2 sulla Ora due casi possono darsi: o le di­
mensioni di \Cr \ e I (Js I sono entrambe < 2, ovvero una di esse 
— sia quella di | C,.\ — è > 2 : poiché | Cr j sega su una C\ una g2, 
esisterà allora qualche C,. che contenga una generica C„ di | Cs 
In altre parole il sistema | Cs ) è contenuto o coincide con il 
sistema | Cr |. Se | C*  | è contenuto in | Cr | è s < r e la generica 
curva di Cr non può quindi contenere come parte una C( ; la 
dimensione di jC9| è quindi <,2. Se invece \C,. | e.jC'J coin­
cidono, la serie segata da | Cs \ su una generica curva è 
una p* -1 indicando con t la comune dimensione di | Cr j e 
I Cs \ ; e sarà t <, 3. In tutti i casi si può dunque asserire 
che uno dei sistemi [ Cr \, | Cs | ha la dimensione <13 e 
quindi una delle curve, C,., Cs ha l’ordine 4. Perciò, se 
nessuna delie due curve è una conica, una di esse è una cubica o 
una quartieri razionale normale. Se invece una delle C,., Ct è una 
conica, si dimostrerà l’esistenza sulla <I>" di una cubica gobba o 
di una quartina razionale normale, nel modo seguente.

Sia C,. una conica e Cs abbia l’ordine maggiore di 4 ed ap­
partenga quindi ad un sistema lineare di dimensione maggiore 
di tre. In questo sistema vi sono delle curve aventi un punto

(') Il luogo dei punti doppi delle curve di una rete è la curia jacobiana 
il cui ordine (3n —3 ) è sempre maggiore di zero, se n > 1 ; e la jacobiana 
non può risultare indeterminata finché le parti variabili delle curve della 
rete non siano composte con le curve di un fascio. 
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doppio in un punto generico della le quali si spezzano 
in due curve razionali normali d’ordine 2 aventi (soltanto) 
il detto punto comune. Ciascuna di queste due componenti ha 
un punto comune con la Cr; se infatti ciò non fosse, una di esse, 
C', incontrerebbe la C,. in due punti, e l’altra, C", non incontre­
rebbe affatto la Cr : ma ciò è assurdo, perchè gli iperpiani per la 
C,. -}- C segherebbero sulla un sistema lineare di curve dello 
stesso ordine di C" e della stessa dimensione di quest’ordine. Ora, 
le due curve d’ordini s' ed s", appartengono a sistemi lineari ri­
spettivamente di dimensione s' — 1 ed s" — 1 ; e poiché si incon­
trano in un punto, ripetendo un ragionamento già esposto, se ne 
deduce che almeno uno dei numeri s' ed s" è 3. Vi è dunque 
sulla <1>” una cubica gobba, ovvero una delle curve C' o C" è una 
conica. In questa ultima ipotesi sia C' una conica: possiamo dire 
che un iperpiano speciale per la C" sega la O“ secondo due co­
niche (la Gr e la C') ; ne segue che un iperpiano genèrico per C" 
sega la <£’' secondo una quartica razionale normale.

Concludendo, rimane effettivamente provata resistenza su 
ogni <JU di una cubica gobba o di una quartica razionale nor­
male, segante in due punti l’intersezione iperpiana residua.

Ciò posto, è facile arrivare alla rappresentazione piana di 
ogni 4>". Supponiamo da prima che la contenga una cubica 
gobba Ibi iperpiano generico per la Lì sega ulteriormente la 

in una curva irriducibile Ln— 3 razionale normale, d’ordine 
n — 3 in Sn-3 ; e da questo >S’„_3 la viene proiettata univoca­
mente sopra un piano : invero ciò consegue immediatamente dal 
fatto che gli Sn-i di 8 n che passano per l’S„_3 da cui si proietta, 
segano la secondo cubiche gobbe, che hanno due punti co­
muni con il nominato 3. Una generica sezione iperpiana di 

incontra la Ln—3 in n — 3 punti: ne segue che, nella proie­
zione dair»S)t—3 di L„_a, la C* “ viene rappresentata su di un piano 
da un sistema lineare di cubiche.

Supponiamo invece che sulla 0“ esista una quartica ra­
zionale e normale di S4. Un iperpiano generico per sega la 
in una residua Ln—t razionale e normale in uno spazio A,-«. Proiet­
tando la dal nominato Sn—< nello spazio ordinario, si arriva 
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ad una quadrica F2 : invero gli iperpiani per ró'„_4 da eui si proiet­
ta intersecano ulteriormente la 0“ in quartiehe, che hanno due 
punti in comune con la Poiché le sezioni iperpiane generiche 
della <!>“ hanno n — 4 punti a comune con la Z„_4, le loro proie­
zioni sono delle quartiehe ellittiche di F2. Due casi sono ora pos­
sibili: o le quartiehe ellittiche, proiezioni delle sezioni iperpiane 
della <1>", hanno tutte (almeno) un punto a comune, ovvero non 
vi è alcun punto comune. Nel primo caso la proiezione stereografica 
della F., da uno dei punti comuni alle quartiehe ellittiche, conduce 
a rappresentare la O” mediante un sistema lineare di cubiche. Nel 
secondo caso la per proiezione da un punto generico della F2, 
viene rappresentata su di un piano in modo che le sezioni iper­
piane siano delle quartiehe ellittiche, dotate di due punti doppi 
e prive di altri punti base.

Riepilogando le cose dette ed includendo anche i casi n = 3 ed 
n — 4. possiamo dunque enunciare il

Teorema di Del Pezzo: Ogni superficie algebrica d’ordine n, 
non rigata, normale nello spazio ad n dimensioni, è razionale e può 
rappresentarsi sul piano :

a) con un sistema lineare di cubiche con 9 — n punti base 
(n — 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9); ovvero

b) (per n — 8) con un sistema lineare di quantiche con due 
punti base doppi.

Risulta da questo enunciato che esistono delle superficie d’or­
dine n non rigate e normali nello spazio ad n dimensioni, per qual­
sivoglia valore di 3<n^9. Per n4= 8 esiste solamente una fami­
glia di tali superficie, rappresentate da cubiche per 9 — n punti 
semplici. Per n = 8 si hanno invece due tipi distinti : le superficie 
rappresentate da cubiche per un punto base e le superficie rappre­
sentate dalle quartiehe per due punti base doppi. Questi due tipi 
di superficie sono realmente distinti, giacché si vede immediata­
mente che non esiste alcuna trasformazione eremoniana del piano 
che muti un sistema lineare di in un sistema lineare di
C3(-4).

Il risultato precedente porta di conseguenza che ogni sistema 
lineare semplice e completo (oo3 almeno) di curve piane ellittiche 
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è eremonianamente equivalente ad un sistema di cubiche, ovvero al 
sistema delle quantiche per due punti base doppi. Ciò si può sta­
bilire anche direttamente, ricercando a priori i tipi d’ordine mi­
nimo ai quali si possono ricondurre i sistemi lineari completi 
di curve piane ellittiche (di dimensione tre almeno).

Nel numero seguente intraprendiamo precisamente questa ri­
cerca per sistemi di dimensione qualsivoglia.

13. Riduzione all’ordine minimo dei sistemi lineari 
di curve ellittiche piane.

Sia I Cm I un sistema lineare oos(s i> 1) di curve ellittiche 
piane, n il suo grado; chiamiamo A, Alt A2, ..., Av i punti base 
del sistema, r, r2, ..., le loro rispettive molteplicità e suppo­
niamo : r ;> i\ r2 ;>... > ì\.

Il sistema | Cm\ può essere completo 0 no. Se il sistema | C'„,| 
non è completo, esso può estendersi considerando la totalità delle 
curve determinate dai punti base A, Ax, A.,. .... Ay con le loro 
rispettive molteplicità e si ha così un sistema completo. Ora, so­
pra una curva generica (irriducibile) di un sistema completo di 
genere 1 e grado n, le curve del sistema segano una serie carat­
teristica completa ga~1 — In generale la serie caratteristica 
è non speciale o speciale a seconda che il sistema è regolare o so­
vrabbondante. Nel caso nostro, la serie caratteristica ga~a può 
essere speciale solamente se n<z,2p — 2 = 0, ossia solamente se 
n = 0, risultando allora s — 1.

Ne segue: un sistema lineare completo di curve ellittiche di 
dimensione s > 1 è sempre regolare ed il suo grado n è uguale 
alla sua dimensione : s = n.

Un sistema di dimensione uno, cioè un fascio di curve ellit­
tiche ha il grado zero ed è sovrabbondante: fra le condizioni im­
poste dai punti base una è conseguenza delle rimanenti. Invero 
la serie caratteristica sopra una curva generica del sistema è la- 
g° canonica, per cui Vindice di specialità vale 1.

Ciò premesso, veniamo alla riduzione dei sistemi lineari di 
curve ellittiche. Il procedimento è perfettamente parallelo a quello 
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già esposto per i sistemi lineari di curve razionali, trattandosi 
sostanzialmente di determinare tutti i tipi birazionalmente di­
stinti di ordine minimo.

Riferiamoci al sistema | Cm\ (completo o no) di grado n con
i punti base A, At. A., A v di molteplicità r. rn r„ r„(n>rl;> 

rt... 2: rv).
iSi supponga v + 1 ;> 3. Dimostriamo la proposizione: In un 

sistema lineare di curve piane ellittiche d’ordine m la somma del­
le molteplicità dei tre punti base più elevati è generalmente mag­
giore dell’ordine m del sistema. Fanno eccezione soltanto due casi -.

a) il caso in cui, le curve del sistema essendo cubiche, si 
hanno soltanto punti base semplici, e

h) il caso di un fascio in cui i tre punti base più elevati 
hanno la stessa molteplicità.

Poiché le curve di | sono ellittiche e si intersecano a due 
a due in n punti si avrà :

im — l)'m — 2) r,(r, — 1 )
DJ Z “ 2

(2) ^,riì=m- — n.
da cui si deducono le
(!') 2ù-,° — nu — n.

(2') Srf — 3m — n,

ovvero le :
(1 ) Ir,- — m- — n — r- — i\- — rt-,

3

(2") Zrf — 3m — n — r — r, — rt.
3

Moltiplicando la (2") per r, e sottraendo la (1") viene:

— 2r,2 — m(3;\ — »») — nirs — 1) — rt(r -+- rj •+■ r2 ■+- r,2.
3 3

Ora, per le ipotesi fatte, il primo membro di questa ugua­
glianza è maggiore o uguale a zero, essendo zero solamente se 
r2 = rs = ... = rv. Quindi sarà anche:

m(3? j — m - n(r, — 1; — rt(r h- ì\i -t- r- ■+■ rt-> 0.
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Se ora è r + >\ + r2<, ni, sostituendo, si ottiene: ,
2(rs2 — rp-) -+- n — rtn > 0. I

Qusta disuguaglianza, avendosi r2 <r(r e n— r2 n < 0, è ma- j

nifestamente assurda, a meno che non sia contemporaneamente : ,
rj — rtr — 0, n — rtn — 0. :

Dalla prima si ha necessariamente (poiché r ;> »q ;> r2) r | 
r = r, = r2. La seconda può essere soddisfatta o per n = 0 ov- j
vero per r, — L Ne concludiamo che è r + r2 > m in ogni |
caso, salvo le due eccezioni sopra nominate, cioè : I

a) se il sistema ha solamente punti hase semplici, ossia è 
costituito dalle oo9~’ cubiche passanti per i>3 punti semplici; j

?>) se il sistema è un fascio, per cui è r = ì\ = r2. |
Supponiamo che il sistema lineare | Cm \ sia tale ehe 

r -j- i\ + r2 > m. Tranne il caso particolare — che discutiamo \
più avanti — in cui i punti A1 ed A., siano infinitamente vicini |
al punto A in due direzioni distinte ovvero si succedano sopra !
un ramo cuspidale, esiste sempre una trasformazione quadratica, ■
che trasforma il sistema lineare | Cm\ in un sistema lineare \Cm- |
il cui ordine è ni' = 2ni — r — r, — r2 < ni. |

Per il sistema lineare I C| si può ripetere lo stesso ragiona- |
namento fatto per \Cm\ e pervenire così ad un sistema d’or- i
dine ni" < ni'. Proseguendo in questo modo, il procedimento si 
può arrestare solamente in tre casi:

a) ad un certo punto si arriva ad un sistema, che possiede 
meno di tre punti base, ovvero

b) si cade in un sistema lineare di cubiche per i > 3 punti i 
base semplici o in un fascio, per cui r — i\ = r„, o infine

c) i tre punti base di massima molteplicità non possono es­
sere presi come punti base di una rete di coniche irriducibili.

Poiché i sistemi lineari completi di curve ellittiche, con meno 
di tre punti base, non possono essere evidentemente altro che :

il sistema <»9 di tutte le cubiche del piano;
il sistema oc3 delle cubiche per un punto base semplice;.
il sistema oo • delle cubiche per due punti base semplici ; ;
il sistema oo 3 delle quart ich e dotate di due punti doppi, 
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vediamo che, tralasciando per il momento la discussione del caso 
d’eccezione c), ogni sistema lineare completo di curve ellittiche 
può ridursi con trasformazioni quadratiche successive ad uno dei 
tipi seguenti:

1) sistema lineare completo delle cubiche per 0, 1. ’2, 3, 4. 
5, 6, 7 punti base semplici ;

2) sistema oc8 delle quartiche con due punti base doppi;
3) fascio di curve ellittiche, nel quale si ho r = r, — r...

Daremo più tardi la costruzione effettiva di tutti i tipi pos­
sibili di questi fasci.

I sistemi non completi di curve ellittiche si riducono invece 
ai sistemi contenuti nei sistemi complèti suddetti, avendone grado 
uguale e dimensione minore.

Passiamo ora a discutere il caso, in cui nel sistema | Cm \ stesso 
o in uno dei suoi successivi trasformati i tre punti di moltepli­
cità massima non possano essere presi come punti base di una 
rete di coniche irriducibili. Dimostreremo che in questo caso l’or­
dine del sistema può sempre essere abbassato con una conveniente 
successione di trasformazioni quadratiche, sicché perverremo al 
risultato che tutti e soli i tipi, birazionalmente distinti, di sistemi 
lineari di curve ellittiche sono quelli, che abbiamo trovato prece­
dentemente. La conclusione che abbiamo in vista può essere otte­
nuta immediatamente, qualora si premetta il seguente lemma, 
analogo a quello di Chisini, dianzi usato per la riduzione dei 
sistemi lineari di curve razionali.

• Lemma: Se A è un punto base di massima molteplicità per 
un sistema lineare oo1 almeno | Cm | di curve ellittiche d’or­
dine m, ed i punti base del sistema Alt A2, As, ..., A ( prossimi 
ad A posseggono molteplicità ì\, r2, r2, rt tali che

r -+- r, 4- ?‘j 4- ... 4- rt > m, 

allora esiste tin altro punto base P (proprio o almeno non pros­
simo ad A), la cui molteplicità k soddisfa alla relazione :

2k > m — r.

La dimostrazione di questo lemma è completamente analoga a 



318 LIBRO SECONDO

quella già svolta per il caso di un sistema lineare di curve ra­
zionali.

Incominciamo col dimostrare, che esiste certamente un punto 
base di | Cm |. non prossimo ad A.

Osserviamo a questo scopo che il grado n del sistema, nelle 
ipotesi ammesse, soddisfa alla disuguaglianza :

n < 2»r — 1.
i

Poiché infatti per ipotesi è Sp-,- > ni, sarà altresì la somma o
delle molteplicità di tutti i punti base del sistema :

i
Ï,r( ì'p-i > ni.<1 o

Ma è, per la (2'):
Sp’i — 3»r — il.
<1

e quindi :
3»i — n > in,

ossia :
» < 2 ni — 1.

Ciò premesso, è facile dimostrare che in qualsiasi sistema 
lineare di curve ellittiche, per il quale sia n<2m — 1, è

r < r, L rt -+- ... -+- r.,.

Con lo stesso ragionamento usato nel caso in cui \Cm\ è un sistema 
lineare di curve razionali, si dimostra infatti che :

m-Sp'i > rSp-,- h- 2,Ti2, 
ili

da cui segue, per la (!'):

(m — riMp',- > m2 — n — r'2. 
i

Poiché n < 2m — 1 viene anche :

' ( m — r)2p'i > m3— 2 ™ +1 — r2.
1

Se ora fosse < r, verrebbe :
i

(ni — r)r > m'2 — 2m +1 — r-,
ossia :

mr > num — 2) •+■ 1.

I

!

1 
Î

i, 
i 
!

t 
i 
ì 
i 
] 

j 

i
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Questa relazione è manifestamente assurda se r< ni — 1. Ma 
non può essere r — m—1, perchè le curve di | Cm \ sarebbero 
razionali. Ne viene che deve essere :

r < S(r{.
1

Siccome d’altra parte si ha :

L r, i
ne segue che devono necessariamente esistere dei punti base di
I Cm \ non prossimi ad A.

Ora per il punto di massima molteplicità fuori di A, M,. .-L,.
.... At, sarà:

ml — n — r~ — rp—r.4—... — r,a k > —s---- --------------------------------------—■ ini — n — r — i\ — rt — ... — rt
e siccome:

ì' f'j ~t~ /‘g .. ~+" Pf ïtly

-+- >'1 - ■+■ o < '•>

Fi < ni — r, F'z < m — r, ..., ì't < m — r, 
si avrà:

nd — n — r- — r. in — r) m(m — r) — n 
c 3m — n — m 2m — n

È facile provare che:
m(»i — r) — n nu ni — r) ni — r 

2m — n 2m 2 ’

infatti da questa disuguaglianza, supposta soddisfatta, si trae 
senz’altro : r <; m — 2.

Il nostro lemma rimane così dimostrato.
Basta ora ripetere il ragionamento esposto nel caso di un si­

stema lineare di curve razionali (1), per poter senz’altro con­
cludere :

L’ordine di un qualsivoglia sistema lineare di curve ellittiche, 
nel quale i tre punti di molteplicità massima (diventando infini-

(’) Cfr. eap. prec. n. IO, pag. 293. 
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tornente vicini) non possono essere punti fondamentali di una 
trasformazione quadratica, può sempre venir ridotto con una con­
veniente successione di tr as formazioni quadratiche.

Ne segue la proposizione:
Qualunque sistema lineare completo di curve ellittiche di di­

mensione s > 1 può ridursi, con una trasformazione cremoniana 
del piano, ad un sistema di cubiche con 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 punti 
base semplici ovvero al sistema oc8 delle quantiche con due punti 
base doppi.

Per quanto riguarda i fasci di curve ellittiche, possiamo dire : 
ogni fascio di curve ellittiche può essere trasformato cremoniana- 
mente in un fascio, per cui i tre punti di molteplicità massima 
hanno molteplicità uguali (r — = r2). Alla determinazione di
tutti i tipi di fasci di curve ellittiche sono volte appunto le con­
siderazioni che seguono.

Osservazione. - Giova enunciare esplicitamente la seguente 
proposizione, che è contenuta in quanto precede:

Ogni rete di grado due di curve ellittiche piane si può tra­
sformare birazionalmente nella rete delle cubiche per 7 plinti 
base semplici.

14. I fasci di curve ellittiche.

Abbiamo detto che ogni fascio di curve ellittiche piane è cre- 
monianamente equivalente ad un fascio, nel quale i tre punti di 
molteplicità massima hanno molteplicità uguale : r=r1 = r2.

Ricordiamo ora che per un qualsivoglia sistema lineare di 
curve ellittiche, i cui punti base siano A, A.,, ..., Av con le 
rispettive molteplicità r, i\, r,,, ..., rv (r > m > r, ... r„) si è
dimostrata la disuguaglianza (cfr. pag. 315) :

V V
ì'.S.r.- — 2,-rp — mi3r2 — ni) — n(rt — 1) — rJr ■+■ rf) ■+■ r° -f- rp > 0, 

s 3

nella quale vale il segno di uguaglianza solamente nel caso in’ cui 
rs = r3 — — rv.
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Se il sistema è un fascio («===0) per il quale si abbia i~ì\=r2, 
la anzidetta disuguaglianza si scrive.-

>»(3r — ai) ;> 0 
ossia :

3r ;> m.

Ma deve qui essere 3r — m, giacché, come sappiamo, per un 
fascio in cui r = ì\ = r2 non è

r -P ì\ -i- r. — 3r >- m ma r -+- r^ -+- r2 < m.

Ne segue: Ogni fascio di curve ellittiche può essere cremonia- 
namento trasformato in un fascio, in cui tutti ì punti base hanno 
uguale molteplicità (r — ì\ — r-, — ... — r.,).

Siccome poi deve aversi per la (2') del n. prec. :

2,r, — 3 m — n = 3m, 
v 

ne viene :
(v t- 1)r — 3»i ±= 9 r, 

ossia :
v + i = k

D'onde la proposizione: Ogni fascio di curve ellittiche-è bira- 
ztonalmente equivalente ad un fascio di curve d’ordine 3r con 
9 punti base r-pli.

La costruzione effettiva di un tal fascio si può dare con Hal­
phen, partendo da una cubica sopra cui i 9 punti base debbono 
costituire un gruppo particolare, come segue.

Notiamo anzitutto che, presi nel piano 9 punti in posizione 
generica, esiste una■ curva d’ordine 3r che passa per essi con la 
molteplicità r, la quale si riduce alla cubica determinata dai 9 
punti contata r volte; se invece si abbia una curva irriducibile 
Cir, d'ordine 3r, con 9 punti r-pli Ox, 0... ..., 09, questa appar­
terrà al fascio determinato dalla Cst. e dalla cubica C3 passante 
per Op ()........ Og, contata r volte. Ciò è d’accordo con la osser­
vazione fatta innanzi, che i fasci di curve ellittiche hanno la so­
vrabbondanza 1 : i punti base Olt 02, ..., Ov del nostro fascio 
I C3r , non potranno assumersi ad arbitrio nel piano, o sopra la 
cubica C3 ; anzi, dopo aver scelti su C's otto punti O2, O2, ..., Os. la 



322 LIBRO SECONDO

ricerea del punto 0,, (appartenente alla stessa cubica) costituirà 
un problema determinato.

Per risolvere questo problema si considerino le curve d’ordine 
3r passanti r volte per Olt 02, Oa: esse segheranno sulla cubica 
C-. una *7 1 la quale possi edera r2 punti r - pii (’ ) : uno di questi 
punti (ehe non sia r/h-plo per la serie segata sulla cubica dalle 
curve d’ordine 3 .r/h passanti r/h volte per O„ 0.,, ..., Os, la 
quale serie moltiplicata per li dà la 1 ) costituirà precisamente 
uno dei punti O2 ehe risolvono il nostro problema. Infatti quando 
imponiamo ad una curva C2>. d’ordine 3r. già passante con le 
molteplicità r per 0,, 0.,, ..., Oa, di avere come r-plo il nominato 

punto O.„ si è condotti a scrivere r(r -f- I) equazioni lineari.

r delle quali esprimono il contatto i-punto della C.1(. con la cubica 
in Oo; e fra queste ultime una è conseguenza delle rimanenti. 
Emerge di qui che le 03,-(0^ 0^... 0^ 0^) sono almeno oo1; è poi 
chiaro che esse non possono essere di più, non avendo intersezioni 
variabili ed essendo irriducibili: l’irriducibilità delle C;!). segue 
dall’aver escluso che O0 possa costituire insieme ad 0,. 0,,. —, 0s 
il gruppo dei punti base s-pli (di molteplicità s = r/h) per un 
fascio di curve d’ordine 3s, divisore di 3r.

Nota. - Giova notare che i fasci d ’Halphen di C3„ (0" 0“ ... 
... 0") sono sistemi lineari d’ordine minimo, non potendo esistere 
alcuna trasformazione cremoniana, che ne abbassi l’ordine. Se 
invero esistesse una tale trasformazione, essendo s l’ordine della 
rete omaloidica ad essa corrispondente ed i\, r,, ..., r0 le moltepli­
cità in Oj, 02, Oa rispettivamente, per abbassare l’ordine del 
fascio dovrebbe essere :

3ns — n(r1 -j- r2 -j- ... -f- r9) < 3n ,

(’) Si rammenti che una g* m * sopra una curva di genere p possiede:
S(S — 1) 

«, = >ns ■+- 1 2---- (2p - 2) 1

punti s — pii. Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ili, *
Lib. V, Cap. I, pag. 69. f

1
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3-s — 3 < )\ + r2 + ... + P»-

Ma la somma delle molteplicità di tutti i punti base di una rete 
omaloidica vale 3$—3. Ne segue che l’ultima relazione scritta è 
assurda.

15. Nota sui fasci <FHalphen, i cui punti base appartengono 
ad una cubica ellittica degenere.

Nella costruzione dei fasci d’Halphen, che abbiamo ora espo­
sto, si è implicitamente fatta l’ipotesi ehe la cubica C3, determi­
nata dai nove punti base O„ 0.., ..., 09 di un fascio, sia una cubica 
ellittica irriducibile. Da questa ipotesi si deduce infatti che le 
c„-(Ojo;) segano sulla C’3 una gf~1 e non una grr completa.

Si domanda ora se la costruzione sopra esposta sia ancora 
possibile quando la cubica C3 degeneri, per acquisto di un punto 
doppio o per uno spezzamento qualsiasi (in parti distinte o mul­
tiple).

Per rispondere a questa questione, incominciamo con l’osser­
vare che una cubica di genere effettivo zero, cioè dotata di un 
punto doppio, può ritenersi come una curva spezzata in due parti 
razionali, una delle quali infinitesima, e perciò costituenti insieme 
una curva di genere virtuale uno. Più in generale, una cubica 
comunque composta di parti di genere zero (finite o infinitesime) 
si può ritenere virtualmente di genere uno o ellittica, in quanto 
si consideri come limite di una curva ellittica. Ora, agli effetti 
della costruzione d’Halphen sopra esposta, conviene porre la 
seguente definizione:

Una cubica C3 razionale o comunque .spezzata in parti distinte 
o sovrapposte, sulla quale siano fissati otto punti Ou 0,, ..., 0s 
(distinti o infinitamente vicini') si dirà virtualmente ellittica, 
quando il fascio delle cubiche, determinato dai detti otto punti, 
sia un fascio di curve ellittiche (irriducibili), quando cioè la C3 
si possa considerare come limite di una cubica ellittica .passante 
per Oj, O2, ..., 08.

In base a questa definizione, la qualifica di « virtualmente 
ellittica » data ad una C3 non è assoluta, ma dipende essenzial­
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mente dal gruppo di otto punti Ox, 02, ..., 0B, dato sulla C3. Pren­
diamo ad esempio una cubica C3 con punto doppio 0 e su di essa 
otto punti Olt O2, —, Os, nessuno dei. quali cada in 0 : la nomi­
nata C3 è da considerarsi virtualmente ellittica, giacché il fascio 
di cubiche ellittiche determinato da Olt O2, ..., Oa, contiene la C3 
stessa. Sulla C3 prendiamo invece 0, coincidente con 0 ed 0.,, 
03 infinitamente vicini ad 0, ciascuno su uno dei rami passanti 
per 0-, ed 04, 05, ()<■„ Os siano in posizione generica sulla 
C3: la C3 non può ora considerarsi come virtualmente ellittica, 
giacché le oo1 cubiche determinate dal passaggio per Olt 02, —, 08 
possiedono tutte il punto 0 come’ doppio e sono quindi razionali.

L’importanza della definizione ora data è messa in luce dalla 
seguente proposizione :

Condizione necessaria perchè, a partire da otto punti Ou 02, 
..., Os dati sopra una cubica C3 razionale o comunque spezzata in 
parti distinte o coincidenti, si possa costruire un fascio d ’Halphen 
di curve irriducibili d’ordine 3r(r 2) è che (in relazione agli 
otto punti 017 O.., —, 0Kj la cubica C3 sia virtualmente ellittica.

Sia infatti la C3 non virtualmente ellittica e mostriamo che 
in questa ipotesi il fascio d’Halphen non si può costruire.

Nella nostra ipotesi il fascio di cubiche, determinato da 0, 
02, ..., 0g, è costituito da cubiche ellittiche degeneri, dotate cioè 
di punto doppio o spezzate. Poiché il caso in cui esista un punto 
doppio si può considerare per una cubica (ellittica) come uno 
spezzamento (nella cubica con punto doppio e nell’intorno del 
punto doppio), possiamo brevemente dire, che, se la C3 non è 
virtualmente ellittica, tutte le cubiche per Olt 02, —, Os sono 
spezzate (in parti finite o infinitesime). Per il nostro fascio esi­
sterà dunque una parte (finita o infinitesima) comune a tutte le 
curve di esso. Questa parte, staccandosi dalle cubiche per 0„ 02, 
..., Og, si stacca anche dalle sestiche 0«(0^0^... 0%) ed in generale 
dalle curve C3r (0? 0?... 0£). Dunque se la C3 non è virtual­
mente ellittica, non esistono curve irriducibili d’ordine 3r, pas­
santi r volte per 0„ 02, —, Os (o, per lo meno, non esistono C3r 
con 8 punti multipli di molteplicità effettiva, r) ; e a maggior ra­
gione quindi non possono esistere dei fasci d’Halphen.
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La condizione enunciata può apparire a prima vista anche 
sufficiente : effettivamente se la C3, su cui giacciono O1, ..., Os,
sia virtualmente ellittica, la costruzione d’Halphen dianzi esposta 
si può eseguire senza alcun inconveniente e determina (se r > 2 
in più modi) il punto OB.

Consideriamo una cubica generica Ks per O,, O..., 03: essa 
sarà ellittica (e quindi irriducibile). Se si vuol costruire un fascio 
di sestiehe, passanti doppiamente per Ox, 0.,, ..., Os e per un punto 
Oo di K.a, si è tratti a considerare la serie segata sulla K3 dalle 
Co (Of Of... Of) : il fatto che questa serie sia una gf e non una 
gf risulta a priori perchè la A', è ellittica (ed irriducibile) ; ma 
risulta anche da ciò che la cubica K3 fa parte di oal Ca(OfOf... Of) 
spezzate, la cui parte residua appartiene al fascio delle cubiche 
(irriducibili) passanti per 0,, 0.,, .... Os: per conseguenza anche 
sulla C3 (o su una parte razionale, finita ovvero infinitesima di 
essa) si presenterà una gf e non una gf.

Lo stesso ragionamento dimostra, che le C'3|. (O'1 Of ... Op 
segano sulla Cx una gr~1 e non una gf ■ Ora di questa gr~1 si 
possono determinare i punti r - pii, i quali sono in numero di r. 
l'no di essi è il nono punto base del fascio di cubiche, passanti 
per 0). 0... .... 08; gli altri r — 1, ripetendo lo stesso ragiona­
mento usato nel caso generale, danno invece luogo a fasci (o even­
tualmente a sistemi lineari più ampi) di curve C3r (Of Of ... Of). 
Senoncliè occorre esaminare se i fasci ottenuti siano costituiti 
da curve irriducibili ovvero da curve riducibili. Solamente nel 
primo caso si può parlare di un fascio d’Halphen, propriamente 
detto.

Ora il caso in cui il fascio sia costituito da curve riducibili 
può effettivamente verificarsi, come dimostra il semplice esempio 
di una cubica C3 dotata di cuspide 0. Se infatti si prendono Olt 02, 
.... O*  in modo generico sapra una siffatta C3. le Ca (Of Of ... Of) 
seirano sulla C 3 una g f che ha due punti doppi; uno di essi è 
il nono punto base del fascio di C3(O1O.,...O3) e l’altro coincide 
con la cuspide 0, perchè le oo1 Co (Of Of ... OfO) sono da con­
siderarsi tangenti alla C3 in 0 avendo la C3 nell’intorno di O 
due punti infinitamente vicini, cioè suecedentisi sopra un ramo 
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cuspidale. 11 punto OB coincide così con la Cuspide O : se ora si 
impone che il punto 0 sia doppio, si ottiene bensì un fascio di 
C6 (Of Of... Of O2), ma le curve di questo fascio sono spezzate 
nella Cs e nelle cubiche del fascio determinato da 0,. 02, .... 08.

La condizione che la cubica C3 su cui giacciono 0,. 0.,. ..., Os 
sia virtualmente ellittica è dunque necessaria ma non sufficiente, 
perchè esistano dei fasci d ’Halphen.

Ora, mi esame più minuto prova che-sopra una C3, virtual­
mente ellittica rispetto agli otto punti 0„ 0„, ..., 08, esiste sem­
pre una coppia neutra per le C3r ( Of -Off ... Of) (r;> 2) e che 
la condizione ulteriore che deve essere verificata per la C3, affin­
chè esistano dei fasci d’Halphen, è che la nominata coppia neu­
tra sia costituita da due punti distinti (e non coincidenti).

Il lettore troverà questo esame in una memoria di F. Con­
forto C1). Qui basterà accennare schematicamente come si arrivi 
al risultato anzidetto.

Il metodo usato permette non solo di stabilire il risultato che 
abbiamo in vista, ma anche di trovare i tipi, a cui si riducono 
cremonianamentc, i fasci d’Halphen, che hanno i loro punti base 
sopra una cubica ellittica degenere.

Ecco come si può procedere:
a) Si operi da prima come se la condizione che la C3 sia vir­

tualmente ellittica rispetto ad 0,, 02. ..., €>s, sia sufficiente ol­
treché necessaria ; si ricerchino cioè tutti i possibili fasci di 
C„. (O'1 Of... Of) (r > 2), che abbiano i punti base 0,, 0„, ..., Os 
su di una cubica C3 virtualmente ellittica rispetto ad Olt 0,, —, 
0K, il nono punto base Oa rimanendo determinato da Ot, 0.,  0„ 
mediante la costruzione d’Halphen, cioè come punto r -pio della 
gr~1 segata dalle C3,.fOf Of... Of) su di mia parte razionale della 
C3. I fasci che così si otterranno saranno costituiti da curve irri­
ducibili o riducibili.

La ricerca sopraddetta equivale a determinare tutte le confi­
gurazioni di otto punti, rispetto alle quali una C3 degenere in un (*)

(*) Cfr. F. Conforto: Sui fasci d’Halphen, i cui punti base apparten. 
gone ad uva cubica ellittica degenere ; «Memorie della R. Aec, dei Lin­
cei», 1936.
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modo determinato sia virtualmente ellittica. Essa porta ad un 
gran numero di casi possibili (76), i quali tuttavia si riducono 
con trasformazioni eremoniane a 6 tipi ben definiti.

b) Su ognuno dei sei tipi nominati è facile mettere in evi­
denza una coppia neutra per le C3r (0’’ 0’’... 0£) ; ed una coppia 
neutra esiste dunque anche per tutti i 76 casi, che può presentare 
una degenere, virtualmente Öl 1 ittica.

c) Infine si dimostra che dei sei tipi ottenuti, due possie­
dono una coppia neutra di punti distinti e gli altri una coppia 
neutra, costituita da punti coincidenti; ed un esame diretto prova 
che per i tipi a coppia neutra distinta esistono dei fasci d’Halphen, 
mentre tali fasci sono riducibili per i tipi a coppia neutra costi­
tuita da punti coincidenti.

Si ottiene così il seguente risultato, che ci limitiamo qui ad 
enunciare :

Condizione necessaria e sufficiente, perchè, a partire da otto 
punti 0,, 0... .... Os dati sopra una C.. razionale o comunque spez­
zata in parti distinte o coincidenti (finite ovvero infinitesime'), si 
possa costruire un fascio ci’Halphen di curve (irriducibili) d’or­
dine 3r(r;>2). è che la cubica C3 sia virtualmente ellittica rispetto 
al gruppo di punti Ou 02, ..., Oa e che la coppia neutra■ per le 
f(0' 0^... 0’ ) esistente sulla C- sia costituita da punti di­
stinti.

Ogni fascio ^’IIalphen di curve (irriducibili) d’ordine 3r(r2>2). 
passanti r volte per nove punti Ou ..., O0 di una cubica razio­
nale o comunque spezzata, è cremonianamente equivalente:

1) ad un fascio per cui 0,, 0.,, .... ()„ giacciono su di una C3 
non spezzata dotata di un nodo 0. i nove punti 01, ()., On sono 
tutti distinti da 0, ovvero uno di essi — ad es. 0, — coincide con 
0; in questo caso 0, è seguito da 1 < i < 8 punti infinitamente 
vicini, dei quali i —1 si succedono sopra uno dei rami della Cs, 
passanti per 0,, mentre l’i—esimo giace nell’intorno di 0<_x, ma 
non è nè l’i _ esimo punto successivo ad 0 sulla C', nè il punto 
comune all’intorno di x ed all’intorno di Oj_2 ; ovvero

ad un fascio per cui i punti 0„ ..., Og giacciono su di
una C, spezzata in una conica C2 ed in una retta r secantisi: il
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punto 0] è un punto comune alla C2 ed alla r ed è seguito da 6 
punti infinitamente vicini — O2, O3, ..., O1 — dei quali cinque, 
cioè O2, 03, ..., Oe, si succedono sul ramo della C2, uscente da Olt 
mentre 07 giace nell’intorno di OR, ma non è nè il sesto punto suc­
cessivo ad 0, sulla, C2 nè il punto comune all’intorno di On ed al­
l’intorno di 0-j infine Os ed Og stanno sulla r.

I due tipi di fasci d’Halphen ora descritti sono cremoniana- 
mente irriducibili l’uno all’altro t1).

16. Nota slorica. ~

Prima ancora di proporsi determinatamente lo studio delle su­
perficie a sezioni ellittiche, i geometri hanno incontrato queste 
superficie come superficie d’ordine n normali nello spazio ad n 
dimensioni. P. Del Pezzo le ha studiate (2) col procedimento, da 
noi accennato, di ^proiezione da n — 3 punti sopra una superficie 
cubica. Il Del Pezzo ha dimostrato che delle d>" non rigate pos­
sono esistere solamenti in spazi di dimensione 3 <;«<; 9, e che 
queste superficie possono essere rappresentate su di un piano dalle 
cubiche per 9 — n punti base, con la sola eccezione di una certa 

, la quale si rappresenta mediante le quartiche dotate di due 
punti doppi.

Quasi contemporaneamente alle ricerche di Del Pezzo si svol­
gono le ricerche sulla riduzione all’ordine minimo dei sistemi li­
neari di curve piane ellittiche. Questi studi incominciano con la 
riduzione dei fasci di curve ellittiche, che è dovuta ad E.. Ber- 
iiNi (3), il quale vi è stato condotto dal problema di classificare 
le trasformazioni cremoniane involutorie del piano, cioè le invo-

(') Cfr. F. Conforto: Sui tipi cremonianamente distinti a cui si riducono 
i fasci <Z’Halphen. che hanno i loro punti base su di una, cubica ellittica de­
genere, «Rend, del Sem. Mat. dell’Università di Roma», 1936.

(3) Cfr. P. Del Pezzo: Sulle superficie dell'n.mo ordine immerse nello 
spazio di n dimensioni, «Rend. Cire. Mat. di Palermo», T. T. (1887).

(’) Cfr. E. Bertini : Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie 
nel piano, «Annali di Matematica», T. Vili, Serie II (1877). 
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lozioni de] secondo ordine. Il Bertini dimostra che ogni fascio 
di curve ellittiche piane si può ricondurre cremonianamente ad 
un fascio d’Halphen, cioè ad un fascio di curve d’ordine 3i pas­
santi per 9 punti i - pli. I fasci di questo tipo erano già stati con­
siderati precedentemente da G. E. Halphen (t), il quale, ne aveva 
dato la costruzione considerando il problema come un caso di bise­
zione dell’argomento delle funzioni ellittiche. Il caso di un sistema 
lineare di curve piane ellittiche di dimensione maggiore di uno 
(e quindi regolare) è stato trattato da G. B. Guccia (2), con"il me­
todo da noi esposto, che generalizza il metodo da lui stesso seguito, 
sulle traccio di Noether, per i sistemi lineari qualsiasi di curve 
piane razionali. La trattazione di Guccia urta nell ’obbiezione 
critica, sollevata da C. Segre, in ordine alla possibile degenera­
zione della trasformazione quadratica definita da 3 punti infinita­
mente vicini. Questa obbiezione si potrebbe rimuovere, con le con­
siderazioni dovute al Castelnuovo, di cui abbiamo parlato. Ma più 
direttamente può essere superata applicando un lemma che, per 
le reti omaloidiehe, ha sviluppato il Chisini.

Il legame tra le ricerche sulla riduzione all’ordine minimo dei 
sistemi lineari di curve piane e le ricerche di Del Pezzo è stato 
messo esplicitamente in luce da C. Segre (3), il quale ha osservato 
la identità del problema della riduzione all’ordine minimo dei si­
stemi lineari completi di curve ellittiche piane e del problema di 
classificare le superficie razionali e normali a sezioni di genere uno.

Dopo queste ricerche, era acquisito il risultato, che ogni su­
perficie a sezioni ellittiche razionale (e quindi non rigata) è proie­
zione di una d>„ normale in Sn. Però restava il dubbio, che tutte 
le superficie a sezioni ellittiche non rigate fossero razionali. A que- * (*) 

Ï1) Cfr. G. E. Halphen: Sur les courbes planes du sixième degré à neuf 
points doubles, « Bulletin tie la Société math, de France », T. X.

(*) Cfr. G. B. Guccia: Sulla riduzione dei sistemi lineari ài curve ellit­
tiche e sopra un teorema generale delle curve algebriche di genere p; «Rend, 
del Gire. Mat. di Palermo», T. 1 (1887). Cfr. anche V. Martinetti: Sui si­
stemi lineari di genere 1; «Rend, del R. 1st. Lombardo» (1887).

(’) Cfr. C. Segre: Sui sistemi lineari di curve piane algebriche di genere 
p; «Rend, del Gire. Mat. di Palermo», T. I (1887).
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sto problema ha risposto G. Castelnuovo C1), il quale ha fatto 
vedere, indipendentemente dalla razionalità, che ogni superficie a 
sezioni ellittiche non rigata può ritenersi proiezione di una ch„ 
non rigata normale in S„.

Notizia sui sistemi lineari d’ordine minimo di curve piane 
di genere due e tre. - La ricerca di tutti i sistemi lineari d’ordine 
minimo di curve piane d’un certo genere p, può essere affrontata 
con il ^procedimento (inaugurato da M. Noether ) di riduzione 
mediante una successione di trasformazioni quadratiche, da noi 
diffusamente esposto per p = 0 ed 1. Le difficoltà vanno tuttavia 
crescendo notevolmente, giacché col crescere del genere p cresce il 
numero dei sistemi per cui non è più verificata la relazione fon­
damentale >' + ì\ + r2 > n ed il numero dei sistemi che riescono 
sovrabbondanti : si osservi infatti che per questi ultimi sistemi il 
metodo ricordato dimostra soltanto la loro possibilità aritmetica ; 
l’effettiva esistenza del sistema rimane dopo ciò ancora dubbia 
e deve esere discussa caso per caso. Tuttavia per p — 2 e 3, il 
metodo ha dato ancora dei risultati, che ci proponiamo qui di 
riassumere.

Quando p = 2, un sistema lineare completo oo1 almeno, è so­
vrabbondante solo quando sia un fascio od una rete, il suo grado 
essendo inferiore od uguale a 2. Limitandoci per il momento ai 
sistemi lineari regolari si trovano facilmente i seguenti tipi d’or­
dine minimo :

a) sistema lineare oo11 ~i, di grado 12—i, delle quantiche, 
dotate di un punto base doppio e di 0 < i < 9 punti base semplici ;

!>') sistema lineare oo,1_|, di grado 12 — i, delle quintiche, 
dotate di un punto base triplo 0, di un punto base doppio A ed 
eventualmente di 8 punti base semplici ; se esistono pun­
ti base semplici, il punto A deve necessariamente essere infinita­
mente vicino ad 0 ed i punti semplici debbono susseguirsi su di 
un ramo lineare di classe due, uscente da V ;

c) sistema lineare oo11, di grado 12, delle sestiche, dotate (*) 

(*) Cfr. G. Castelnuovo: Sulle superfìcie alaebriche le cui sezioni mane
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di un punto base quadruplo 0 e di due punti base doppi, pros­
simi ad 0 ;

d) sistema lineare oc5, di grado 4, delle sestiere per otto 
punti base doppi.

Il sistema d) definisce un’involuzione di coppie di punti ed è 
così rappresentativo di una superficie doppia, che risulta un cono 
quadrino (cfr. Lib. II, cap. I V, n. 21).

Gli altri sistemi sono generalmente semplici, escluso il sistema
b),  quando sia i — 8 (efr. Lib. I, cap. VII, n. 39, osservazione). 
Essi rappresentano così delle superficie a sezioni piane di genere 
due, escluso il sistema a) per i = 9, che, per posizioni generiche 
dei punti base, risponde ad una rete regolare di grado 3.

Lo studio.delle reti sovrabbondanti di curve piane di genere 
due fu iniziato, nel 1887. da V. Martinetti (x), il quale ha trovato 
i due tipi d’ordine minimo seguenti:

a) rete di grado due delle C^A2... Bw);
b) rete di grado due delle C0(AJ A22... A?SB1 #2).

Perché esistano delle reti dei tipi indicati occorre e basta che 
tutti i punti base siano su di una cubica ellittica : un punto base 
semplice è conseguenza dei rimanenti (efr. Lib. I, cap. Vili, 
pag. 195 e pag. 203 j.

Ai due tipi indicati M. De Franchis (-) ha aggiunto, nel 
1899, un terzo tipo costituito da (l7,{()2AiB1B.....B,0), dove A è 
prossimo ad 0 ed i punti B,. B.,  si susseguono su di un
ramo lineare di classe due. uscente da 0. Per la costruzione di 
questa rete efr. Lib. 1, cap. Vili, n. 47, pag. 225.

Infine i fasci di curve piane di genere due sono stati determi­
nati da M. de Franchis (:i). Ci limitiamo qui ad elencare i tipi

Çfr. V. Martinetti : Kopra alcuni sistemi lineari di curve piane alge­
briche di genere due; « Rend. Cire. Mat. di Palermo», T. I, 1887. In questa 
memoria sono in realtà indicati tre tipi di reti di grado 2. Ma è facile con­
vincersi ehe il tipo 1" del MautineUTi è un caso particolare del tipo 2".

(3) Cfr. M. De Franchis : Sulle reti sovrabbondanti di curve piane di 
genere due; «Rend. Cire. Mat. di Palermo». T. XIII, 1899.

H Cfr. M. De Franchis: Riduzione dei fasci di curve piane, di genere 
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d’ordine minimo, rimandando il lettore alla memoria del De 
Franchis per la dimostrazione della loro esistenza effettiva e per 
la loro costruzione più generale. Un fascio d’ordine minimo di 
curve di genere due è un fascio di :

a) C4(A2 Bj B2... b13), ovvero di
ö) C5 (A3 B3 C\ ... 6*,,),  ovvero di
c) C6 (A3 A2... A2 Bj B„ Bs B4), ovvero di
d) C7 (A3 B- B-... B^), ovvero di
s) (A3 A3... A3 B2 B2 C), ovvero di
f) Cu (A5 BJ B4 .1 B4). '

La riduzione a tipi d’ordine minimo dei sistemi lineari di 
curve piane di genere due, che risulta dai lavori citati, è soggetta 
alla critica sollevata da C. Segre, in ordine alla possibile dege­
nerazione della trasformazione quadratica riduttrice. Ma, come 
ha mostrato il Ferretti nella memoria citata a pag. 303, non si 
presentano effettivamente altri tipi d’ordine minimo oltre a 
quelli indicati.

Per il genere p — 3 si ha una ricerca di De Franchis (4), nella 
quale sono determinati tutti i tipi d’ordine minimo, oo2 almeno.

Quando p — 3, un sistema lineare completo, che non sia un 
fascio, può essere sovrabbondante quando sia oo2 ovvero oo3 e 
quando il suo grado' sia inferiore od uguale a 4.

Per i sistemi regolari il De Franchis ha trovato i seguenti 
tipi d’ordine minimo :

a) sistema oo14*1, di grado 16 — i, delle C,, passanti per 
0 < i <, 12 punti base semplici, in posizione generica ;

V) sistema oo14-2, di grado 16—i, delle C'5(O3), passanti 
per 0 'i 12 plinti base semplici, in posizione generica ;

c) sistema co14, di grado 16, delle Cr,(O4A2), con O ed A 
distinti ;

d) sistema oo14-', di grado 16 — i, delle C'JtPA2), con A
infinitamente vicino ad 0, e passanti per 0 i 12 punti base

p) Cfr. M. De Franchis : Riduzione dei sistemi lineari e©*'  di curile piane 



LE SUPERFICIE A SEZIONI PIANE ELLITTICHE 333

semplici, che si succedono su uno o due rami lineari di classe 
due, uscenti da 0 ;

e) sistema oo"-', di grado 16 — i, delle C_(OSA2A) , con 
, A2 prossimi ad O, e passanti per ()<;!<; 10 punti hase

*

semplici, che si succedono su di un ramo lineare, di seconda 
classe, uscente da 0 ;

f) sistema oo14, di grado 16. delle Cs(()BA2A2A2), con A,, 
A->, A3, prossimi ad 0 ;

g) sistema oaa-,  di grado 8 — i, delle C0(A2A:t... A2) pas­
santi per 0 <; i<4 punti base semplici, in posizione generica;

*

h) rete di. grado 4 delle C (A3... B2), con i punti base 
in posizione generica.

Per quanto riguarda i sistemi lineari sovrabbondanti, essi 
(qualora non siano dei fasci) possono essere oo" e di grado 4, ov­
vero co2 e di grado 3 o 2. Ci limiteremo qui a citare i tipi di 
sistemi d'ordine minimo, che sono oo3 e di grado 4: fra i quali 
ritroveremo qualche sistema in cui già ci siamo imbattuti prece­
dentemente. Il De Franchis ha stabilito che ogni sistema lineare, 
oo8 e di grado'4, di curve piarne di genere tre, può essere trasfor­
mato, con una successione di trasformazioni quadratiche, in un 
sistema (d’ordine minimo) di

a) (J, per 12 punti base semplici; ovvero di
b) C3 con un punto base triplo e 12 punti base semplici; ov­

vero di
c) C’o con 7 punti base doppi e 4 punti base semplici; ov­

vero di
d) C- con un punto base triplo e 9 punti base doppi; ov­

vero di
e) C8 con 8 punti base tripli, un punto base doppio ed uno 

semplice; ovvero di
f) C'n con un punto base quadruplo, un punto base dopino 

e 12 punti base semplici; ovvero di
gl C- con un punto base quintuplo, due punti base doppi e 

12 punti base semplici.
Per quanto riguarda la effettiva esistenza di sistemi lineari
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1) Sistemi lineari semplici dei tipi a), c), d\ e) sono stati da 
noi costruiti effettivamente nel Lib. I, cap. Vili, come rappre­
sentativi di superficie del quart'ordine razionali e prive di linea 
multipla : i sistemi a), c), d), e) rispondono rispettivamente alla 
F.s con punto triplo, alla F4 con tacnodo ed alle superficie , 
F<3) di Noether. Aggiungeremo solamente che, mentre un sistema 
del tipo a), è sempre semplice, si possono invece costruire dei 
sistemi dei tipi c), d), e), che non siano semplici.

2) Per costruire un sistema del tipo b) si assumano il punto 
triplo 0 ed 11 punti base semplici B„ B.,, ..., Btl ad arbitrio su di 
una cubica ellittica Le oo3 C S(O3B1B.,...B11) segnano sulla C3 
una g° ossia incontrano la C3 in un punto fisso B12 : esistono per­
tanto oc8 C3(,O3BìB.,...Bj2). Il sistema oo3 di CS(O3B3B2...B12) ri­
sponde a prima vista ad un nuovo tipo di superficie del quart'or­
dine razionale e priva di linea multipla. Ma non è così, giacche 
il detto sistema non è semplice : invero la sua serie caratteristica, 
è la g3 canonica e riesce composta con una g3, giacché la curva 
generica del sistema è ip er ellittica.

3) Nei sistemi lineari, sempre composti, dei tipi /) e §) i 
punti base debbono cadere tutti infinitamente vicini al punto 0 di 
molteplicità massima e succedersi su rami lineari di seconda classe, 
uscenti da 0. Per la costruzione effettiva -rimandiamo alla me­
moria citata di De Franchis.

Giova osservare che la ricerca di De Franchis, di cui ora 
abbiamo parlato, è anteriore all’osservazione critica di Segre, 
della quale ei siamo occupati più volte; e non è stata più ri­
presa, tenendo conto di tale critica. A rigore non si può pertanto 
escludere l’esistenza di qualche altro tipo d’ordine minimo, il 
quale non rientri nella classificazione data dal De Franchis : ben­
ché ciò sembri poco probabile.

Vogliamo infine citare l’ampia ricerca sui sistemi lineari d’or­
dine minimo, compiuta da G. Jung negli anni 1887-88 (3). Nelle (*) 

(*) 6. Jung: Ricerche, sui sistemi lineari di curve algebriche di genere p 
e sulla loro riduzione all’ordine minimo-, «Memorie I e II »; «Ann. di 
Mat.», s. II, T. XV, 1888 e s. Il, T. XVI, 1889.
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memorie citate sono già notati diversi sistemi d’ordine minimo 
di genere p — 2 e 3, che furono poi ritrovati in ricerche poste­
riori; vi si trovano inoltre varie proprietà generali dei sistemi 
lineari d’ordine minimo ed anche alcuni tipi d’ordine minimo 
di genere p — 4.





Capitolo IV

LE INVOLUZIONI PIANE DEL SECOND’ORDINE

17. Un lemma generale sui sistemi lineari 
di curve piane.

La riduzione dei sistemi lineari di curve di genere zero ed uno, 
■che abbiamo stabilito nei eapp. II e III, ha importanza per lo stu­
dio dei sistemi lineari di curve piane di genere qualunque e per la 
loro classificazione di fronte alle trasformazioni eroinomane. Ciò 
avviene in forza del teorema d’invarianza delle curve aggiunte (*),  
che permette di dedurre da un sistema lineare di curve d’ordine n 
sistemi covarianti d’ordine n — 3, n — 6, ... giungendo infine a 
sistemi di curve di genere zero od uno : infatti i sistemi lineari di 
curve CH di un genere p qualsiasi si potranno classificare conside­

ri Ricordiamo in forma precisa questo teorema: Se un sistema | Cn | 
si trasforma cremonianamente in un sistema | Cm ], le curve Cn—3 aggiunte 
alle Cn (cioè passanti i — 1 volte per ogni punto base i — pio di | C„|) si 
trasformano in curve d’ordine m — 3, aggiunte alle Cm. Tuttavia può acca­
dere che alcune componenti delle Cn_3, costituenti curve fondamentali del­
la trasformazione vengano mutate in punti (e così spariscano) o viceversa 
che a qualche punto fondamentale per la trasformazione corrisponda una 
componente fissa delle Cm—3 - In ogni caso le aggiunte pure a Cn—3, cioè le 
Cn—3, private delle componenti fisse, formano un sistema lineare, che per 
effetto della trasformazióne viene mutato nel sistema delle aggiunte pure 
di |C„,|.

Come le prime aggiunte C„_3 anche le seconde aggiunte C„_6 e le 
successive aggiunte Cn_9, eoe., eoe. costituiscono sistemi covarianti di 
\ Cn\ ; e questa covarianza rispetto a trasformazioni dir azionali del | Cn | 
sussiste anche se manchino per es. le prime aggiunte Cn—3 0 qualcuna delle 
altre. Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V. 
■Cap. II, pagg. 186-7.

ss 
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rancio le successive aggiunte C'lt_3 CH_a , eec., ecc., fino all’ultimo 
sistema aggiunto oo1 almeno che — a prescindere da eventuali 
componenti fìsse — risulterà costituito o composto da curve di 
genere zero od uno.

In ordine alla riduzione il sistema (oo1 almeno) costituito- 
dalie parti irriducibili variabili delle ultime aggiunte ci darà 
a priori :

a.) nel caso del genere zero, un sistema lineare di curve 
razionali trasformabile in uno dei sistemi seguenti:

1) rete delle rette,
2) sistema delle coniche senza punti base,
3) fascio di rette per un punto,
4) sistema delle curve d’ordine n con un punto base 

(n — 1) - pio :
a) senza altri punti base,
b) ovvero con un altro punto base proprio,
c) ovvero con i^n — 1 punti base infinitamente vicini al

punto n - pio in direzioni distinte ; •
ß.) nel caso del genere uno un sistema lineare di curve ellit­

tiche trasformabile ;
1) in un sistema di cubiche per 9 — i punti semplici (i = 0,.

1, 2, ..., 9), o
2) in un sistemaoo’ di quartiche dotato di due punti doppi, o-
3) in un fascio d’Halphen, costituito da curve d’ordine 3n 

passanti n volte per 9 punti scelti opportunamente su di una 
cubica.

In realtà si riesce a dimostrare che il caso del fascio d’Halphen 
propriamente detto (?i > 1) non si presenta mai quando si procede 
per aggiunzione a partire da sistemi di curve di genere maggiore 
di 2 ; il caso del fascio di cubiche per 9 punti può invece presen­
tarsi e si ha allora che il penultimo aggiunto è formato dalle sesti- 
che Cn, aventi otto dei nove punti base del fascio come punti base 
doppi.

Ciò è facile a verificare se si suppone che dai successivi aggiunti 
non si stacchino mai parti fisse ma richiede un ragionamento deli­
cato se non si ammette questa ipotesi.
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Per i nostri scopi non importa di stabilire con rigore il lemma 
di riduzione nella forma sopra enunciata ; basta dimostrare il teo­
rema seguente :

Dato un sistema- lineare \ C |, irriducibile, di genere p suffi­
cientemente elevato di curve piane, per mezzo di aggiunzioni suc­
cessive e di somme e sottrazioni si può costruire come covariante 
di esso (rispetto a trasformazioni birazionali) :

1) un sistema lineare oc1 almeno di curve razionali,
2) ovvero un sistema lineare oo2 almeno di curve ellittiche,
3) ovvero un sistema lineareoa3 di genere 2 e grado 4 di sesti- 

che Ca per 8 punti base doppi, che ha per aggiunto un fascio di 
cubiche.

Partiamo da un sistema lineare | C | irriducibile e di genere p 
sufficientemente alto, al quale, ove occorra si potrà sempre sosti­
tuire un suo multiplo; procediamo a costruire il sistema aggiunto 
puro e poi l’aggiunto di questo, similmente spogliato di eventuali 
componenti fisse e così via. Questo procedimento avrà termine 
quando si giunga ad un sistema lineare oo1 almeno costituito o 
composto da curve di genere zero od uno, ovvero ad un sistema 
lineare composto con le curve di un fascio di genere 2; ma, 
in quest’ultimo caso, si potrà ancora procedere nell’aggiunzione 
a partire da queste curve di genere ", pervenendo infine ad un 
sistema lineare di curve di genere zero od uno.

In breve, ciò che abbiamo detto può essere concisamente' rias­
sunto come segue: col procedimento delle aggiunzioni successive, 
dal sistema lineare | C | irriducibile di curve di genere p sufficien­
temente elevato si perviene sempre ad un sistema lineare covariante 
oc1 almeno, costituito o composto di curve di genere zero od uno. 
Eccettuato il caso in cui l’ultimo aggiunto sia costituito o com­
posto con le curve ellittiche di un fascio, caso, che esigerà uno 
studio particolare, esiste pertanto per ogni sistema lineare | C I 
irriducibile, di genere p qualsiasi, un sistema lineare covariante 
oo1 almeno di curve razionali o co2 almeno di curve ellittiche.

Per completare la dimostrazione del lemma enunciato, basta 
dimostrare che l’ipotesi in cui l’ultimo aggiunto irriducibile puro 
del nostro sistema lineare irriducibile di genere elevato sia costi- 
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tuito o composto con le curve ellittiche d’un fascio d’Halphen di 
CS1(A/, A2s, A/), s > 1 può presentarsi nel solo caso s = l: 
cioè quando 1’ ultimo aggiunto sia effettivamente un fascio di 
Cì(AiA2...Av), il penultimo aggiunto riducendosi ad un sistema 
lineare di C^A-^A^... A*).

All’uopo facciamo vedere anzitutto, che si può ■— a priori — 
supporre che il sistema irriducibile, da cui si parte abbia dei punti 
base assegnati solamente in A1( A2, ..., Ao.

Sia I C I un sistema lineare irriducibile di ordine n, per il quale 
l’ultimo sistema aggiunto puro (o formato dalle componenti del­
l’ultimo aggiunto) sia un fascio di curve ellittiche, cioè un fascio 
d’Halphen (costituito da curve d’ordine 3s passanti s volte per 
9 punti Alt A2, .... Aa di una cubica Cs) o in particolare (per s—1) 
un fascio di cubiche. Il sistema | C \ possiederà certe molteplicità

i2, ..., ig in A1; A2, ..., Ag ed eventualmente altri punti base A10, 
Aw ... Osserviamo che in funzione del sistema lineare | C | è razio­
nalmente definito il sistema lineare | K formato dalle curve d’or­
dine n assoggettate solamente a passare rispettivamente i„ i2, ..., i„ 
volte per A,, A2, ..., Ag. Per giustificare questa osservazione, chia­
miamo h la massima molteplicità dei punti Alo, Au, ... e con r il 
minimo intero per cui Il sistema lineare | K \ si ottiene
allora dal sistema lineare | C | costruendo lo rsmo aggiunto del si­
stema lineare | L\ = | C ■+■ rC3s \ : infatti il sistema | L \ è d’or­
dine n.-|- 3rs, ha in A2, Aa le molteplicità -f- rs, ..., i9 -|- rs 
e nei punti A10, Air, ... le stesse molteplicità del sistema \C \ ; il 
suo rs“° aggiunto d’ordine n ha quindi in Ax, A2, ..., A9 le molte­
plicità ilt i.,, ..., i9 e (poiché rs^>h) è virtualmente privo di punti 
base fuori di A,, A2, ..., Aa, coincidendo così con il sistema li­
neare I K I sopra definito.

Ma il sistema | K \ può possedere dei punti hase, fuori di Au 
A2> ..., A„. i quali siano conseguenza della molteplicità ih in Ah 
(à = 1, 2. ..., 9). Dimostriamo però che questi punti hase non si 
presentano se le curve di | K \ segano la cubica (o le cubiche') 
C'3(A1A2...An) fuori di A1; A2, ..., Ao (o di Ax, A2, ..., As se iB - 0) 
in m > 1 punti; mentre si ha un punto semplice sulla cubica 
C3(A1A2...4.!)) se, essendo s > .1, è m = 1.
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Supponiamo infatti che il sistema | K \ possieda un punto base 
A10 s - pio, il quale sia una conseguenza dei punti A1; A.,, ..., A9 
presi con le loro molteplicità. Si può anzitutto escludere che A10 sia 
fuori della cubica C3{AYA2...A3). Infatti il sistema | K \ contiene 
il sistema spezzato nella curva C3(AlA2.:Af) e nel sistema lineare 
I K' |, aggiunto a | K \ stesso, costituito da curve Cn-s che nei 
punti Ah hanno la molteplicità ih—1. Ora il sistema \.K’\ ha in 
.l,o la molteplicità effettiva s — le non maggiore (altrimenti la 
serie canonica di | K | avrebbe dei punti fissi). Il punto Alo non può 
per conseguenza essere s - pio per | K giacché esso è (s — 1) - pio 
per il sistema | K' 4*  C'a |> contenuto in | K |.

Il ragionamento precedente non si estende al caso in cui il punto 
A10 sia sulla C'3(A,21:i...A0). Per discutere anche questo caso pre­
mettiamo la seguente osservazione fondamentale :

Sia I K I un sistema lineare irriducibile, completo, di genere 
maggiore di uno, costituito dalle curve assoggettate solamente alle 
condizioni di passare ih volte per Ah (h = 1, 2, ..., 9), dove A„ 
A2, ..., Aa sono i punti base di un fascio d.’Halphen (o di cubi­
che]i; le carte di \ li \ segano la cubica (o le cubiche) per A,, A-, 
..., A„ fuori di A„ A,, ..., A„ (o fuori di A,, A2, ..., As se — 0) 

v
in m — ‘in—punti, che variano, descrivendo una g 

1
completa.

Incominciamo a dimostrare che, nelle ipotesi ammesse, è cer­
tamente m > fi. .Se infatti le curve di | K | non avessero interse­
zioni con la curva fuori di A,, A2, ..., Ao, non avreb­
bero intersezioni fuori di A„ A,, ..., A„ nemmeno con le 
6'3J(A/A2f... A0J); ma per ogni punto di una generica curva di 
! K I passa una curva C38(A/A2'r... A/), la quale — se m — fi — 
ha una intersezione più del possibile con la nominata curva di 
I K I : ne segue che le curve di | K \ sono o le curve ellittiche C3g 
ovvero sono composte con le C3g, il sistema | K \ risultando così 
riducibile ed egualmente di genere uno. In ogni caso è assurda 
l’ipotesi m = fi.

Essendo m 1 si può quindi — ove occorra — supporre che m 
sia addirittura maggiore di uno : nel caso contarrio basta infatti 
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sostituire al sistema di partenza | C | — e quindi a | K \ — il suo 
doppio.

Ora, per dimostrare che il sistema | K \ sega sulla C3 una 
serie completa pj”-1, valutiamo la dimensione del sistema | K \ 
e la dimensione del sistema che si ottiene staccando da | K \ la 
cubica. C3. Per la dimensione di \ K |, qualora non si escluda a 
priori che le condizioni imposte dai punti base Az, A2 Aa pos­
sano riuscire sovrabbondanti, si ha :

n(n + 3) 9 V^-t-1)
a— 2 p 2 '

Per quanto si è già dimostrato, il sistema | K | non possiede 
punti base che giacciano fuori della cubica Ne
segue che il sistema che si ottiene da | K | staccando la cubica 
Cs(A1A2...Aa) è semplicemente il sistema aggiunto \K'\. I punti 
i - pii di I K I sono (i — 1) - pii per | K' \ cd offrono alle curve 
di I K' J condizioni indipendenti. Ne viene che la dimensione del 
sistema completo, che si ottiene da | K | staccando la Cs, è

Si ha dunque:
■ _ n(n + 3) » ?,,(4 -+- 1) (n — 3)n « ((„ — l)ift

d-d> § 2 2~+ 7*  2 “ =
9

— 3 n — 2hih — m.

Da qui emerge senz’altro che la serie segata dalle curve di 
I K I sulla C3 è la serie completa o”'-1; (ed anche che è effetti­
vamente :

n(?i4-3) » -+- 1)
d — 2 7" 2

Ora il risultato ottenuto ci permette di dimostrare che il si­
stema I K I non possiede punti base che sieno conseguenza dei 
punti base Alt A2, ..., A9 presi con le molteplicità ilt i2ì .... i0 se 
m > 1 ; mentre se m — 1 si ha un punto semplice sulla cubica 
C'3(dL1A3...A0): infatti le curve di j K \ segano sulla C, una 1 
completa, la quale non può avere punti fissi se m > 1, mentre si 
riduce ad un unico punto fisso se »r — 1. È poi evidente ehe 
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questo punto fisso viene a mancare se A1( A2, —, A9 sono punti 
base di un fascio di cubiche, giacché in questo caso il sistema | K \ 
dovrebbe avere un punto base semplice su ogni cubica per A1? 
Ag, — , Ag.

Ritorniamo ora al sistema lineare | C \ da cui abbiamo preso 
le mosse: esso è costituito da curve d’ordine n dotate delle mol­
teplicità i1} i2, ..., ia in Ax, A2, ..., A0 ed ha punti di data molte­
plicità in Axo, AX1, ... In base alla discussione precedente vediamo 
che si può associare al sistema | C \ il sistema covariante | K \, il 
quale è dello stesso ordine, è definito dalle molteplicità ix, i2, ..., 
iB in Ax, A2, ..., Ag e possiede lo stesso ultime aggiunto di \ C \. 
I successivi aggiunti di | K | si ottengono dai successivi aggiunti 
di I C |, immaginando soppressi i punti base fuori di Alt A2, .... 
Ag e non possono avere altri punti base, conseguenza di Ax, A2, 
..., Ag presi con le loro molteplicità, all’infuori (al più) di un 
punto semplice sulla C3(A1A2—Ag\ che scompare nelle ulteriori 
aggiunzioni.

Partiamo da un sistema lineare completo di curve piane irri­
ducibili, di genere alto quanto si vuole, il quale abbia punti 
base assegnati soltanto nei punti base Ax, A.,, ..., Ao d'un fascio 
d' Halphen. Procediamo per successive aggiunzioni, prendendo 
ogni volta l’aggiunto puro ovvero il fascio di curve, con le quali 
è composto l’aggiunto puro. Supponiamo che si arrivi così ad 
un ultimo aggiunto, il quale sia costituito o composto con le 
curve del fascio d’IlALPHEN. Si tratta di provare che ciò è impos­
sibile tranne nel caso in cui il penultimo aggiunto puro non sia 
il sistema delle sestiche passanti doppiamente per A„ A2, —, As.

Consideriamo il penultimo aggiunto puro. Esso sarà un siste­
ma lineare completo, | L |, di curve irriducibili d’ordine n, con 
punti base assegnati solamente in AA2, ..., Ao; e siano i\, 
r2, ..., j-g le molteplicità assegnate delle curve L in A... ..., A,,. 
L'ipotesi è ehe le curve aggiunte alle curve di | L | siano costituite 
da Z£> 1) C3Ji(AJ‘A.J... A'1) (ove h 1), alle quali si aggiungano 
eventualmente delle parti fisse 9. Se Z = 1, le L sono di genere 2 
ed ogni C'ah(A'‘A^ ... A'1) sega una L secondo un gruppo canonico 
e quindi in 2 punti (fuori di Ax, A2...., Ao). Se invece /> 1 
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le L sono curve iperellittiche, per le quali la serie canonica è com­
posta con la g\. Si conclude che in tutti i casi le C3ll(A^Aht ... Ah) 
segano su una L la gl2. Ma tra le C3K(A^A^... vi è la (o una) 
C3 determinata da Alf A2...Aa contata h volte. Se dunque il 
sistema \L\ sega sulla C3 (fuori di Al} A2,..., A3~) una gm> 
sarà m‘li — 2. E quindi due ipotesi solamente, sono possibili t 
h — 2, ni — 1 ovvero h = 1, m = 2.

Sia da prima h = 2, m = 1, ossia l’aggiunto puro di | L \ sia 
costituito o composto con sestiche d’Halphen passanti doppia­
mente per A1; A,, ..., Aa. È anzitutto impossibile che | L \ abbia 
punti base solamente tra A1} A2, ..., 4S. Invero, in questa ipotesi, 
l’ultimo aggiunto puro dovrebbe contenere il sistema di tutte le 
curve d’ordine 61 con Alt A2, ..., As 21-.'pii. Ma questo sistema 
ha almeno la dimensione 1(21 + 1), mentre l’aggiunto puro ad 
\L \ è oc/. Se poi tutti i punti Alt A2, ..., Ao sono punti base 

di I L essendo per ipotesi 3n — — 1, sarà altresì 3(n—3) —
9

— — I) — I, ossia anche l’aggiunto impuro ad \L \ dovrà
i

segare la C3, fuori di Alt A2,...A9, in un punto. E poiché le 
Ce(Af A?... 4-) non segano la C3 fuori di Alt A2,..., As dovrà 
esistere qualche curva fissa irriducibile 6, appartenente all’ag­
giunto di \L\, e segante la C3 fuori di A1A2,, Aa in un 
punto. La 0 sarà di genere zero rispetto al gruppo A1; A2!-., A9, 
giacché in caso contrario esisterebbe un secondo aggiunto ad | L \, 
che non sarebbe così il penultimo aggiunto. Se quindi s ed slt 
s2,..., s9 sono l’ordine e le molteplicità della 6 in A3, A2,..., A9> 
sarà :

9
I s — l)(s — 2) — ^ìSì(Si — 1) = 0

9
3S — M,-Sf — 1

i 
o anche :

s- - Di«? — — I, 3« — L.», — 1.
1 1

Lia allora l'aggiunto di \ L \ dovrebbe contenere il sistema com­
pleto delle curve d’ordine 6Z s che hanno le molteplicità asse-
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^nate 21 -|- s{ in A « (r = 1, 2, ,9); e tenuto conto delle ugua­
glianze precedenti, si trova che questo sistema è almeno oo21, 
mentre l’aggiunto ad | L \ è solamente co*.  L’ipotesi h = 2, m — 1 
è dunque sempre assurda.

Passiamo a discutere l’ipotesi h = 1, m — 2, nella quale l’ag­
giunto puro ad | L | è costituito o composto da cubiche per Alt 
A2, ..., A9.

Se i punti base di | L | sono solamente tra A.1( A2, .... As l’ag­
giunto puro ad \L | deve contenere il sistema completo delle 
curve d'ordine 31 con 8 punti l - pii, che è almeno di dimensione

- Z(?+ 1): è dunque assurdo che sia l > 1, giacché l’aggiunto

ad I L I èco*.  Se l = 1 tutti i punti A„ A.,, A„, devono essere,
punti base di | L |, che altrimenti l’aggiunto ad | L \ sarebbe 
più che co1. Se poi vi sono parti fisse il sistema | L \ non può
essere che il sistema delle CG (A-A2... A2). Esaminiamo se vi 

s
possano essere delle parti fisse 6. Poiché 3n — 3p-; = 2, sarà 

i
8

altresì 3(h—3) — 3{(r,— 1) = 1 ; in guisa che l’aggiunto im- 
i

puro ad \ L \ sega la C3 in un punto fuori di A1} A->,..., As. 
Poiché ora già le C3(AiA2 ... AK) segano una Ca in un punto 
fuori di Ai, A.,..., A8, una eventuale 6 non può avere inter­
sezioni con le C; fuori di Alt A2,..., As. Dovrà dunque essere, 

8
con notazioni già usate: 3$ — 5(s( = 0. Ma una 9 è fondamen­

tal e per le L, chè altrimenti la serie canonica su una L avrebbe 
dei punti fissi. Sarà dunque :

e quindi:

8
3ns — 3,■$,•>■< = 0, 

i

8
— L) = 0 i

che è assurda, essendo i\ < n. La 9 non può dunque esistere.
Supponiamo invece eh e tutti i punti A1} A2, ..., Ag siano punti 

9 9
base di L |. Da 3n —3p-f — 2 si deduce 3(n— 3)—3^, -1)— 2,
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ossia anche l’aggiunto impuro ad | L | sega le C3 in due punti, 
fuori di Ai, A..,..., A9. Questi due punti debbono appartenere 
alle componenti fisse 0 ; ma non possono appartenere ad una 
stessa 9 semplice, ehè altrimenti la 9 apparterrebbe ad un sistema 
lineare completo, ehe segherebbe la g\ completa sulle 6’3, Occorre 
dunque che esistano due 9 sconnesse per cui. con notazioni evi- 

9 9
denti sia: 3s—2,^ = 1, 3s' — 2(r/ = 1, ovvero che vi sia 

t i»
una 9 doppia, per cui 3§—2^ = 1. 

i
Esaminiamo il primo caso. Essendo le due 9 sconnesse e cia­

scuna di genere zero rispetto al gruppo di punti ^1,, A,, .... 
tenuto conto delle precedenti, valgono le relazioni

9 
ss' — 2; — 0

i
9 9

s’- 2,■/•/= — 1, s” —2(r,.'»=_ 1. 
1 i

Ciò posto 1‘aggiunto ad j L | deve contenere il sistema completo 
delle curve d’ordine 31 -f- s -|- s' eon At (l rt + r/) - pio. 
Ma questo sistema ha almeno la dimensione 21, e si cade dunque 
in un assurdo. .

9
Se invece vi è una 0 doppia, per cui 3s ■— 2, r, — I, 

i
9

s2 — 21r12 =— 1, l’aggiunto ad \L\ deve contenere il sistema com- 
i

pleto delle curve d’ordine 31-|-2s eon A{ (2r < + l) - pio. Ora 
questo sistema è almeno di dimensione 21 — 1, sicché 1 "ipotesi è 
assurda per l > 1. Se l — 1, non vi possono essere altre curve 9 
Oltre la 9' doppia. Per un’altra 9 dovrebbe infatti essere 3s' — 

9
— 2trt' — 0; e ciò si dimostra assurdo come prima, tenuto conto 

i
che la 9 è fondamentale per | L |. Siamo dunque condotti ad un si­
stema lineare \L \ d’ordine 6 2s per cui l’aggiunto è costituito 
dalle cubiche per A2, A9 cui si aggiunge come parte fissa una 
6 d’ordine s. di genere zero e di grado — 1 rispetto al gruppo base 
A,, /L  Ao, contata due volte. Tale è ad es. il sistema delle
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C's(AJ A*  A^A'ì... Ajp dove A1; A2, sono i punti base
d'un fascio di cubiche: lo aggiunto è qui costituito dalle C3 per 
At, A.,, ..., Ao a cui si aggiunge due volte la retta fissa ArA2. 
Ma una 6 di genere zero e grado — 1 si può far sparire con 
trasformazioni quadratiche successive, con i punti base tra A,. 
A.,, ..., A3, senza che si generino altre 6 (Cfr. Lib. I, cap. Vili, 
n. 46). E quando la 9 è ridotta ad un punto il sistema | L \ si 
riduce al sistema delle CB (A*A 2, ... 4|). Vediamo dunque che 
sostanzialmente si è condotti solamente al sistema delle anzidetto 
Ca(A*A 2 ... Al).

Nota I. - In tutto il discorso, che precede, abbiamo parlato 
della cubica Ca passante per i punti A1; A2, .... Ao, come se questa 
sia una curva ellittica irriducibile. Ora se H,. A2, .... sono i 
punti base di un fascio di cubiche, queste debbono supporsi irri­
ducibili, poiché altrimenti saremmo condotti alla considerazione 
di un fascio covariante di curve razionali e quindi esiste certa­
mente una tale cubica irriducibile; e basta nei ragionamenti svolti 
riferirsi costantemente a questa. Se invece Alt A.,, ..., A9 sono 
punti base di un fascio d’Halphen propriamente detto, la cubica 
C3(417Ì2...A!)) può riuscire effettivamente riducibile, presentando 
quei casi di riducibilità, di cui abbiamo fatto cenno nel Lib. II, 
cap. III. n. 15. Ma è facile convincersi che il ragionamento svolto 
conserva ciò nonostante il suo valore conclusivo. Invero i nostri 
computi aritmetici ci permettono di affermare che in ogni caso 
il sistema | K ; ed il suo aggiunto | K'1 segano la C3 nello stesso 
numero di punti m, purché A........ A9 siano effettivamente
punti base di | K \ ; ne viene ehe nelle aggiunzioni successive si 
dovrà sempre pervenire ad un sistema avente come punti base 
Alt A2, .... A6. In secondo luogo la serie segata sopra la Cs dal 
sistema completo delle curve, che passano con data molteplicità 
per A 1; A„, ..., As, segando ulteriormente la Cs in m punti, sarà 
sempre una serie di dimensione ni — 1 (almeno) e tutt’al più si 
potrà ammettere a priori che questa 1 possegga un punto 
base semplice, i residui gruppi di m — 1 punti variando in una 

sopra una componente razionale della Questa circostanza 
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permette di ripetere, eoa breve modificazione di forma, il ragio­
namento che precede, escludendo che l’ultimo aggiunto puro, a 
cui si perviene, possa essere costituito o composto con le curve 
di un fascio d’Halphen.

Nota II. - In quanto precede abbiamo determinato quali siste­
mi lineari si presentino come ultimi aggiunti a partire da un 
sistema lineare di curve di genere elevato quanto si voglia o da 
un suo multiplo ; ed in particolare abbiamo trovato che fra questi 
ultimi aggiunti non si presentano mai dei fasci d’Halphen pro­
priamente detti. Non si possono estendere senz’altro le nostre 
conclusioni quando si proceda per aggiunzione a partire da un 
dato sistema lineare di curve piane irriducibili, di genere non 
troppo alto, senza sostituirlo con un suo multiplo. Il problema di 
determinare l’ultimo sistema aggiunto di un sistema di curve 
piane si è presentato nello studio delle trasformazioni cremo- 
niane cicliche o dei gruppi di esse a 8. Kantor (’), e d’altra parte 
appare nelle ricerche di G. Castelnuovo (2). In queste ricerche 
però si può sempre supporre di partire da un sistema di curve 
di genere abbastanza alto, per cui valgono le conclusioni sopra 
esposte. Tuttavia A. Wiman ("), approfondendo la questione posta 
dal Kantor ha determinato tutti i casi in cui un fascio di Hal­
phen può provenire per aggiunzione da un sistema lineare di 
curve. In realtà vi è un solo caso, che è il seguente : il fascio delle 
sestiche d’HALPHEN con nove punti doppi A,,- A2, .... A*  è ag­
giunto di un fascio di curve del nono ordine C„, che passano tri­
plamente per A,, A.,, A, e posseggono un tacnodo in An; ed 

(*) Cfr. S. Kantor: Premiers fondamente pour une théorie des transfor­
mations périodiques univoques-, «Atti dell’Accademia di Napoli», serie II, 
vol. IV (1888-92).

(’) I risultati delle ricerche di G. Castelnuovo in questo campo sono 
esposti in una nota aggiunta alla memoria: Sui piani doppi di genere uno, 
di F. Enriques ; « Memorie della Società Italiana delle Scienze », Serie III, 
Tomo X.

(3) Cfr. A. Wiman: Zur Theorie der endlichen Gruppen von hirationalen 
Transformationen in der Ebene; «Math. Ann.», Bd. 48, 1896.
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il nominato fascio proviene a sua volta per aggiunzione da una 
C12 di-genere 2, passante quattro volte per Ax, A2, A8 ed 
avente in A9 un punto triplo, cui sono infinitamente vicini due 
punti doppi successivi. Ma questa curva C13, che è unica, non 
può presentarsi come aggiunta di un sistema lineare oo1 di curve 
di genere uno.

Per dimostrare rapidamente l’esistenza di un fascio di ge­
nere 2, del tipo indicato, anticipiamo (riservandoci più tardi 
di giustificarla, cfr. pag. 390) la seguente proposizione: il sistema 
lineare oo3 di genere 2 e grado 4 delle C„(A2A2... A?) non è 
semplice e appartiene ad una involuzione piana, rappresentando 
un cono quad rico doppio ; e la curva delle coincidenze della invo­
luzione, che è una curva del nono ordine C’9 passante triplamente 
per gli otto punti Au A2, ..., A8 (cui si aggiunge quale punto 
isolato il punto Aa, nono punto base del fascio di C3(A1A2—A,j)) 
si rappresenta su questo cono quadrieo in una sestica di dirama­
zione Ka, trisecante le generatrici, (alla quale si aggiunge, come 
punto isolato di diramazione, il vertice del cono).

Ciò premesso, osserviamo che ogni punto della curva delle 
coincidenze Co può essere preso come nono punto base d’un fascio 
di sestiche d ’Halphen, passanti doppiamente per An A,, ..., A8: 
infatti, preso un punto P della C9, esiste una rete di C'g(A2A| ... A| ) 
che toccano in P la C9 e per conseguenza un fascio diC0(A2A2... A|) 
che hèmo il punto P doppio.

Sia ora Q il corrispondente di P sulla curva di diramazione 
Ka e consideriamo sul cono quadrieo il fascio delle cubiche gobbe, 
le quali hanno in Q un contatto quadripunto con la K„. Al nomi­
nato fascio di cubiche gobbe corrisponde nel piano dell’involu­
zione un fascio di C9, che passano triplamente per Ax, A2, ..., As ed 
hanno un tacnodo in P} la tangente tacnodale coincidendo con 
la tangente in P alla curva delle coincidenze Ca; e l'aggiunto del 
.fascio di curve piane così costruito è precisamente il fascio 
d’Halphen delle C. (A3 A2... A2 P~).
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18. Classificazione delle involuzioni piane del second'or dine: 
posizione del problema.

Applicheremo il lemma generale sui sistemi lineari di curve 
piane, ottenuto nel n. precedente, alla classificazione delle involu­
zioni piane del secondo ordine.

Dicesi involuzione nel piano - una totalità algebrica irriduci­
bile co2, I, di gruppi di n punti di -, tale che per un punto 
generico di z passi uno ed un solo gruppo di I. Il numero n è 
l’ordine dell’involuzione.

Se n = 2 abbiamo dunque una totalità irriducibile co2 di 
coppie di punti, tale che per un punto generico del piano passa 
una ed una isola coppia e una coppia è costituita da due punti 
P', P" che dieonsi coniugati l’uno all’altro. Ad un’involuzione 
piana del secondo ordine I.., è associata una trasformazione ere- 
moniana, T, del piano r. in se stesso, la quale si ottiene facendo 
corrispondere al punto generico di r. il suo coniugato in 12. La T 
è una trasformazione cremoniana involutoria, tale cioè che, senza 
essere identica, i punti omologhi si corrispondano in doppio modo. 
Inversamente le coppie di punti omologhi di una trasformazione 
cremoniana involutoria, generano un’involuzione piana del secondo 
ordine. Pertanto il problema della classificazione delle trasàrma- 
zioni eremoniane involutorie coincide a priori con quello della 
classificazione delle involuzioni piane del second’ordine.

Sia 12 una involuzione piana del secondo ordine ed 8 una tra­
sformazione cremoniana qualsiasi. Siano P e P' una coppia di 
punti coniugati nella Z,. Operiamo la trasformazione 8 ed i due 
punti P e P' si mutino in Q e Q'. Tutte le coppie Q e Q' sono 
coniugate in una nuova involuzione I'.2, che è la. trasformata della 
Z> mediante la S ■ con il linguaggio della teoria delle operazioni 
si ha :

/,'= SI2S~\

Vuol dire che per andare da Q a Q' si deve prima costruire 
il punto P, corrispondente di Q nella inversa della trasforma­
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zione 8. poi il punto P' coniugato di questo P in 12 e finalmente 
il corrispondente di P' nella 8, ehe è il punto Q'.

La circostanza che una involuzione piana del secondo ordine 
sia trasformata da una trasformazione cremoniana in un’altra 
involuzione piana del secondo ordine suggerisce la ricerca di 
tutti i tipi birazionalmente distinti di involuzioni piane del se­
condo ordine ossia la classificazione delle involuzioni piane del 
secondo ordine cremonianamente distinte, considerando come iden­
tiche le involuzioni che si deducono una dall’altra trasformando 
con una trasformazione cremoniana qualunque.

Il problema della classificazione delle involuzioni piane del 
secondo ordine, ovvero delle trasformazioni c remoni an e involuto- 
rie, è stato posto in questi termini da E. Bertini (1877), il quale è 
riuscito pure a scoprire i tipi delle involuzioni anzi dette, sia 
pure con qualche riserva.

Noi procederemo per una via che schematicamente è la se­
guente: data una qualunque involuzione piana del secondo ordi­
ne, I2, esistono sempre dei sistemi lineari trasformati in sè o 
invarianti per la I... Tale ad esempio risulta il sistema lineare 
più ampio, che contiene la somma di un sistema lineare qualsiasi 
e del suo trasformato. Partiamo allora da un sistema lineare | C \ 
invariante per I2. Saranno invarianti per I, anche tutti i sistemi 
covarianti di C | rispetto a trasformazioni birazionali; in parti­
colare saranno invarianti tutti i successivi aggiunti di | C |. 
A questo punto ricordiamo il teorema dimostrato precedente- 
mente. Dato un sistema lineare irriducibile completo di genere 
alto quanto si vuole di curve piane | C \, per mezzo di aggiun­
zioni successive e di somme e sottrazioni si può costruire come 
covariante di | C | :

a) un sistema lineare (completo) oo1 almeno di curve ra­
zionali,

b) ovvero un sistema lineare (completo) oo2 almeno di curve 
ellittiche,

c) ovvero un sistema lineare (completo) oo3 di genere 2 e 
grado 4, riducibile al sistema delle sestiche per 8 punti doppi» 
che ha per aggiunto un fascio di cubiche.
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lu virtù di questo teorema l’esistenza di un sistema lineare 
invariante | C | porta come conseguenza per la I2 l’esistenza di 
un sistema lineare invariante del tipo a) o b) o c).

Converrà analizzare partitamente i casi in cui l’involuzione I., 
ha come invariante un sistema lineare del tipo a) o b) o c).

19. Le involuzioni di De Jonquières.

Supponiamo ehe una involuzione piana del secondo ordine, I.., 
muti in sè un fascio di curve razionali; si può allora dimostrare 
l’esistenza di un fascio di curve razionali unite, che si può ridur­
re con una trasformazione cremoniana ad un fascio di rette unite 
per un punto.

Il fascio unito di curve razionali si può anzitutto ridurre ad 
un fascio unito di rette per un punto P (efr. Lib. II, cap. II, 
n. 9). Ad ogni retta a per P, corrisponde per la 12 una retta a' 
per P e le coppie aa; formano una involuzione nel fascio di cen­
tro P. Ogni punto di a si trasforma in un punto di a' e quindi 
tra a ed a' vi è una proiettività. Concepiamo una superficie F, 
i cui punti siano in corrispondenza biunivoca con le coppie di 
punti coniugati in Z,. Alla coppia di rette a, a' corrisponde su F 
una curva razionale perchè i suoi punti sono in corrispondenza 
biunivoca con i punti della retta a. Al variare della coppia di 
rette a, a' si ottengono su F delle curve razionali C, che variano 
in un fascio razionale, perché esso è in corrispondenza biunivoca 
con le coppie di una involuzione di rette nel fascio di centro P.

La superficie F, contenendo un fascio razionale di curve ra 
zionali C, è essa stessa razionale, per il teorema di Noether, e 
si può costruire su di essa un secondo fascio lineare di curve K, 
razionali e unisecanti le C (*).

Ciò posto, alle K corrisponderanno sul piano della nostra invo­
luzione delle curve autoconiugate, che intersecheranno le rette per

(’) Se la F è rappresentata sul piano in modo che alle C corrispondano 
rette per un punto 0 (efr. Lib. II, cap. I, n. A), si potranno determinare 
le K prendendo come immagini di esse curve d’ordine n del piano con 
O (n — 1 )-plo.
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P io uh punto e le coppie di rette a, a in punti coniugati; quest? 
curve unite saranno razionali e costituiranno un fascio, sicché 
sarà lecito trasformarle in rette, passanti per un punto Q. Allora 
l’involuzione Zz sarà trasformata in un’altra che possiede le rette 
per Q come unite e quindi ha sopra ciascuna di queste (al più) 
due punti doppi variabili, al variare della retta. Ne segue che 
l’involuzione Z2 possiede una curva d’ordine « con Q(n — 2) - pio, 
(o (n — 1 )-plo) costituita da punti uniti.

Chiameremo involuzioni di De Jonquières (o del secondo 
tipo di Bertini f1)) le involuzioni che posseggono un fascio di rette 
unite e le loro trasformate.

Possiamo dunque dire : una involuzione che possiede un fascio 
unito di curve razionali è una involuzione di De Jonquières.

Più generalmente si può mostrare che una involuzione la quale 
muti in sè un sistema lineare completo |C|oo’’(r> 1) di curve 
razionali è sempre una involuzione di De Jonquières.

Consideriamo infatti le curve del sistema | C \ come i punti 
di uno spazio S,. ad r dimensioni. La involuzione Z, per. la quale 
J C I è invariante si trasforma nello K,. in una involuzione proiet­
tiva, che ammetterà perciò due spazi (duali) di punti uniti. Se

2 in uno (almeno) di questi spazi esisterà una retta di punti 
uniti, che sarà immagine di un fascio di curve razionali unite per 
la Z2. Ne segue che la Z2 è una involuzione di De Jonquières.

Concludendo, si può dire: Tutte le involuzioni piane, del se­
condo ordine, che ammettono un sistema lineare invariante di 
curve razionali sono involuzioni di De Jonquières (o del se­
condo tipo di Bertini); esse possono essere trasformate in invo­
luzioni, che possiedono un fascio di rette unite di centro Q ed 
una curva .d’ordine n con Q (n — 2) - pio (o (n — 1) - pio), luogo 
di punti uniti. (*)

(*) Il Bertini classifica nel primo tipo le omologie armoniche del piano, 
le quali sono involuzioni di De Jonquières, in cui la curva dei punti uniti 
d’ordine n con Q (n — 2)-plo ha il punto Q {n — 1 )-plo ed n— 1. La curva di 
punti uniti si riduce così all’asse dell’omologia (non passante per il centro Q).

23
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Passiamo ad esaminare le involuzioni che mutano in se stesso 
un sistema lineare oc*'  (r > 1) di curve ellittiche.

Escluderemo in un primo tempo il caso r = 2 in cui la invo­
luzione I2 lasci invariante una rete supponendo dunque r ;> 3.

Un sistema lineare completo co3 almeno di curve ellittiche si 
può ridurre (cfr. Lib. II, cap. Ili, n. 13), al sistema delle cubiche 
con r punti base (0 r <2 6) ovvero al sistema delle quartiehe 
con due punti base doppi.

Incominciamo a prendere in esame il caso r = 3, in cui esista 
un sistema invariante di ooJ cubiche C3 passanti per 6 punti 
base Alt A2, ..., Aa.

Le oos cubiche per 6 punti base A1} A2, ..., Aa si possono con­
siderare come le immagini delle sezioni piane di una superficie 
cubica F2 dello spazio S3. La involuzione piana che lascia inva­
riante il sistema delle C3 si trasforma nello spazio S, in una invo­
luzione proiettiva, che muta in sè la Fs.

Una trasformazione proiettiva dell’K3 ordinario può essere:
«) l’omologia armonica, in cui vi è un punto ed un piano 

di punti uniti, ovvero
ò) l’omografia biassiale armonica, nella quale vi sono due 

rette (sghembe) di punti uniti.
Se si verifica il primo caso, ponendo il punto unito dell’omo­

logia nel punto all’infinito dell’asse delle z e facendo coin­
cidere il piano dei punti uniti con il piano Z — 0, l’equazione della 
F.. è del tipo:

z2 — f(x, y).

Il piano all’infinito, tangente nel punto a questa F2, la sega 
in tre rette rx, r,, r3 che sono unite per l’omologia, passando per 
il suo centro. Il fascio di piani, che ha come sostegno una qua­
lunque delle tre rette i\, r„, r3 sega sopra la F3 un fascio di co­
niche, le quali sono mutate in sè dalla omologia. La involuzione I . 
lascia perciò invarianti le curve razionali di un fascio ed appar­
tiene pertanto al tipo delle involuzioni di De Jonqvières.

Se invece la F2 è mutata in sè da una omologia biassiale ar­
monica, una delle rette luogo dei punti uniti deve giacere sulla 
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F3, giacché le rette, ehe uniscono due punti coniugati della super­
ficie intersecano ulteriormente la superficie in un punto unito. 
Il fascio di piani per questa retta sega allora sulla Fs un fascio 
di coniche invarianti. Si conclude perciò come nel primo caso che 
l’involuzione Z2 appartiene al secondo tipo di Bertini.

Supponiamo ora che la Z, trasformi in se stesso un sistema li­
neare di oo‘o oos cubiche C3 per 5 o 4 punti base.

Le cubiche per 5 punti base si possono considerare come le 
immagini delle sezioni iperpiane di una Ft di S4; l’involuzione Z2 
si muta nell’S'i in un’involuzione proiettiva I' che trasforma in 
sé la Ft di >S’j ; ed esiste certamente un punto di Fit unito per I', 
che non sia centro di una stella di raggi uniti. Infatti le involu­
zioni proiettive di >S'4 hanno come spazi di punti uniti o un punto 
ed un S3 ovvero una retta ed un S2 ; nel primo caso basta prendere 
un punto comune alla F4 ed all’S3 di punti uniti, nel secondo un 
punto comune alla F4 ed all’S2 di.punti uniti. Proiettando la Z?4 
da un suo punto (che sia unito e non sia centro di una stella 
di raggi uniti per Z') in un S3, si perviene ad una F3 di S3, tra­
sformata in sé da una omografia non identica ed involutoria. Per 
quanto si è visto precedentemente, su questa F3 esisterà un fascio 
di coniche invarianti, immagine di un fascio di coniche (o di cubi­
che razionali) della Fit invarianti per T. L’involuzione Z2 possiede 
dunque anche in questo caso un fascio di curve razionali invarianti 
ed appartiene perciò al tipo di De Jonquières.

Analogamente si argomenta, nel caso in cui l’involuzione 12 
muti in sé le oo5 cubiche C3 per 4 punti base. Un sistema di questo 
tipo si può considerare come il sistema immagine delle sezioni 
iperpiane di una F3 di S8, la quale eia mutata in sé da una invo­
luzione proiettiva Z', immagine della Z2. Esiste certamente un 
punto della F3 che sia unito per Z', senza essere centro di una stella 
di raggi uniti. Ciò si prova come sopra se la 1' ha come spazi fon­
damentali un punto ed un $4, ovvero una retta ed un Ss. Se la T 
ha come spazi fondamentali due S2, un S3 passante per due cop­
pie di punti coniugati di F5 sega la F3 in un quinto punto, che 
è unito, giacendo di conseguenza su uno dei due S3 fondamentali.

Proiettando la Fs da un suo punto (che sia unito e non sia
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centro di una stella di raggi uniti per /') in un S4 si cade in una 
di .6'j, trasformata in sé da una involuzione proiettiva ; e si può 
quindi concludere come prima die l'involuzione I2 appartiene al 
tipo di De Jonqcières.

Passiamo a considerare il caso in cui l’involuzione L. ammetta 
un sistema lineare invariante di co6 cubiche per tre punti base 
Ait A„, A... La superficie Fo di rappresentata sul piano dalle 
oo6 cubiche per A,. JL. A;i sarà trasformata in sè da una invo­
luzione proiettiva I' di Sa e possiede™ tre fasci di coniche, rap­
presentati dai fasci di rette per At, A.,, A-; uno almeno di questi 
fasci sarà invariante per T. Esiste dunque un fascio di curve ra­
zionali. invariante per l’involuzione 72, che è dunque del tipo di 
De Jonquières.

Se finalmente l’involuzione 72 lascia invariante un sistema di 
oo’ o oo8 o oo° cubiche C3 per due o uno 0 nessun punto base, la 
I., è certamente proiettiva, perchè la rete omaloidica corrispon­
dente nella Ialla rete delle rette, se non è composta di rette, deve 
possedere almeno tre punti base, mentre qui ne sono disponioili 
al massimo due. L’involuzione è perciò una omologia armonica, 
che rientra nel tipo di De Jonquières.

Rimane da discutere il caso in cui la !.. muta in sè il sistema 
completo I G'4 | delle quartic he passanti doppiamente per due punti 
base A e B. In questa ipotesi è invariante anche il sistema delle 
coniche passanti per A e B, sistema definito dalla proprietà che 
il suo doppio coincide con il C4 e quindi; essendovi un sistema li­
neare di curve razionali invariante, la involuzione 72 è del tipo di 
De Jonquières.

Riassumendo, possiamo dire : se ztna involuzione 12 lascia inva­
riante un sistema■ lineare completo oos almeno di curve ellittiche, 
essa, appartiene al tii>o di De Jonquières.

20. Le involuzioni del terzo tipo di Bertini.

Passiamo ad esaminare il caso precedentemente escluso, in cui 
la trasformazione birazionale involutoria Is lascia invariante una 
rete di cubiche C3 passanti semplicemente per 7 punti base AL, 
A„, .... A-.
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È chiaro anzitutto che, data ad arbitrio una siffatta rete, esiste 
sempre una trasformazione in volatori a 12 che la muta in se stessa: 
è l’involuzione (caratteristica') che lascia ferme tutte le C3 ed as­
socia sopra ciascuna di esse le coppie della serie caratteristica g\ 
segata dalle rimanenti. Questa involuzione costituisce una trasfor­
mazione d’ordine 8, in cui alle rette del piano corrispondono delle 
curve d'ottavo ordine Cs passanti triplamente per Al} A,, ..., A-. 
Lo dimostriamo così: Osserviamo anzitutto che l’involuzione Is la­
scia invariato il sistema lineareoo12 | Ca \ delle C0 passanti tripla­
mente per Aly A,, .... A7, sistema triplo della rete delle C3; il | C„ | 
contiene in sè la rete delle rette e come sistema residuo la rete 
omaloidiea delle Cs passanti triplamente per zi,, A2, .... A7. Ora 
il sistema | C0 | sega sopra una C:. la <7® completa, triplo dèlia g*  
caratteristica ; ciò si rivela dal fatto che il sistema residuo della 
cubica C3 rispetto al | \ è il sistema 00“ delle C0 passanti dop­
piamente per Au A2  A7. Si assuma una retta generica r del 
piano e siano A, B, C le sue intersezioni con una C3 e A'. B', C" i 
punti coniugati di A, B, C nella 7,: la sestina A B C A' B' C' ap­
partiene ad oo7 curve del | Ca \ fra le quali ve n’è una spezzata 
nella retta r e nella residua C8, che passa per A', B', C. È facile 
vedere che la trasformazione 12 trasforma la retta r per A, B, C 
nella (’„ per A'. B'. (" così costruita; invero se si fa muovere la 
retta r lasciando fisso il suo punto A, la Cs corrispondente varia 
entro la propria rete omaloidiea, descrivendo il fascio che ha per 
punto base A', sicché la corrispondenza posta tra la rete delle 
rette e la rete delle C8 appare proiettiva e la trasformazione cre- 
moniana che essa .porta nel piano associa i punti coniugati della 
nostra involuzione caratteristica.

Ma, oltre l’involuzione caratteristica potrà aversi un’altra 
involuzione k che trasformi in se stessa la rete | C3 | senza posse- 
dei'e come invarianti le singole curve di essa. Questo caso non è 
a priori da escludersi, ma per il nostro scopo sarà sufficiente di­
mostrare che una involuzione z, che lasci invariata la rete delle 
C3 e non le sue singole curve è una involuzione di De ,1 cinqui ères, 
cioè si lascia ricondurre, al primo tipo.

Per giustificare l'asserto converrà esaminare i vari casi possi­
bili. Alla rete delle rette, che è contenuta, come si è. visto, nel 
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sistema lineare ; C6 j delle Cg passanti triplamente per A2, .... 
A- ed ha rispetto ad essa come residuo un’altra rete omaloidica. 
dovrà corrispondere nella 77 un’altra rete omaloidiea di curve Cs; 
parimenti contenuta nel | Cg | ed avente rispetto a questa una 
rete omaloidiea residua. Quindi si avrà anzitutto s < 8. saranno 
cioè da esaminare i casi s= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8.

Se s.= 1, la 77 è una involuzione proiettiva, ossia una omologia 
armonica; essa è pertanto una particolare involuzione di De Jon- 
QUIÈRES.

Se s = 1, la 77 è una involuzione proiettiva, ossia una omologia 
per tre punti base A,. A„, As. Il sistema somma della rete delle 
rette e delle coniche per Alr A„. As è invariante per la 77 e costi­
tuito dalle 00' cubiche per A1} A2, A3. La 77 lascia dunque inva­
riante un sistema lineare 00' di curve ellittiche e quindi è del 
tipo di De Jonquières.

Passiamo al caso x — 3. Alle rette corrispondono le ('3. pas­
santi doppiamente per A4 e semplicemente per A.,, A3, A4. A5.

Il sistema somma delle rette e delle C'3(AiA..A;.A4A-) è il si­
stema delle :

che sarà invariante per la 77; ma l’aggiunto di esso è il fascio delle 
rette per A1; e quindi, esistendo un fascio di curve razionali in­
variante. la 77 è del tipo di De -Jonquières.

Se x — 4. abbiamo due casi possibili. Alle rette corrispondono 
le C^AiAÎAlAiA-Aç) ovvero le <\ (.14 A„A.. A4 A,- A,AT). Nel primo 
caso è invariante per la 77 il sistema delle t'.,(A ÌAÌA3 AiA-A^';. che 
ha per aggiunte le oc-’ C'2(A1A.?Aa); nel secondo caso è invariante 
il sistema delle :

C5(AÌA..x4.!zllzl-A,.xlr)

che ha le sue aggiunte composte con le coppie delle rette del fa­
scio di centro Av I due sistemi primi aggiunti ottenuti essendo 
invarianti per la 77, questa appartiene conseguentemente al tipo 
di De Jonquières.

I casi -s — 5. G. 7, 8 si trattano facilmente, tenendo conto del 
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fatto che la rete di curve omaloidiche corrispondente alla rete 
delle rette ha come residuo una rete omaloidica del sistema | Cn \ 
delle C’9(Ai A? — dj). In base a questa osservazione possiamo 
affermare senz’altro che nel caso s= 5 le sole reti da prendere 
in considerazione sono: la rete delle C5(A’A9AjA.jArA-(;AT) e la 
rete delle C^AiAXaXAJÌ) residue delle C4 prima nominate.

Per l'involuzione ir sono invarianti i sistemi lineari somma 
delle reti anzidetto e della rete delle rette. È perciò invariante nel 
primo caso il sistema delle:

C'JA? A’A'A^P-. A,., A.)

e nel secondo caso il sistema delle:

C.(AÎAÎAjAÏ A?Aì!).

11 sistema aggiunto di questi due sistemi è rispettivamente 
costituito dalle co3 :

C3(AÌA2AxAt)
e dalle oo= :

C3 ( AT A, Ag Ai Ag Ac­

idic votazione K lascia dunque invariato un sistema lineare di 
curve razionali o un sistema oos di curve ellittiche e quindi è 
sempre del tipo di De Jonquières.

Passiamo a discutere il caso s = 6. L’involuzione r. muta la 
rete delle rette nella rete delle:

cjaìaUsAUUgAJ

e muta in sè il sistema delle :

C7(AiA2As2A;AU«A7),

il cui primo aggiunto è formato dalle oo‘:

CUAÎ AX. A , A-, Aß).

Si ha dunque un sistema lineare invariante formato da oo‘ 
curve ellittiche; per conseguenza siamo sempre nel secondo tipo 
di Bertini.
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Sia 5—7. La rete delle rette diviene la rete delle :

Al Ai a: a; Ali

e rimane invariante il sistema delle :

Cs (Al Al Al A’ì Al Al),

il cui primo aggiunto, pure invariante, è formato dalle oo5:

C'A AÏ A; Al Al AsA„At);

il secondo aggiunto, anche esso invariante, è un fascio di coniche 
per A„ A„, A,, A,. L’involuzione ~ muta in sè un fascio di curve 
razionali e quindi appartiene al tipo di De Jonquières.

Sia finalmente s — 8. A priori abbiamo una involuzione u 
d’ordine 8, diversa dalla I2, che fa corrispondere alla rete delle 
rette del piano la medesima rete omaloidiea delle (\ (dî AÌ Al 
Al Al Al). Il prodotto r. 1., è una omografia T che d’altra 
parte è anche involutoria perchè la r, trasforma in sè la rete delle 
C3(A, A., A3A4 A:> A*  A-) e quindi la sua involuzione caratteri­
stica. Pertanto la ~ I, è una omologia armonica, che trasforma 
in se stessa la rete delle:

C3(AX A2A3A4dL5dndL7\ .

Notiamo fin d ora. che essendo (*)  :

T — rd 2 — 72z, 
ne verrà anche :

71 — I.,T.

Discutiamo le varie possibilità che si affacciano in ordine ai 
punti base della rete | Cs | rispetto all 'omologia armonica T, che 
la trasforma in se stessa.

1) Può darsi che vi sia un punto A unito (nel. centro del­
l’omologia o in un punto dell’asse) che sia base per | C3 \ e a cui 
sia infinitamente vicino un altro punto base. Da questa ipotesi se­

di Si rammenti che la condizioni' di permutabilità di due trasformazioni 
involtitene è ehe il prodotto sia involutorio. 
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gne ehe le cubiche C'3 aventi il punto A come doppio formano un 
fascio di curve razionali (o spezzate, in parte fissa e curve razio­
nali) invariante per la T, e-quindi anche per la ~ = La in­
voluzione Ti è in questo caso riconducibile ad una involuzione 
di De Jonquières.

2) Esclusa l’ipotesi 1), si può avere un punto base nel centro 
dell’omologia A: siccome vi sono altri 6 punti base, di cui 3 al 
più sull’asse a, vi sarà certamente una coppia di punti base B, B', 
coniugati in T, fuori dell’asse a, e perciò allineati con A. Ne viene 
allora che il fascio di curve razionali, residuo della retta fonda­
mentale A B B' rispetto a C, è invariante per la T e quindi an­
che per la 3 = J.,T. In questo caso la - è dunque ancora del 
tipo di De Jonquières.

3) Se non è verificata nè  l’ipotesi 1) nè l’ipotesi 2), resta da 
esaminare solamente il caso in cui la rete | C31 possegga al più 
3 punti base sull’asse a dell’omologia T e un numero pari di pun­
ti base fuori di a (e del centro A) distribuiti in tante coppie di 
punti coniugati allineati con A : saranno dunque 6 o 4 punti 
base di questa specie (non necessariamente distinti).

*

a) Se esistono 6 punti base di j Cn | fuori di a e di A, essi 
stanno su di una conica C, fondamentale, che dà un fascio di 
curve razionali invariante per la T e quindi per la ~ = I.T. La r. 
appartiene al tipo di De Jonquières.

ò) Nel caso in cui esistano 4 punti base di | Cs | fuori di a 
e di zi, vi sono 3 punti base sull’asse a: il fascio residuo della 
retta a, che è allora fondamentale, è costituito da curve razionali 
ed è invariante per la 75. Segue che la z è sempre del tipo di 
De Jonquières.

Nota. - Si può chiarire per esercizio le circostanze della di­
mostrazione precedente, analizzando i casi a cui dà luogo una 
rete di:

d-2 A4 A3 An -A?)

trasformata in sè da una omologia armonica T, almeno nella ipo­
tesi dei punti base distinti

Supponiamo perciò che il punto .4, sia centro dell’omologia 
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e sia uno dei punti base della rete ' C3\. Gli altri fi punti base 
possono esserle o tutti e 6 fuori dell’asse a e quindi costituire 3 
coppie di punti coniugati su di una conica C2. ovvero due sull 'asse 
e quattro distribuiti in due coppie di punti coniugati per la T,

Nel primo caso tutte le C.. sono unite per la T. hanno un 
flesso in e risulta evidente che le rette per A, segano su ogni C. 
una. le cui coppie (di punti coniugati in T) coincidono con 
le coppie dell 'involuzione caratteristica I.,. Infatti le rette per A 
insieme alla conica fondamentale sono tra le cubiche della 
rete | C3

Questo fatto potrà apparire un paradosso, quando si rifletta 
che la T, essendo ima omologia armonica, è una trasformazione 
cremoniana d’ordine 1. mentre si è detto che la J„ è una trasfor­
mazione cremoniana di?] piano d’ordine 8, nella quale alle rette 
corrispondono delle C8 passanti triplamente per A,. A,. A3, A4, 
A-,. A„. A-. Come è possibile che la I., equivalga all'omologia T'ì 
Perché ciò accada bisogna che la rete delle C’s sia composta di 
una curva fondamentale fissa

CdAÌA*A*...  A*}.
e di rette variabili.

Vediamo come queste circostanze si verifichino nel nostro 
caso. Avendo chiamato A, il centro dell’omologia, gli altri 6 pun­
ti base siano a coppie coniugati e quindi allineati con A, : otter­
remo così le coppie A..A3, A4A-, AI(A7. Poiché A-,, A-., A4,A5, Ar„ AT 
stanno sii di una conica C, vediamo che effettivamente l’omo­
logia T si può considerare come una trasformazione dell'ordine 
8 nella quale alle rette corrispondono le rette, aumentate della 
curva fissa costituita dalla conica C2 contata due volte e dalle tre 
rette A „A,,, A4A,, A„A7. Tanto la C., quanto queste tre rette sono 
infatti fondamentali per la rete di cubiche :

Cs (AjA^sAtA^AaAd-

Restando fissa l’ipotesi che A1 sia il centro dell’omologia può 
anche avvenire che due dei punti base (A„ e A7) cadano sull'asse 
a mentre gli altri quattro (A2, A3 e A4. A5) sono a coppie co­
niugati in T e quindi allineati con Av
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In questo caso le cubiche della rete I C~ | sono certamente 
non tutte unite, giacché non è unito il punto d’intersezione che 
una di esse ha con la retta A,. A1 all’infuori di A,, e A,. Dunque 
la I., è diversa dalla T e si ha nella ir — I..T un tipo effettivamente 
esistente di trasformazione dell’ottavo ordine, che trasforma in 
sè la J C'a j.

Passiamo a discutere l’ipotesi in cui il centro dell’omologia 
non sia un punto base della rete | C31 : due casi possono presen­
tarsi (restando esclusi punti base infinitamente vicini):

a) Sull’asse a vi è un punto base A4 e gli altri 6 sono su 
una conica C2 e a coppie allineati con il centro 0 dell ’omologia ;

b) sull ’asse a esistono tre punti base Al; A... A, e gli altri 
quattro (A,. A- e A,., A-} sono a coppie allineati con O.

Nel caso a) è certamente 12=$=T. Infatti le C:. della rete non pos­
sono essere tutte unire, giacché l’omologia T permuta tra loro le 
rette per A„ le quali insieme alla conica fissa A., A, A4 A5 Ao A. 
formano cubiche appartenenti alla rete | Cs |.

Nel caso b) le cubiche C3 per A4 A2 As A4 As Ao A, sono del 
pari non tutte unite. Consideriamo infatti il fascio di C- appar­
tenenti a I C'a I ed aventi un ottavo punto base in 0. Se le Cx di 
questo fascio fossero mutate in sé dalla omologia I, le rette A ,0. 
A.,0, A.fl dovrebbero essere tangenti a tutte le o in 0 o nel 
punto d’incontro Ax con l’asse a. Ma ciò è manifestamente im­
possibile. r

Segue che è anche qui l . T.

Il risultato degli sviluppi precedenti si può formulare nella 
seguente proposizione :

Se una involuzione I., lascia invariata una rete | C31 di cubi­
che, passanti semplicemente per sette punti base Au A.., ..., A-, 
senza essere riducibile ad un’omologia armonica o al secondo tipo 
di Bertini, essa coincide con l’involuzione caratteristica della 
rete.

Si può riconoscere che una rete siffatta non possiede in ge­
nerale come covariante un fascio di curve di genere zero : e per 
ciò l’involuzione caratteristica di una rete di con 7 punti base 
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è generalmente irriducibile al tipo di De Jonqiières; 'essa costi­
tuisce dunque un tipo nuovo, che designeremo eoi nome di terzo 
tipo del Bertini. Invero le curve di un tal fascio dovrebbero com­
portarsi simmetricamente rispetto ai punti base Au A,, .... A7 
avendo in essi la stessa molteplicità x e per nessun ordine n è 
possibile determinare x in guisa che ciò succeda.

21. Le involuzioni del quarto tipo di Bertini.

L’unico caso, che ci rimane ancora da esaminare è quello di 
una involuzione, la quale muti in sè il sistema lineareoo3 delle se- 
stiehe passanti doppiamente per 8 punti base A.... rls.

È chiaro anzitutto che per un siffatto sistema di C,:(AiAÌ 
A«... Al) esiste sempre una trasformazione involutoria, che lo 
muta in se stesso. Infatti tale sistema non è semplice: se si sce­
glie un punto P generico ilei piano, le oo!C( passanti per P 
passano di conseguenza per un altro punto /< ed associando al 
punto P il punto P' si crea nel piano una involuzione I2, la quale 
muta in sè ciascuna delle Cn di I C'() ed è Vinvoluzione, con la 
quale è composta la serie caratteristica del sistema { |.

Il fatto che il sistema | Ce \ non è semplice si può dimostrare 
facilmente nel modo seguente: consideriamo le cubiche P, pas­
santi per i punti base .... As; esse costituiscono un fascio 
che avrà un nono punto base A,,. Le C« segheranno sopra una (\ 
qualsiasi una serie lineare g}, poiché ogni fa parte di <=>o1C6 
riducibili. Preso allora un punto P generico del piano, per esso 
passerà una del fascio che ha i punti base in A^A.,, ..., e le 
C„ segheranno sopra questa una g*  nella quale al punto P 
corrisponderà il punto P'. Segue che le passanti per un punto 
P di (':t passano di conseguenza per il punto P', coniugato di P 
nella nominata. Il sistema risulta così appartenente all'invo­
luzione delle coppie (PP7) e riferendo proiettivamente leoo3C(. di 
I Ce I ai piani di un A. si ottiene una superficie doppia, rappre­
sentata sul piano dal sistema delle C„ stesse. Poiché il sistema
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I Ce \ è di grado 4, la superficie doppia è una quadrica, la quale 
risulta anzi un cono, le cui generatrici corrispondono alle cubiche 
Ca del fascio con i punti base zi,, A2, A„ Ax. A,,, questo fascio 
essendo autoresiduo rispetto al sistema ' Cß . (In questa rappre­
sentazione il vertice del eono corrisponde al nono punto base zln 
del fascio \ ('■•, |).

L’involuzione caratteristica !.. del sistema (\t ’ costituisce una 
trasformazione eremoniana d’ordine 17. nella quale alle rette cor­
rispondono C’1T, passanti sei volte per A,, A„, A3, .... zlR. Consi­
deriamo infatti una C'3 del fascio eoi punti base A,, zl2. .... .1.,. 
Essa sarà incontrata da una retta generica r in tre punti A, lì, C, 
ai quali corrisponderanno per la I., tre punti della stessa curva ; 
A', B', C'. Le curve d’ordine 18 passanti 6 volte per A1( A,, ..., 
As costituiscono un sistema lineare co21 e segano sulla CL la g*  
completa, come si rivela dal fatto che il sistema residuo della cu­
bica Ca rispetto al sistema completo delle C18 è il sistema delle 
oo15C'i5 passanti cinque volte per Av zl2, ..., A8. La sestina di 
punti A, B, C, A', B', C' appartiene ad o©1G C,s. tra le quali ve 
n’è una spezzata nella r ed in una C„(A,, A", ..., A°). Infatti 
la retta r incontra le C,e in 18 punti, tre dei quali sono in 
A, B, C e quindi si può ottenere lo stuccamento della r eon l’im­
posizione di 16 condizioni lineari.

Dunque l’involuzione caratteristica 12 a cui appartiene il 
sistema lineare delle t A, A| Ait A, A jj A» Ai A| ) è una trasforma­
zione eremoniana nella quale alle rette corrispondono le curve 
CiAA,A°... A8) : ciò si vede come a pag. 856.

Ma oltre l'involuzione caratteristica I2 potrà aversi un’altra 
involuzione n che trasformi in sè il sistema oo’ | Ce | senza posse­
dere come invarianti le singole curve. Questo caso non è a priori 
à escludersi, ma per il nostro scopo sarà sufficiente dimostrare 
che una involuzione « che lasci invariato il sistema oo’ | C„ j e non 
le sue singole curve è riconducibile al primo o al secondo tipo.

Pongasi che l’involuzione r, trasformi in se stesso il sistema 
lineare oo3 delle curve CAd?A2 ... A8) e quindi il fascio delle 
cubiche aggiunte C'A A, A2... Ae Ao). A priori si possono fare 
due ipotesi :
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1) le cubiche C3 sono tutte trasformate in se stesse à N;
2) ovvero esse vengono permutate da ~ secondo una involu­

zione g\ del fascio, che associa le cubiche coniugate.
Nell’ipotesi 1) si avrà sopra ciascuna una involuzione su­

bordinata da che — a priori — potrebbe essere ellittica o ra­
zionale. Ma essa non può essere una p*  ellittica, perchè possiede 
un punto unito nel punto J.9 (’): ‘dovrà dunque essere una g\, 
anzi la che ha per punto doppio Ao, cioè l’involuzione carat­
teristica segata sulla C’3 dalle Ca.

Nell’ipotesi 2) la rete delle Cn spezzate in due Cs contiene sol­
tanto un fascio di curve unite per rc, costituite da coppie di cu­
biche Cs coniugate, e fra queste due sostiche ottenute contando 
due volte le cubiche unite C-, e C3; di più vi sarà almeno un fascio 
di C„ unite irriducibili, la trasformazione involutoria del | Ca | in 
se stesso (che è, astrattamente, un’omografia involutoria dello Ss> 
omologia o omografia biassiale armonica) possedendo una rete o 
due fasci di curve unite. Ora, sopra una Ce unita irriducibile, la 
nostra v subordinerà un’involuzione che. a priori, potrà essere:

a) la g\ canonica,
&) ovvero una involuzione ellittica f*,  dotata di due punti 

doppi coniugati nella g\ e possedente inoltre una coppia comune 
colla g\ (1).

Nell’ipotesi a) risulta senz’altro che l’involuzione k coincide 
con l’involuzione caratteristica cui appartiene il sistema ck>s | C6 
Approfondiremo l’esame dell’ipotesi d). 

In questa ipotesi le Cn unite incontreranno la C3 (o la C3) nei 
due punti doppi della y8, e l’altra, C3 (o CL), in una coppia di 
punti coniugati per p*  e per r.. Si avrà dunque una curva di plin­
ti uniti o doppi per n, cioè la cubica C3 (o Cs).

(') Ciò appare nel modo più semplice, considerando il cono quadrieo dop­
pio rappresentato dal sistema lineare co3 delle C&: al punto A corrisponde 
il vertice del cono, che è certo unito per le trasformazioni proiettive della 
superficie.

(3) Cfr. F. Enriques ed O. Ciiisini: Teoria..., Vol. III. Lib. V, Cap. I, 
pagg. 72. 73, 76.
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L’involuzione prodotto di ~ per l'involuzione caratteristica di 
; Cn ! (che sono permutabili! avrà invece come curva di punti 
doppi la C3 (o la e subordinerà la caratteristica sopra la 
cubica unita C3 (o C3).

Si può dubitare che alla cubica (,\ (o C'3) si aggiunga una 
curva di punti dopili di che sia fondamentale per i \ (p. es. 
una retta per i punti Av J.a, As o una conica per J,, . L, As, A,. 
As, .4,.. o una cubica per AÌ, A„, .1... .4,. A5. ri,;, -47. As); ma in 
tal caso staccando questa curva fondamentale da j Ca | si avrebbe 
una rete di curve ellittiche invariante per : l’involuzione » si 
ricondurrà quindi al tipo II di Bertini.

Dobbiamo esaminare le varie possibilità a cui conduce l’ipo­
tesi che l’involuzione possieda una curva di punti uniti, costitui­
ta unicamente dalla cubica C3.

La - farà corrispondere alle rette del piano delle curve Cn 
d’un certo ordine », ciascuna delle quali incontrerà la retta omo­
loga r nei 3 punti uniti, intersezioni di r con C3, e in J4(n—3) 
coppie di punti coniugati appartenenti alla r; perciò (^(n—3) 
essendo la classe di ") n è dispari.

Ora la ït„deve trasformare in sè il sistema lineare I 3Cn | = 
— C'18(Ai A*  ... .4°), che contiene la rete delle rette e la rete- 
omaloidica complementare delle curve residue; si deduce che an­
che la réte omaloidica delle curve Cn coniugate alle rette in 
dovrà essere contenuta in | Cl9 rispetto a cui avrà anzi una
rete omaloidica residua, complementare. Di qui segue:

n < 17.

Ma l’ipotesi n = 17 si scarta a priori, perchè l’involuzione 
prodotto di »,7 per l'involuzione caratteristica di \ C'„ [ dovrebbe 
essere un’omologia (armonica) e non potrebbe quindi avere come 
curva di punti doppi la cubica ('„ d’accordo con l’osservazione 
fatta innanzi.

Si conclude :
n — 3, 5. 7, 9, 11, 13. 15.

L’analisi di questi casi possibili si compie più brevemente 
grazie ad alcune usseri azioni preliminari : •
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a) I casi n = 11. 13, 15 corrispondono alle reti compile- 
meutari di quelle che si hanno per a — 7. 5. 3 ; sicché basta limi­
tarsi ai oasi :

n — 3, 5, 7, 9.

A) Ad ogni rete omaloidica di C'B, trasformante in sè il | Co 
risponde una rete complementare di curve delio stesso ordine (e 
perciò lina seconda soluzione delle equazioni indetenninate che 
caratterizzano questo problema), dove le molteplicità i dei punti 
A,. As per le Ca sono cambiate in 6 — i.

Le reti ornalo id ich e C,, i cui punti base cadono tra i punti 
A„ A2, .... Ag (base per I C'G [), sono caratterizzate dalle segmenti 
relazioni aritmetiche.

Si indichi con sf il numero dei punti base i-pìi della «te | C „ | ; 
dove i = 0, 1, 2. ..., lì e sia h l’ordine di molteplicità più elevato. 
Si avrà anzitutto :
(1) s0 + Si 4  s2 4  --- + s> = 8.* *

(*) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teorìa..., Voi. Ili, là V, 
■Cap. II, pagg. 157-8 •

Poi. scrivendo che le ('„ hanno 3 intersezioni variabili colle 
C3 (AjA5... AgAg) :
(2) Si 2s, + ... -|- hsh = 3ìi — 3.

Ed infine, scrivendo che le formano una rete omaloidica, 
cioè che i punti base assorbono ir — 1 intersezioni fisse di due C„ :

(3) sx 4s2 4~ 4” — n~ — 1.

Ora le relazioni 2) e 3) caratterizzano tutte le trasformazioni 
cremoniane aritmeticamente possibili, e per la loro esistenza effet­
tiva non c'è che da aggiungere la condizione d’irriducibilità delle 
C„ (x); perciò: le reti j (’„ j corrispondenti a trasformazioni invo- 
lutorie del sistema | Ca | in se stesso, sono caratterizzate dalle rela­
zioni 1), 2), 3), aggiunta la condizione d’irriducibilità delle Cn 
stesse.
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Procediamo ad esanimare i casi possibili delle nostre trasfor­
mazioni, per :

n — 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15.

Caso n = 3. - La rete trasformante è del tipo :

C3(A;A2XsA4A5),

dove sono evidentemente soddisfatte le relazioni 1), 2), 3).
Osserviamo ora ehe:

•') Per >5 la rete \Cn\ non può avere un punto 
(w—1 )-plo (cioè appartenere al tipo di De Jonquières). Infatti, 
nell’ipotesi che esista un tale punto (n — 1 }-plo, per la irriduci­
bilità delle C„ ,

sh =z 1, h = n — 1 ;

'quindi le relazioni 1) e 2) divengono:

So + Si — 1
— (3 n — 3) — (n — 1) — 2n — 2,

2 n — 2 < 7
9 .n <, - < a c. d. d.

Caso -r — 5. - Escluso il tipo di De Jonquières (oss. y) si 
hanno, per n ~ 5, i due noti tipi di trasformazioni cremoniane : 

che soddisfano alle relazioni (1), (2), (3) e alla condizione di irri­
ducibilità.

Osserviamo dopo ciò che:
8) Per n 7 la rete | C„ j non può ai-ere un punto base 

(n—2}-plo. Infatti nell’ipotesi che esista un tale punto (n — 2)- 
plo, si avrà anzitutto, per l’irriducibilità delle Cn>

sh = 1, li — n —2 ;
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quindi le relazioni (1), (2), (3) divengono :

50 4- $1 4" S2 = 7
.?! + 2s2 = 2n — 1
51 + 4s2 = 4n — 5 ,

e sottraendo se ne deduce :
2s2 = 2n — 4 ,

s2 — n — 2 , Si = 3 , 
da cui :

s0 + s2 = 4
n — 2 4 ,
n 6 < 7 c. d. d.

Caso n— 7. - Essendo escluso che la rete delle C7 abbia un 
punto base sestuplo o quintuplo (osservazioni y e 5) il massimo 
ordine di molteplicità sarà:

h <, 4.

Distinguiamo le due ipotesi possibili per C- irriducibili:

à — 4, s4 = 1, 
ed :

h < 4 , si — O.
Le (1), (2), (3) divengono :

50 4  Si 4~ s2 4  s3 4” s4 — 8* *
51 4- 2s2 4- 3s3 4- 4s4 — 18
Si 4~ 4s2 4- 9s3 4~ 16s4 — 48 ,

e, nella prima ipotesi :
(1') So 4" Si 4" S2 4" S3 = 7
(2') Si 4" 2s2 4" 3sz — 14
(3') Si 4*  4s2 4~ 9s3 — 32 ,
da cui si deduce :
(4 ) 2s2 4“ 6s3 — 18 .

Di qui ricaviamo per s3 quattro valori possibili :

s3 — 3, s3 2, s3 — 1, s3 — 0 j
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Ma due eli questi valori, s3 = 0 e s3 — 3, si scartano subito, 
perchè danno rispettivamente:

s, — !) incompatibile colla (T), 
ed :

s2 — 0 donde per la (2'} s, = 5,

valori similmente incompatibili colla (1'), perchè darebbero:

+ ^2 + s3 — 8 !

Restano così da esaminare i valori :

*3 = 2, s3 — 1.

Ora s3 = 2 dà, per la (4') :

s2 — 3
e quindi per la (2') :

«! = 2 ,
e per la (1') :

" so=0,

valori che soddisfano anche alla (3') e rispondono al tipo :

C.^AMUUU’ïl A ).
1284567 8'

Invece s3 = 1 dà, per la (4') :

s2 = 6,

valore ehe contraddice alla (2') (dando : 2s24- 3s3 — 15 > 14 !).
Passiamo alla seconda ipotesi :

«4 = 0.

Le nostre relazioni fondamentali (1), (2), (3) diventano ora :

(1 ) s0 -|- Si -|- «2 4~ s3 = 8
(2") «4 + 2s2 + 3s3 = 18
(3") si + 4s, + 9s3 = 48,
da cui si deduce :

(4") 2s2 + 6s3 - 30 , s. + 3s3 = 15 .
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Di qui ricaviamo per s3 sei valori possibili :

s3 — 5, 4, 3, 2, 1. 0, 
e corrispondentemente :

ss — 0, 3, 6, 9, 12, 15 ;

ma i quattro valori s3 — 3, 2, 1, 0 sono da scartare, portando :

Si + «s > 8
in contraddizione alla (1"). '

Restano così da esaminare i due casi :

§3 — 5 ; s3 = 0 , 
e :

s3 — 4 , s3 — 3 .

Il primo caso dà per la (2") :

= 3 e per la (1") s0 = 0 , 

valori che soddisfano anche alla (3") e condurrebbero al tipo:

ma le CT di questo tipo sono riducibili, essendo incontrate in 
15 punti dalla conica :

C2(AiA2A3A4A5) .
Il secondo caso (s3 — 4, s2 = 3) da :

= 0 , s0 = 1.

valori che soddisfano pure alla (3") e conducono al tipo :

C^AJAJA^AJAJ).

Caso n = 9. - Essendo escluso che la rete delle CB abbia un 
punto base di molteplicità 8 o 7 (osservazioni y e S), il massimo 
ordine di molteplicità sarà h <; 6. D’altra parte le C9 che hanno 
punti tripli in tutti gii 8 punti A,. A2, ..., As sono di genere 4; 
per conseguenza, le Cs di una rete omaloidica dovranno avere in 
qualcuno di questi punti una molteplicità superiore o almeno 
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uguale a 4. Ciò posto, avremo per una rete di Ca irriducibili :

h — li o h = 5 o h = 4.

La prima ipotesi, tenuto conto dell’irriducibilità delle C9, dà:

sa — 1, So — 0, s4 — 0

e quindi le relazioni fondamentali (1), (2), (3) diventano:

(1') s0 4* •s'i + S2 + ss — 7
(2') Si 4- 2s2 4- 3s> — 18
(3') Si 4- 4s2 4" 9sz — 80 — 36 — 44
da cui:

2s2 + 6sz — 26
ossia :
(4') s2 4~ 3s3 — 13. .

Ora, (tenendo presente l’osservazione ß), notiamo che la rete 
complementare della nostra | Cs | dovrà avere un punto sestuplo, 
in uno dei punti A„ A„, A, che non appartengono alle C9 e un 
punto quintuplo in un punto base semplice della | C91 ; perciò :

s0 4- «i 1 >
ossia :

s0 4- Si = 0 ovvero : s0 4- «I — 1.

Assumendo s0 4~ «i — 0 si trova dalla (!') :

S2 H” S3 — 1

e confrontando con la (4'):

s3 = 3 , — 4 ;

valori cbe non soddisfano alla (3').
tie invece si pone:

$o + si — 1
viene :

s. 4- s3 = 6 
e risulterebbe :

2ss = 7

ehe è impossibile, dovendo s3 essere intero. Così resta scartata 
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l’ipotesi .s'G — 1 e — avuto riguardo all ’osservazione ß) — da 
s0 = 0 si ricava anche s0 — 0.

Passiamo dunque ad esaminare la seconda ipotesi :

h — 5 , sB = 1,
(con s0 — 0). . ,

Le nostre relazioni fondamentali divengono:

(1") sL -p s2 s3 + s4 = 7
(2' ) Si -f- 2s» 4" 4~ 4s< — 19
(3 ) Si 4“ ^^2 4” 9§Z 4- 16s4 2222 55 .

Da qui si deduce :
(4") st 4- 2s3 4- 3§4 = 12
e :
(5") 2s.. 4- 6s3 4- 12s4 — 36
e quindi :
(6"J 2«. 4- 6s4 - 12
cioè :
(7") 8, 4- 3s4 = 6 .

Quest’ultima uguaglianza dà per s4 tre valori possibili:

84 = 2,1,0
cui corrisponde :

s3 2= 0, 3, 6
e quindi per la (4") :

s2 — 6, 3, 0.

Ma la prima terna di valori s4 = 2, s3 — 0, s2 = 6 è incompa­
tibile con la (1").

Invece le altre due terne conducono rispettivamente a st = 0. 
Sj = 1, valori che soddisfano alla (3") e quindi conducono a due 
tipi aritmeticamente possibili:

C^A^A>A^A^), 
e :

cb(a*a;a;a;a;aìa*as).
Ma il secondo di questi è composto di curve riducibili aventi 

28 invece che 27 intersezioni con la
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In conclusione l’ipotesi s6 = 1 porta ad un solo tipo di (’9 
irriducibili, per cui non solo s0 = 0, ina anche sx — 0.

Resta da esaminare la terza ipotesi

h - 4.

Le nostre relazioni fondamentali, tenuto conto che = 0, 
danno ora:
(1"') «i + $2 + s-j + = 8
(2"') sx -|- 2s2 + 3sa + 4s4 = 24
(3"') Si + 4s2 + 9s3 + 16 s4 — 80.

Possiamo subito determinare le soluzioni del problema che 
rispondono a = 1, giacche qui si presenta la rete complemen­
tare deilia C9 con un punto 5-pio, esaminata innanzi. Si avrà 
dunque per = 1 :

S2 —: 1 , §2 — 3, S4 — 3 ,

a cui corrisponde il tipo :

Ct(A*A*A* aA*AlA* eA*A  8).

Ora lasciando da parte il valore s1 — 1, si avrà : s, — 0 e quindi 
le equazioni precedenti si ridurranno a

(1"') s2 + s2 + S4 = 8
(2'") 2s2 + 3«, 4- 4s4 = 24
(3"') 4s2 + 9s8 + 16s4 — 80.

Di qui si .ricava :
sd -|- 2s4 = 8

3sa 4- 8s4 — 32
2s4 = 8 , s4 — 4

e quindi :
S3 = 0
s2 = 4 .

Questi valori soddisfano anche alla (3'") e conducono al tipo:

Ct(A*A^*A*AfAiA^).
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Caso N — II. - In virtù dell’osservazione a) sono possibili i 
tipi complementari di | C, cioè :

CJA^AJAJAJA^AJA«) 
C^A^A^AfA^Aÿ.

Caso n — 13. - Analogamente si avranno qui due tipi com­
plementari delle Cr, :

C^A^A^A^ '

Caso n — 15. - Si ha il tipo complementare della rete delle Cs :

Riassunto dell’analisi precedente. - La nostra analisi porta 
che le eventuali involuzioni trasformanti in sè il sistema | Cu | e 
diverse dalla sua involuzione caratteristica debbono appartenere 
ad uno dei 13 tipi definiti dalle reti ornaioidiehe d’ordine

n — 3, 5, 7. 9, 11, 13, 15 
sopra indicate.

Queste involuzioni lascieranno invariato il sistema lineare che 
si ottiene sommando alle rette le curve C„ coniugate e quindi un 
sistema lineare appartenente ad uno dei seguenti tipi :

c4 (A?A2A3A4A5)
C„ (A^A^A^A,)
c. (^a;a;aja*a;)
C8 (A^A-A-A-A-A,A,) 
c8 (a;a;a3»a;a;a;aj) 
c10(a;a;a;ajaja;ajap 
c10(ajaja;a;a;ajaj4 8) 
c10(Ajaìa;a:a«a;ajap 
c12(aìa;ajaja;a;a;a^ 
c12(a;a‘A* a;aja“A?aj) 
ci4(aja’ajaja‘a<a7«A2) 
c14(a«a°a3<a;a*a6<a*a<) 
C16(A’A^A«A:A=A’A’A:).
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Procedendo per aggiunzioni successive, dedurremo che le no­
stre eventuali trasformazioni involutorie del | Co | dovranno la­
sciare invariato un» sistema 'lineare oo1 almeno di curve razionali, >
ovvero un sistema lineare oo2 almeno di curve ellittiche e perciò 
saranno riducibili ai tipi secondo e terzo di Bertini. ;

Infatti dai sistemi invarianti precedentemente indicati si dedu­
cono rispettivamente i seguenti :

Fascio delle rette per il punto Ai,
Sistema oo3 delle cubiche razionali :

Sistema oo3 delle C'3 ellittiche : ;

Sistema oo5 delle ellittiche ;

C^AIA^AAJ.

Fascio delle coniche C2(AiA2A3A4).

Rete delle curve composte della retta zliA2 e delle cubiche £
razionali C'3(A2A.,A3.14A;,).

Rete delle quarti che razionali : •;

O^A^A^. J
Sistema oc2, doppio del fascio di coniche :

C2(A,A2A3A4).

Sistema oc* delle sestiche ellittiche : >.

C8(A3A3A3A2A2A6A7). .

Sistema oc4 delle sestiche ellittiche : 1;

^^^2A2A5A6A7A8). -

Rete delle quintiche razionali :

C (A°A2A2A2A.AeAt). '

Rete delle curve composte della retta A4A2 e delle quar- i
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tiche ellittiche :
C^A^A^A^).

Fascio delle quantiche razionali :

In conclusione possiamo enunciare :
Le involuzioni, trasformanti in sè il sistema lineare delle 

<Ja(AfA^... Aÿ, le quali non coincidano con l’involuzione caratte­
ristica, sono riducibili ai primi tre tipi di Bertini.

22. Nota storica.

Nella teoria delle trasformazioni eremoniane del piano si è 
affacciato assai presto il problema delle trasformazioni involu­
to rie e delle trasformazioni cicliche, cui si riferiscono i primi 
lavori di E. Caporali, di E. Bertini, di C. F. Geiser, di L. Ber- 
zolari e di altri (*),  dove le dette trasformazioni e più in ge­
nerale le involuzioni piane di qualunque ordine (siano esse o 
no generate da una trasformazione eremoniana ciclica) vengono 
considerate dal punto di vista proiettivo. Nei lavori di questo 
indirizzo, che sono proseguiti anche più tardi, le proprietà delle 
involuzioni del secondo ordine si studiano in ispecie in relazione 
alla classe (numero delle coppie di punti coniugati .giacenti su di 
una retta generale), ai punti fondamentali ed ai punti uniti. Ma 
una veduta più elevata si affaccia col Bertini nel 1877, il quale 
propone la questione generale di determinare i tipi d involuzioni 
piane del second'ordine, birazionalmente distinti. A questo pro­
blema sono dedicate le Ricerche sulle trasformazioni univoche in- 
volutorie del piano («Ann. di Mat.», Tomo VITI, Serie II, 1877) 
nelle quali il Bertini è riuscito effettivamente a scoprire i tipi 
che qui presentiamo, cioè:

(’) Per la estesa bibliografia sull 'argomento rimandiamo all 'articolo di 
L. Berzolari: Alr/ebraische Transformationen und Korrespondenzen nella 
« Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften». Ill c. 11, nn. 60-61.
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il tipo I: involuzioni di De Jonquières, le (piali posseggono 
un fascio di rette unite di centro 0 ed una curva di coincidenza 
di un certo ordine n con 0 (n — 2)-p/o (o in particolare (n, — 1)- 
plo ed unito) (x) ;

il tipo II: involuzione definita dalla rete (di grado 2) delle 
cubiche C 3 che passano per 7 punti fìssi Ar, A.,. A», A,, A.. A6, A - ;

il tipo III : involuzione definita dal sistema non semplice e 
triplamente infinito delle sestighe passanti per 8 punti doppi

-^-2? -à», A4, Aìir A7j Aç.
Il tipo II era già stato indicato da C. F. Geiser (2), che con­

sidera la rete delle cubiche per 7 punti AtA2...AT come immagine 
delle sezioni piane di una superficie cubica passanti per un punto.

L’analisi del Bertini importa qualche (restrizione, che 'l’autore 
non potè eliminare; fu tuttavia generalmente ammesso dopo il 
Bertini, che la classificazione così offerta fosse effettivamente 
completa, cioè che non si dessero altri tipi di involuzioni del se­
cond’ordine irriducibili ai precedenti. Convalidava questa convin­
zione il fatto che i tipi delle involuzioni debbono corrispondere ai 
tipi dei piani doppi razionali e l’esame di questi — fatto da 
M. Noether (') — portava soltanto ai tipi del Bertini. Però an­
che l’analisi di M. Noether in proposito restava, secondo l’autore 
stesso, non esauriente.

Col progresso della geometria algebrica si è affacciata più 
tardi la visione del metodo che si basa sull’invarianza dei sistemi 
aggiunti ad un sistema lineare. S. Kantor (4) e G. Castelnuovo 
hanno proposto di valersi di quest’osservazione per determinare (*)

(*) 11 Bertini classifica a parte l’omologìa armonica, che tuttavia si può 
far rientrare nel tipo I, come caso particolare ()i = l).

(3) Cfr. C. E. Geiser: Über zwei geometrische Probleme: « Grelle ’s Jour­
nal», Bd. 67, (1S67).

(”) Cfr. M. Noether ; Über die ein-zweideutigen Ebenentransformatio- 
' men; «Sitzungsberichte der physik. medichi. Soc. zu Erlangen» (1878).

(4) Cfr. S. Kantor: Premiers fondamente pour une théorie des transfor­
mations périodiques univoques; «Atti dell’Accademia di Napoli», serie II, 
vol. IV (1888-92).
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le involuzioni del second’ordine e le trasformazioni cremoniane 
cicliche d’ordine superiore. '

In particolare il Castelnuovo. che anche in altri sensi ha 
largamente adoperato il detto teorema d’invarianza, ha rilevato 
esplicitamente ciò che esso importa di diverso in confronto al ; 
teorema d’invarianza della serie canonica per trasformazioni 
birazionali della curva e non del piano, con cui S. Kantor aveva 
creduto erroneamente di identificarlo. ;

In quest’ordine di considerazioni il Castelnuovo si convinse 
che l’analisi delle trasformazioni involutorie a partire da un j 
sistema lineare di curve invariante potesse rendersi perfetta ; tut­
tavia questa analisi non sembra mai essere stata sviluppata da 
lui in maniera completa, anche perchè il risultato veniva nel 
frattempo messo fuori contestazione in base alla trattazione dei .
piani doppi razionali che — con io stesso metodo dei sistemi i
aggiunti — istituirono G. Castelnuovo ed F. Enriques (x).

Nel corso degli studi sopra accennati e anche nella tratta­
zione di altri problemi relativi alla teoria delle superficie, è oc­
corso di esaminare quali sistemi lineari si presentino effettiva­
mente come ultimi aggiunti a partire da un sistema lineare di 
curve dato ed il Castelnuovo in una nota che accompagna un !
lavoro di F. Enriques (2). ha in particolare avvertito come il J 
fascio d’Halphen d’ordine 3s (s > 1) non nasca mai per aggiun­
zione da sistemi di curve d’ordine superiore che sienooo2 almeno. !
Ritroviamo così l’origine del lemma sui covarianti razionali di i
un sistema lineare di genere elevato, che abbiamo messo a capo i
di questo capitolo; il nominato lemma non è nuovo per la so- j
stanza ma solo per la forma, assai più semplice ed elementare. ;
A partire dal detto lemma anche tutta, l’analisi, che conduce a |
tipi del Bertini, riesce notevolmente semplificata ed ordinata !
secondo un disegno sistematico. '

(*) Ofr. G. Castelnuovo e F. Enriques: Sulle condizioni di razionalità ?
dei piani doppi; «Read. Cire. Mat. di Palermo», T. XIV (1900). I

P) Ofr. F. Enriques: Sui piani doppi di eienere uno; «Memorie della
Soeietà Italiana delle Scienze» (detta dei XL), Serie III, T. X (1896). j

>

i
I
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Abbiamo già accennato ad altre applicazioni notevoli del 
metodo basato sull’invarianza dei successivi sistemi aggiunti di 
un sistema lineare che si trovano nelle -ricerche di S. Kantor (1) 
ed A. Wiman (2), nelle quali si mira alla determinazione di tutti 
i tipi birazionalmente distinti di gruppi finiti di trasformazioni 
frazionali del piano. L’analisi del Kantor ripresa successiva­
mente con maggior rigore dal Wiman, il quale ha anche scoperto 
alcuni tipi, sfuggiti al Kantor, porta a riconoscere che :

Ogni gruppo finito di trasformazioni frazionali piane è equi­
valente :

a) ad un gruppo finito d’omografie, ovvero
b) ad un gruppo (chiamato dal Kantor di De Jonquières) 

che trasforma in se un fascio di rette, ovvero
c) ad un gruppo di iras formazioni quadratiche, che mutano 

in se un sistema lineare di coniche per due punti, ovvero
d) ad un gruppo che muta in sè un sistema di cubiche per 

3, 4, 5, 6, 7, punti base, ovvero
e) ad un gruppo, che muta in sè un sistema di sestiche per 

8 punti doppi e quindi il fascio di cubiche aggiunte a questo 
sistema.

Per l’esame particolareggiato dei vari gruppi, che apparten­
gono a questi tipi, rimandiamo il lettore alla citata memoria di 
A. Wiman. .

Lo stesso metodo dell’invarianza dei successivi aggiunti di un 
sistema lineare permette anche di determinare i gruppi continui 
di trasformazioni cremoniane del piano. Basta a questo scopo 
osservare che la serie dei trasformati di un dato sistema lineare 
per le trasformazioni di un gruppo continuo è una serie continua, 
la quale appartiene ad un sistema lineare completo invariante per 
il gruppo: risultano di conseguenza invarianti anche i successivi

(* *) Cfr. S. Kantor: Theorie der endlichen Gruppen von eindeutigen Tran­
sformationen in der Ebene (Mayer e Müller, Berlino, 1895).

(*) Cfr. A. Wiman: Zur Theorie der endlichen Gruppen von birationalen 
Transformationen in der Ebene; «Math. Ann.», Bd. 48, 1896.
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sistemi aggiunti ecc.. ecc. L'analisi completa è stata svolta da ( 

F. Enriques p) e conduce al seguente risultato: 1

1 gruppi continui di trust orinazioni cremo ninne del piano si l 
possono ridurre cremonianamente ad uno dei tre gruppi tipici i 
seguenti o ad un loro sottogruppo :

a) gruppo oos delle omografie;
b) gruppo oo6 delle trasformazioni per raggi vettori reci­

proci, ovvero (prescindendo da particolarità metriche) delle tra­
sformazioni quadratiche, che lasciano invariante il sistema oo’ 

delle coniche per due punti;

e) gruppo oo"+s delle trasformazioni di De Jonquièkes ;
d’ordine n. che lasciano invariato il sistema lineare delle curve j
d’ordine n, con un punto (pi — 1 )-plo ed firn—1) tangenti fisse. i

«Infine giova anticipare che il metodo dell 'invarianza dei sue- |

cessivi sistemi aggiunti permette di trattare certe questioni di '

geometria delle superficie : così F. Enriques (2) ha determinato '

le irrazionalità da cui può farsi dipendere la risoluzione d’una ; 

equazione algebrica /(aq y, z) = 0 con funzioni razionali di due 

parametri; e G. Castelnuovo (8) ha potuto dar risposta affer- 

mativa alla questione della razionalità delle involuzioni piane non- i 

che determinare le condizioni necessarie e sufficienti per la razio- ; 
nalità di una superficie algebrica. * j

Alcune di queste importanti applicazioni saranno sviluppate !

per disteso più avanti. i

I 

--------------------  !
I

(’) Cfr. F. Enriques: Sui y ruppi continui di trasformazioni cremoniane |
nel piano-, «Rend. A ce. Lincei», Vol. II, 1893’ e: Sopra un gruppo continuo j
di trasformazioni di DE Joxquières nel piano; Id., Vol. II, 1893. j

(!) Cfr. F. Enriques: Sulla irrazionalità da cui può farsi dipendere la 
risoluzione d’una equazione algebrica f(x, y, z) ~ 0 con funzioni razionali di i
due parametri; «Math. Ann.», Bd. 49, 1895. |

(’) Cfr. G. Castelnuovo: Sulle superficie di genere zero-, «Memorie della 
Società Italiana delle Scienze», detta dei XJ- Serie III, Tomo X, 1896. I

I

1 
)

J



Capitolo V.

I PIANI DOPPI RAZIONALI

23. Rappresentazione delle involuzioni del seeond’ordine 
su di un piano doppio.

Risulta dagli sviluppi del capitolo precedente che ogni invo­
luzione piana del second'ordine, 7.,, può essere birazionalmente 
trasformata in un’involuzione appartenente ad uno dei tre tipi 
seguenti :

Tipo I o di De Jonqitières: Involuzione nella quale vi è un 
fascio di rette unite per un punto 0 ed una curva di punti imiti C 
d’ordine ni con il punto 0 (m—2}-plo o {ni—V)-plo (che in 
questo caso risulta unito sopra tutte le rette che vi passano).

Tipo II, corrispondente a'1 terzo tipo della classificazione di 
Bertini : Involuzione definita dalla rete di grado 2 delle cubi­
che C3, che passano per sette punti fissi An A.,, Ax, Ai, A., An, A. ; 
le curve della rete si intersecano a due a due in due punti co­
niugati.

Tipo III, corrispondente al quarto tipo della classificazione 
di Bertini : Involuzione definita dal sistema lineare non semplice 
e triplamente infinito delle sestiche Cn passanti doppiamente per 
otto punti An A2, A3j A4, A-„ Ae, A7. A8; le curve del sistema oc3 
che passano per una coppia di punti coniugati costituiscono una 
rete di curve eecantisi a due a due in due punti coniugati.

Questi tre tipi corrispondono tutti ad involuzioni razionali, cioè 
peil' ciascuno di essi la varietà delle coppie di punti coniugati si 
può porre in corrispondenza birazionale con un piano punteggiato 
-, sicché ad una coppia generica di punti coniugati corrisponda 
un punto del piano r. e viceversa.

Ciò discende in modo immediato per le involuzioni piane del 



884 LIBRO SECONDO

primo tipo dal teorema di Noether; infatti su di una superficie 
F che rappresenti con i suoi punti le coppie di punti coniugati 
nell’involuzione !.. il fascio di rette unite per 0 diviene un fascio 
lineare di curve razionali, sicché la F risulta razionale.

Quanto alle involuzioni del secondo e terzo tipo, la loro razio­
nalità risulta evidente dal fatto che le coppie di punti coniugati 
in esse si ottengono come intersezioni di curve di una rete di grado 
due: se infatti si pone una corrispondenza proiettiva fra la rete 
di queste curve e la rete delle rette di un piano, ad ogni punto 
del piano (centro di tm fascio di rette) corrisponde una coppia 
di punti coniugati (per la quale passano oo1 curve della rete di 
grado 2).

La rappresentazione delle coppie di punti coniugati di un’in­
voluzione Z, sopra un piano t: conduce a considerare quest’ultimo 
come lui piano doppio in corrispondenza [1, 2] col piano tó, che 
contiene la 7,.

Le corrispondenze [1, 2] fra due piani (e fra due spazi) sono 
state studiate sistematicamente da li. de Paolis.

Alle rette di - rispondono in œ le curve di una rete di grado 2 ; 
e due curve della rete si intersecano (fuori dei punti base) in due 
punti, che sono coniugati nella K. Viceversa alle rette del piano to 
corrisponderanno su r. curve razionali 71 costituenti un sistema oc2 
d’indice 4: infatti le curve K che passano per due punti A e B 
di K sono immagini delle quattro rette A1Bl, AJ>„, A2BZ, Adì», 
di to, che uniscono in tutti i modi possibili i punti delle coppie 
AXA, e BJÌ., corrispondenti rispettivamente ad A e B.

Nel piano to dell’involuzione !■> esiste una curva C luogo dei 
punti uniti per I, : ad essa, risponde sul piano doppio n una certa 
curva C, che dicesi la curva di dirama-done (o curva limite) del 
piano doppio.

Una curva K di s si deve ritenere come doppia e ad essa corri­
sponde in co una curva K, unita nell’involuzione I2, tale cioè che 
insieme ad ogni suo punto P' contenga il coniugato P". T punti 
P' e P" costituiscono coppie dell 'involuzione 'A subordinata dalla 
L, sulla K. Le intersezioni della 77 con la curva di diramazione C 
di ir sono, in generale, i punti di diramazione della curva doppia 
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K e ad essi corrispondono sulla K semplici coincidenze della y *.  
Se due punti di diramazione di K vengono a coincidere — la K 
toccando la C — due diramazioni spariscono e danno luogo ad un 
punto critico apparente a cui corrisponde sulla K un punto dop­
pio, Se in particolare la curva K, omologa di K, si spezza in due 
parti K' e K" coniugate nella Ia, la K non avrà più punti di dira­
mazione e quindi dovrà risultare tangente alla curva di dirama­
zione C, ovunque la incontri. Ne segue che l’immagine su r. di 
una curva di co, non appartenente all 'involuzione I2, è ima curva 
tangente, ovunque la incontri, alla curva di diramazione C del 
piano doppio r..

Se quindi si interseca la curva di diramazione C con una retta 
r, si avrà sul piano n una retta doppia, alla quale corrisponde 
su <r> una curva iperellittica sopra cui la 12 subordina la g\. Tale 
g\ avrà un numero necessariamente pari di coincidenze, corrispon­
denti ai punti di diramazione della r. Poiché i punti di diramazione 
della r sono nelle sue intersezioni con la C, ne segue che la curva 
di diramazione del piano doppio ha un ordine necessariamente 
pari C).

24. I tipi di piani doppi razionali.

Ciò premesso, vediamo quali piani doppi si ottengano dalla 
rappresentazione su di un piano doppio delle involuzioni dei tipi 
di Bertini.

Consideriamo, per incominciare, l’involuzione di De Jon- 
QUIÈRES.

La sua rappresentazione su di un piano doppio si ottiene im­
mediatamente così. Sia Cm la curva dei punti uniti sul piano della 
involuzione. Essa possiede il punto 0 come (m — 2)-plo (o come 
(m— 1 ì-plo), ed è incontrata così dalle rette unite passanti per 0 
in due punti variabili (o in un punto variabile e nel punto fisso 0). 
Prendiamo una curva K' d’ordine s con il punto 0 (s — 1 )-plo e 
sia K" la sua coniugata. Sopra ogni retta unita a uscente da

(') Tuttavia essa può figurare come curva d’ordine dispari nel piano 
metrico quando contenga come parte la retta all’infinito.

ss
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O, la 12 subordina un ’involuzione, nella quale sono punti doppi i 
due punti di intersezione con la Cm fuori di 0 (ed eventualmente 
il punto 0 e l’intersezione variabile con Cm) e sono coniugati il 
punto P', in cui la a incontra K' (fuori di 0) ed il punto P" co­
mune alila a ed alila K" (fuori di 0). Facciamo corrispondere 
proiettivamente i punti di a alle coppie dell’involuzione subordi­
nata da 12 su a, per modo che ai punti doppi rispondano le coppie 
costituite dai punti stessi contati due volte e per esempio a P' 
risponda la'coppia P' P". Così, variando a, si viene a rappresen­
tare l’involuzione I2 sopra il piano doppio che ha per curva di 
diramazione la C„, stessa, eventualmente completata con alcune 
rette per 0 : queste rette sono, in generale, quelle che da 0 proiet­
tano i punti comuni alla Cm ed alla K'.

Il fatto che le rette proiettanti da 0 i punti comuni alla Cm 
ed alla K', entrino, in generale, a far parte della curva di dira­
mazione del piano doppio, nella costruzione indicata, si può giu- 

9 stificare facilmente per via analitica. Ed invero, ponendo il punto
0 nel punto all’infinito dell’asse delle y, l’equazione della Ce 
della K' sono rispettivamente della forma :

fi- -j‘i »! 1 y “I- .1»! — o
Bs-iy + Sj — 0,

dove le A e B sono polinomi in x, dei gradi indicati dal loro 
indice, ed s è l’ordine dèlia curva K'. Ora la costruzione esposta 
porta alla determinazione, sulla generica parallela all’asse delle y, 
di una corrispondenza [1, 2], per guisa tale che ad un punto di 
ordinata Y rispondono due punti yt, y2 costituenti una coppia 
dell’involuzione subordinata su tale retta dalla I2, mentre ad un 
punto di ordinata y, risponde un solo punto di ordinata I’. Ana­
liticamente la nominata corrispondenza sarà della form » -

(1) (^y2 + 1^ + v2)E — (À13/2 + [1 yy + Vi),

ove Xj, pq, v1; X2, pq, v3 sono funzioni razionali della x. Per deter­
minare, a meno di un fattore moltiplicativo, le funzioni razionali 
À,, ..., v2, basta imporre le cinque condizioni seguenti :

a) quando E è l’ordinata di un punto appartenente alla C,„,
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cioè quando
v A»-i A’u-i 2^>»

J: — y 1,2 — -7 ’ >
41)11 — 2

l’equazione di secondo grado in y, fornita dalla (1), deve posse­
dere la radice doppia y = i/1j2 ;

d) quando y — — Bs/Bs_1} è altresì Y — — BsIBa_x.
Determinate così le X,, v2 si risolva la (1) rispetto ad y. 

Si otterrà in definitiva :
A,t-2*Z  + A,A-i

4,,t—aBa_il7 •4,,,—2^s “F 24„1_1B3-i

La (2), aggiunta alla
x=X,

dà la rappresentazione sul piano doppio XY della totalità delle 
coppie di punti coniugati nell’involuzione I2, data sul piano xy. 
La curva di diramazione consta della curva C , d’equazione :

4,„_2Y2 + 24„i_iy + Am = 0

ed, in generale, delle m 2s — 2 rette rappresentate complessi­
vamente dall ’equazione :

(3) 4 B2 — 2A BB 4- A B2 — 0 ;' ' m—2 8 «t—I 3 3—1 1 »I s—1 f

questo gruppo di rette è costituito precisamente dalle rette che 
da 0 proiettano i punti comuni alla Cm ed alla K'. Si è detto che 
le nominate rette fanno parte della curva di diramazione in gene­
rale : più precisamente una retta fa parte della curva di dira­
mazione soltanto quando essa entri semplicemente o con moltepli­
cità dispari nel gruppo (3); invero i fattori quadratici che si 
possono estrarre dal gruppo (3) possono portarsi fuori dal segno 
di radicale, dando luogo al fattore inessenziale del discriminante 
della (2).

Se la C,n è d’ordine pari (m — 2n) ed ha il punto 0 come 
(m—2)-plo, si può scegliere la K' in modo che le rette proiet-

lJ A„-2^-iy - + 24, .-Ä- !

(2) __________________________________ -
y (A»-2g;-2 3 * * *̂ wl-ig3B3-1+-^„,gL1)(A,.2y2+24„t J+4J
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tanti da 0 i punti comuni alla C ed alla K', non entrino a fai- 
parte della curva di diramazione. Basta a questo scopo che la 
K' sia tangente alla Cmovunque la incontri (fuori di 0) (x), con­
dizione che si può certo realizzare nelle ipotesi ammesse ; invero 
la C,n e la K' si intersecano, fuori di 0, in ms —(m — 2)(s — 1) = 
— 2s + m— 2 = 2(s + n— 1) punti; e per s sufficientemente 
alto esisteranno delle curve ’) per cui questi punti si
distribuiscono in s + n — 1 contatti.

Se invece m = 2n + 1, i punti comuni alla C,n ed alla K' fuori 
di 0 sono 2(«4*  n — 1) + 1, cioè in numero dispari; e quindi, 
comunque si scelga la K', nella curva di diramazione entra sem­
pre a far parte (almeno) una retta. Tuttavia questo caso può essere 
ricondotto al precedente, trasformando l’involuzione 12 mediante 
la trasformazione quadratica T, che ha i punti fondamentali nel 
punto 0, in un punto genetico A della C,„,ed in punto generico 
B del piano. La T muta l’involuzione Z2, in una nuova involuzione 
I'., per la quale la curva dei punti uniti è d’ordine pari.

Rimane da discutere il caso, in cui il punto 0 sia di moltepli­
cità effettiva m — 1 per la Cm. Se m è pari la discussione è com­
pletamente analoga a quella già svolta, purché si prenda s dispari ; 
se ni è dispari basta trasformare la I2 mediante la trasformazione 
quadratica, che ha i punti fondamentali nel punto 0 ed in due 
punti generici del piano; l’involuzione trasformata ha come curva 
di punti uniti una C„i(O”,_1), dove m è un numero pari.

Riassumendo possiamo dire:
Le involuzioni di De Jonquières si possono rappresentare su 

di un piano doppio con curva di diramazione, C, d’ordine 2n con 
un punto (2n — 2)-plo (o (2n — 1 )-pZo); la curva C può risultare 
riducibile, ma in questo caso si può supporre che da essa non si 
stacchino delle rette uscenti da, 0.

Passiamo a considerare l’involuzione del terzo tipo di Ber­
tini, cioè l’involuzione determinata da una rete di cubiche per 
7 punti base semplici A2, ..., A..

P) In questa ipotesi infatti, l’equazione (3) si riduce ad un quadrato 
perfetto.
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Le coppie dell’involuzione I2 appartenenti ad una generica 
cubica C3 della rete, determinata dai punti base A.,, A.,, A3, A4, A3, 
An, A7, costituiscono la g‘2 caratteristica segnata su di essa dalle 
altre curve della rete; tale g\ possiede quattro punti dcqipi e la 
curva luogo delle coincidenze della I2 interseca ogni C3 della rete 
in questa quaterna. La nominata curva delle coincidenze non è 
altro che jacobiana della rete e perciò è una sestica di genere tre 
passante doppiamente per i punti base A.,, A.,, A.„ A,, A,,. 
An. A-, (L.

Se quindi riferiamo proiettivamente le rete delle cubiche alla 
rete delle rette di un piano, l’involuzione viene rappresentata su 
di un piano doppio con una curva di diramazione incontrante le 
rette in quattro punti che rispondono alle quattro coincidenze della 
g*  subordinata sopra le Cs dalla I.,.

Ne segue : l’involuzione piana del secondo tipo di Bertini si 
può rappresentare sopra un piano doppio dotato di quartica di 
diramazione, di genere tre.

Veniamo infine alle involuzioni dell’ultimo tipo. tPresa una 
Cc generica del sistema delle Ce (A? A2 A2 A2 A2 A2 A2 A2 ), le 
coppie di punti coniugati nella I., sono segate sopra di essa dal 
fascio delle cubiche C3(AjA2... As), (passanti ulteriormente per un 
nono punto base Ao). Le cubiche del fascio segano sulla Cn la g\

(’) Invero se P è un punto di una C3, che sia doppio per la pì segnata 
sopra la Ca dalle CJ.A A ...A^, per P .passano so1 cubiche che ivi si 
toccano e quindi una Ca dotata in P di un punto doppio. Inversamente, se 
esiste una cubica per AA^ A. che abbia un punto doppio in P, le ec < 
cubiche C (A, A„... A P) hanno ivi una tangente fissa e la serie caratte­
ristica g J segnata su una di queste 6a dalle co2 C (A A ... A_) ha in P un 
punto doppio. Dunque, tenuto conto che la rete delle C,(A An...A_) non 
possiede in generale delle curve fondamentali (le quali farebbero parte della 
jacobiana), la curva delle coincidenze della I coincide con la -jacobiana (luo­
go dei punti doppi delle curve) della nominata rete. Si rammenti poi che 
la jacobiana di una rete di curve d’ordine n è d’ordine 3?i — 3, mentre un 
punto semplice della rete è in genere doppio per la jacobiana, Cfr. F. En­
riques ed 0. Chisini: Teoria..., Vol. II, Lib. ITI, Cap. I, pagg. 31 e 3D.
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canonica, che — essendo la CK di genere 2 — possederà sei coinci­
denze. La sestupla di questi punti è il gruppo jacobiano della g\ 
canonica ; e perciò è un gruppo della serie somma della serie ca­
nonica e del doppio della gl stessa (x), ossia appartiene alla serie 
tripla della g£, e viene segata sulla Ca dal sistema triplo del fa­
scio delle C3 (aggiunte a C6) : ne segue che la curva delle coin­
cidenze dell’involuzione I2 fa parte di questo sistema e quindi 
è una cwrva del nono ordine Ca, passante triplamente per 
gli otto punti base 4lf 42, ..., 48 (-). La curva C9 avendo tre (e 
non più) intersezioni con le C3 fuori di 4tJ, non passa per 40 ; ma 
il punto As è un punto unito isolato che si aggiunge alla curva 
delle coincidenze, costituendo un punto doppio della I2 sopra cia­
scuna cubica per 4n 4,, 48.

Riferendo proiettivamente il sistema oo3 delle Ca ai piani 
dello spazio 83, il piano dell’involuzione 12 si può rappresen­
tare (efr. pagg. 364-65) su di un cono quadrico doppio F2, sopra 
il quale le sezioni piane corrispondono alle Ce (4J A-... 4j;), le 
generatrici alle d2... 4S) ed il vertice al nono punto 
base Ab del fascio delle C3(4i 42... 48). La curva delle coin­
cidenze CB (4® A’... 4’) dà luogo sul cono ad una curva di 
diramazione, che incontra le coniche sezioni piane in tanti punti 
quante sono le coincidenze della I2 sopra ogni C,.. La curva di 
diramazione sul cono doppio F2 è perciò una sestica, per la quale 
le generatrici di F, sono trisecanti e giacente per conseguenza su 
di una superficie cubica. La sestica di diramazione non contiene

6) Si rammenti che la serie jacobiana di una serie data è data dalla 
somma della serie canonica e del doppio della serie data. Cfr. ad es. 
F. Enriques ed O. Ciusini : Teoria..., Vol. III. Lib. V. Cap. I, pag. 57): 
e si applichi questa osservazione alla serie canonica stessa.

(') A questa stessa conclusione si può anche giungere così: dato un punto 
P generico del piano, per esso passano oo2 Cß(A^AB. . A2}, che si intersecano 
ulteriormente nel punto P' coniugato di P in e costituiscono una rete di 
grado 2, la cui involuzione caratteristica coincide eon la 1 . La curva jae.o- 
biana di questa rete è una C (A^ A° A° A*  A^ A? Ajj p2 p'2 )t dalla quale, 
come si vede facilmente, si stacca la C^AiA.^...AT?Pr) contata due volte, 
sicché rimane in definitiva una Cg(A2Al... A2}, 
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il vertice del cono, il quale però si aggiunge ad essa come punto 
di diramazione isolato.

Ricapitolando, possiamo dire : l’involuzione del quarto tipo di 
Bertini si può rappresentare sopra un cono quadrico doppio con 
sestica di diramazione appartenente ad una superficie cubica, alla 
quale si aggiunge, come punto isolato di diramazione, il vertice 
del cono.

Proiettando il cono doppio F, da un suo punto generico su di 
un piano n, si ottiene un piano doppio, con sestica di diramazione 
(\. datata di due punti tripli 0, 0' infinitamente vicini (imma­
gine della sestica del cono, trisecante le generatrici).

Riassumendo, possiamo quindi dire :
1 tre tipi di involuzioni piane del second’ordine, si possono 

rappresentare su di un piano doppio, il quale ha come curva di 
diramazione una curva d’ordine 2n con un punto (2n— 2)-plo. 
ovvero una quartica, ovvero una sestica con due punti tripli infi­
nitamente vicini.

25. Generalità sui piani doppi.

L'esistenza di una corrispondenza [1, 2] fra i punti di un 
piano T. ed i punti di un piano m ci ha tratti a definire (con il 
Clebsch) il piano r, come un piano dopino, ogni punto del quale 
sia immagine di due punti di <-> mentre un punto di <-> dà origine 
ad un solo punto di ir.

Questa definizione si può generalizzare ogni qualvolta si abbia 
una corrispondenza [1, 2] fra i punti di un piano i; ed i punti di 
una superficie F (razionale o no) ovvero — ciò che è lo stesso — 
ogni qualvolta sopra una superficie F si abbia un’ involuzione 
razionale di coppie di punti. Se invero sopra F esiste un’involu­
zione razionale 1., di coppie di punti, ponendo una corrispondenza 
birazionale tra la totalità di queste coppie ed i punti di un 
piano r., si dà origine ad una corrispondenza, nella quale ad 
ogni punto di z corrispondono due punti di F, coniugati nella I2. 
mentre ogni punto di F ha un corrispondente in n. 14 piano r. 
apparisce così come doppio e si definirà ovviamente come curva 
di diramazione di esso l’immagine della curva dei punti di coin­
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cidenza dell’involuzione 12 sopra la F. La curva di diramazione 
sarà d’ordine 2 • 2 + 2p — 2 = 2p 4- 2 se alla rete delle rette 
su T. risponde sulla F una rete (di grado 2) di curve di genere p.

Dette x, y le coordinate di un punto P di la determinazione 
delle coordinate X, Y, Z dei due punti di F, corrispondenti a P, 
dipenderà in definitiva dalla risoluzione di un’equazione di secon­
do grado, a coefficienti funzioni razionali di x, y, il cui discrimi­
nante — che si può sempre supporre ridotto a forma intera — 
sarà una certa funzione fix, y) della x e della y. Ne segue che le 
coordinate di un punto variabile su F si esprimono in fusione 
razionale di x, y e V fix, y), ossia dei punti della superficie:

t*=f(x,y).

Poiché, reciprocamente, è immediato che le coordinate di un 
punto della z2 = fix, y) si esprimono razionalmente per X, Y, Z, 
ne condividiamo che la superficie

z2 — y)

è in corrispondenza birazionale con la F.
La superficie F', d’equazione z2 = fix, (/), è una superficie 

d’ordine n, se n è l’ordine della curva fix, y) — 0; ed il punto 
all’infinito dell’asse delle z, che indichiamo con 0, è per essa un 
punto in — 2}-plo particolare. La rete di curve di grado'due, che 
sulla F dava luogo all’involuzione Isi muta sulla F' nella rete 
delle sezioni piane condotte per il punto 0 : infatti ad ogni punto 
ir, y) del piano doppio z, corrispondono sulla F' due punti coniu­
gati, ed allineati con 0, in guisa che le rette del piano z rispon­
dono alle sezioni piane della F', condotte per O. Insamma, a par­
tire dalla F', il piano doppio w si costruisce per proiezione dal 
punto (n—2)-plo 0.

Ora, a prima vista, la curva di diramazione del piano doppio 
r. è costituita dalla fix, y) — 0, eventualmente completata con la 
retta impropria di n: invero, solamente per i punti della fix, y)= 0 
e per i punti impropri la z assume due valori coincidenti. Convien­
ne tuttavia precisare la questione con le considerazioni che seguono.

Un piano generico a. per 0 sega la F' secondo una curva iper- 
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ellittica, di genere p, che, per proiezione da 0, si rappresenta 
su di una retta doppia a del piano it, con 2p + 2 punti di dira­
mazione, distinti. La retta a sega la f(x, y) — 0 in n punti; ed 
un punto di diramazione della a può cadere fra questi n punti, 
ovvero nel punto all’infinito della a. Più precisamente, un punto 
di diramazione al finito cade solamente in un punto semplice od 
in un punto di molteplicità dispari della f(x, y) = 0. Ne segue 
che la effettiva curva di diramazione di r, contiene, semplicemente, 
tutte, le componenti semplici o di molteplicità dispari della 
f(.x, y) = 0, mentre non contiene le componenti di molteplicità 
pari ; se le componenti di molteplicità dispari danno come somma 
una curva, C, d’ordine pari, tale ordine è 2p -f- 2, e la C esaurisce 
la curva di diramazione di r. ; se invece la C riesce d’ordine di­
spari, tale ordine è 2p -|- 1, e la effettiva curva di diramazione del 
piano doppio è costituita dalla C, cui si aggiunge la retta impro­
pria di n. Tutto ciò riesce evidente quando si osservi che le com­
ponenti doppie della f(x, y) — 0 corrispondono a curve doppie 
non cuspidali della F', le componenti quadruple a curve tacnodali 
(a carattere non cuspidale) della F' e così via: tali componenti 
di molteplicità pari entrano soltanto impropriamente a far parte 
della curva di diramazione di k, in quanto un punto di una linea 
doppia non cuspidale di F' non corrisponde ad un’effettiva coin­
cidenza dell 'involuzione Z2, ma solamente ad una coppia di punti 
coniugati, che casualmente si sono venuti a sovrapporre. Invece 
una componente ad es. tripla della /(n, y) = 0 corrisponde sulla 
F' ad una curva doppia cuspidale : la componente tripla entra 
una■ volta nella curva di diramazione, giacché in un punto di una 
linea cuspidale di F' vengono effettivamente a coincidere due punti 
coniugati nella I...

Riassumendo, possiamo dunque dire: Il piano doppio, che si 
ottiene proiettando sul piano xy dal punto all’infinito dell’asso 
delle z la superficie z2 = f(x, y), possiede come curva di dirama­
zione impropria la f(x, y) — 0 (eventualmente completata con la 
retta all’infinito, se l’ordine della / è dispari); la effettiva curva 
di diramazione si ottiene sopprimendo un numero pari di volte le 
componenti multiple della f, in guisa da ottenere una curva sem- 
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plice o composta di parti semplici (ed aggiungendo la retta im­
propria, se l’ordine della f è dispari).

L’analisi svolta porta a riconoscere che la curva di diramazione 
di un piano doppio può sempre supporsi priva di componenti mul­
tiple. Questa conclusione può lumeggiarsi anche dal punto di 
vista analitico, mostrando come la superficie z2 = f(x, y) possa 
trasformarsi birazionalmente in una superficie z2 = F(x, y), ove 
F(x,y) è un polinomio, privo di fattori multipli. Sia invero 
f(x, •</) — y) f^x, y), e si ponga x = X, y = Y, z = <p(x, y)Z. 
Si tratta di una trasformazione dirazionale, la quale muta la 
z2=f(x,y) nella Z2~fx(X, Y). Procedendo similmente per le 
altre componenti multiple, si arriva alla conclusione voluta.

Altrp risultato dell’analisi che precede, è che la curva di dira­
mazione di un piano doppio è sempre d’ordine pari : essa può ap­
parire come curva d’ordine dispari nel piano metrico, ma allora 
si aggiunge ad essa la retta impropria, contata una volta. E poiché 
la retta impropria può esser portata a distanza finita con una 
omografia, ne segue che anche ned piano metrico la curva di dira­
mazione di un piano doppio può sempre supporsi d’ordine pari.

Abbiamo detto che quale curva di diramazione di un piano 
doppio si può assumere una curva semplice o composta di parti 
semplici, d’ordine pari. Ora si può osservare che, data ad arbi­
trio una curva f(x, y) = 0 che soddisfaccia alle nominate condi­
zioni, essa si può sempre considerare come curva di diramazione 
del piano doppio, che si ottiene, proiettando sul piano xy, dal 
punto all’infinito dell’asse delle z, la superficie z2 — f(x, y). Inol­
tre due superficie rappresentabili su di un piano doppio i: con la 
stessa curva di diramazione f(x, y) = 0 sono birazionalmente iden­
tiche, appartenendo alla classe, che ha per modello proiettivo la 
superficie

z2 =i(x, y).

Ne segue che una curva arbitraria f(x, y) — 0 (ohe si può 
immaginare priva di componenti multiple e d’ordine pari) deter­
mina una classe di superficie, costituita da tutte le superficie che 
si possono rappresentare sul piano doppio che ha la f(x, y) = 0 
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come curva di diramazione. Le equazioni parametric tie di queste 
superficie si ottengono uguagliando le coordinate di punto a fun­
zioni razionali di x, y, V f(x, y). Si indica ciò brevemente dicendo 
che il piano doppio determina la classe delle superficie, aventi 
per campo di razionalità x, y, V f(x, y). Con il simbolo :

( -v, y, \ fix, y) j,

si intenderà il piano doppio che ha per curva di diramazione la 
f (x, ;/) = 0, ed anche ogni superficie della classe, da esso deter­
minata.

Supponiamo ora di eseguire sul piano una trasformazione 
cremoniana :

X = y}
Y = Y(x, y),

la quale muti la curva di diramazione, f(x, y)= 0, nella curva 
ç(-Y, Y) = 0. Se alle relazioni precedenti si aggiunge la Z = z. 
si ottiene una trasformazione cremoniana defilo spazio (xyzf nello 
spazio (XYZ), la quale muta la superficie z2 = f(x, y) nella 
superficie Z2 — ç(X, T). (Ed anzi queste due superficie sono non 
solamente identiche birazionalmente, ma la trasformazione che 
muta l’una nell’altra, muta l'involuzione 12 segnata sulla prima 
dalle parallele all’asse delle z, nell’involuzione analoga, che sulla 
seconda, segano le parallele all’asse delle Z). iNe segue: quando 
esiste una trasformazione cremoniana, che muti la curva di 
diramazione del piano doppio

ì n, y, V f(x, y) !

nella curva di diramazione del pi-ano doppio

ix, Y, V^xTrjl,

i due piani doppi sono da considerarsi identici nella geometria 
delle trasformazioni birazionali.

Sia C una curva d’ondine pari, ed assumiamo la C come curva 
di diramazione di un piano doppio n. Quando si eseguisca sulla 
(' una trasformazione cremoniana, conviene precisare come si 
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debbano considerare le curve fondamentali ehe nascono dalla 
trasformazione, in 'corrispondenza a punti particolari.

Supponiamo che la trasformazione muti nella rete delle rette 
una rete omaloidiea di curve a punti base distinti, avente un punto 
base i-plo in un punto A, che sia s-plo per la C. Allora l’intorno del 
punto A si muta in una curva fondamentale a d’ordine i, che fa 
parte s volte della trasformata della C. Solitamente, nel conside­
rare la trasformata della C, si prescinde dalle componenti che 
nascono in corrispondenza a punti della C, che si trasformano 
in curve fondamentali. Ma quando la C è la curva di dirama­
zione di un piano doppio, questa regola non può essere man­
tenuta inalterata : altrimenti una curva d' ordine pari potrebbe 
essere trasformata in una curva d’ordine dispari. Necessita quin­
di,, quando la C sia la curva di diramazione di un piano dop­
pio, di considerare la trasformata completa, C', della C ; tutta­
via, per quanto precede, se una componente della C', che sia la 
trasformata di un punto della C ha una molteplicità pari, essa 
può essere soppressa; mentre deve essere considerata semplice- 
mente, se abbia una molteplicità dispari.

Questa osservazione porta alla seguente regola : in una tra­
sformazione cremoniana di un piano doppio, con punti fonda­
mentali distinti, si deve computare come facente parte (una 
volta) della curva di diramazione, ogni curva fondamentale pro­
veniente da un punto di molteplicità, dispari della curva di dira­
mazione primitiva..

Trasformando la C con questa regola, la sua trasformata è 
sempre una curva d’ondine pari. lina conseguenza immediata 
della regola anzidetta è anche la seguente : la curva di dirama­
zione C d’ordine 2n, si può sempre trasformare in un’altra d’or­
dine pari e dotata soltanto di punti multipli distinti di moltepli­
cità pari.

Invero, eseguiamo una trasformazione quadratica, che abbia 
un punto fondamentale A in un punto s-plo di C, ed i due rima­
nenti punti fondamentali A1 ed A., affatto generici. Supponiamo 
che s sia dispari. La trasformata della C consta di una parte C', 
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proveniente propriamente da C, e della retta fondamentale a, 
che rappresenta l’intorno di A.

Se A', A\, A'2 sono rispettivamente i trasformati delle rette 
AXA„, AA.,, AA, (in guisa che a = A',A'2), la curva (" ha in 
A' un punto 2n-plo ed in A/, A.! punti multipli di molteplicità 
dispari 2n—■$; inoltre essa possiede sulla retta a altri punti mul­
tipli, provenienti dallo scioglimento dell’intorno del prim'ordine 
di A ed aventi la stessa molteplicità, che hanno per C. Ne segue 
che la nuova curva di diramazione C' + a ha in A' un punto 
2n-plo, ed in A\, A'2 due punti di molteplicità pari 2n — s + 1 ; 
come pure ha dei punti di molteplicità pari in quelli (di molte­
plicità dispari per Cz) che provengono da punti di C appartenenti 
all'intorno del prim’ordine di A ed aventi molteplicità dispari. 
Così i soli punti multipli dispari della O' a sono gli omologhi 
dei punti multipli di molteplicità pari dell’intorno di A, oltre a 
quelli che provengono da punti di C non prossimi ad A e di mol­
teplicità dispari. Trattando ora i punti propri di molteplicità 
dispari come A, con successive trasformazioni quadratiche, si per­
viene ad una trasformata della C che ha solo punti di molteplicità 
pari, ovvero punti di molteplicità dispari infinitamente vicini a 
punti di molteplicità pari. Ma questi punti di molteplicità dispari 
si possono trasformare in punti propri d’ordine dispari con una o 
più trasformazioni quadratiche; e quindi possono essere trattati 
come i precedenti punti di molteplicità dispari. Così proseguendo 
si perverrà infine ad una curva di diramazione dotata di soli punti 
multipli di molteplicità pari. Da questo punto in poi si può ado­
perare l’ordinario procedimento di Noether (r) per lo sciogli­
mento delle singolarità, operando sempre con trasformazioni qua­
dratiche, che, avendo per punti fondamentali punti di moltepli­
cità pari ovvero punti generici del piano, portano sempre a curve 
d’ordine pari con punti di molteplicità pari. Si perviene così ad 
una curva di diramazione dotata solamente di punti multipli di 
molteplicità pari, distinti.

(’) Cfr. ad es. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. TI, Lib, IV. 
Cip. TI, pax. 417.
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La circostanza ohe la curva, trasformata dell’intorno di un 
punto, A, di molteplicità dispari per una curva di diramazione, 
C, entri a far parte della trasformata della C, si può interpretare 
dicendo che la curva infinitesima, costituente l’intorno di A, fa 
parte di C. Di questo fatto ci si può rendere ragione a priori, 
senza trasformare la C. Se l’ordine della C è 2n e la molteplicità 
del punto A 2s + 1, una retta generica del piano è una retta 
doppia, dotata di 2n punti di diramazione. Se ora la retta tende 
a passare per A, al limite essa deve sempre possedere un numero 
pari di punti di diramazione ; di questi 2n — 2s — 1 cadono fuori 
di A ed uno nell ’intorno di A. Tutto va dunque come se il punto 
(2.s + 1 )-plo fosse effettivamente 2s-plo ed alla C si aggiungesse 
l’intorno di A.

Questa semplice osservazione si generalizza al caso in cui la C 
possegga dei punti multipli infinitamente vicini ad un punto pro­
prio, offrendo un criterio per decidere quali siano i punti di C, 
per i quali l’intorno faccia parte della C, trasformandosi even­
tualmente in una curva, che fa parte della trasformata della C, 
quando siano presi come fondamentali per una trasformazione 
cremoniana.

Supponiamo che il punto multiplo At della C sia infinitamente 
vicino al punto A. Se la molteplicità di A è dispari, l’intorno di 
A fa parte della C. Ma che cosa si deve dirè dell’intorno di Ax? 
Consideriamo qui le parabole del second’ordine passanti per A, 
ASe la molteplicità di A, è dispari, il punto A assorbe un nu­
mero pari di punti di diramazione delle nominate parabole; l’in­
torno di A, non fa quindi parte della C. Se invece la molteplicità 
di A, è pari, il punto A assorbe un numero dispari di punti di 
diramazione; e l’intorno di A1 fa parte della C. Così l’intorno 
del punto Au (infinitamente vicino al punto di molteplicità di­
spari A) fa parte della curva di diramazione o no, a seconda che 
la molteplicità di Ar sia■ pari o dispari.

Allo stesso risultato si arriva anche ragionando cos' : se A è 
di molteplicità dispari 2s ff-1, l’intorno di A fa parte della C ed 
il punto A è come se fosse 2s—plo ; lo stuccamento dell ’intorno di 
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A porta l’innalzamento di un’unità di tutti i punti di C, prossimi 
ad A ; se A, è uno di questi, di molteplicità dispari, esso diviene 
di molteplicità, pari, e quindi il suo intorno non fa parte della 
C ; se invece At è di molteplicità pari, esso diviene di moltepli­
cità dispari ed il suo intorno entra così a far parte della (’. 
Questo ragionamento equivale in fondo ad eseguire successiva­
mente due trasformazioni quadratiche, di cui una sciolga l’intorno 
di A e la seconda quello di Av

Le cose dette si estendono a tutti i casi, sia in rapporto alle 
parabole ed iperparabole approssimanti i vari rami della C 
uscenti da A, sia in rapporto alle successioni di trasformazioni 
quadratiche, che sciolgono i successivi intorni dei punti della C. 
infinitamente vicini ad A- e l’esecuzione effettiva delle nomi­
nate trasformazioni può essere evitata, tenendo conto che una 
trasformazione quadratica che muti in una retta l’intorno di 
un punto A di C, lascia inalterate ovvero innalza di un’unità 
le molteplicità dei punti di C prossimi ad A, a seconda che A 
sia di molteplicità pari o dispari.

Ci limiteremo qui a chiarire la cosa con un esempio. Per la 
curva di diramazione di un piano doppio il punto A sia di mol­
teplicità 11 ; prossimi ad esso e suecedentisi su di un ramo cuspi­
dale del terz’ordine vi siano A, quadruplo, A2 quadruplo, zl3 
doppio ; ed inoltre un punto B semplice, tale ehe la direzione 
AB sia diversa dalla direzione AAt ; al punto A:i sia infine pros­
simo (ma non satellite) un punto A4 doppio (necessariamente non 
prossimo ad A). Quali sono gli intorni che fanno parte della 
curva di diramazione C ?

Anzitutto della C entra a far parte l’intorno del punto A, 
di molteplicità dispari. Ciò porta un innalzamento delle molte­
plicità dei punti prossimi ad A. Precisamente A,, A2. A3, B di­
ventano rispettivamente di molteplicità 5, 5, 3, 2. L’intorno del 
punto B di molteplicità pari non fa parte della C; invece l’in­
torno di Al fa parte della C e quindi la molteplicità di A, si in­
nalza ancora e diviene 6. Ciò mostra che l’intorno di A2 non fa 
parte della C. Invece l’intorno di A„ (di molteplicità 3) è parte
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della C ; e, staccandosi, alza la molteplicità di At, che diviene 
triplo. Ne segue che anche l’intorno di At fa parte della C. Con­
cludendo possiamo dire: alla curva di diramazione C si aggiun­
gono le parti infinitesime, costituite dagli intorni di A, A3, 
A4. Gli intorni di B e di A., non fanno invece parte della C.

Riassumendo la nostra analisi, possiamo enunciare : Se si. 
assume come curva di diramazione di un piano doppio una curva 
d’ordine pari C, dotata di singolarità qualsiasi, la effettiva curva 
di diramazione del piano doppio consta della C, alla quale si ag­
giungono certe parti infinitesime, costituite dagli intorni dei punti 
propri di molteplicità dispari o dei punti che si possono mutare 
■in punti di molteplicità dispari con una successione di trasforma­
zioni quadratiche.

In quanto segue, quando parleremo della curva di diramazione 
di un piano doppio, intenderemo sempre la curva completa, alla 
quale siano cioè aggiunte le nominate parti infinitesime.

Le considerazioni ehe precedono portano sostanzialmente a 
stabilire alcune convenzioni per le quali alla molteplicità effet­
tiva di un punto della curva di diramazione, C, di un piano dop­
pio si sostituisce una molteplicità virtuale secondo i criteri 
seguenti.

a) Gli intorni dei punti propri di molteplicità dispari fan­
no parte della C e quindi diminuisce di un’unità la molteplicità 
di tali punti e si innalza di un’unità quella dei punti prossimi; 
un punto proprio di molteplicità effettiva 2s -f- 1 ha quindi mol­
teplicità virtuale 2s (salvo un caso di cui discorriamo più avanti) ;

d) gli intorni dei punti propri di molteplicità pari non 
fanno invece parte della C ; e quindi per questi punti moltepli­
cità effettiva e molteplicità virtuale coincidono ; ed i punti pros­
simi ad un punto proprio di molteplicità pari si trattano come 
punti propri;

c) se un punto prossimo riceve, per i criteri precedenti, 
una molteplicità pari, tale è la sua molteplicità virtuale ; se invece 
esso riceve una molteplicità dispari 2Z -|- 1, il suo intorno fa 
parte della C e quindi la sua molteplicità virtuale è 21 e si innalza
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di un’unità la molteplicità dei punti ad esso prossimi (che risul­
tano, in generale, in un intorno del second’ordine rispetto al 
punto proprio);

cl) si prosegue in tal modo, attribuendo una molteplicità 
virtuale a tutti i punti che si succedono sui vari rami della C, 
uscenti da un punto proprio.

I criteri a), ò), c), d) permettono in tutti i casi il calcolo della 
molteplicità, virtuale di un qualsiasi punto, proprio od infinita­
mente vicino ad un punto proprio, della curva di diramazione. 
Tuttavia vi è un caso in cui conviene diseostarsi dal criterio a); 
e l’opportunità di questa eccezione riesce evidente esaminando il 
comportamento in un punto proprio della C, supposta di ordine 
2n, delle aggiunte d’ordine 2n — 6 e d’indice 2.

Osserviamo anzitutto che le osservazioni fatte precedentemente 
circa il modo con cui si trasforma la curva di diramazione C di 
fronte ad una trasformazione cremoniana, portano che il teorema 
d'invarianza delle curve aggiunte è ancora valido, purché le 
molteplicità imposte alle aggiunte siano calcolate in base alle mol­
teplicità virtuali della C. Ciò si dimostra facilmente, partendo 
dal caso elementare in cui la C abbia solamente punti multipli 
distinti di molteplicità pari — caso, in cui le aggiunte coincidono 
con le aggiunte definite al modo solito — ed indagando come si 
trasformino le aggiunte quando si eseguisca una trasformazione 
cremoniana che muti in un punto di molteplicità dispari una 
componente della C. Da questo caso si passa poi, con facile gene­
ralizzazione, al caso generale.

Ciò premesso, sia 0 un punto multiplo proprio della C ed 
Aj, A2, ..., As i punti ad esso prossimi. Sia 2h la molteplicità vir­
tuale di 0 ; indichiamo inoltre con ilt i2, ..., », le molteplicità vir­
tuali e con ht, h2, ..., h, le molteplicità effettive di A1,A2> .... As.

Se imponiamo alle successive aggiunte della C le molteplicità 
ad esse dovute quando si considerino i punti multipli della C con 
le loro molteplicità virtuali, le molteplicità imposte alle seconde 
aggiunte alla C nei punti 0, Alt As, .... As saranno rispettiva­
mente : 2h — 2, 4 ■—-2, »2 — 2, ..., is —• 2. Mostriamo che queste 
molteplicità soddisfano alla relazione di prossimità, escluso il

26
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; caso in cui 0 sia di molteplicità effettiva 2li -p 1 ecl infinitamente
vicino ad esso vi sia un altro punto (2h + l)-pZ0 Si tratta in so­
stanza di provare che, escluso il caso citato, è : *

1
Ne segue:

1 1
Se ora s> 3, si ha:

271 - 2 > (Û - 2) + (t, - 2) + (*» - 2) + (»* - 1)

2li — 2 (i*  — 2).
> 1

Distinguiamo due casi: a) la molteplicità effettiva di 0 per
la C è 2li ; Z>) la detta molteplicità è 2h -s- 1. l

a) Se la molteplicità effettiva di 0 per la C è 2h, si avrà :

2h - h!f.
. i

Ma, come segue immediatamente dalle convenzioni che servono 
a calcolare le molteplicità virtuali, nella nostra ipotesi è :

3***^2» ä*

ne segue:

1

ed a fortiori:
2à_2^3ft(ù-2). 

1
Zi) Se la molteplicità effettiva di 0 per la C è 2h + 1 si 

avrà : - 3
< ■2Ä4-1=5?* Ä*-

1 1

ossia : ,
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e quindi a fortiori ■.
2Ä—2 >£*(»;  —2).

i

■Sia invece s = 2. Poiché 0 è di molteplicità effettiva 2h -ff 1, 
i due punti Olt O2, ad esso prossimi, saranno l’uno di' moltepli­
cità effettiva dispari 2ZÀ + 1 e l’altro di molteplicità effettiva 
pari 2Z2; e sarà inoltre 22Z, + 1 = 27; -|- 1.

Ora, essendo 0, ed O2 prossimi ad 0, le loro molteplicità vir­
tuali sono :

zz: 2Zj -j- 2, 1*2  2Z2
e quindi è :

. 2Ä—2 = (h—2) + (is—2).

Sia infine s = 1. In questo caso, infinitamente vicino al punto 
0 di molteplicità effettiva 2h 1, vi è un altro punto, 0', di 
molteplicità 2h -j- 1. Con il criterio a) la molteplicità virtuale 
di 0 sarebbe 2Zi e quella di ()', 2h -f- 2. Per le seconde aggiunte 
le molteplicità di 0, 0' sarebbero così 2h — 2 e 2h e la relazione 
di prossimità non è soddisfatta. Si produce quindi scaricamento ; 
e le molteplicità effettive delle seconde aggiunte in 0, 0' vengono 
dunque ad essere 27r — le 27i — 1. A questo medesimo risultato 
si sarebbe giunti se, invece di partire dalle molteplicità virtuali 
di 0, 0' calcolate in base al criterio a) fossimo partiti diretta- 
mente dalle molteplicità effettive 2li -s- 1.

Se dunque si vuole che valga incondizionatamente la propo­
sizione che le molteplicità virtuali dei punti prossimi ad un punto 
proprio siano tali da non dar luogo a scaricamento per le aggiunte 
d’ordine 2n — 6 e d’indice 2, giova fare una esplicita eccezione 
al criterio a) e ritenere che due punti infinitamente vicini O, 0' 
della C, i quali abbiano la molteplicità effettiva 2s 1, abbiano 
altresì la molteplicità virtuale 2s ff-1.

Ammesso questo criterio, a fortiori, non si ha scaricamento 
in un punto proprio nemmeno per le aggiunte di ordine 2n—9, 
2n —12, ... e d’indice 3, 4, ... L’osservazione non si applica però 
alle aggiunte d’ordine 2n — 3.

In quanto precede il punto 0 era un punto proprio ; la nostra 
osservazione si generalizza anche al caso in cui lo stesso 0 sia 
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un punto conveniente, ed abbia infinitamente vicino ad esso un 
punto O', della stessa molteplicità effettiva. In conclusione siamo 
così portati ad aggiungere ai quattro criteri a), b), c), d) sopra 
enunciati un quinto criterio e) in base al quale

e) se due punti infinitamente vicini O, O' di C sono succes­
sivi su di un ramo qualsiasi e le loro molteplicità virtuali, in base 
ai criteri a), à), c), d), dovessero essere Jt1 ed h2 — hY -fi 2, si darà 
tanto ad 0 quanto ad 0' la molteplicità virtuale hL -j- 1.

Riassumendo possiamo enunciare che le molteplicità virtuali, 
calcolate in base ai criteri a), d), c), d), e) non danno mai luogo 
a scaricamento — almeno nei punti propri — per le aggiunte 
d’ordine 2n—6 e d’indice 2.

Giova osservare esplicitamente che le molteplicità, virtuali, 
calcolate con i criteri predetti, non soddisfano alle relazioni di 
prossimità : ad es. un punto (2s 1 )-plo ordinario diviene un
punto di molteplicità virtuale 2s, al quale sono prossimi 2s + 1 
punti di molteplicità virtuale 2. Tuttavia le molteplicità virtuali, 
come le effettive, rispettano il principio di scaricamento, nel senso 
che in una successione di plinti infinitamente vicini, uscenti da un 
punto proprio, le molteplicità virtuali non vanno aumentando. 
È questo un altro vantaggio, proveniente dall applicazione del 
criterio e).

Illustriamo ora i criteri enunciati con qualche esempio :
1) La C sia una C (A5B4C'3) ed A, B, C siano infinitamente 

vicini (su di un ramo lineare). L’intorno di A fa parte della C 
e quindi la molteplicità virtuale di A è 4 ; B diviene così quintu­
plo, ma il suo intorno fa parte di C e quindi la molteplicità vir­
tuale d.i B è 4 e quella di C, innalzandosi di un’unità, ancora 4.

2) La C sia una C (A5B5CS), con A, B, C infinitamente Acini 
su di un ramo lineare. A prima vista le molteplicità virtuali di 
A e B appaiono 4 e 6. Ma, per il criterio e), esse si riducono a 
5 e 5. La molteplicità di C è 2, tranne il caso in cui infinitamente 
vicino a C non vi sia un punto T) ancora triplo ; in questo caso le 
molteplicità virtuali di G e D sarebbero 3 e 3.

3) La C sia una C’(A‘B3C'3) con A, B, C infinitamente vicini 
su di un ramo lineare. Le molteplicità virtuali di A,- B, C sono 
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rispettivamente (cfr. criterio e)) 4, 3, 3 ; e coincidono dunque 
con le effettive.

4) La C sia una C(AX1 AAA|A)  ed Ai,A2,A3,A4 si succe­
dano sopra un ramo cuspidale del terz’ordine, uscente da A. La 
molteplicità virtuale di A è 10, mentre Alt A.,, A.,, che sono pros­
simi ad A, assumono le molteplicità rispettive 5, 5, 3. L’intorno 
di A4 fa parte della C e quindi la molteplicità di A, sarebbe a pri­
ma vista 4 e quella di A2 6 ; ma per il criterio e) le molteplicità 
virtuali di At, A2 sono invece 5, 5. Il punto A3 ha la molteplicità 
virtuale 2, mentre quella di A.,, innalzandosi di un’unità, divie­
ne 3 ; ne segue che ancora l’intorno di A;s fa parte della C e quindi 
che la molteplicità virtuale di A.t è 2. Le molteplicità virtuali 
di A, A„ A.,, A3, A, sono dunque rispettivamente 10, 5, 5, 2, 2(

***

Consideriamo un piano doppio r., di cui sia C la curva di 
diramazione, ed una superficie F, rappresentabile sul piano dop­
pio it: la F conterrà un’involuzione razionale 12, le cui coppie di 
punti coniugati saranno in corrispondenza b ir azionai e con i punti 
di n. Vogliamo mettere in luce alcune proprietà della corrispon­
denza [1, 2] tra T. ed F, che si genera quando ad un punto P di 77 
si associ la coppia di punti coniugati P' e P", corrispondenti a 
P: generalizzeremo così talune delle proprietà già trovate al 
n. 23, dove la superficie F era un piano.

Anzitutto alia curva di diramazione C di ir corrisponde sulla 
F la curva delle coincidenze, C, della I, : cioè il luogo dei punti 
P', per cui il coniugato P" cade infinitamente vicino a P'.

Sia ora K una curva generica del piano doppio v. Ad essa 
corrisponde sulla F una curva, K, autoconiugata per la Z,, tale 
cioè che insieme ad ogni punto P' essa contenga anche il suo co­
niugato P". La J2 subordina sulla K una vj, le cui coppie di punti 
sono in corrispondenza biunivoca con i punti di K : il genere 
della -f*è  perciò lo stesso del genere di K. La curva K del piano 
doppio possiede dei punti di diramazione, che cadono nelle inter­
sezioni della K con la curva di diramazione C : alle nominate 
intersezioni, corrispondono sulla K semplici coincidenze della y2, 
che cadono nelle intersezioni della K con la curva delle coinci- 
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(lenze C. Se clue delle intersezioni della K con la C si avvicinano 
indefinitamente, in guisa ehe al limite la K tocchi la C, la curva 
doppia K perde due diramazioni e si abbassa di una unità il suo 
genere per l'acquisto di un punto critico apparente : corrispon­
dentemente la K acquista un punto doppio, che cade sulla linea 
delle coincidenze, nel punto che risponde al punto di contatto 
della K con la C. Inversamente, se una curva autoeoniugata K 
ha un punto doppio sulla curva delle coincidenze C, l’immagine 
della K sul piano doppio ha un contatto con la curva di dirama­
zione C.

Se la curva K del piano doppio z varia in ïm sistema lineare 
\K |, a tale sistema risponde sulla F un sistema lineare ! K \ 
costituito da curve autoconiugate per la IEd inversamente, 
un sistema lineare di curve autoconiugate sulla F ha come imma­
gine sul piano doppio un sistema lineare di curve.

In quanto precede, siamo partiti da una curva generica del 
piano doppio tu. Partiamo invece da una curva generica K', trac­
ciata sulla superficie F. La curva K' non sarà autoconiugata per 
la I., : sia K" la coniugata della K'. I punti comuni alla K' ed 
alla curva delle coincidenze C appartengono anche alla K" “(ed 
anzi la K' e la K" non possono mai incontrarsi fuori della curva 
delle coincidenze). Dunque la curva spezzata K' 4- K" è una curva 
autoconiugata, la quale non ha altre intersezioni con la curva 
delle coincidenze, all’infuori di quelle che cadono nei punti doppi. 
Di conseguenza, la curva K del piano tc, che è immagine della 
K' + K", risulta tangente ovunque la incontra alla curva di dira­
mazione C, e non ha così punti di diramazione.

Se la K' varia sulla F in un sistema lineare \ K' \, l’immagine 
del sistema | K’ \ è offerta sul piano doppio da un sistema con­
tinuo (non lineare), j di curve, tangenti ovunque la incon­
trano alla curva di diramazione. Naturalmente il sistema continuo 
j K I rappresenta non solamente il sistema lineare | K' \ ma an­
che il sistema lineare coniugato.

Osservazione. - In quanto precede abbiamo implicitamente 
affermato ehe una curva K, tangente ovunque la incontra alla 
curva di diramazione C, è priva di punti di diramazione.
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Importa osservare, oncle non cadere in equivoci, che questa 
affermazione è vera, solamente se la curva K abbia intersezioni 
infinitamente vicine a coppie, con tutte le componenti della ef­
fettiva curva di diramazione, comprese le componenti infinitesime, 
costituite da intorni di punti (cfr. l’enunciato a pag. 400).

Sia ad esempio ila curva di diramazione una quartiea C4, dotata 
di un punto triplo 0. Se consideriamo una generica cubica C3, 
che abbia in 0 un punto doppio a tangenti distinte e sia tritan­
gente alla Ct, la nominata C3 appare, a prima vista, come tangente 
ovunque la incontra alla curva di diramazione, e così priva di 
punti di diramazione. Ma ciò è errato, perchè la C4(O3), concepita 
come curva di diramazione di un piano doppio, deve essere com­
pletata con l’intorno del punto 0 ; e la nominata C3(O2) interseca 
in due punti distinti l’intorno di 0, e non risulta così tangente a 
questa componente della curva di diramazione: corrispondente- 
mentè la C',(O2) possiede due punti di diramazione, nei punti co­
muni ad essa ed all’intorno di 0. Perchè la C3(O2) risulti tangente 
ovunque la incontra alla curva di diramazione occorre che le due 
intersezioni della C3(O2) con l’intorno di 0 coincidano, ossia che 
il punto 0 sia per la C3 una cuspide: solamente in quest’ipotesi 
la C'3(O2) è una curva priva di punti di diramazione.

Ritorniamo a considerare il piano doppio z e la sua curva 
di diramazione C. E, come prima, indichiamo con F una super­
ficie rappresentata sul piano doppio ir: sulla F esisterà un’invo­
luzione razionale I, di coppie di punti, ciascuna coppia della 
quale risponde ad un punto di ir e viceversa.

Per semplicità si può anche, se si vuole, ritenere che la curva 
C sia dotata soltanto di punti multipli distinti di molteplicità 
pari, in guisa che una qualsivoglia curva di se, passante (eventual­
mente) per i punti multipli della C e tangente alla C ovunque la 
incontra fuori dei punti multipli, risulti, come curva doppia, 
priva di punti di diramazione.

Abbiamo detto che ad una curva K' non autoconiugata di F 
risponde su ir una curva K priva di punti di diramazione, che 
è immagine anche della curva K", coniugata della K'. Ora vo­
gliamo indagare se questa proposizione si possa invertire. Par-
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tiamo cioè da una curva K priva di punti di diramazione, e quindi 
tangente alla curva di diramazione ovunque la incontra, e do­
mandiamoci se essa rappresenti sulla F una curva spezzata in 
due parti coniugate K' e K", ovvero una curva autoconiugata 
irriducibile.

Se la K è razionale la risposta è immediata. Invero la curva 
che sulla F risponde alla K, supposta irriducibile, dovrebbe con­
tenere un’involuzione lineare g\, i cui punti doppi dovrebbero 
rispondere ai punti di diramazione della curva doppia K. Ma la 
K è priva di punti di diramazione e quindi la nominata g1 do­
vrebbe essere priva di punti doppi. Ma ciò è assurdo, perchè una 
P*  su di una curva irriducibile possiede sempre almeno due 
punti doppi.

(*) Per un esame esauriente della questione, che si ricollega alla costru­
zione delle curve che sono in corrispondenza [2, 1] con una data K, ftr. 
F. Enriques ed O, CmsiNi: Teoria..., Vol. Ili, là V, Cap. IV, pugg. 
427-440, dove il lettore troverà altresì la bibliografia sull’argomento.

Ne segue che una curva K, razionale e tangente alla curva di 
diramazione C ovunque la incontra, rappresenta sulla F una cur­
va, spezzata in due parti coniugate.

Il ragionamento che precede non si estende, se la K ha un 
genere p > 0. Invero in quest’ipotesi alla K viene a corrispon­
dere sulla F una curva, che, quando sia supposta irriducibile, 
contiene un’involuzione irrazionale y^di genere p, priva di punti 
doppi. Ma ciò non porta ad alcun assurdo, poiché è noto che su 
di una curva irriducibile possono esistere delle involuzioni irra­
zionali -fi, prive di punti doppi.

Un esame più minuto porta a riconoscere che la riducibilità 
0 irriducibilità della curva di F, di cui la K è l’immagine sul 
piano doppio ir, dipende dal gruppo dei punti critici apparenti 
della curva doppia K (ossia dal gruppo dei punti di contatto 
della K con la O'); e precisamente dall’appartenenza di questo 
all’una 0 all’altra delle serie che risultano dalla bisezione della 
serie segata sulla K dal sistema lineare delle curve che hanno 
lo stesso ordine e gli stessi punti multipli con le stesse moltepli­
cità della C. Senza dilungarci in questo esame (J), ci limiteremo 
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ad enunciare la proposizione seguente: condizione necessaria s 
sufficiente perchè la curva doppia K, tangente alla curva di dira­
mazione C ovunque la incontra, sia immagine di una curva spez­
zata di F, è che il gruppo dei suoi punti critici apparenti (bssia 
il gruppo dei suoi contatti con la C fuori dei punti multipli) sia 
equivalente a quelli segati sulla K dal sistema metà del sistema 
I C |, individuato dalle curve che hanno lo stesso ordine e gli 
stessi punti multipli con uguali molteplicità della C.

Tralasciando la dimostrazone della necessità della condizione, 
accenniamo rapidamente a come si dimostra la sua sufficienza. 
All’uopo osserviamo che, se si fa variare la curva di dirama­
zione C di z in un sistema continuo in modo che il gruppo dei 
punti di contatto della K con la C descriva una delle serie, metà 
di quella segata su K dal sistema lineare | C |, l’immagine della K 
sulla F rimane sempre irriducibile o sempre spezzata in due parti 
coniugate. Invero da una curva irriducibile si può passare ad 
una curva spezzata in due parti coniugate solamente con l’acqui­
sto di punti doppi sulla curva delle coincidenze; e ciò è escluso 
perchè la K ha già il massimo numero possibile di contatti con 
la C. Ora se il gruppo dei contatti delia K con la C appartiene 
al sistema metà del sistema | C |, si potrà per continuità ridurre 
la C ad una curva contata due volte d'equazione ç2 — 0. La F 
degenera allora nelle due superficie e — -x e z — — <p. Se poi 
tp — 0 è l’equazione della K, il limite della curva obiettiva è 
costituita dalle intersezioni del cilindro <!/ — 0 con le due super­
ficie s — <x e z = — -x. Dunque al limite la curva corrispondente 
alla K è spezzata in due parti coniugate e tale deve quindi essere 
anche prima del passaggio al limite.

Per intendere meglio il significato della proposizione, che 
precede, discutiamo alcuni esempi.

a) Consideriamo un piano doppio, che abbia come curva di 
diramazione una quartica priva di punti doppi. Una cubica sesti­
tangente alla C4 di diramazione rappresenta una curva spezzata 
in due parti coniugate se il gruppo dei sei punti di contatto sta 
su di una conica.

ò) Sia invece la curva di diramazione una sestica C’o, dotata 
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di due punti tripli infinitamente vicini 0, O'. Qui è necessario 
anzitutto-determinare quale sia il sistema metà del sistema li­
neare I Co I. All ’uopo si trasformi la CG in una curva dotata di 
punti multipli distinti di molteplicità pari. Con una trasforma­
zione quadratica che ha uno dei punti fondamentali in 0 e gli 
altri due in due punti generici A, B, la Cn si muta in una 
Cb(O('AsB3O's'), per la quale i tre punti tripli sono allineati; 
alla nominata CB si aggiunge la retta ABO', quale trasformata 
dell’intorno di 0. In definitiva la nuova curva di diramazione 
è una C10(.OeAiBiO'i). Ne segue che il sistema metà del | C10 | è 
il sistema delle C'5(O3A2.B2O'2), ossia delle Ct{OaABO'), alle quali 
si aggiunge la retta ARO'. Prima della trasformazione quadra­
tica il sistema metà del | Co | è dunque il sistema delle C~(O2O').

Consideriamo ora ad es. una C4(O2O'2) che sia sestitangente 
alla Cn(OzO'“} di diramazione. Essa rappresenta una curva spez­
zata in due parti coniugate se il gruppo dei sei punti di contatto 
sta sopra una <73(O2O').

26. Dimostrazione diretta della razionalità 
dei tipi di piani doppi razionali.

Abbiamo veduto come un’involuzione del second’ordine In­
definita sopra un piano o, si possa rappresentare sopra un piano 
doppio v, il quale è razionale.

Viceversa consideriamo i piani doppi (o le superficie z-=f(x, y)) 
che siano razionali, rappresentabili cioè su di un piano semplice 
<ù. Ad una coppia di punti sovrapposti del piano doppio cor­
risponde una coppia di punti del piano a; e la totalità di tutte 
queste coppie costituisce su w un’involuzione piana del second’or­
dine I2.

Questa osservazione mostra che il problema della classifica­
zione di fronte alle trasformazioni cremoniane delle involuzioni 
del second’ordine è identico al problema di determinare i tipi 
birazionalmente distinti di piani doppi razionali; (due piani 
doppi dicendosi birazionalmente distinti quando non esista alcuna 
trasformazione cremoniana del piano che muti un piano nell’altro
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trasformando l’ima nell’altra le rispettive curve di diramazione).
Ora, partendo dai tre tipi di involuzioni piane del second’or­

dine, costruiti nel Lib. II, cap. IV, abbiamo mostrato, al n. 24, 
che si ottengono dei piani doppi razionali, i quali rispondono 
ai seguenti tipi della curva di diramazione:

a) curva di diramazione d’ordine 2n con punto 
(2?r — 2 )-plo,

b) quartica,
c) sestiea dotata di due punti tripli infinitamente vicini.

Possiamo quindi enunciare:
Ogni piano doppio razionale possiede una curva di dirama­

zione cremonianamente riducibile ad uno dei seguenti tipi:
a) curva d’ordine 2n con punto (2n — 2)-plo, ovvero
d) quartica, ovvero
c) sestiea con due punti tripli infinitamente vicini.

Ma la via, per cui siamo pervenuti a questo risultato non ci 
assicura senz’altro che il piano doppio, il quale abbia come curva 
di diramazione la più generale curva del tipo a), b), c) sia razio­
nale: invero la rappresentazione sul piano doppio delle involu­
zioni dei tipi di Bertini potrebbe condurre solamente a piani 
doppi con curve di diramazione particolari, benché appartenenti 
ai tipi nominati. Conviene pertanto studiare a priori i piani 
doppi con curva di diramazione del tipo a), d), c) per dimostrare 
direttamente come essi siano, in generale, razionali e si possano 
quindi rappresentare sul piano semplice.

Incominciamo a studiare il piano doppio dotato di curva di 
diramazione d’ordine 2n con punto (2n—2~)-plo. Ä facile mo­
strare che in generale esso è razionale. Se invero la curva di 
diramazione è una curva generica d’ordine 2n con un punto 0 
(2n — 2\plo, il fascio di rette uscenti da 0 dà luogo, sopra una 
superficie F che si rappresenti sul piano doppio, ad un fascio 
lineare di curve razionali (perchè trasformabili in rette doppie 
con due punti di diramazione) : per il teorema di Noether, la 
superficie F, e quindi anche il piano doppio, è razionale.

Lo stesso ragionamento vale anche a dimostrare la razionalità 
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del piano doppio, comunque si partieolarizzi la curva di dirama­
zione, purché esista sempre un punto di molteplicità 2n — 2. 
Ma Anche se la molteplicità di 0 diviene 2n — 1 il piano doppio 
è ancora razionale : in questa ipotesi invero, l’intorno del punto 0 
fa parte della curva di diramazione e le rette doppie uscenti 
da 0 hanno due punti di diramazione, uno dei quali cade nell’in­
torno di 0.

Un 'eccezione essenziale alla razionalità si ha invece se il pun­
to 0 diviene 2n-plo, ossia se la curva di diramazione si spezza 
in 2n rette distinte, uscenti da 0. In questo caso una retta gene­
rica uscente da 0, qualora si consideri come doppia, è priva di 
punti di diramazione ; e dà quindi luogo sulla superficie F a due 
curve razionali C' e C". Al variare della retta per 0 si ottiene 
così sulla F un fascio di curve razionali, accoppiate in una . 
Il genere del fascio è p — n — 1. Si consideri invero una retta 
generica del piano doppio. Essa rappresenta una unisecante le 
curve del fascio ed è di genere p = n — 1, possedendo 2n punti 
di diramazione ; anche il fascio è quindi di genere p — n — 1. 
Ma una superficie F, la quale possieda un fascio di genere p di 
curve razionali, è trasformabile (efr. Lib. II, cap. I) in una ri­
gata di genere p. Tenuto poi presente che, nel nostro caso, il 
fascio delle generatrici può essere trasformato in sè con una g\, 
possiamo concludere:

Un piano doppio, la citi curva di diramazione consti di 2n 
rette, uscenti da un punto 0, rappresenta una, rigata iperellittica 
di genere p = n — 1.

I risultati che precedono si possono confermare, mostrando 
direttamente come si possa costruire sopra la superficie F, rappre­
sentata sul piano doppio, che ha per curva di diramazione la 
più generale curva d’ordine 2n con punto (2a — 2}-plo, una rete 
omaloidiea, la quale permette di rappresentare la F e quindi il 
piano doppio sul piano semplice.

Consideriamo il piano doppio, che ha come curva di dira­
mazione la più generale C2„(O2’’“2). La curva Can è di genere 
p = 2(a—1); e su di essa le curve d’ordine a -j- 1, che hanno 
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in 0 un punto n-plo, segnano una serie completa = g2(”41). 
La nominata g2^1) si può bisecare in 22p — 24,’,~b modi, dando 
luogo a delle serie lineari g2W, ehe risultano non speciali (x), e 
quindi di dimensione 2n — p — '2n — 2(n — 1) — 2.

Si consideri una delle gjj , metà della serie completa g2<«4 4 
segata sulla curva di diramazione da tutte le Cn.\ X(O") ; asse­
gnato un gruppo di 2n punti di questa serie, esisterà una

la quale toccherà la C2„(Oin~2) di diramazione in tutti 
i punti di questo gruppo. Le oo2 Cn+i(O”) analoghe costituiscono 
un sistema continuo oo2, che indichiamo ‘ con j .

Mostriamo che al sistema continuo j C,t+1 j rispondono sulla 
superficie F, rappresentabile sul piano doppio, due sistemi oo2, 
che sono due reti omaloidiche.

All’uopo osserviamo che una generica di j C,H1| — es­
sendo razionale e priva di punti di diramazione, perchè tangente 
ovunque incontra alla C2n(O2"-'2) di diramazione — è immagine 
di una curva della superficie F rappresentata sul piano doppio, 
la quale è composta di due parti razionali K’ e K", coniugate 
nell’involuzione I2, che genera il piano doppio stesso.

Ne segue che il sistema continuo oo2 j C«+i j è immagine di 
due sistemi razionali oo2, \ K'\ e \K" \, tracciati sulla F. De­
terminiamo il grado ad esempio di \ K' ossia il numero dei 
punti variabili in cui si intersecano due curve di \ K' All’uopo 
conviene calcolare il numero delle intersezioni fuori di 0 e dei 
loro contatti con la C2), di diramazione, di due C„.( x infinita­
mente vicine (2) : esso è :

(n I)2 — n2 — 2n = 1 ;

e quindi il sistema \ K'\ è di grado uno.

(J) Invero per un gruppo generico di 2n punti, che, raddoppiato, appar­
tenga alla sA"4^ segata sulla <72n(O2,‘—2) di diramazione dalle Gn^.l(On), 
non può passare alcuna curva canonica della C2n{Oin~~8), spezzata in 2n—3 
rette uscenti da 0.

(’) Se invero ci si riferisce a due Cn^.L distinte, un punto comune di 
esse è immagine di una coppia dell ’involuzione I, che è comune alle due curve
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Poiché il sistema oo! j K'} su F è di grado uno, per due 
punti generici di F passa una curva di A". Ne segue che il si­
stema j /f' j è una rete omaloidica. E ciò porta a rappresentare 
la F e quindi il piano doppio sul piano semplice.

Passiamo a studiare il piano doppio, che ha come curva di 
diramazione la più generale curva del quart’ordine.

Si può mostrare facilmente che il nominato piano doppio è 
razionale. All’uopo mostriamo che un piano doppio con una C+ 
di «diramazione si può sempre ottenere da una superfìcie cubica 
per proiezione da un suo punto.

Anzitutto una superficie cubica passante per il punto all’in­
finito dell’asse delle z ha un’equazione della forma:

Pi(-r, y)z2 + 2'f2(x, y)z + y3(x, y) = 0,

dove çlt <?2, sono polinomi in x, y del grado indicato dal loro 
indice. Proiettando la superficie dal punto all’infinito dell’asse 
delle z sul piano xy; si ottiene un piano doppio, da cui curva di 
diramazione è la quartica :

(1) — ’-Pi ' ?3 — 0.

Il nostro asserto sarà dunque provato se si riuscirà a mostrare 
che l’equazione della più generale quartica del piano può assu­
mere la forma (1).

Sia f4(æ, y) = 0 l’equazione della quartica C'4 ed a una delle 
(28) bitangenti ad essa: Aedi punti di contatto. Indichiamo 
con f2(x,y) — 0 l’equazione di una conica passante per A e B e 
consideriamo il fascio :
(2) Mx, y) + W, y)2 = 0 :

(riducibili) rappresentate dalle C„q-1 ; e per un punto di tate coppia può 
passare una curva di 7tv ed una curva di A":per modo che al punto nomi­
nato non corrisponde una intersezione delle due curve di|2f'|. Questo incon­
veniente invece — per ragioni di continuità — non nasce se si considerano 
due C ny-t infinitamente vicine.
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esso è costituito da curve del quart’ordine, ehe toccano la a nei 
punti A e B. Imponendo alla curva generica del fascio (2) di 
passare per un punto generico della a, si stacca la retta a e lì 
ottiene una cubica residua (*),  la cui equazione sia f:t(x, y) ~ 0. 
Se dunque f1{x,y) = 0 è l’equazione della a, dalla (2), per un 
particolare valore del parametro X, si avrà:

f y) + \f2(x, y}3 — /i(L, y). fj.x, y) ;
da cui segue :

ft(x, y) — AO, y) • f3(x, y) — Xf2(x, y)2.

L’equazione della C4 può quindi essere posta sotto la forma (1), 
Me viene :

II piano doppio, che ha come curva di diramazione la quantica 
generale, può essere ottenuto da una superficie cubica per proie­
zione da un suo punto; e risulta così generalmente razionale.

L’unico caso di eccezione si ha quando la superficie cubica 
si riduca ad un cono cubico ellittico. Ma proiettando da un suo 
punto un cono cubico ellittico si ottiene un piano doppio, la cui 
curva di diramazione è costituita da quattro rette uscenti da un 
punto. Pertanto :

Il piano doppio con quantica di diramazione è sempre razio­
nale, tranne il caso in cui la quantica si riduca a quattro rette 
uscenti da un punto.

Approfondiamo ora lo studio del piano doppio con quantica 
di diramazione generale, allo scopo di mostrarne la razionalità, e 
quindi la possibilità di rappresentarlo sul piano semplice, diretta- 
mente, senza passare attraverso la superficie cubica di cui è im­
magine.

All’uopo cerchiamo di costruire sul piano doppio un sistema 
continuo di curve, il quale rappresenti una rete omaloidica. Sia 
C4 la curva di diramazione del piano doppio : essa sarà di genere-

(') La cubica che così si ottiene è sestitangente alla <7,, nei punti in cui 
la C, sega la Ct, fuori di A e B. Invero il fascio f4 -+- X/3 = 0 t costituito 
da curve che toccano la C< nei punti comuni a C2 e a C*.  
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p — 3. Il sistema lineare oo9 di tutte le cubiche del piano segna 
sulla C4 una serie lineare , la quale si può bisecare in 22p = 2°— 
— 64 modi diversi, dando luogo a 64 serie p3 distinte. Esistono per­
tanto 64 sistemi continu i oo3 di cubiche sestitangenti alla quar­
tieri di diramazione ; indicheremo uno di essi con { C:ì}.

Sia ora F una superficie rappresentabile sul piano doppio 
con quantica di diramazione. Sulla F esiste un’involuzione razio­
nale del second ordine, Z,, le cui coppie di punti sono in corri­
spondenza birazionale eon i punti del piano doppio. Ad uno dei 
64 sistemi \C3\ corrisponde su F un sistema razionale oo3 di curve, 
appartenente all’involuzione I, e la cui curva generica è costi­
tuita da due componenti coniugate nella Z2, ovvero è irriducibile. 
Si verifica la prima o la seconda ipotesi a seconda che i sei punti 
di contatto della generica C3 di j C3 j stiano o no sopra una conica 
(cfr. il criterio enunciato al n. 25, pag. 409). Ciò posto, è facile 
contare quanti dei sistemi < C3 \ rappresentino sistemi di curve 
spezzate.

Sia invero C3 la cubica generica di un tale sistema e C., la 
conica a cui appartengono i suoi punti di contatto eon la C'4. Il fa­
scio individuato dalla C4 e dalla C3 contata due volte è tutto 
costituito da quartiche tangenti alla C4 negli otto punti in cui 
questa interseca la C.,. Ora la quartina del fascio che passa per 
un punto della C'3 sopra considerata, si spezza nella C3 stessa ed 
in una retta residua che dovendo costituire con la C3 una quan­
tica ottotangente a C4, è bitangente alla curva di diramazione C4. 
Inversamente, come abbiamo già visto, se si prende una retta 
bitangente alla C4, e per i suoi due punti di contatto si manda 
una conica C2, nel fascio individuato da C4 e dalla 6'.,, contata 
due volte, esiste una cubica C3 che tocca la C4 in sei punti di C2. 
Per costruire i sistemi ì C3 \ rappresentativi di sistemi costituiti 
da curve spezzate basta dunque procedere così : si parta da una 
retta, bitangente a C'4 in A e B e si consideri la A3 segnata sulla 
Ci dalle coniche per A e B ; esiste una C3 che tocca la C4 in una 
sestina generica di questa serie e che, al variare della conica 
per A e B. descrive un sistema | C3 j. Ne viene: i sistemi ; 6° }, 
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immagini di sistemi di curve spezzate, sono tanti quante le tan­
genti doppie della curva di diramazione C', : cioè in numero di 28.

Escludendo i 28 sistemi così costruiti, rimangono (fra i 64) 
36 sistemi { C3 ( la cui cubica generica rappresenta una curva 
irriducibile.

Se si considera un sistema \ C3\ di quest’ultimo tipo, e si 
fa variare con continuità la sua cubica generica C3 fino à farle 
acquistare un punto doppio, allora evidentemente la curva irri­
ducibile della superficie F, rappresentata dalla Cs, varia pure 
con continuità ed al limite si spezza (efr. n. 25, pag. 408) in due 
parti che sono fra loro connesse, poiché s’incontrano nei due 
punti che corrispondono al punto del piano in cui cade il punto 
doppio della Cs. (Se invece si parte da un sistema j C3 } rappre­
sentativo di un sistema di curve di Ft tutte riducibili, e si fa 
acquistare alla curva generica C3 di esso un punto doppio, si 
ottiene al limite una curva le cui due parti hanno ciascuna un 
punto doppio nei punti di F, che corrispondono al punto doppio 
della C3).

Ne segue che se alle cubiche di un sistema j C2 j la cui curva 
generica sia immagine di una curva irriducibile di F, s’impone 
di acquistare un punto doppio (una condizione), si ottengono 
uno o più sistemi doppiamente infiniti di cubiche razionali, cia­
scuno dei quali rappresenta due reti omaloidiche di F : infatti 
due cubiche infinitamente vicine di un tal sistema hanno in co­
mune nove punti, sei dei quali sono assorbiti dai loro contatti 
con la C'j, e due cadono nei loro punti doppi (2); questi otto punti 
non corrispondono ad intersezioni delle curve obiettive su F ■. 
su F vi è dunque un solo punto comune alle curve rappresentate 
da quelle due cubiche, e perciò su F si ha un sistema oo2 di curve 
razionali di grado uno ; per due punti generici di J7 passa sola­
mente una curva di questo sistema, che è perciò lineare.

P) Se mia curva C" dotata di un punto doppio ()" è infinitamente vicina 
ad una curva C dotata di un punto doppio (>', due delle intersezioni della 
C" con la C' sono assorbite da O'. Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., 
Vol. I, Lib. II, Ca.p. I, pag. 182.
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Siamo così giunti a determinare sulla superfìcie F una rete 
omaloidica, rappresentata sul piano doppio da un sistema dop­
piamente infinito di cubiche sestitangenti alla quantica di dira­
mazione e dotate di un punto doppio variabile. Per rappresen­
tare il piano doppio sopra un piano semplice, basterà considerare 
la fl® che le Cs del nominato sistema segano sulla C.t di dirama­
zione, e riferire proiettivamente i gruppi di questa alle rette 
di un piano.

Veniamo finalmente allo studio del piano doppio, che ha per 
curva di diramazione la più generale sestica, dotata di due punti 
tripli infinitamente vicini. Si tratta di dimostrare che questo 
piano doppio è razionale e si può rappresentare sul piano sem­
plice, per modo che ad un punto di esso risponda una coppia 
di punti coniugati in un’involuzione I2 del quarto tipo di Bertini. 
La verità dell’asserto si può anzitutto provare con un computo 
di costanti, che sarà poi confermato dalla rappresentazione di­
retta del piano doppio sul piano semplice, di cui discorriamo più 
avanti.

Un’involuzione del quarto tipo di Bertini è l’involuzione con 
cui è composta la serie caratteristica di un sistema lineare oo3 
di sestiche, passanti doppiamente per 8 punti A17 A2, ..., As. 
Ora, la determinazione del sistema delle sestiche con otto punti 
base doppi dipende da 16 costanti arbitrarie (le coordinate dei 
punti base). Ma un sistema lineare di C^A^A^.A^) è mutato in 
un sistema dello stesso tipo da un gruppo misto di trasforma­
zioni birazionali, che risulta dal moltiplicare le oo8 omografie 
piane per un numero finito di trasformazioni quadratiche, e di­
pende così da 8 parametri. Pertanto le involuzioni del quarto tipo­
di Bertini dipendono da 8 moduli.

D’altra parte, sia Ca una sestica piana dotata di due punti 
tripli 0, O', infinitamente vicini. Le coniche per O, 0' rappre­
sentano un cono quadrico, sul quale la Co diviene una sestica gobba 
di genere quattro, trisecante le generatrici del cono. Siamo così 
portati a contare gli invarianti proiettivi delle sestiche gobbe di 
genere quattro delle spazio ordinario, che appartengono ad un 
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cono quadrico. Ora. se K„ è una tale sestica gobba, con un’omo­
grafia dello spazio possiamo sempre ricondurla ad una Ke apparte­
nente ad un’cono dato. Ma le K„ che stanno su di un cono sono 
(come le C,. piane passanti per due punti tripli infinitamente vi­
cini. assegnati) oois; e poiché il cono è mutato in sè daoo7 omo­
grafie, sul cono vi sono oos sestiche gobbe di genere quattro, 
proiettivamente distinte. Dunque le sestiche piane con due punti 
tripli infinitamente vicini dipendono da 8 moduli.

Tenuto conto dell’uguaglianza del numero dei moduli, da cui 
dipendono le involuzioni del quarto tipo di Bertini ed i piani 
doppi con sestica di diramazione con due punti tripli infinitamente 
vicini, risulta cosi la razionalità del piano doppio, che ha come 
curva di diramazione la più generale sestica del tipo indicato.

Volgiamoci ora a dimostrare in modo diretto la razionalità del 
piano doppio, che ha per curva di diramazione la sestica dotata 
di due punti tripli infinitamente vicini.

Se prescindiamo dal computo di costanti ora esposto, si dovrebbe 
a priori pensare che i piani doppi con sestica di diramazione con 
due punti tripli infinitamente vicini, che si ottengono rappresen­
tando su di un piano doppio le coppie di punti coniugati in un’in­
voluzione del quarto tipo di Bertini, fossero solamente dei piani 
doppi con curva di diramazione particolare. Per dimostrare che 
ciò di fatto non succede, giova approfondire lo studio della cor­
rispondenza [2, 1] che intercorre tra un piano semplice ed un 
piano doppio r, ogni punto del quale risponde ad una coppia di 
punti coniugati in un’involuzione del quarto tipo di Bertini. 
Le proprietà che metteremo in luce nella nostra analisi, permet­
teranno reciprocamente la sintesi, cioè la dimostrazione a priori 
della razionalità del piano doppio che ci interessa.

Analisi. Sul piano semplice w consideriamo il sistema lineare 
co3 delle sestiche passanti doppiamente per 8 punti base Al, 
A2,..., Az. Le coppie di punti coniugati nell’involuzione I„, che 
vogliamo considerare, si ottengono intersecando una Ce(A®A*...A*)  
generica con il fascio delle C3(AiA2...As). La curva delle coin- 
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ciclenze della I2 è una curva C0(A3A“...A|). Come abbiamo già 
descritto (cfr. n. 24, pag. 390), la rappresentazione dell’involu­
zione I2 su di un piano doppio, si ottiene semplicemente così: 
il sistema lineare non semplice, oo3, delle Ca(A~A2...Aÿ rappre­
senta un cono quadrico doppio, <J2, sul quale la curva delle coinci­
denze C„ diviene una mestica di diramazione 7iq di genere quattro, 
trisecante le generatrici ed appartenente così ad una superficie 
cubica irriducibile ; proiettando d>2 à un suo punto generico, la 
Ilg diviene una sestica CR con due punti tripli 0, 0' infinitamente 
vicini, e si ottiene così un piano doppio r. con curva di dirama­
zione del tipo che stiamo studiando.

Dalla rappresentazione indicata del piano semplice co sul piano 
doppio ir, risultano senz’altro evidenti le seguenti proprietà:

a) Il sistema lineare oo3 delle coniche per 0, O' risponde
al sistema delle sezioni piane del cono e così al sistema
lineare delle C^A^A^.A^) ; in particolare le rette di k, che 
insieme alla retta OO’ rappresentano delle particolari C2(OO1'), 
rispondono alle sezioni piane del cono condotte per il centro 
di proiezione e sul piano w a C^A2lA2„...A2s) appartenenti ad una 
particolare rete dotata di due punti base semplici coniugati 
nella I2 ; infine le C2(OO") spezzate in due rette per 0 sono le tra­
sformate delle spezzate in due C^A^Aì—Ag)-, (e su
<I>2 rappresentano le sezioni piane spezzate in due generatrici).

b) Il sistema lineare oo8 delle CAP2O'2) che è il sistema 
doppio del sistema delle C2(00'), è il trasformato di un sistema 
lineare oo8 di C r[AiLAir>...Aî , ciascuna curva del quale appar­
tiene alla I2-, ed inversamente ogni C^A^A'^-.A^), che appartenga 
alla I2, è rappresentata da una C4(O2O'2).

c) Il sistema lineare oc15 delle C6(O3O'3), che è il sistema 
triplo del sistema delle C2(00"), è il trasformato di un sistema 
lineare oo15 di C1S(A°A3...A|), ciascuna curva del quale appar­
tiene alla I2; ed inversamente ogni C18(A8A°...A“), che appar­
tenga alla I2, è rappresentata da una Cf)(O3O'3).

Premesse queste proprietà, che abbiamo raccolte, per procedere 
più speditamente nel seguito, osserviamo che tra le sestiche 
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C'6(A2A2... A2) ve n’è un minierò finito e precisamente 1’20, le quali 
risultano spezzate in due parti distinte, coniugate nella I.,. Invero, 
tenuto conto che almeno una delle componenti delle nominate Cn 
deve avere l’ordine minore o uguale a 3, si trovano le seguenti 
soluzioni :

a) la curva infinitesima rappresentata dall’intorno ad es. 
di Ai, alla quale è coniugata la C’ß(A3A2.. .4“) ; e le altre curve 
analoghe, in tutto in numero di 8 ;

b) la retta eongiungente due punti A{Aa, ad es. AiA2 ,
/8\alla quale è coniugata la (^(A^A^A-t.-Ap; vi sono ! 1 — 28 

curve analoghe ;
c) le coniche per cinque punti A», ad es. la C2(AiA2A3A4A6),

alla quale è coniugata la C^A^.^AlA.A~A~Al') ; le curve ana- 
i 1 /8I /8\logli e sono 11 IN — uo ;

d) le cubiche con un punto base doppio e sei punti base 
semplici, ad es. la C3(A2AoA3...Af), alla quale è coniugata la

C (zi A ...A A2) ; si hanno qui altre - 8 - 7 — 28 soluzioni.3 2 3 * 8 2

A queste 120 CU(A2A2...A2), spezzate in due parti coniugate 
distinte, si aggiungono poi le oc1 C'U(A2A2...A2) costituite da una 
cubica C3(AlA2...Ag) (autoconiugata) contata due volte.

Ora, le due parti coniugate distinte, che costituiscono una 
delle C„ del tipo a), d), c), d) si incontrano, fuori di An Aa, ..., As, 
in tre punti, che debbono cadere sulla curva delle coincidenze. 
Corrispondentemente la nominata C„ (per la proprietà a)) si 
rappresenta sul piano doppio z in una conica irriducibile, passante 
per 0, 0' e tangente in tre punti alla curva di diramazione del 
piano doppio ;t. (Invece le Cc, spezzate in una C'3(A1A2...A8) con­
tata due volte, si rappresentano nelle rette per 0, contate due 
volte). Ne viene che esistono 120 coniche, irriducibili, passanti per 
0, ()' e tritangenti alla C(i(O3O'3) di diramazione; e non ce n’è 
altre, giacché, inversamente, una conica, che abbia le proprietà 
indicate, dovrebbe essere rappresentata da una Ca(A2A2...A2), 
spezzata in due parti coniugate distinte.
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È facile riconoscere sul piano w che le 120 coniche tritangenti 
alla Cg(O3O'3) costituiscono una configurazione simmetrica-, ossia, 
più precisamente, che l’equazione algebrica, da cui dipende la 
loro determinazione, possiede un gruppo di Galois, che risulta 
transitivo. Invero >ci si persuade facilmente che una curva del 
tipo a), b), c), cZ) può essere mutata in un’ altra qualsivoglia, 
con una trasformazione eremoniana, che trasformi il sistema delle 
Ce(A*A*...  Af) in un sistema dello stesso tipo.

Invece la configurazione costituita dalle coppie di coniche 
tritangenti non è simmetrica, essendovi degli accoppiamenti di 
due tipi diversi. Invero siano C, e D., due coniche tritangenti 
ed A, B i punti, in cui esse si intersecano fuori di 0 ed O'. Nel 
piano co, ai punti A e B corrrisponderanno rispettivamente le 
coppie A', A" e B', B". Se con /, Y' e S', S" indichiamo le coppie 
di curve coniugate, che in w rispondono a (7, e D2 rispettiva­
mente-, Y può intersecare 3', fuori di Au A.,, ..., As, in 0, 1 o 2 
punti. Se Y non interseca 5', -fi dovrà intersecare 3" in due punti ; 
ma allora, scambiando la denominazione di S' e 8", ricadiamo nel 
terzo caso. Possiamo dunque supporre a priori che Y e 3' si incon­
trino in due punti, ovvero in un punto solo. Nella prima ipotesi 
si realizza la configurazione messa in evidenza dalla fig. 1; men­
tre la seconda, ipotesi porta alla configurazione rispondente alla 
fig. 2. Diremo brevemente che due coniche tritangenti danno 
luogo ad un accoppiamento di prima specie o di seconda specie 
a seconda che le coppie di curve coniugate, che ad essa rispon­
dono., realizzano la fig. 1 o la fig, 2.

Nell’accoppiamento di prima specie vi è una curva corrispon­
dente alla prima conica ed una curva rispondente alla seconda 
conica, che non si intersecano; invece nell’accoppiamento di se­
conda specie le due curve nominate si incontrano sempre in un 
punto.

Come esempio di accoppiamento di prima specie si prenda la 
conica tritangente, che sul piano w è rappresentata dalla curva 
ï' + T", ove Y == Co(Ai), Y" = CJA’AjM.3...Ajj) e la conica tri­
tangente che è rappresentata dalla 8'+ 8", con 8'= CS(A^A2A3... 
...At), S" C3(A2A3...A7A;).
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Per realizzare un accoppiamento di seconda specie si prenda 
invece y' = y" = C^A./jjA2... Ap, 5' == CX(A3A4)

Giova inoltre per il seguito mettere in evidenza che una cap­
iva di coniche tritangenti C3(OO'), che dia luogo ad un accop­
piamento di prima speciet è contenuta in un sistema continuo oo2 
di G, ((PO'-) (sestitangenti alla curva di diramazione di ^), rap­
presentativo di due reti coniugate di curve ellittiche di grado due.

Invero riferendoci alla fig. 1, consideriamo la curva S' 
(o la sua coniugata y" + 3"). Il sistema lineare più ampio che 
in Ai, A.,, ..., As ha le stesse molteplicità della y' 4- 8', è costi­
tuito da curve ellittiche: infatti, si riguardino, nella fig. 1, i punti 
A.' e B' come punti doppi accidentali per la curva spezzata
Y 4- 8', e si ricordi la formula che dà il genere di una curva 
spezzata (x); essendo y' e 8' curve razionali, risulta; che la
Y 4- 8' è virtualmente di genere uno. Ed è facile convincersi 
che il sistema più ampio che così si ottiene è una rete di curve

(’) Cfr. Lib. I, Cap. Vili, n. 41, pag. 18". 
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ellittiche di grado due. Così nell’esempio sopra riportato, la. 
y' 4- determina la rete di curve ellittiche di grado due delle 
03{AYA2...A-f), mentre la y" + 8" dà luogo alla rete coniugata 
delle Cg(A2A2." A7A3); questo esempio ha del resto valore ge­
nerale, giacché si vede subito che due curve rappresentative 
di due coniche tritangenti, che non si intersechino fuori di A,, 
A2, .... As, possono ridursi con una trasformamene cremoniana 
l’una all’intorno di Ax e l’altra alla C3(A^A2A3...A7). È poi 
ovvio (tenuta presente la proprietà b)) che le reti di curve ellit­
tiche così costruite sono rappresentate sul piano doppio da sistemi 
continui oo2 di C, (O~()'-), sestitangenti alla curva di dirama­
zione.

Invece una coppia di coniche tritangenti C2(OO'), che dia 
luogo ad un accoppiamento di seconda specie, è contenuta in un 
sistema continuo oo1 di C4(020'2), sestitangente alla curva di 
diramazione di s e dotate di un punto doppio variabile; il nomi­
nato sistema continuo di C,(0~0'2) è rappresentativo di due fasci 
lineari coniugati di curve razionali. Basta qui riferirsi alla fìg. 2 
e considerare nella curva spezzata y' + 8' come virtualmente ine­
sistente il punto doppio A'. Per la formula che dà il genere della 
curva spezzata, la y' + ò' risulta di genere zero ; e tale è dunque 
anche il genere del sistema lineare più ampio che ha in An A2, ..., 
A8le stesse molteplicità di y'-j-Ò'- Nell’esempio sopracitato il siste­
ma individuato dalla y'J-8' è il fascio delle coniche C^A^A.A^A^) ; 
ed il suo coniugato, determinato in modo simile dalla y" Z", 
è il fascio delle C10(A2A2AgA2A:*A gA7Ag). Anche qui l’esempio 
ha valore generale, giacché due curve rappresentative di due 
coniche tritangenti, che abbiano un punto comune fuori di A,, 
A . ..., A„, possono sempre trasformarsi nelle due rette ATA2, A3A4.

E, per la proprietà b), i due fasci coniugati così costruiti 
divengono su r. un sistema oo1 di C4(020'2) sestitangenti alla 
curva di diramazione e di genere zero, dotate cioè di un punto 
doppio (variabile).

Consideriamo ora nel piano <-> la rete omaloidica delle rette. 
Poiché una retta generica incontra in tre punti variabili ile 
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Ci{AlA.,...As') ed in sei punti variabili le C^A^Al... A3), tenute 
presenti le proprietà a) e b), si vede che le rette di w si mutano 
sul piano doppio tt in settiche, passanti triplamente per 0, O'. 
Le nominate sestiehe risulteranno nonitangenti alla Cn(O3O's) di 
diramazione, perchè le rette non appartengono all’involuzione I2; 
ed inoltre saranno dotate di quattro punti doppi, dovendo, come 
le rette, risultare di genere zero: i quattro punti doppi saranno 
■variabili, perchè non esiste alcuna coppia di punti coniugati per 
cui passino tutte le rette del piano <o.
„ Fra le rette del piano semplice consideriamo 'quelle che con­
giungono due dei punti At (t — 1, 2 ... 8) ad es. la retta AjA.,. 
Ad essa corrisponde sul piano doppio it una C,1(O3O'3) spezzata 
in tre coniche tritangenti la curva di diramazione, una delle quali 
è propriamente la trasformata della retta A,A2, mentre le altre 
due sono le trasformate degli intorni di Alt A., rispettivamente. 
Queste ultime due coniche danno luogo ad un accoppiamento di 
prima specie, poiché gli intorni di A7 ed A., non hanno punti 
comuni; invece la conica, che risponde alla retta A2A2, dà luogo 
ad un accoppiamento di seconda specie con ciascuna delle due 
coniche, trasformate degli intorni di A1 ed A.,.

Riassumendo, possiamo dunque dire : La rete ornai oidi ca delle 
rette del piano co si trasforma sul piano doppio - in un sistema 
continuo, oc“, (Co| di sestiehe C(i(O3O':i) nonitangenti alla curva 
di diramazione e dotate di quattro punti doppi variabili; il si­
stema continuo {Col contiene un numero finito (28) di curve 
spezzate in tre coniche 'tritangenti, tali che una determinata di 
esse dia luogo ad un accoppiamento di seconda specie con le altre 
due che a loro volta danno invece luogo ad un accoppiamento di 
prima specie.

Questa proposizione si può generalizzare a<l una qualunque rete omaloidica 
del piano cu, la quale abbia i suoi punti base solamente nei punti A^, ..., A3.
Invero, se r^, rt, ..., rt sono le molteplicità dei punti A , As, ..., As per le curve 
della rete ed n è il suo ordine, si avrà:

T[ -t- r2 -t- ... -f. rg — 3n —. 3.
Da questa relazione si ricava immediatamente che le C IA A^...Af) e le 

GeiA^A^.-.A^ intersecano le curve della rete rispettivamente in tre e sei
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punti. Per le proprietà a) e d) le curve della rete sono dunque rappresentate 
sul piano doppio rr da Co(O3OZ3), le quali risultano nonitangenti e dotate di 
quattro punti doppi variàbili. Ora, per la proprietà c), le C (,O3()n) sono le 
trasformate delle appartenenti all’involuzione 1^: ne segue
che sarà n 17 e che ad ogni rete omaloidica d’ordine n, ehe abbia i punti
base solamente in ^4 , a Si può associare una rete omaloidica coniu­
gata, d ordine n' 18 — n ed avente nel punto At- la molteplicità 6 -—- r,-. 
L 'esame dei casi possibili si compie facilmente ed il risultato è il seguente: 
una rete omaloidica che abbia i suoi punti base solamente in Xj, .4,, A*  
è una rete omaloidica appartenente ad uno dei tipi seguenti (dove sono poste 
l’una accanto all ’altra reti coniugate) :<4

ùYAAAAAA)

O6<AÌA*AÌA'ÌA 5A6Arì

^{A^AlAlA.A.A.A^

O^A\A2AlAlAlAlA,A^

^^ÌAlAlA‘ÌAlAlA2Al}

Oo(A^AlAÌAlAlA2Al)

«MAAAAAAAA 

^(A3 AAAAAAA)

A/AAAAAAAA

C, A A A ® A A  i A  A tA b* *XU X o tc v U I O

In base a q^.
,. - . S1'O elenco il lettore potrà facilmente constatare, caso per caso, I esistenza a- ,

, , ,, 1,1 un numero finito s di curve della rete, alle quali corri­spondono delle e , ’ ’ 1
«/O’C*' K) spessiate in, tre coniche tritanqenti, -formanti la configurazione 1 J ’ J

.. . . , 7”« descritta. L’esame caso per caso può del resto essereevitato, tenendo Vr, 1
O,ito che ogni rete può essere mutata nella rete delle rette
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con una successione di trasformazioni quadratiche, che hanno i loro punti 

fondamentali solamente nei punti A ■. Ne segue che il numero s è a priori 

lo stesso per tutte le reti: e precisamente (come per la rete delle rette) s = 28,

Siano ora C2, D,, E„ tre coniche tritagenti alla curva di di­

ramazione del piano doppio r., in corrispondenza [1, 2] col piano 

semplice tu ; alla conica Grispondano le due curve coniugate 7', 7"; 

e così alla D., 2' e 5" ed alla E., e' ed s". Le due coniche C2 e D2 si 

intersechino fuori di 0, O', nei punti A, E e similmente C2 ed E2

in M, N e Ded Ea in L, P. Ai punti A, B, L, M, N, P rispondano 

rispettivamente le coppie di punti coniugati A'A". B'B”, L'L" 

M'M", N'N", P'P”.

Supponiamo che E2 dia luogo ad un accoppiamento di seconda 

specie con C2 e I)2, mentre C2 e D., diano luogo ad un accoppia­

mento di prima specie. In questa ipotesi e con le notazioni intro­

dotte, le configurazioni delle tre coniche C2, D2, E., e delle curve 

y', ï"> 8', 0", e', s", che ad esse corrispondono, sono messe schemati­

camente in evidenza dalle fìgg. 3 e 4.
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Per quanto precede sappiamo che ad una rete omaloidica del 
piano <->, che abbia i suoi punti base solamente in A„ A.>, As, 
corrisponde sul piano doppio - un sistema continuo oo2 di Ca(O"O,!>) 
nonitangenti alla curva di diramazione e dotate di quattro punti 
doppi variabili; ed il nominato sistema continuo contiene un 
numero finito di Ctt spezzate in tre coniche tritangenti e formanti 
una configurazione uguale a quella della terna C,, D2, E.,. Inver­
samente vogliamo provare che una terna di coniche tritangenti 
come la C.,D„E2 determina due sistemi continui oo2 di CR(O3O’3) 
del tipo anzidetto, ciascuno dei quali è rappresentativo di due reti 
omaloidiche coniugate. •

All’uopo, riferiamoci alla fig. 4 e consideriamo la curva 
spezzata 7' + ?' + 8" (o la sua coniugata 7" + e" + 3'). Se nella 
7' + e' + 3" consideriamo come virtualmente inesistenti i punti 
doppi M' e P", vediamo che il sistema lineare completo, costituito 
dalle curve che hanno lo stésso ordine e gli stessi punti multipli 
(con le stesse molteplicità) della 7' + ez + 8", è un sistema li­
neare di curve non antoconiugate di genere zero: invero la 
7' + s.' + 3", risulta nella nostra ipotesi e per la formula che dà 
il genere di una curva spezzata, una curva di genere zero. Il si­
stema lineare così costruito è rappresentato sul piano doppio 
da un sistema continuo { Ca j di C'(ì ((PO'3) nonitangenti alla curva 
di diramazione e dotate di quattro punti doppi variabili (perchè 
ogni C,.(O:,O'3) del sistema è di genere zero): il nominato sistema 
continuo è determinato dalla particolare CG(O3O'3) spezzata nelle 
tre coniche’ C2, D2, E2) quando nella C, ZA -|- E2 si immaginino 
come non esistenti i punti doppi M e P (cfr. fig. 3). Natural­
mente il sistema \Ca\ è rappresentativo non solo del sistema li­
neare determinato dalla 7' + s.' + 3" supposta priva dei punti 
doppi M', P" ma anche del sistema lineare coniugato determinato 
dalla 7" -f- z" + 3' supposta priva dei punti doppi M", P\

Ciò posto, è facile mostrare che il sistema \Ca\ è rappresen­
tativo di due reti omaloidiche, coniugate. Si consideri invero una 
curva del sistema che sia infinitamente vicina alla C2 -f- D2 -|- E2 : 
e°sa avrà quattro punti doppi, infinitamente vicini ai punti A, 
E. E, -V, ma non passerà nè per M nè per P. Delle 36 intersezioni 
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della nominata curva con la C2D2E.,, 18 sono assorbite 
dai punti 0, O', 9 dai contatti con la curva di diramazione ed 8 
sono distribuiti in 4 coppie infinitamente vicine rispettivamente 
ai punti A, B, L, N. Uno sguardo alla fìg. 4 mostra evidente 
che queste ultime 8 intersezioni non corrispondono ad intersezioni 
delle curve obbiettive. Ne segue che i due sistemi lineari coniugati, 
rappresentati dal sistema j CGj sono di grado uno e sono così due 
reti orna loid ielle coniugate.

È ovvio ora come partendo, anziché dalla + e' + S", dalla 
s" -j- 2", si costruisca un altro sistema continuo oc2 di 

Ca(OsO'3), nonitangenti e dotate di quattro punti variabili: questo 
secondo sistema è determinato dalla particolare Cn(.O3O'3'). spez­
zata nelle tre coniche C2, I)E.,, quando nella C2 4- D . -}- E 2 
si considerino come non esistenti i punti L ed -V. Rimane così 
provato il nostro asserto.

Sintesi. - In quanto precede siamo partiti da un’involuzione 
Ilei quarto tipo di Bertini data su di un piano w, e, rappresentata 
1 involuzione su di un piano doppio ir dotato di una CfiXFO'fi di 
diramazione, abbiamo studiata la corrispondenza [2, 1] tra i piani 
« e ; che così veniva posta.

Ora, invece, vogliamo partire da un piano doppio ir con una 
Ctt(O:'O'3) di diramazione e dimostrare la possibilità di rappre­
sentarlo su di un piano semplice <a.

Il piano doppio ir, che ha per curva di diramazione la più gene 
rale sestica dotata di due punti tripli infinitamente vicini, 0, O', 
rappresenta una superficie F, di cui si tratta di dimostrare la ra­
zionalità e che è in corrispondenza [2, 1] con il piano doppio ir.

Ciò premesso, giova osservare come alcuni risultati dell’analisi 
che precede si estendano alla corrispondenza [2, 1] tra la super­
ficie F ed il piano doppio ir.

Anzitutto se esiste una conica tritangente ailla CB di dirama­
zione, essa rappresenta due curve coniugate sulla superficie F; e 
due coniche tritangenti debbono dar luogo sulla F ad un accoppia­
mento di prima o di seconda specie: basta immaginare material­
mente le figg. 1 e 2 disegnate sulla F anziché sul piano <o.
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Inoltre, »s esistono tre coniche C2, Z>2, E2 tali che E., dia luogo 
ad un accoppiamento di seconda specie con C2 e D2 mentre C2 e 
D , diano luogo ad un accoppiamento di prima specie, si può an­
cora trarre la conclusione che la terna C2, D2, Ez determina due 
sistemi continui oc2 di C6(O3O'3) nonitangenti e dotati di quattro 
punti doppi variabili, ciascuno dei quali sia rappresentativo di 
due reti omaloidiche coniugate. Invero la 'dimostrazione da noi 
data di questa proprietà si basa sostanzialmente sulla formula 
che dà il »euere di una curva spezzata e sul computo del grado 
di uno dei nominati sistemi continui \ C61.

Invece, è strettamente legata all’ipotesi che esista una corri­
spondenza [1, 2] tra il piano doppio r. ed un piano semplice t>:

«) l’esistenza di coniche tritangenti alla Ce(O3O'3'} di dira­
mazione;

ò) l’esistenza di coppie di coniche tritangenti, che diano 
luogo ad' un accoppiamento di prima o di seconda specie;

c) l’esistenza di terne di coniche tritangenti, tali che due di 
esse diano luogo ad un accoppiamento di prima specie, mentre 
la terza dia luogo ad un accoppiamento di seconda specie con le 
prime due.

Ne segue che si potrà senz'altro costruire sul piano doppio 
- un sistema continuo oc2 di Cn(O3O's), nonitangenti alla curva 
di diramazione e dotate di quattro punti doppi variabili, rappre­
sentativo di una rete omaloidica su F, se risolveremo il problema 
di costruire direttamente una terna di coniche tritangenti, tale 
che due coniche della terna formino un accoppiamento di seconda 
specie con la terza, mentre le prime due formino un accoppiamento 
di prima specie.

Come vedremo, per dimostrare la razionalità del piano doppio 
non ci sarà necessario risolvere completamente questo problema. 
Vediamo tuttavia quali difficoltà esso implichi.

La prima questione che si presenta è di dimostrare l’esistenza 
di coniche, tritangenti alla di diramazione. All’uopo
osserviamo che le coniche C2(O 0') segnano sulla C(I(O3O'3), che 
risulta di genere 4. la g3 canonica, .che si può bisecare, per p — 4, 
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in 120 modi diversi, dando luogo così, almeno in generale, a 120 
coniche distinte ed irriducibili, tritangenti alla C„(O3O'3) di 
diramazione (efr. la nota a pag. 437).

Volgiamoci dopo ciò a dimostrare resistenza di coppie di co­
niche tritangenti, ehe diano luogo ad accoppiamenti di prima e 
di seconda specie. Ricordiamo perciò che, quando si sa a priori 
che il piano doppio è in corrispondenza [1,2] con un piano sem­
plice, valgono le due proprietà seguenti :

tz) una coppia di coniche tritangenti clic dà luogo ad un 
accoppiamento di prima specie è contenuta in un sistema con­
tinuo oo2 di sestitangenti alla curva di diramazione,
rappresentativo di due reti coniugate di grado due di curve ellit­
tiche :

d) due coniche tritangenti che diano luogo ad un accoppia­
mento di seconda specie sono contenute in un sistema continuo 
oc1 di C4(020'2), sestitangenti alla curva di diramazione e do­
tate di un punto doppio variabile, rappresentativo di due fasci 
coniugati di curve razionali.

Queste proprietà ci suggeriscono di studiare i sistemi continui 
di quartiehe t’4(O2O'2), sestitangenti alla Cn(030'3') di diramazione.

All’uopo consideriamo la serie p®„ segnata sulla C(,(O3O'3) di 
diramazione dal sistema lineare completo delle C4(O2O'2). 
La nominata p® si può bisecare in 22p — 28 = 256 modi di­
stinti, dando luogo a 256 serie lineari ga, metà della p® data. 
Delle 256 serie pB così costruite, 255 sono delle p2; ed ognuna di 
esse dà luogo ad un sistema continuo oo2 di Ci(O2O'~), sestitan­
genti alla C0(O3O'3) nei gruppi della p2 considerata. Oltre alle 
N2 anzidetto, vi è poi la p®, segnata sulla Ca(P30‘3) dal sistema 
lineare oo3 delle coniche per 0, 0':■ anche il doppio di tale p3 
è evidentemente contenuto nella p®„ segnata sulla C’6(O3O'3) dalle 
C4(O2O'2) Q. Le quartiehe C4(O2O'2) che toccano la Cn(O3O'3) nei 
gruppi di questa p3 si riducono a C2(OO') contate due volte.

(’) L’intima ragione per cui nella bisezione della g , segnata sulla . 
Co(O3O") dalle CJ(O2O/J), si presentano 255 p’ ed una p3 si può illustrare 
così: presi ad arbitrio due punti A e B sulla Cs(030'’), le Ct(O'On) che toccano
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Ora un sistema continuo oo1 di C4(020'2) sestitangenti, può 
rappresentare sulla superficie F un sistema di curve irriducìbili, 
ovvero un sistema di curve spezzate. Questa seconda ipotesi si 
verifica se le C'4 del sistema toccano la CG di diramazione in sei 
punti, situati sopra una cubica passante doppiamente per 0 e 
semplicemente per 0' (efr. il criterio, enunciato a pag. 409). 
Vediamo di contare quanti siano i sistemi continui j C4|, che rap­
presentano curve spezzate.

Sia C.i ia curva generica di un sistema |C*},  che rappre­
senti curve spezzate, e C3(O2O') la cubica passante per i sei punti 
di contatto con la Ca di diramazione. Consideriamo il fascio, 
ottenuto combinando linearmente la Ce e la Cì contata due volte : 
esso è costituito da Cß(O3O'3), nonitangenti alla CB di diramazione, 
nei punti semplici in cui essa è incontrata dalla C3. Imponendo 
alle curve del fascio di passare per un punto della C.t, si ottiene 
una curva spezzata nella C4 ed in una conica per 0, O', tritan­
gente alla Cn di diramazione. Se questa conica si riducesse ad 
una retta per 0 contata due volte, la C,, dovrebbe spezzarsi in tale 
retta ed in una residua conica per 0, O': la C4 dovrebbe allora 
toccare la C,, nei punti di una conica per 0, 0' e quindi ridursi 
essa stessa ad una conica contata due volte. Il sistema j C4 \ sarebbe 
allora il.sistema oo3 delle C2(O O'), contate due volte. Se invece 
la conica anzidetto non si riduce ad una retta per 0, contata due 
volte, essa non può variare al variare della C’4 nel sistema \ C’4|: 
essa è una delle 120 coniche per 0, 0' che risultano dalla bise­
zione della serie canonica g3e della CG(0;<0'8). Indicando con A, 
B, C i punti di contatto della conica nominata, i punti di contatto 
delle curve di jC4| descrivono la gf segnata sulla C0(O3O'3) dalle 
CS(.O2O'ABC). Vediamo dunque che un sistema continuo \ C4}, 
rappresentativo di un sistema di curve spezzate, si costruisce

la in A e B segnano su di essa una , che è il doppio della g
speciale, segnata sulla C dal fascio di coniche C,lOO’A B). Ne segue che 
la bisezione della g porta a 255 quaterne dì punti ed alla. nominata g2. 
(Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, Cap. III. 
pag. 39»).
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■così: si prènda ad arbitrio una dello 120 C.,(O 0tritangenti alla 
C6(OaO'3) e siano A, B, C i suoi punti di contatto; si consideri la 

A3 segnata sulla C0(O3O'3) dalle C3(O2O'ABC) ; esiste una C.^0-0"-) 
tangente alla C„ in una sestina generica di questa g2 ; invero, 
prendendo una generica C 3(O2O' ABC), ed imponendo alle curve 
del fascio Cß + XC2 di passare per un punto della C2, si stacca 
la C„ e rimane una Ct(020"i) del tipo voluto.

Riassumendo possiamo quindi dire: Dei 256 sistemi continui 
eli C4(020'2), sestitangenti alla C6(0s0'3) di diramazione, 120 
rappresentano sistemi oo2 di curve spezzate, 135 sistemi oo2 di 
curve irriducibili, mentre uno è il sistema oo2 delle G'4(020'2), 
che si riducono ad una C2(O O') contata due volte.

Ciò posto, consideriamo un sistema continuo | C4 \, oo2, di 
C4(O2O'2) sestitangenti, il quale sia rappresentativo di un sistema 
di curve spezzate. Al nominato sistema corrispondono sulla super­
fìcie F, che si rappresenta sul piano doppio, due sistemi razionali 
coniugati di curve di genere uno : vogliamo dimostrare che ognu­
no di tali sistemi è una rete di curve ellittiche di grado due. 
Invero per valutare il grado di uno dei nostri sistemi osserviamo 
che due quartiche di j C3 j si segano in due punti variabili : ciò 
risulta contando le intersezioni di due C’4 infinitamente vicine di 
ä C4}, tolte le intersezioni assorbite in 0 ed 0' e le intersezioni che 
corrispondono ai sei contatti. Il grado dei due sistemi è dunque 
due ; e si tratta poi di due sistemi lineari giacché la serie carat­
teristica segata su di una curva dalle altre curve del sistema è una 
serie razionale di coppie di punti su di una curva ellittica, e 
quindi una g\.

Supponiamo ora di imporre alle curve di \ C4 j , un punto 
doppio. Poiché, sulla F, alle curve di j C'4 j rispondono delle curve 

-spezzate in due parti coniugate, quando la curva generica di j Ct} 
tende, entro { Ct\, ad una curva dotata di punto doppio, ciascuna 
delle parti coniugate tende ad una curva dotata di punto doppio. 
Le reti di curve ellittiche dianzi costruite contengono dunque oo1 
curva dotate di punto doppio, le quali rispondono alle oo1 curve 
del sistema { C4 j, che possiedono un punto doppio. Se imponiamo

SS
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un ulteriore punto doppio alle curve di j C4 j che già possiedono 
un punto doppio, otteniamo un numero fluito di curve di C4, spez­
zate in due coniche tritangenti. Ad una di tali curve risponde, 
sulla F, una coppia di curve coniugate ognuna delle quali è spez­
zata in due parti, che si intersecano in due punti. Si vede così 
riapparire la fig. 1 e riesce dimostrata l’esistenza di coppie di 
coniche tritangenti, le quali danno luogo ad un accoppiamento 
di prima specie.

Partiamo invece da un sistema continuo oo -, di C ,{0'0'-} 
sestitangenti, il quale sia rappresentativo di un sistema-di curve 
irriducibili autoconiugate. Imponendo alle curve di j C4 î un 
punto doppio si ottengono oo1 curve razionali di j C4\, alle quali 
rispondono sulla F delle curve, spezzate, in due parti coniugate 
X', X" ; ma qui la curva X' + X", come limite di una curva irridu­
cibile, deve risultare connessa, e quindi non possono X' e X" avere 
ciascuna un punto doppio nei due punti coniugati, A', A", che 
rispondono al punto doppio A della C.t ; bensì tanto X' quanto X" 
passano per entrambi i punti A', A" ; in guisa che la X' -b X" 
rimane virtualmente una curva ellittica. È poi facile dimostrare 
che la curva X' (e così la X") varia sulla superficie F, descri­
vendo un fascio lineare di curve razionali. Si consideri invero il 
sistema oo1 delle curve di j C4 j, che hanno un punto doppio 
variabile: due curve infinitamente vicine del sistema si segano 
in 16 punti, 8 dei quai sono assorbiti da 0, O', 6 dai contatti con 
la curva di diramazione e due sono infinitamente vicini al punto 
doppio; ora, nessuna di tali intersezioni risponde ad intersezioni 
delle curve obbiettive X'. Pertanto la X' (e così la coniugata X") 
varia in un sistema di grado zero, e quindi in un fascio (x).

Riprendiamo ora il sistema continuo oo1 delle curve di j C\}, (*) 

(*) Si tratta di un fascio lineare, giacché le curve X\o X'') si possono 
porre in corrispondenza biunivoca con i gruppi di una serie lineare. Invero 
si consideri il sistema di gruppi di sei punti, determinato sulla C^O’O'3) 
dai contatti delle C4(030,J), immagini delle X'. Il sistema gode della proprietà 
involutoria, giacché per un punto di F passa una sola X', Ma una con­
tenuta in una a‘ è certamente una serie lineare r? .% °
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che possiedono un punto doppio variabile, ed imponiamo alle 
curve di questo sistema un ulteriore punto doppio. Otterremo un 
numero finito di Ct spezzate in due coniche tritangenti. Se la C, 
generica del nominato sistema oo1 tende ad una j C4} con punto 
doppio, tanto la X' quanto la coniugata X", che rispondono al- 
l’anzidetta C4, tendono ad acquistare un punto doppio, ossia a 
spezzarsi in due componenti di genere zero, che si incontrano in 
un punto. Ed è evidente che, al limite, ciascuna delle compo­
nenti di X' intersecherà in un punto una determinata delle com­
ponenti di X". Riappare così la fig. 2 e riesce dimostrata l’esi­
stenza di coppie di coniche tritangenti, le quali danno luogo ad 
un accoppiamento di seconda specie.

Dimostrata nel modo che precede, l’esistenza di coppie di 
coniche tritangenti, che diano luogo ad accoppiamenti di prima 
e di seconda specie, bisognerebbe dimostrare l'esistenza di una 
terna di coniche tritangenti tale che due coniche di essa diano 
luogo ad un accoppiamento di prima specie, mentre la terza dia 
luogo ad un accoppiamento di seconda specie con le prime due : 
invero, per quanto abbiamo mostrato precedentemente, l’esistenza 
di una terna del tipo anzidetto ci permetterebbe la costruzione 
di un sistema continuo oo2 di C^CFO'3) rappresentativo di una 
rete omaloidica.

Ma, per il nostro scopo immediato ci possiamo dispensare dalla 
dimostrazione della possibilità di costruire una simile terna. 
Infatti noi ci proponiamo di dimostrare la razionalità del piano 
doppio, che ha per curva di diramazione la più generale sestiea. 
dotata di due punti tripli infinitamente vicini, o ciò che è lo 
stesso, la razionalità di una superficie F, che si possa rappresentare 
su di un piano doppio del tipo anzidetto. Ora lo studio dei si­
stemi continui di quartiche C, (O2()'2) sestitangenti, che abbiamo 
svolto allo scopo di dimostrare l’esistenza di coppie di coniche 
tritangenti, che realizzano accoppiamenti di prima o di seconda 
specie, ci ha permesso di stabilire Desistenza sulla superficie F 
di reti di grado due di curve ellittiche, ovvero di fasci lineari di 
curve razionali.-Ma una superficie F che possieda una rete di



436 LIBRO SECONDO

grado due di curve ellittiche è rappresentabile sul piano doppio 
con quartica di diramazione ed è cosi generalmente razionale. 
Similmente l’esistenza di un fascio lineare di curve razionali, 
permette (cfr. Lib. II cap. I) di rappresentare la superficie F su 
di un piano doppio del primo tipo, che è razionale. Concludendo, 
possiamo dunque enunciare: Il piano doppio, che ha per curva 
di diramazione la più generale sestica dotata di due punti tripli 
infinitamente vicini, è razionale.

Nota I. - I ragionamenti che precedono sono riferiti al piano 
doppio la cui curva di diramazione sia una generica sestica Ce con 
due punti tripli, infinitamente vicini, 0, O’. Un esame, che qui 
ci dispensiamo dallo svolgere conduce a riconoscere che le nostre 
conclusioni valgono sempre per ogni Cn con le dette singolarità, 
che non possieda altri punti singolari (e sia così di genere p — 4) : 
invero conservandosi il genere della C6, si hanno sempre le mede­
sime serie distinte provenienti dalla bisezione di quella non spe­
dale segata sopra di essa dalle C4(O2 0'2) (x) e ciò porta a di­
stinguere i sistemi rapresentativi di curve spezzate ed i sistemi 
rappresentativi di curve irriducibili, eco., eco.

Rimangono da considerare i casi in cui la C„, pur essendo 
caso particolare di una CB con due punti tripli infinitamente vi­
cini 0, O', acquisti delle singolarità, che ne abbassano il genere. 
Se il punto 0 diviene di molteplicità effettiva superiore a tre, 
il piano doppio ha come curva di diramazione una sestica con 
punto quadruplo o un suo caso particolare. Si ricade dunque in 
un piano doppio del primo tipo, che è razionale salvo il caso in 
cui la sestica di diramazione non si riduca a sei rette discenti da 0. 
Se invece i punti 0, 0' rimangono tripli, occorre esaminare il 
caso in cui esistano altri punti multipli per la curva di dirama­
zione. E poiché una CG(O3O'3) non può possedere ulteriormente 
un punto più che triplo senza spezzarsi in parti multiple, dob­
biamo esaminare solamente il caso di una Co(O3O'3Ä2) o di una

P) Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teorìa..., Vol. Ill, Lib. V, Cap. Ili, 
pag. 394.



I PIANI DOPPI RAZIONALI 437

Ci(O3O'3Aa). Eseguendo la trasformazione quadratica che ha i 
punti fondamentali 0, O', A, otteniamo, in entrambi i casi, una 
quartica di diramazione C.,, passante semplicemente per due pun­
ti infinitamente vicini 0, O'. Si ricade dunque in un piano doppio 
del secondo tipo, che risulta razionale, purché la C4(0 O') non si 
spezzi in quattro rette per un punto, una delle quali sia la 0 O'. 
In quest’ultima ipotesi la quartica proviene da una C.d,O3O‘AA3) 
spezzata in tre coniche, che si toccano vn 0 ed in A, avendo in 0 
come tangente comune la 0 O'.

Riassumendo possiamo dire : Un piano doppio con sestica di 
diramazione Ca, dotata di due punti tripli infinitamente vicini 
0, O', è razionale, salvo i casi in cui la Co(O3O'3) si riduca :

a) a sei rette distinte uscenti da O, ovvero
b) a tre coniche, appartenenti ad un fascio di coniche bitan- 

genti.
Nel caso a) il piano doppio rappresenta una rigata di genere 

due. Nel caso d) invece, il piano doppio rappresenta una super­
ficie con un fascio ellittico di curve razionali, ed è riconducibile 
ad un cono cubico ellittico : le curve razionali del fascio sono rap­
presentate dalle coniche del fascio a cui appartengono le compo­
nenti della sestica di diramazione.

Nota II. - Abbiamo affermato che la serie canonica g3, segnata 
su di una Ce con due punti tripli infinitamente vicini 0, 0' dalle 
C,(O O'), si può bisecare iu 120 modi, dando luogo a 120 coni­
che C,(O 0'), in generale distinte ed irriducibili tritangenti alla 
Cg(03Ó'3).

Ora effettivamente sopra un ente di genere 4, generico, la 
bisezione della g3 dà luogo a 120 terne, che contate due volte 
appartengono alla A3 canonica. Ma, nel caso nostro, l’ente di ge­
nere 4 di cui si tratta, è particolare, nel senso che sopra la curva 
canonica, che ad esso corrisponde, vi è una g\ autoresidua ri­
spetto alla serie canonica, il che porta che la nominata curva stia 
su di un cono quadrico ; e poiché fra i piani tritangenti ad una 
sestica canonica, giacente su di un cono quadrico, vi è la serie oo1 
dei piani tangenti al cono, si potrebbe dubitare a priori che questa 
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serie oo1 di piani assorbisse un certo numero di soluzioni del 
problema di bisezione, ossia che la bisezione della segnata su 
di una C0(O3O'3) (con 0, O' infinitamente vicini) dalle C2(O 0'} 
portasse ad un certo numero < 120 di coniche tritangenti ed 
alla serie oo1 delle coniche (tritangenti) costituite da una retta 
per 0, contata doppiamente.

In fatto ciò non avviene: cioè la serie anzidetta ha un ’equiva­
lenza numerativa nulla ed è solamente una soluzione estranea del 
problema di bisezione. Il fatto si può chiarire per via trascen­
dente: invero, dal punto di vista trascendente f1), i gruppi semi­
canonici, cioè i gruppi il cui doppio appartiene alla serie canonica, 
si ottengono dalle equazioni :

eZ|l(x) = o
dove 9 X|j. è una serie 9 a caratteristica dispari ; e per p — 4 le 
caratteristiche dispari sono precisamente 120. Invece l’esistenza 
di una r/J autoresidua rispetto alla serie canonica — come ha rile­
vato esplicitamente H. Weber (") — porta all’aniiullars insieme ai 
suoi argomenti di una 9 a caratteristica pari: cioè ad una circo­
stanza del tutto diversa dalla precedente.

Dal punto di vista geometrico II. G. Zeuthen (*)  ha mostrato 
direttamente come un piano tangente ad un cono quadrico non 
sia mai limite di un piano tritangente ad una sestica canonica, 
giacente su una quadrica che tende al cono anzidetto. Invero se 
un piano a, tritangente ad una sestica canonica Ka giacente su 
una quadrica F2, tendesse, al tendere della F, ad un cono, ad un 
piano tangente al cono, la conica sezione della F2 con « degene-

(’) Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. IV, Lib. VI, Cap. Ili, 
pag. 211.

(2) Cfr. H. Weber: Über gewisse in der Theorie der Abel-selten Funktio­
nen auftretende Ausnahmefälle; «Mat. Ann. ». Bd. 13, 1877. Le funzioni 
abeliane, collegate ad una sestica canonica, giacente su di un cono quadrico, 
sono state studiate altresì da F. Schottky-: cfr. über specielle Abel-sche 
Funktionen vierten Fanges-, «Grelle’s Journal», Bd. 103, 1887.

(f) Cfr. H. Zeuthen: Erklärung eines «Paradox» in der abzählenden 
Geometrie ; « Archiv für Math, und Phys. », Bd. 27, 1918. 
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rerebbe come inviluppo in una generatrice doppia dotata di due 
punti di diramazione. Ma la nominata conica aveva tre tangenti in 
comune con la Ka ; e si cade così in un assurdo.

Sempre dal punto di vista geometrico, ci si può rendere ragione 
della proprietà che ci interessa anche nel modo che qui accennia­
mo C). Tra gli enti di genere 4 contenenti una p*  autoresidua 
rispetto alla serie canonica, vi sono gli enti iperellittici sui quali 
vi sono 10 p*  autoresidue, che si ottengono sommando alla (j1, i 10 
punti doppi della p*  stessa. Ora, quando un ente contenente 
una pj autoresidua tende per continuità ad un ente iperellittico, 
un gruppo semicanonico (non appartenente alla p*)  va in un 
gruppo semicanonico, costituito da tre punti doppi della p*;  ed 
inversamente si riesce a dimostrare che un gruppo arbitrario co­
stituito da tre punti doppi della pi è sempre limite di un gruppo 
semicanonico (non appartenente alla p*).  Ma le terne di punti 
doppi della pj sono 120 ; e pertanto sono 120 anche i gruppi semi- 
cauoniei isolati sull’ente generico, contenente una p*  autoresidua. 
Pertanto gli oo1 gruppi costituiti dal doppio di un gruppo della 
pg non assorbono nessuna soluzione del problema di bisezione.

(*) Cfr. F. Conforto: Sopra la bisezione della serie canonica su- di una 
curva di genere quattro; «Rend, del Sem. Mat. della R. TTniv. di Ro­
ma», 3998.

27. Condizioni di razionalità di un piano doppio.

Sappiamo che un piano doppio razionale possiede una curva 
di diramazione d’ordine 2 n, che si può ridurre or emoni anamente 
(fatte le convenzioni del n. 25) :

a) ad una curva d'ordine 2n con un punto. (), ('In—2)-p/o;o
b) ad una quartica; o
c) ad una sestiea con due punti tripli 0, O', infinitamente 

vicini.
Se i punti multipli della curva di diramazione vengono consi­

derati con le loro molteplicità virtuali (cfr. le convenzioni fatte 
al n. 25). le curve del tipo a), b), c) possono oppure no possedere 
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delle aggiunte d’ordine 2n—3; ma in ogni caso le nominate 
curve non possiedono, per i > 1, le successive aggiunte d’ordine 
2n—3i e d’indice i■ non esistono cioè, per i > 1, delle curve 
d’ordine 2n — 3i che passino li — i volte per ogni punto di mol­
teplicità virtuale li della curva di diramazione. Tenuto conto del 
teorema sull’invarianza delle successive aggiunte ad una curva 
data (* l *), ne segue :

(3) Questo teorema, come sarebbe facile verificare, vale anche quando,
i punti multipli della curva di diramazione del piano doppio si considerino
con le loro molteplicità virtuali, anziché effettive .

La curva di diramazione di un piano doppio razionale (o, 
eccezionalmente, rappresentativo di una rigata irrazionale), sup­
posta d’ordine 2n, è priva delle aggiunte degli ordini 2n — 0, 
2n—,9, ..., e, rispettivamente, di indici 2, 3, ... (le molteplicità 
dei punti multipli della curva essendo quelle virtuali, secondo i 
criteri del n. 25).

Ora, è importante riconoscere che la condizione necessaria della 
mancanza delle sucessive aggiunte d’ordine 2n — 3i e d’indice i 
(per i > 1) è oltresì sufficiente perchè una curva sia di dirama­
zione per un piano doppio razionale. Invero dimostreremo il se­
guente teorema :

Se una curva piana d’ordine pari, irriducìbile o riducibile in 
parti semplici, che si assume come curva di diramazione di un. 
piano doppio, è dotata di punti multipli di molteplicità virtuali 
sn s2, ..., sh e non possiede, per i > 1, successive aggiunte d’ordine 
2n — 3i e d’indice i, essa (è ovvero) si può trasformare cremonia- 
namente in una curva d’ordine 2n con un punto (2n — 2)-plo, a 
in una quantica od in una sestica con due punti tripli infinita­
mente vicini.

Pertanto la nominata curva è la curva di diramazione di un 
piano doppio razionale (o riferibile a rigata).

Per dimostrare il teorema, che abbiamo in vista, assunto 2n 
come ordine della curva di diramazione, divideremo la discussione 
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in tre parti, in relazione alla forma del numero n rispetto al mo­
dulo 3. Avremo da considerare tre casi:

A) 2n - 6m , B) 2n — 6m -f- 2, C) 2n — 6m -s- 4 .

Ipotesi A). - La mancanza di curve (d’ordine zero) aggiunte 
d’indice 2m alla Cem porta che la C8Ml abbia (almeno) un punto 
di molteplicità virtuale 2m -|- 1. Il punto 0 della CBm la cui 
molteplicità (virtuale) è massima, avrà dunque una certa molte­
plicità virtuale:

a) 2»r -f- 2s 1, o a ) 2m 2s + -, ove s 0;

e, nella prima ipotesi, la CBm possiederà secondo le nostre con­
venzioni (cfr. pag. 403) due punti (2m -|- 2s -j- 1 )-pli 0, O', infi­
nitamente vicini.

Il massimo valore, che s può assumere, è s — 2m — 1. In 
quest’ipotesi non può verificarsi il caso a), perchè da una 
Com(00,,l*~ 10'6”l~1) la retta 0 0' si staccherebbe più di una 
volta. Se invece s = 2m—1 e si verifica il caso a'), la Cam è com­
posta da 6m rette uscenti dal punto 0, ed è così un caso partico­
lare dei nostri tipi.
' Sia ora s—2m—2. Il caso a) dà luogo ad una Cem(0äm~30'em~3'); 

se la retta 0 0' non si stacca dalla CBm, deve essere 6m 12m —
— 6, cioè m — 1 : la C6M1 è pertanto una sestica con due punti 
tripli infinitamente vicini; se al contrario la retta 0 0' si stacca 
dalla Cam, viene m > 1, e quindi la retta 0 0' si stacca ancora, e 
la Cam avrebbe così delle componenti multiple. Invece il caso a') 
porta ad una curva d’ordine 6m, con un punto di molteplicità 
virtuale 6m —• 2, che è appunto uno dei nostri tipi.

Poniamoci, dopo ciò, nell’ipotesi s<2m^— 2. Poiché 2m —
— s— 1 > 1, per ipotesi non esistono le aggiunte alla CBm d’or­
dine 6»r — 3(2m — s — 1) = 3s -f- 3 e d’indice 2m — s — 1. Di­
stinguiamo i due casi a) ed a').

a) Per effetto dei due punti (2m —j- 2s —f- Ifipli infinitamente 
vicini, 0, O', ogni aggiunta d’ordine 3s-j-3 e d’indice 2m—s—1, 
6'334.3, avrebbe quei punti come (3s + 2)-pii e si ridurrebbe così 
alla retta 0 0' da contarsi 3s + 1 volte, e ad una conica tangente 
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alla 0 O'. in O ; per escludere 1’esistenza della Css+s è necessario 
dunque che la Cem abbia qualche punto di molteplicità virtuale 
2>2ni — s, fuori della retta 0 O'. Allora però l’ordine della Cent 
si può abbassare, eseguendo sulla Cem la trasformasi one quadra­
tica, che ha i punti fondamentali in 0, O', ed uno dei nominati 
punti di molteplicità virtuale 2m — s + l (7->0) (1). Ben inteso 
se 2m — s -f- Z è dispari, alla trasformata propria della Csm si 
aggiunge una retta, trasformata dell’intorno del punto A, di mol­
teplicità virtuale 2ni — s + l ; altrettanto dicasi se 2ni — s + Z 
è pari ma il punto A è di molteplicità effettiva 2m — s + l 1 ; 
in ogni caso l’ordine della nuova curva di diramazione è mi­
nore di 6 m.

a') ,Se il punto 0 della Cem ha la molteplicità virtuale 
2ni -f- 2s + 2, ogni G'3s.p3, aggiunta d’indice 2m — s1— 1 alla 
Cam, si ridurrebbe ad un gruppo di 3,s + 3 rette per 0. Per esclu­
dere l’esistenza di una C3s+3 occorre dunque ammettere che la 
Cem sia dotata di (almeno) 3s + 4 punti di molteplicità virtuale 
2ni — s, fra i quali non si trovino due punti allineati con 0. Del 
resto potrebbe darsi che due dei detti punti venissero sostituiti da 
un punto (2m — s -f- 1 )-plo, oppure tre da un punto (2m— s + 
+ 2)-pZo ; per contemplare tutti i casi ammetteremo l’esistenza di 
t punti di molteplicità virtuale 2m — s Z( — l(t = 1, 2, ..., f), 

t
dove Z,>1, DA.- — 3s 4- 4 e mai due punti sono allineati con 0. 

1
Se uno (almeno) dei nominati t punti multipli è un punto proprio 
Ax di molteplicità virtuale 2ni — s + lx— 1 (con l, 251), l’ordine 
della Csm si può certo abbassare con una trasformazione quadra­
tica. Invero, se 2»i — s 4~ G — 1 è .pari si eseguisca sulla Cem la 
trasformazione quadratica che ha i punti fondamentali in 0, Ax

(’) Si noti che il punto di molteplicità virtuale 2m — s q- l potrebbe 
cadere infinitamente vicino ad 0'; allora la C6m si abbassa d’ordine me­
diante una rete omaloidica di coniche che si osculano in O, avendo ivi la 
tangente 00'. Inoltre il lettore escluderà facilmente il dubbio che il punto 
(2m — s l) -pio cada infinitamente vicino ad un punto multiplo della C 6,„, 
giacente sulla retta OO': caso in cui verrebbe a mancare la trasformazione 
quadratica riduttrice.
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ed in un punto A., di molteplicità virtuale 2m—s l.,—1 (Z2;> 1), 
che sia un punto proprio, ovvero infinitamente vicino ad 0 o ad 
A1 ; se invece 2»i — s + h — 1 sia dispari, sarà di molteplicità 
effettiva 2m —• s -f- li — 1 ed infinitamente vicino ad esso vi sarà 
un punto A'j, parimenti di molteplicità effettiva 2m — » + Zj — 1 : 
basterà allora eseguire la trasformazione quadratica, che ha i 
punti fondamentali in 0, Alt A\.

Se ora nessuno dei t punti multipli, di molteplicità > 2in — s, 
è un punto proprio, da trasformazione quadratica induttrice esiste 
ancora, se vi siano due punti A, ed A2 tali che O, Ar ed A2 si 
succedano sopra, un ramo lineare (non di flesso). Se invece la 
nominata ipotesi non si verifica, (e ciò succede ad es. se tutti i t 
punti multipli anzidetti si 'succedono su di un ramo cuspidale, 
che ha origine in 0), si ha un caso di eccezione, che discutiamo 
minutamente più avanti: il risultato della nostra discussione 
porterà ad abbassare l’ordine della CBm con una successione di 
trasformazioni quadratiche, che si compongono in una trasforma­
zione di De Jonquières.

Ipotesi B. - Se m — 0, la 0 Bm, 2 si riduce ad una conica, che 
è una delle curve appartenenti ai nostri tipi. Escluso questo 
caso, si potrà supporre m^l e quindi 2m> 2. La mancanza di 
coniche aggiunte d’indice 2in alla C0„l+2 porta allora che la Cs„H2 
abbia dei punti di molteplicità virtuale non inferiore a 2m I.

Se la più alta molteplicità virtuale dei punti di Com, 2 è ap­
punto 2m + 1, si avranno 6 punti (2m -|- I)-plr, a coppie infi­
nitamente vicini, e non appartenenti ad una conica. Allora ado­
perando le quintiche (componenti una rete omaloidica), che hanno 
come doppi i nominati 6 punti, si riesce a trasformare la Csm | > 
in una curva d’ordine 6in — 2.

Se vi sono punti della CBm i » di molteplicità più elevata, 
possiamo supporre che il punto O, di più alta molteplicità per la 
Cam+2, abbia la molteplicità virtuale:

d) 2nr fl- 2s -j- 1 con s^I, o d') 2m-\-2s-\-2 con sl>0.

Il massimo valore che può assumere s è s = 2m. Questa ipotesi 
non può verificarsi nel caso &), giacché la retta 00' farebbe parte 
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più di una volta della C'6„^| 2. Invece, nel caso ?/) essa porta che 
la Csm+z si riduca a li in 2 rette distinte, uscenti dal punto 0, 
cioè ad uno dei nostri tipi.

Sia invece s = 2ni — 1. Nel caso b) la C8m.|2 diviene una 
Cbm+2(0'6»»—1 ) con 0, 0' infinitamente vicini: la retta 
0 0' si stacca più di una volta e questo caso non può dunque 
verificarsi. Il caso V) porta invece ad una C 61W_(.2 (Ocm) che è ap­
punto uno dei nostri tipi. Possiamo dunque supporre senz’altro 
s < 2m — 1.

Distinguiamo dopo ciò i due casi d) e ?/).
ò) Per ipotesi si hanno due punti (2m 2s —|— 1 }-pli, 0, O', 

infinitamente vicini. Poiché 2m — s > 1, non esistono le aggiunte 
d’ordine 6m + 2 — 3(2m— s) = 3s 2 e d’indice 2ni-—s. Una 
0334-2) aggiunta d’indice 2m — s alla 0ghH 2, dovrebbe avere i pun­
ti 0, 0' come (3s -|- 1 "}-pli e quindi spezzarsi nella retta 0 0', da 
contarsi 3s volte ed in una conica, passante per 0, 0'. Ad esclu­
dere l’esistenza di una tale Css.^2 occorre dunque che la Cam+2 
abbia qualche punto di molteplicità virtuale (2»i—s -|- 1) (o su­
periore) fuori della retta 0 0'. Allora le coniche, passanti pei 
due punti (2m + 2s + 1 )-pli infinitamente vicini e per uno dei 
punti nominati fuori della 0 0', permettono di abbassare l’ordine 
della Osu.4-2-

//) Se 0 è di molteplicità virtuale 2m 2s + 2 per la
Uem+2 (con s ;> 0), una (73s+2, -aggiunta d’indice 2m — s, do­
vrebbe essere composta di 3s + 2 rette per 0. Ad escludere l’esi­
stenza di una siffatta Cas+2 bisogna dunque ammettere che la 
C0tn+2 sia dotata di (almeno) 3s + 3 punti di molteplicità vir­
tuale 2ni — s + 1, fra i quali non si trovino due allineati con 0. 
Ben inteso, l dei detti punti (2m — s + 1)-?jZì possono venir so­
stituiti da un punto di molteplicità virtuale 2m — s l ; in guisa 
che, nell’ipotesi più generale, la Cam+2 possiederà l punti multipli 
A„ A2, ..., At, di molteplicità 2m—s + ï,(ï = 1, 2,..., #), ove 

t
S;1;=3s + 3 e mai due dei nominati punti siano alli- 
i 

neati con 0.
Supponiamo ora che i punti multipli Alt A.,, ..., At.non siano 
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tutti infinitamente vicini ad 0 <> per lo meno, se quest’ipotesi sì 
verifichi, ehe due di essi A1; A, si succedano su di un ramo lineare 
di curvatura non nulla, uscente da 0. Con questa ammissione, la 
C'cm+s si può trasformare in una curva d’ordine più basso me­
diante la trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali 
in 0 ed in due, A,, A2, dei nominati punti (2m — s -\-lì)-pti-, 
occorre solamente scegliere questi due ultimi punti infinitamente 
vicini, quando s sia pari ed I, = 1 ; e ciò è certo possibile.

Il caso d’eccezione, in cui la trasformazione quadratica indut­
trice venga a mancare, sarà trattato più avanti.

Ipotesi C). - Se m~ 0, la si riduce ad una quantica ge­
nerale, cioè ad uno dei nostri tipi. Sia dunque m 1. La man­
canza di rette aggiunte d’indice 2m 4- 1 alla CBm-t «, porta che 
la Cam-i 4 abbia almeno tre punti di molteplicità virtuale 2m 4- 2, 
non allineati, oppure punti di molteplicità superiore. Se la CeM,4 4 
ha tre punti di molteplicità virtuale 2m + 2, il suo ordine si ab­
bassa di due unità con una trasformazione quadratica che ha tre 
punti (2m A- 2)-pli come fondamentali. Supposto invece che la 
Csm+t abbia un punto 0 di molteplicità superiore, conviene distin­
guere i due casi, in cui 0 abbia la molteplicità virtuale :

c) 2m-|-2s + l, con s > 1, o c') 2m-|-2s+2, con s>0.
Il massimo valore che può 'assumere s è 's — 2m -j- 1. In 

questa ipotesi non può verificarsi il caso c), perchè dalla Cg„h 4 si 
staccherebbe più di una volta la retta O 0'. Invece nel caso c') 
la CSW4 4 si riduce a 6m + 4 rette distinte, uscenti da 0.

Sia invece s = 2m. Nel caso c) si avrebbe una Cß,» 41 
O'6m+i), dalla quale la retta 0 0' si stacca certo più di una 
volta. Nel caso c') si ha al contrario una 4(O6MlX -), che è 
uno dei nostri tipi.

Sia dunque s < 2m e distinguiamo i due casi c) e o').
c) Poiché 2m — s + 1 > 1, mancano per ipotesi le aggiunte 

alla Cam+t d’ordine 6»n + 41— 3(2m — s + 1) = 3s + 1 e d’in­
dice 2m — s 4-1. Ciò porta, ragionando come nei casi analoghi, 
l’esistenza di punti di molteplicità virtuale (almeno) 2m—s 4- 2 
per la C6m+t, non giacenti sulla 00'; sicché l’ordine della C, 4 
potrà sempre abbassarsi con una trasformazione quadratica.
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c') La mancanza di C'3s_fi, aggiunte d’indice 2m— s-f-1, 
ehe dovrebbero ridursi a 3s -f- 1 rette uscenti da 0, porta l’esi­
stenza di 3s -|- 2 punti di molteplicità virtuale 2m — s -{— 2, i quali 
saranno a coppie infinitamente vicini, se s è dispari ; i nominati 
punti di molteplicità virtuale 2 ni — s + 2 possono naturalmente 
venir sostituiti da t punti multipli Ay, A.,, At, di moltepli- 

' t
cita virtuale 2m — s + ll -f- 1, eon Z(- ;> 1 e = 3s -j- 2 ; e 

i
mai due degli A£ possono essere allineati con 0. Se fra i punti, 
di cui ora è stata dimostrata l’esistenza ve ne sono due, At ed A2, 
che insieme ad 0 possano essere assunti come punti base di una 
rete di coniche irriducibili, l’ordine della Cem+t può essere ab­
bassato dalla trasformazione quadratica, che ha i punti fonda­
mentali 0, A,, A., (con l’avvertenza che, se s è dispari ed — 1, 
si deve assumere A., infinitamente vicino ad AJ.

Se invece non esistono due punti At ed A., che soddisfacciano 
alla nominata condizione, Ritti i punti Aì} A.,, ..., At sono infini­
tamente vicini ad 0 e non si susseguono su rami lineari di cur­
vatura non nulla, uscenti da 0. La trasformazione quadratica 
induttrice viene a mancare e si ha un caso d’eccezione, che pas­
siamo a discutere nelle considerazioni, che seguono.

Da quanto precede risulta che, in generale, una curva piana 
d’ordine pari 2n, che sia la curva di diramazione di un piano 
doppio e manchi, per i > 1, di successive aggiunte d’ordine 
2n — 3i e d’indice i, è una curva d’ordine 2n con punto 
(2n — 2)-pZo, o una quartica, o una sestica con due punti tripli 
infinitamente vicini, ovvero si può abbassare d’ordine con una 
conveniente trasformazione cremoniana. Per estendere questa con­
clusione a tutte le curve che soddisfano alle anzidetto ipotesi, 
occorre solamente esaminare il caso d’eccezione, nel quale i punti 
multipli, ehe, in generale, permettono l’abbassamento dell’ordine 
della curva, acquistino posizioni particolari tali, che venga a 
mancare la trasformazione cremoniana induttrice.

Per i nostri scopi, senza ormai fermarci ad un’inutile distin­
zione di casi, basterà dimostrare che se una curva- piana d’ordine
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2-n(n> 3), che si assume come curva di diramazione di un piano 
dopino, ha un punto, 0, di molteplicità virtuale massima 2h, & 
manca, per i > 1, di aggiunte d’ordine 2n — 3i e d’indice i, essa 
è una curva d’ordine 2n con punto (2n — 2)-plo, ovvero si può 
abbassare d’ordine don una trasformazione di De Jonquières, 
di vertice 0.

3 — e di indice

ma, essendo:

= 0, o 1, o 2,

viene :
2 n 
3"

Consideriamo una C*ù(O- h)(n 2? 3), priva delle ultime aggiunte 

d’ordine 2n —

2 n
= T’ 0

2n — 1
— , o3 '

9 Q \2n 2rc-3 y

2 ti
— (*).  Per le nominate ag­

giunte il punto 0 dovrebbe essere almeno semplice, e quindi si 
ha la disuguaglianza:

2Ä-[y]^l; 
o

2 n — 2
3

e, tenuto conto dell’ultima disuguaglianza, tutte e tre queste ipo­
tesi portano che:

n < 3 h.

Si vede dunque che la mancanza delle ultime aggiunte, d’in­

dice 2 n 
3" porta alla disuguaglianza:

n < 3h.

Ciò posto, consideriamo nuovamente la C-M{O'h) e le aggiunte 
ad essa, d’ordine 2 n — 3 (ir — li) — 3 h — ne d’indice n — h. Per 
queste aggiunte il punto O dovrebbe essere di molteplicità 
2h—(n — h); ossia Ç3h — n)-plo. Ne segue che le aggiunte 
d’ordine 3h — n, C3u-n, d’indice n—h. dovrebbero ridursi a 
3h — n rette, uscenti da 0. Ora le aggiunte Csh-n o sono le

C) Col simbolo —■ indichiamo il massimo intero contenuto nella fra­

zione 2n/3.
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prime, e quindi d’ordine 2n—3, o non esistono. Nella prima ipo­
tesi è 3h — n — 2n — 3, ossia h = n — 1 : la C2n(P2h') è quindi 
'una curva d’ordine 2n con punto (2n — 2)-pZo. Nella seconda 
ipotesi è h <; n — 2 e devono esistere altri punti multipli della 
C2„, che rendano impossibile l’esistenza della C3h—n- Più preci­
samente, devono esistere 3h — n + 1 punti di molteplicità vir­
tuale n — li + 1, fra i quali non si trovino due punti allineati 
con 0. Tuttavia vi possono essere anche dei punti di molteplicità 
superiore, un punto di molteplicità n — li -Al ZZ> 1) potendo 
sostituire l punti (n — li Per trattare contemporanea­
mente tutti i casi possibili, ammetteremo che ci siano t punti 
multipli A2. A2, At (fra i quali non vi siano due allineati 
con 0), di molteplicità n — li -s- Z>- (Zf ;> 1)(Z = 1, 2, ..., Z), ove

S,Z( — 3/i —n + 1. 
i

Osserviamo inoltre che i punti multipli Alf A2, ..., At non 
possono in alcnn caso essere tutti prossimi acl 0. Se invero At, 
A a,..., At fossero tutti prossimi ad 0, rammentando (cfr. n, 25 
pag. 404) che per le aggiunte alla C2n d’ordine 2n — 6 ed’ indice 2, 
i punti prossimi ad un punto proprio, presi con le loro moltepli­
cità virtuali, non danno mai luogo a scaricamento, si avrebbe : 

t t
2h — 2> 2,(W — h + li — 2) = chr — à — 2) + S,Z,. 

i i
Ma è :

t
S,Z( = 3à — n + 1, 
i

è quindi:
(n — h  2) (Z — 1) + 1 < 0 ;

e questa disuguaglianza è assurda, giacché h<,n — 2,
Come si è visto precedentemente, l’esistenza dei punti mul­

tipli Au A2, ..., At permette, in generale, di abbassare l’ordine 
della C2ii con una trasformazione quadratica. Il caso d’eccezione, 
•che qui vogliamo discutere, si presenta quando At, A2 ..., At 
siano tutti infinitamente vicini ad 0 (senza succedersi su rami 
lineari di curvatura non nulla). Mostreremo che anche in questo



I PIANI DOPPI RAZIONALI 449

caso l’ordine della C2n ?i può abbassare : occorre però una succes­
sione di trasformazioni quadratiche, che si compongono in una 
trasformazione di De Jonquières.

All’uopo siano A,, A„, .... Aa (s < t) i punti multipli della 
C2„ che sono di molteplicità virtuale > n — h, e risultano pros­
simi ad 0. In generale essi si succederanno su uno o più rami 
cuspidali. Noi scioglieremo anzitutto i detti rami cuspidali, me­
diante una successione di s trasformazioni quadratiche T„ T,, ..., 
Ts, che alzano, in generale, l’ordine della C2.la trasformazione T, 
ha come punti fondamentali 0, Aa ed un punto generico B, del 
piano ; la trasformazione T, ha come punti fondamentali il punto 
(trasformato di) 0 (per la 7\), il punto (trasformato di) A., 
(per la TJ ed un punto generico B., del piano; ecc., ecc.

Esaminiamo più da vicino come operi la trasformazione 7\.
La trasformazione trasforma le rette per 0 nelle rette 

per un punto O', mutando l’intorno di 0 nell’intorno di O'. 
Se quindi la molteplicità effettiva di 0 per la C 2n è 2h, la 
muterà la C2lt in una C2n', per la quale la molteplicità effettiva di 
0' sarà 21i!, con 2n — 2li — 2w' ■— 2li' ; se invece la molteplicità 
effettiva di 0 è 2h +1, la molteplicità effettiva di O' sarà 
2h’ ~l~ 1, eon 2«—2li — 1 = 2n' — 21i —-1. Dunque, in tutti i 
casi, la molteplicità virtuale di 0' per la C2n’ è 2li', essendo 
n — h = n'—h'. Inoltre se 0 è di molteplicità effettiva 2li per 
la C2H‘ la retta OB, si muterà per la T, in un punto (2n—2h)-plo 
per la C2n>, prossimo ad 0' e con parabole osculatrici tutte di­
stinte, che risulterà in direzione affatto generale rispetto ai tra­
sformati per la Tt di A„, ..., As e degli altri (eventuali) punti 
multipli di molteplicità virtuale <,n — h, che la C2„ possiede 
nell’intorno di 0. Se invece il punto 0 è (2h -|- 1 )-plo per la C2n, 
il punto trasformato della retta OB^ è per la C2n’ di molteplicità 
effettiva 2 n — 2 h — le di molteplicità virtuale 2?r — 2h. Infine, 
tenuto conto .che l’intorno di A2 può far parte della C2n, osser­
viamo che l’ordine 2-/ della C2»- soddisfa alle disuguaglianze:

2n <; 4n — 2li — n + h— h + 1 = 3n — li — Zj + 1

2 n' 3n — h — h,
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ossia, poiché Zi .> 1, dalla prima disuguaglianza : 

2ri 2n + (n — li) — 3 ir — li,

ovvero, poiché, come si vede immediatamente, Zi<,n — li, dall:» 
seconda disuguaglianza :

2 ri > 2-r.

Riassumendo, possiamo dunque dire: la trasformazione qua­
dratica T1 muta la C3n, dotata di un punto 0 di molteplicità 
virtuale massima 2li, in una C3n-, dotata di un punto O' di mol­
teplicità virtuale massima 2h', ove 2ri<; 2n (n — Zi), 2ri> 2n- 
ed n — h = ri—ri; prossimi ad 0' cadono: un punto A' di 
molteplicità virtuale 2ri — 2ri à parabole osculatrici tutte di­
stinte, gli s — 1 punti (trasformati di) A„, Aa, ..., As, di molte­
plicità virtuale > ri — h' ed eventualmente altri punti di mol­
teplicità virtuale <; ri -—ri; ed il punto A' cade in direzione 
generica rispetto agli altri punti multipli della C2H>.

Analogamente, eseguendo sulla C2n’ la trasformazione Tsi 
otterrà una C2n„, con un punto O" di molteplicità virtuale mas­
sima 27i". ove 2n"^Z 2ri ri-(ri—Z:') <; 2?i 4~ 2(«— Zi), 2ri')> 
> 2-r ed n — li — ri’— li”. La C3n-- avrà due punti distinti A', A”f 
di molteplicità virtuale 2ri'— 2Zi", prossimi ad 0" e con para­
bole osculatrici tutte distinte. Inoltre prossimi ad 0" vi saranno- 
s—2 punti (trasformati di) A3, Ait ..., As, di molteplicità 
virtuale > ri' — ri', nonché eventualmente altri punti di molte­
plicità virtuale <1 ri' — ri'-, ed i -punti A' ed A" saranno in dire­
zione generica rispetto agli altri punti multipli della (\

Finalmente, dopo le trasformazioni quadratiche 1\, T... .... Ts, 
la. 2» diviene una C2»(‘> con un punto di molteplicità virtuale 
massima 2hl3>. al quale sono prossimi, in direzioni distinte c con 
parabole osculatrici tutte distinte, s punti A', A". .... A‘f> di 
molteplicità virtuale 2(n(fl — ri3’) — 2(n — ri); ed, oltre ai punti 
A', A", .... A<s>, nell’intorno di prim’ordine di O<s) vi possono 
essere solamente punti di molteplicità virtuale <; n—li. Quanto- 
all’ordine della C asso soddisfa alle disuguaglianze :

2n,3‘ 2n -f- s(n — Zi), 2ri3> 2n.
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A questo punto osserviamo che la C2nw , come la C2n ài par­

tenza, manca delle ultime aggiunte d’indice [2n«>'
L 3

e delle ag­

giunte d’indice n — h — n's} — li"'. Infatti

aggiunte alla C2n<‘>, d’ordine 2n"' ■— 3

se

e

esistessero delle

d’indice
2n">
~3—

dovrebbero esistere per la C2n delle aggiunte d’ordine 2n —
2 n"’
~3- e d’indice 2rr"'

~3~ e ciò è impossibile, poiché, essendo

2 n(i)> 2n, è altresì 2ri^
~3—

alla C2„, d’ordine 2-n—3

e quindi le nominate aggiunte 

dovrebbero essere le ultime o

di ordine minore di zero. Nè può la possedere delle ag­
giunte d’indice nw—li"', poiché allora la C'2H possiederebbe 
delle aggiunte d’indice n — li.

Ne viene di conseguenza che la C2>i(sl, come la C2n, deve pos­
sedere (almeno) un punto di molteplicità virtuale > nin—h<sì, 
non prossimo ad 0"’, non potendo tutti i punti di molteplicità 
virtuale >?»"’—li"’ essere prossimi ad O(s>. Sia B' tale punto. 
Esso è necessariamente un punto proprio, e non può cadere su 
nessuna delle rette O"' A', 0"' A",..., O"’A"’; invero il punto B' 
non può essere successivo ad A', A", ..., A"1, giacché questi punti 
sono a parabole osculatrici distinte; nè potrebbe il punto B' es­
sere successivo ad un punto prossimo ad 0"’ e di molteplicità vir­
tuale <1 ir"' — à"', giacché (efr. n. 25, pag. 404) le molteplicità 
virtuali dei punti successivi su di un ramo qualsiasi costituiscono 
una'successione mai crescente. Eseguiamo allora la trasformazione 
quadratica T', che ha i punti fondamentali 0"', AB'. Essa 
muta la C2nw i>i una C2„o-m> che ha un punto 11 di moltepli­
cità virtuale massima 21i" con n"+1)—Jt(s+1,z= n — li. Nell’in­
torno di primo ordine di " cadono ora solamente s— 1 punti 
di molteplicità virtuale 2{n — li), tutti distinti: i trasformati 
di A", A'", ..., A"’. Occorre però osservare che la trasformazione 
T' genera un nuovo punto, della il quale è prossimo
ad 0(f+1> e proviene dalla trasformazione della retta OWB'. Vii 
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esame un po’ minuto, che non presenta tuttavia alcuna difficoltà 
concettuale, mostra che la molteplicità virtuale del punto C' è 
sempre n — h, escluso un caso d’eccezione, che si presenta 
quando si verifichino le circostanze seguenti :

a) il punto Ou> abbia, la molteplicità effettiva 2hì<s) per 
la C 2nts’ i

b) n(s>— h,s> sia un numero pari;
e) il punto BJ abbia la molteplicità effettiva nw— 1

ed, infinitamente vicino ad esso, sulla retta. OWB', vi sia un punto 
della stessa molteplicità.

Come è immediato, il verificarsi delle tre circostanze et), Z>), c) 
porta che la retta OW) B' faccia parte della C2„ui- la C2„ai è 
dunque spezzata nella retta 0(S‘B' ed in una curva, K, d’ordine 
2n(n— 1, la quale ha la molteplicità effettiva 2hw—1 in Ow, 
e le molteplicità effettive n(s>—hw nei punti B', B”. La C2»(s+l> 
trasformata della C2„l«> per la T', consta della trasformata della 
K, alla quale si aggiunge la retta Ow+1> C', quale trasformata 
dell’intorno di B'; e risulta così che per la C2n(s+1) esistono sulla 
retta O(s+1>C" due punti successivi, cioè C e C" (trasformato 
di B") che hanno molteplicità virtuale ed effettiva n(si— h(S} -f- 
+ 1 = n — A 4- 1. Importa però osservare che nessun punto mul­
tiplo della C2„o-h> di molteplicità virtuale n — h 1 può essere 
successivo a C" : invero un tale punto dovrebbe provenire da un 
punto successivo a B" e di molteplicità effettiva n — li -\- 1 per 
la K; e ciò è impossibile, essendo il punto B" di molteplicità 
n — h per la K.

Inoltre nessun punto multiplo della può cadere sulla
retta Ots+1’ C', all’infuori dei punti OC', C": infatti la K 
non possiede punti multipli nell’intorno di B', all’infuori di B".

Riepilogando possiamo quindi dire: la C2na+ii possiede nel­
l’intorno di O(s+1>gli s — 1 punti di molteplicità virtuale 2(n—h), 
tutti distinti ed a parabole osculatrici distinte, trasformati di 
A", A'", Au> ;. ed inoltre altri punti, distinti dai precedenti, 
s che sono tutti di molteplicità virtuale <; (n — à), tranne al più 
uno, C, che può essere di molteplicità virtuale dispari n — h -\-l; 
se il punto C esiste, ad esso è infinitamente vicino, sulla retta
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O» + 1) (y, nn aitro punto C", parimenti di molteplicità virtuale, 
n — h -|- 1 : ma non vi è alcun punto multiplo della (!»„<--<->> che 
succeda a C" e sia di molteplicità virtuale > n — li.

L’ordine 2w»+1) della Cindicando con n — h -f- V 
(l';> 1) la molteplicità virtuale di B', e tenuto conto che l'intorno 
di B' può entrare a far parte della C21ì(s+ soddisfa alla disu­
guaglianza :

2n«+1'<, 4m»>— 27i»>— 2(n"'— 7r»>) — n +.7t — Z'+ 1 =
= 2n»’— (n — li) — l'+ 1, 

ossia, poiché l'> 1.
2n»+1)<; 2n(s>— (n ■— li).

Se ora 2n(i+1)< 2n, siamo riusciti ad abbassare l’ordine della 
C’2„, da cui abbiamo preso le mosse. Se invece 2n»+1,i> 2n, la 
02„>-e-o come la C2„<«>, manca delle ultime aggiunte d’indice

e delle aggiunte d’indice n»+1)— 7iw +11 = n — h. Per­

tanto essa deve avere qualche punto di molteplicità virtuale mag­
giore di n — h, non prossimo ad O»+11. Sia B" uno di tali punti. 
I tre punti A”, B" possono certo essere fondamentali per 
una trasformazione quadratica T" : invero il punto B" può esser 
preso in modo che esso non giaccia su alcuna retta congiungente 

eon i punti ad esso prossimi e di molteplicità >n — h; nè 
- potrebbe B" essere successivo al punto C", di cui abbiamo parlato 

a proposito della trasformazione T' ; nè infine potrebbe B" essere 
successivo ad un punto, prossimo ad 0 »41), e di molteplicità vir­
tuale <,n — h. Ne viene che B" è un punto proprio e che non 
è degenere la trasformazione T", che ha i punti fondamentali 
O»°>, A", B".

La trasformazione quadratica T" muta la C2)!‘shl) in una 
CL..1’■2) con un punto 0 »* =) di molteplicità virtuale massima 
2/ì»4-2’, ove nls+2>—lis,2,= n— li ; e l’ordine della C2„(m-2> 
soddisfa alla disuguaglianza :

2nls+2) 271» +11 — (71 — li) <. 2?r»> — 2(il — li).

È chiaro oramai come si prosegua, eseguendo le successive 
trasformazioni quadratiche Tf", ..., Tis>, analoghe alla T' ed alla

277» + 1)

3
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T". Se eon queste trasformazioni quadratiche non si perviene 
ßiai ad una curva d’ordine < 2n, dopo le 2s trasformazioni 7',, 
T2, ..., T,, T', T", ..., 7’(r,I si perviene ad una con un punto 
^<2*’ di molteplicità virtuale massima 2A<2-”, ove ri2sì—h<2s> —n—h. 
Prossimo al quale non vi è alcun punto di molteplicità virtuale

n — h 1. L’ordine della C2„(s«’ soddisfa alla disuguaglianza:

2n(2«> 2-r"' — s(n — K).
Ma è :

2nu> 2n -f- s(n — à),
e quindi

2a(2il <; 2n + s{n — li) — s(n — h) — 2n.

Se dunque la C'2„(ìs> non è d’ordine minore di 2n, essa è una 
C'a,,, come la curva di partenza; per conseguenza sarà anche 
7i<2i) — li. Ma, come si è già detto, questa nuova curva C2..(fl2h), 
non possiede alcun punto di molteplicità virtuale > n — h + 1, 
prossimo ad 0. Tuttavia la C2ll(O2h), mancando delle ultime ag­
giunte e delle aggiunte d’indice n — li, deve possedere dei punti 
di molteplicità virtuale > n — h, non prossimi ad 0. Ora, se 
prossimo ad 0 non cade alcun punto di molteplicità >n — h, 
esisteranno dei punti di molteplicità virtuale > n — li, che ca­
dranno a distanza finita da 0 ; e in questo caso la C2n si abbassa 
d’ordine, come è stato indicato precedentemente.

Se invece nella prossimità di 0 cadono dei punti di moltepli­
cità virtuale n — h + 1, come C, D', ..., la trasformazione qua­
dratica induttrice potrebbe a priori riuscire degenere, quando 
i punti di molteplicità virtuale > n — h e non prossimi ad 0 
stessero su rami cuspidali ovvero su rami di seconda classe (di 
flesso) uscenti dai punti C, D', .... Ma l’una e l’altra eventualità 
si possono escludere. Invero, da quanto precede, risulta che ì 
punti C', D' ... sono prossimi ad 0 in direzioni distinte. Inoltre 
se esiste un punto come C', si è visto che la retta O C fa parte 
della C211 e che su tale retta ed infinitamente vicino a C si trova 
un punto C", pure esso di molteplicità virtuale n — h + 1 ma 
ulteriori punti di molteplicità virtuale > n — h non possono ca­
dere nè sulla retta O C', nè essere successivi a C"; ed analoga- 
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,mente si argomenta per i punti analoghi a C', come D', .... Ora 
noi «appaino che, oltre ai punti C, I)', .... che sono di moltepli- 
eità virtuale n— h 1 e sono prossimi ad 0, vi sono certamente 
dei punti di molteplicità > n — he non giacenti su alcuna delle 
rette O C, O D' .... Questi nuovi punti sono dunque distinti dai 
punti C", T>”, ... e non possono nemmeno essere successivi a 
C", D", ... : essi cadono dunque a distanza finita da 0. Esiste al­
lora certamente una trasformazione quadratica, che ha il punto 0 
(ed eventualmente uno dei punti C', D', ...) come fondamentale, 
la quale permette di abbassare l’ordine della C2M.

Concludendo, possiamo enunciare: se una curva piana d’or­
dine 2n 3), che si assume come curva di diramazione di un 
piano doppio, ha un punto, 0, di molteplicità virtuale massima 

n—2), e manca, per i > 1, di aggiunte d’ordine 2n — 3i 
e d’indice i, essa si può sempre abbassare d’ordine con una succes­
sione di trasformazioni quadratiche, che si conpongono in una> 
trasformazione di De Jonquières, di vertice 0.

Tenuto conto dei risultati già ottenuti, possiamo dunque con­
cludere la nostra discussione, enunciando :

Una curva C2n che si assuma come curva di diramazione di 
un piano doppio e per i > 1 sia priva di aggiunte d’ordine 2n—Ir 
e d’indice i, può sempre venir trasformata cremonianamente :

a) in una curva d’ordine 2n con un punto di molteplicità 
virtuale 2n — 2 (in particolare in 2n nette uscenti da un punto) 
ovvero

b) in una quantica, ovvero
c) in una sestica con due punti tripli infinitamente vietivi.

Nota. - Nel Lib. I, cap. Vili abbiamo presentato tre tipi di 
superficie razionali del quart’ordine con punto doppio, 0, a se­
zioni piane di genere tre: cioè la superficie F w con tacnodo e 
le superficie _F<2) ed F^s> di M. Noether. Ed abbiamo ivi prean­
nunciato come l’esame dei tipi di piani doppi che si ottengono 
proiettando una F4 da un suo punto doppio, 0, porti ad eschi- 
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dere altri tipi di superficie razionali, oltre i tre nominati. Mo­
striamo qui rapidamente come si pervenga a questa conclusione.

Sia Fi una superficie del quart’ordine, dotata di un punto 
doppio 0. Possiamo escludere che le sezioni piane per il punto 
doppio siano di genere zero (1). Escluso questo caso, le sezioni 
piane per 0 possono essere di genere p = 1 o 2. Se p= 1, la 
proiezione della F4 da 0 porta ad un piano doppio con quantica 
di diramazione, che è generalmente razionale. 'Se invece p = 2, 
la proiezione della da 0 porta ad un piano doppio con mestica 
di diramazione, che in generale non è razionale. Ma se la F4 è 
razionale, la sestica di diramazione, per il criterio sopra stabilito, 
non dovrà possedere aggiunte d’ordine zero e d’indice'due. Ne vie­
ne che la Ca di diramazione deve possedere un punto di molteplicità 
virtuale massima, 3. Se la massima molteplicità virtuale per la 
Ca è 3, la C« di diramazione è una sestica con due punti, tripli infi­
nitamente vicini. Se invece la massima molteplicità virtuale è 4, 
la CG di diramazione è una sestica con un punto quadruplo (o in 
particolare quintuplo!. E non vi- sono altri casi possibili, perchè 
l’ipotesi che la massima molteplicità virtuale sia 5 porterebbe 
ad una sestica con due punti quintupli infinitamente vicini, dalla 
quale la retta congiungente i due punti quintupli si staccherebbe 
quattro volte, mentre l’ipotesi di un punto sestuplo condurrebbe 
ad un piano doppio con sestica di diramazione spezzata in sei 
rette per un punto, che non è razionale.

Dunque vediamo che i tipi di superficie del quart’ordine ra­
zionali, dotate di punto doppio 0 possono essere a priori solo tre; 
cioè le superficie F4 che proiettate da 0 danno origine ad un 
piano doppio, la cui curva di diramazione sia:

a) una quantica,
b) una sestica con punto quadruplo,
c) una sestica con due punti, tripli infinitamente vicini. (*)

(*) Ciò porterebbe al caso del punto triplo, escludendosi il caso del- 
l’osenodo (efr. Lib. I, eap. Vili, n. 42).
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Ora i tre tipi a), ü), c) si realizzano tutti e corrispondono ordi­
natamente ai tipi da noi trovati in modo diretto. Invero, abbiamo 
già veduto (efr. Lib. I, cap. Vili, n. 43) che proiettando una Fi 
da un suo tacnodo 0, si ottiene un piano doppio con quartica di 
diramazione. Invece la proiettata dal suo punto doppio 0. 
dà un piano doppio con sestica di diramazione, dotata di un 
punto quadruplo : infatti il fascio di sezioni piane (razionali) della 
F^ , passanti per 0 (efr. Lib. I, cap. Vili, n. 44), si muta sul 
piano doppio in un fascio di rette, che intersecano la Ca di dira­
mazione in due punti variabili. Infine la proiezione della F{3} 
dal suo punto doppio O, dà il piano doppio dotato di sestica di 
diramazione con due punti tripli infinitamente vicini. Infatti 
(efr. Lib. I, cap. Vili, n. 45) sulla J^3* esiste un fascio di sezioni 
piane, spezzate in una retta p ed in una cubica, che ha in 0 un 
flesso e come tangente di flesso la p ; da 0 escono tre . tangenti 
ad ognuna delle nominate cubiche (esclusa la p) : corrisponden­
temente la p sega il piano doppio in un punto P per cui passa 
un fascio di rette che intersecano la Ce di diramazione in tre 
punti variabili. La CB possiede dunque un primo punto triplo P. 
Per dimostrare che la Ca possiede un secondo punto triplo, P'. 
infinitamente vicino a P, rammentiamo che gli oc3 coni del 
second’ondine, che hanno il loro vertice in 0 e toccano la F{3) 
lungo la p, segano la F^ secondo sestiche gobbe Ke di genere 
due che hanno due punti doppi successivi : il punto 0 ed il punto 
O’ infinitamente vicino ad 0 sulla p; inoltre esiste un piano -z 
per p, che contiene gli elementi del second’ ordine, uscenti da 0, 
di tutte le oo3/f,. nominate. Le sestiche gobbe Ka vengono proiet­
tate tutte da 0 in coniche doppie, passanti per P e per un punto 
infinitamente vicino a P, sulla retta, traccia del piano a. Ma le 
Kk sono di genere due, e le coniche doppie, che corrispondono 
ad esse sul piano doppio devono perciò intersecare la C6 di dira­
mazione in sei punti variabili. Ne deriva che il punto P' è triplo 
per la C„ di diramazione.

Dunque, proiettando la F^ di Noether dal suo punto doppio 
si ottiene un piano doppio, dotato di una sestica di diramazione 
con due punti tripli infinitamente vicini.
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Notizia storica. - Il criterio della mancanza delle successive 
aggiunte alla curva di diramazione è stato riconosciuto come con­
dizione necessaria e sufficiente perchè il piano doppio sia razio­
nale da G. Castelnuovo e F. Enriques (G- La mancanza di 
codeste aggiunte viene ivi dedotta dalla non esistenza di curve 
plurieanoniche sopra la superfìcie, che si traduce nell’ annulla­
mento dei plnrigeneri (-). Così i detti autori sono riusciti a dimo­
strare che la classificazione dei piani doppi razionali data da 
M. Noether (3) era completa : ciò che, fino allora, poteva solo 
induttivamente ritenersi dalla non sicuramente completa classi­
ficazione delle involuzioni piane del second’ordine di E. Bertini 
(efr. Lib. II, cap. V, n. 23), adoperando le trasformazioni 
[1, 2] di R. De Paolis (4). La riduzione delle curve di dirama­
zione dei piani doppi ai tipi di Clebsch-iNoether viene qui espo­
sta accuratamente, completandola in un punto (3), che si rife­
risce ad un caso d’eccezione segnalato in una nota critica, da noi 
più volte citata, di C. Segre.

(*) Cfr. G. Castelnuovo e F. Enriques: Sulle condizioni di razionalità 
dei piani doppi ; « Rend. Cire. Mat. di Palermo », T. XIV, 1900.

(3) Cfr. F. Enriques: Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, rac­
colte da L. CampedellI, Cedam (Padova), 1932, pag. 438.

("■) Cfr. M. Noether: Über die ein-zweideutigen Ebenentransformatio­
nen; « Sitzungsberichoe der pliysik., medi ein. Soc. zu Erlangen», 1878.

(4) Cfr. R. de Paolis: Le trasformazioni piane doppie, «Atti R. Ace. 
Lincei » s. 3“, Vol. I, 1877 ; La trasformazione piana doppia di secondo 
ordine e la sua applicazione alla geometria non euclidea, « Atti R. Abc. 
Lincei», s. 35, Vol. II, 1878; La trasformazione piana doppia di terzo 
ordine primo genere e la sua applicazione alle curve di quarto ordine, « Atti 
R, Ace. Lincei », s. 3*. Vol. II, 1878.

C) Cfr. F. Conforto: Sui piani doppi razionali; «Bend. Sem. Mat. della 
R. Univ, di Roma», 1908.



Capitolo VI

ALTRE CLASSI NOTEVOLI DI SUPERFICIE RAZIONALI. 
COMPLEMENTI

28. Le superficie a sezioni iperellittiche.

Il teorema sulle superfìcie a sezioni piane ellittiche (cfr. Lib. II, 
cap. Ili, n. 11), si estende alle superficie a sezioni iperellittiche 
( di genere p 2)

Le 'superficie a sezioni piane iperellittiche (di genere p 2) 
sono razionali o riferibili g rigate.

Di questo teorema che, come diremo, F. Enriques dedusse 
dalla razionalità delle involuzioni piane nel 1893, si può dare ora 
(con G. Pompilj) una dimostrazione più elementare, che dipende 
dal criterio di razionalità dei piani doppi, stabilito nel precedente 
capitolo. Accenniamo rapidamente allo sviluppo di essa.

Sia F una superficie dello spazio ordinario, d’ordine n, a se­
zioni piane iperellittiche di genere pi> 2; rappresentiamola su 
di un piano dop-pio r..

All ’uopo consideriamo la superficie , immagine delle oo2 
coppie di punti coniugati nelle g\ di un fascio | C | di sezioni 
piane di F. Ad ognuna delle nominate g\ corrisponde su <D una 
curva razionale C ; pertanto la superficie possiede un fascio 
■lineare | C | di curve razionali ; ne segue, per il teorema di Noe­
ther (cfr. Lib. II, cap. I, un. 1-3), che la Q è razionale e si può 
rappresentare birazionalmente sopra un piano in modo che le C 
abbiano per immagini le rette per un punto 0. Ora la <I> è in 
corrispondenza [1, 2] con la superficie F e quindi quest’ultima 
è rappresentabile su di un piano doppio ir con curva di dirama­
zione D2ft, d’ordine 2h. passante per il punto 0 con la moltepli­
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cità 2 h— 2p— 2; 6 la curva D2fl possiederà inoltre altri punti 
multipli Qi, la cui molteplicità (che possiamo supporre pari) indi­
chiamo con -'j.

Alle sezioni piane di F corrispondono curve Ch d'ordine k e 
genere p, passanti per O con molteplicità k — n e per i punti Qt 
con molteplicità s(; in particolare le sezioni piane del fascio j (' i 
con cui si è rappresentata la F sul piano doppio hanno per im­
magine le C k spezzate in una retta per 0 contata due volte ed 
in una residua spezzata nelle n curve irriducibili e distinte 
Llt L2, ..., Ln , immagini dei punti base di | C |.

La curva C h~2 individua un sistema lineare, | CÄ_2| , di curve 
passanti k — n — 2 volte per 0 e volte per i punti Q{. Ora è 
facile mostrare che la generica C h~2, di | 21 incontra le suc­
cessive aggiunte d’ordine 2h—3t (t > 1) della D2h ài dirama­
zione in un numero virtuale di punti, che è negativo. Invero 
un semplice computo aritmetico stabilisce che il numero delle 
intersezioni di una 2 con una aggiunta alla D2ll, d’ordine 
2h — 3 te d’indice t, è non superiore ad

rt — (2 — f) (2k — 4 — Ss() — in — 2(k -f- 2p 4~ pn 4~

- n — 2 — pk — à 4- H sp-i —Ss,).

Ma è k 4- 2p 4- pn 4- n — 2 — pk — hn 4* s,r, —— 0 (^ ; 
e quindi :

rt — (2 — t) (2 k — 4 — 2s<) — tn.

Questa relazione, per t — 0, dà il numero delle intersezioni 
di una curva di |C*_ 2| con la curva di diramazione D-2h. Ora

(’) Questa relazione si dimostra così. Le Ck, immagini delle sezioni piane 
della F, sono tangenti ovunque la incontrano alla e possiedono un certo 
numero di punti doppi variabili, che si calcola subito ; esse formano un si­
stema continuo oo‘ tale che una curva di questo sistema sia segata dalla 
sua infinitamente vicina in n punti, tolte le intersezioni che cadono nei punti 
base, nei punti di contatto con la curva di diramazione e, a coppie, infinita­
mente vicine ai punti doppi variabili. Questa proprietà conduce immediata­
mente a dimostrare la relazione che ci interessa 
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nessuna delle curve L{ ehe costituiscono la C\_2 fa parte della D>h. 
Pei tanto si avrà:

r0 = 2(2k — 4 — Ss() > 0 
e quindi per t > 1

rt < 0.

Dunque: le successive aggiunte allaD2ti, d’ordine 2h—3t(t>l), 
intersecano la curva generica di | C'A_21 in un numero virtuale ne­
gativo di punti; quindi, se il sistema | Ck_2\ ha dimensione r > 0, 
sono possibili due casi : o le successive aggiunte alla curva di 
diramazione non esistono, o, se esistono, sono componenti fisse 
del sistema |CA_2|.

A questo punto supponiamo che la superficie F, da cui abbia­
mo preso le mosse, non sia rigata. È allora facile dimostrare che:

, a) la dimensione r del sistema | 21 è maggiore di zero;
b) e perciò ogni eventuale componente fissa del sistema 

|CA_2| incontra la generica curva C k_2 in un numero (virtuale) 
non negativo di punti.

Immaginiamo per un momento di aver dimostrato i due lemmi 
a) e ò). Per quanto precede troviamo allora che non esistono le 
aggiunte d'ordine 2h— 31 e d’indice t > 1 alla curva di dirama­
zione D2fi del piano doppio ir. In conseguenza del criterio di 
Castelnuovo-Enriques il piano doppio r. sarà razionale ovvero 
rappresenterà una rigata irrazionale. Si può dunque concludere : 
una superficie F a sezioni piane iperellittiehe di genere pf> 2, che 
non sia rigata è razionale ovvero trasformabile birazionalmente in 
una rigata irrazionale. Il teorema cui noi vogliamo pervenire affer­
ma però che una superficie F a sezioni piane iperellittiehe di genere 
pZ> 2 è rigata o razionale ; resta quindi da dimostrare che la 
seconda eventualità, cioè che la Fr non rigata, sia riferibile a 
rigata irrazionale, è da escludere. A ciò arriveremo dimostrando 
un terzo lemma, che è il seguente :

c) se una superficie F a sezioni piane iperellittiehe di 
genere p Ì>: 2 è riferibile a una rigata irrazionale è essa stessa 
rigata.

Per persuadersi della verità del teorema enunciato in prinei- 
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pio, basta ormai dimostrare i tre lemmi a), d) e c). Accenniamo 
come si pervenga a ciò.

Incominciamo col presentare la seguente osservazione : se la 
superficie F non è rigata, le curve Lit immagini dei punti base 
del fascio col quale si è rappresentata la F sul piano doppio, in­
contrano le F/,, immagini delle sezioni piane della F, fuori dei 
punti base, almeno in due punti.

Invero una Lt è immagine dell’intorno di un punto di F ed 
anche della curva coniugata a tale intorno. La curva nominata, 
non essendo la F rigata, non può essere una retta; e quindi sarà 
intersecata dalle sezioni piane della F in 2 punti. Anche la 
Li incontrerà perciò le Ch in m 2 punti.

Esprimendo questo fatto si ricava la disuguaglianza:

31 s? kn — n2 — 2 n. ,

Indichiamo ora con g la dimensione del sistema | CA_2 |. 
Si avrà, con facili calcoli :

|i > (nk — I n2 — 2n — 3 | + (k — 2 — 3 * + * «•

Tenuto conto dell’ultima disuguaglianza ottenuta, e di un’al­
tra precedentemente indicata, si trova :

V- I n > 0.

Rimane così dimostrato il lemma a).
Per dimostrare il lemma ò) ritorniamo a considerare la curva 

Ck—2> somma di tutte e sole le curve irriducibili L,. Poiché la Ch—> 
fa parte del sistema | CA_21, le eventuali componenti fìsse di 
questo sistema vanno ricercate tra le h ;. Ma un semplice calcolo 
mostra che le curve L; intersecano le curve del sistema ] <7* _31
in un numero non negatilo di punti. Resta così dimostrato il 
lemma ò).

Per dimostrare il lemma c) ragioniamo così.
Se F è riferibile ad una rigata irrazionale, le generatrici di 

questa rigata formano, su F, un fascio irrazionale § P j di curve
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razionali. Un fascio | C | di sezioni piane di F determina una 
trasformazione birazionale in sé, Û, della superfìcie, conside­
rando come corrispondente di un punto P quel punto Q, che è 
coniugato di P, nella della sezione piana del fascio | C che 
passa per P.

La trasformazione Q muterà in sè il fascio j F j, poiché esso 
è unico; cioè se nella g*  della sezione piana generica C di | C\ un 
punto di T ha come coniugato un punto di I1', anche ogni altro 
punto P di T ha come coniugato un punto di F'. nella <7’ della 
sezione piana del fascio | C \ la quale passa per P. Ma si può 
passare da un fascio | C | ad un altro | C' \ con successivi fasci 
che abbiano, a due a due, una sezione piana in comune; possiamo 
quindi affermare che la trasformazione in sè di J F \ è indipen­
dente dal fascio | C | che si considera, cioè i coniugati di un 
generico punto P della superficie F nelle g\ delle oc2 sezioni piane 
per esso stanno tutte su di una curva F' di { T La curva F' 
incontra dunque, fuori di P, le sezioni piane per P in un solo 
punto. Quindi 0 T' non passa per P, e allora è una retta, 0 passa 
per P ed allora è una conica, perché P, essendo tin generico punto 
di F , è semplice.

Quest’ultima eventualità è da escludersi perché, se si avve­
rasse, le curve di j F \ incontrerebbero una sezione piana gene­
rica C della superfìcie F, secondo coppie di punti coniugati, cioè 
segherebbero su C proprio la g\, che è una serie razionale! La T' 
è quindi una retta e dunque la F è rigata.

29. I sistemi lineari di curve piane rappresentativi di su­
perficie razionali, a sezioni iperellittiche.

Sia F una superficie a sezioni piane o iperpiane iperellittiche 
di genere p 2. Se la F non è rigata, essa è razionale e si pre­
senta la questione di determinare il suo sistema rappresentativo. 
Tale questione si trova risoluta già dal 1890 con lo studio che 
Castelnuovo ha fatto delle superfìcie F, nell 'ipotesi che esse 
posseggano un sistema di curve aggiunte alle sezioni piane, che 
seghino su queste la serie canonica completa.
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Sia I C I il sistema lineare rappresentativo di nna superficie F 
non rigata a sezioni piane (o iperpiane) iperellittiehe di genere

2. Il sistema lineare | C | sarà semplice e costituito da curve 
iperellittiehe di genere p(>2. Il sistema aggiunto a | C |, | C' j, 
è certamente riducibile. Invero il sistema | C | sega su ogni curva 
irriducibile di | C | la serie canonica, i cui gruppi di punti sono 
costituiti da p — 1 coppie di punti, coniugati nella g\ esistente 
su tale curva ; perciò di una C' passante per un punto P del piano 
fa parte il luogo dei punti coniugati di P sulle curve C passanti 
per P ; e questo luogo è certamente una curva effettiva e non 
un gruppo di punti, giacché in questa ultima ipotesi le C passanti 
per un punto (generico) P del piano, passerebbero di conseguenza 
per altri punti, variabili con P, ed il sistema | C | non sarebbe 
semplice. Il sistema | C a prescindere eventualmente da qualche 
parte fìssa che da esso si stacchi, risulta quindi composto con le 
curve di un fascio ; ed anzi ogni aggiunta pura è costituita da 
p—1 curve d’un fascio, ciascuna delle quali sega in due punti 
coniugati le C. Poiché le C sono le immagini delle sezioni piane 
della P, ne segue che sulla superficie F esiste un fascio lineare di 
coniche, rappresentato dal fascio delle curve, con le quali è com­
posto l’aggiunto puro di | C |.

Il fascio con il quale è composto l’aggiunto puro di | C es­
sendo rappresentativo di un fascio di coniche della F, è costituito 
da curve razionali; e quindi (cfr. Lib. II, cap. li, n. 9) è tra­
sformabile cremonianamente in un fascio di rette per un pun­
to 0. Dunque possiamo supporre a priori che la serie canonica 
su ogni curva di | C | sia segata da gruppi di p — 1 rette uscenti 
da un punto 0. Ma allora le curve di C sono curve d’un certo 
ordine v, passanti per 0 con la molteplicità v — 2 ; e poiché una 
curva irriducibile d’ordine v e dotata di un punto (v — 2)-plo 
può avere al più altri punti doppi, possiamo enunciare :

Una superficie non rigata a sezioni iperellittiehe di genere 
x>>2 può rappresentarsi sul piano in guisa che al sistema lineare 
delle sue sezioni piane (o iperpiane') risponda un sistema lineare 
semplice di curve d'un certo ordine v, dotato di un punto base 
(v — 2)-plo ed eventualmente di altri punti base doppi o semplici.
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' Inversamente è ovvio che un sistema del tipo indicato rappre­
senta una superficie a sezioni iperellittiehe.

Dalla proposizione trovata derivano varie conseguenze. Consi­
deriamo il sistema lineare completo delle curve piane d’ordine v, 
dotate di un punto (v — 2)-plo e di d punti doppi. Per il .grado n 
ed il genere p di tale sistema si trova subito :

(1) n = 4(v — 1 — d),
(2) p = v — 2 — d ;

ne segue : d < v — 3 e quindi, con semplice calcolo, n > 2p — 2. 
Il sistema è dunque, regolare e per la sua dimensione r otteniamo :

(3) r — n — p fi- 1 = 3(v — d) — 1.

Ora dalle (1), (2), (3) si ricava:

n = 4p -f- 4, >• — 3p + 5.

Ne viene : Una superficie non rigata a sezioni iperellittiehe- 
di genere p(i>2) ha al massimo l’ordine 4p fi-4. Inoltre: Ogni 
superficie non rigata a sezioni iperellittiehe di genere p(fi>2} e 
d’ordine n < 4p fi- 4 può ottenersi da mia superficie d’ordine 
4p fi-4 dello spazio 8 a 3p fi- 5 dimensioni, mediante proie­
zione da 4p fi- 4 — n suoi punti, e forse da altri punti esterni ; 
infatti la rappresentazione piana della nominata superficie si 
ottiene imponendo alle C^O^A^A-... Aty il passaggio per 
4p fi- 4 — n punti base semplici.

30

I sistemi lineari di curve piane d’ordine v, dotati di Un punto 
(v — 2)-plo e di d punti doppi possono facilmente ridursi all’or­
dine minimo con una successione di trasformazioni quadratiche. 
Invero se è possibile eseguire una trasformazione quadratica, i 
cui punti fondamentali siano il punto (v — 2)-plo e due dei punti 
doppi, il sistema delle C(OV~2A~A2... A-fi) si muta nel sistema 
delle Cv_fiO'J~iA2A2... A2) che è dello stesso tipo del precedente, 
ma con l’ordine di due unità inferiore. Ripetendo sul sistema 
delle Cfi—2 lo stesso procedimento si abbassa ancora l’ordine di
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due unità e così di seguito. Il procedimento si può arrestare sola­
mente in due casi :

a) quando l’ultimo sistema ottenuto, supposto d’ordine v, 
ha solamente un punto 0 (v — '2)-plo ed un altro punto doppio Af 
distinto od infinitamente vicino ad 0;

b) quando i punti doppi Au A2,Aa sono tutti infini­
tamente vicini ad 0 in direzioni distinte o succedendosi sopra 
uno o più rami cuspidali.

Nel caso a) l’ordine del sistema non può più essere abbassato 
con trasformazioni quadratiche. Altrettanto dicasi del caso d) se 
tutti i punti doppi risultano prossimi ad 0. Se invece, nel caso ?;), 
esistono dei punti doppi infinitamente vicini ad 0, ma non pros­
simi ad esso, si può sciogliere il ramo cuspidale su cui giacciono- 
questi punti doppi con una successione di trasformazioni quadra­
tiche, che non alzano l'ordine del sistema; basta all’uopo operare 
la successione di trasformazioni quadratiche, che hanno i punti 
fondamentali : nel punto 0, nei successivi punti doppi del ramo 
prossimi ad 0 ed in un punto generico del piano. Dopo l’ultima 
trasformazione quadratica di questa successione, il sistema pos- 
siederà un punto doppio distinto 0 e quindi l’ordine del sistema 
si potrà abbassare.

Dunque possiamo dire: Un sistema lineare di curve d’ordine v 
con un punto (v — 2)-plo e d punti doppi può ricondursi cremo- 
nianamente ad un sistema d’ordine minimo del tipo seguente:

a) sistema delle curve d’ordine v con un punto (v — 2)-plo 
ed un punto doppio ; ovvero

ß) sistema delle curve d’ordine v con un punto (v —-2)-plo 0 
e con 0) punti doppi prossimi ad 0 (1).

Nel caso «) il genere del sistema vale p = v — 3. È dunque 
v = p + 3 ; ed i sistemi del tipo a) di genere p sono quindi costi­
tuiti da Cp^O^A2). (*)

(*) Un sistema lineare di curve del tipo a) o ß) è certo d’ordine minimo. 
Invero se un sistema ilei tipo CV(O'J~2 A2) potesse essere trasformato in un 
sistema d’ordine minore da una trasformazione eremoaiiama che. risponda ad 
una rete omaloidiea d’ordine n con le molteplicità r ed s in 0 ed A rispetti­
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Nel caso ß) il genere del sistema vale p = v — 2 — d; e quindi 
si ha v = p -|- 2 d- i d punti doppi sono tutti prossimi ad 0. 
Perchè le curve del sistema non degenerino occorre dunque che 
il numero d soddisfaccia alla disuguaglianza v — 2 = p -\- d> 2 d, 
ossia d <; P- Introduciamo allora la quantità g = p — d. Poiché d 
varia da 0 a p, g varia da p a 0. E le curve del sistema sono delle

C^a-^°V~^A*A»">AÌ-V) ove n = 0, 1, p.

vamente, dovrebbe essere:
nv — r(v — 2) — 2s < v , 

ossia:
(v — 2)(n — r — — s — 1) < 0 ;

e ciò è assurdo perchè r 2S n — 1 ed s < il — 1 .
Analogo ragionamento prova che sono d ’ordine minimo i sistemi lineari del 

tipo CV(OV—dove i punti doppi sono tutti prossimi ad 0.
Invero, se esistesse una rete omaloidiea d’ordine n, con la molteplicità r 

in 0 e le molteplicità r,, r, .... r(t in A , A2, ..., A(ì rispettivamente, abbas­
sante l’ordine del detto sistema, dovrebbe essere:

nv — r(v — 2) — 2(r£ +- r2-t- ... -+- rd) < v, 
ossia :

v(n — r — 1) -t- 2r — 2(r, -+- rs ■+-... -+- ra) < 0.

Ma è evidentemente r< n— 1 ed r, -f- r2 per la relazione di
prossimità. L'uguaglianza sopra scritta è perciò assurda.

Riepilogando le cose dette possiamo ora concludere:
Le superficie non rigate, a sezioni iperellittiche (piane o iper- 

piane) di genere p(fi> 2) possono essere rappresentate punto per 
punto su di un piano; ed il sistema rappresentativo delle sezioni 
(piane o iperpiane) è uno dei seguenti sistemi d’ordine minimo, o 
uno dei sistemi che ne derivano con l’ aggiunta di punti base 
semplici :

1) curve d’ordine p -|- 3 con un punto multiplo ordinario 
di molteplicità p 1 ed un punto doppio;

2) curve d’ordine 2p-\-2 — g con un punto multiplo ordi­
nario di molteplicità 2p — g e p — g punti doppi prossimi a questo 
(potendo essere g = 0, 1. .... p).

Si può osservare che nei sistemi lineari del tipo 2) i p — g punti
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doppi prossimi ad O si possono supporre tutti distinti, sciogliendo 

altrimenti i rami cuspidali uscenti da.0 con opportune trasforma­

zioni quadratiche C1).

Nota storica. - Lo studio delle superficie algebriche a sezioni 

ip ereil ittiche fu iniziato nel 1890 da G. Castelnuovo (2) metten­

dosi a priori nell ’ipotesi che esse posseggano un sistema di 
curve (aggiunte o su’baggiunte alle sezioni piane) ehe seghino 

sulle sezioni piane la serie canonica completa. Di queste superficie 

Castelnuovo dimostrò ehe, se non sono rigate, sono razionali dando 
anche la classificazione dei sistemi rappresentativi, che sono pre­

cisamente quelli da noi trovati al n. 29.

Il fatto che tutte le superficie non rigate a sezioni iperellittiche 

sono razionali fu dimostrato per la prima volta nel 1893 da F. En­
riques (a). Il ragionamento di Enriques è schematicamente il 
seguente. Consideriamo un punto generico P delia superficie F e 

le oo- sezioni piane per P. I coniugati del punto P sulle sezioni 

piane per esso possono invadere tutta la superficie ovvero descri­

vere una linea; nella seconda ipotesi si ritrova il sistema aggiunto 

supposto da Castelnuovo, poiché la curva riempita dai coniugati 

di P non può essere che una retta o una conica di P.

•Se invece i coniugati del punto P invadono tutta la .superficie, 

per ogni piano generico per P vi è un coniugato sulla curva se­

zione di F, ed inversamente ogni punto di F è il coniugato di P 

sopra un certo numero finito m di sezioni piane per P : in tal guisa 

i punti della superficie F vengono a corrispondere ai gruppi d’una 

involuzione (di grado m) nella stella di centro P. Ora, secondo un

(') Cfr. a pag. 297 l’analoga osservazione per i sistemi di curve d’ordine 
v con O (v — 1 }-plo ed i —1 punti base semplici, prossimi ad 0.

P) Cfr. G. Castelnuovo: Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane 
sono curve iperellittiche', Rend, del Ciro. Mat. di Palermo, T. TV, 1890.

(•) Cfr. F. Enriques: Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui 
intersezioni variabili sono curve iperellittiche; « Rendie. della R. Acc. Naz. 
dei Lincei», Vol. II, Seni. 2, fase. 10, 1893, ed anche la memoria: Sui sistemi 
lineari di superficie algebriche le cui intersezioni variabili sono curve iperel­
littiche; «Math. Annalen.», Bd. 46, 1893-94.
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teorema, ehe il Castelnuovo stabilì appunto nel 1892 (e del quale 
diamo la dimostrazione al cap. VII’ ogni involuzione sopra un 
ente algebrico razionale oc2 è razionale. Ne viene che la superficie 
F sarebbe razionale anche nel caso in cui i coniugati di P inva­
dano tutta la superfìcie. Senonehè l’esame dei sistemi rappresen­
tativi di curve iperellittiehe mostra a posteriori ehe di fatto 
questo caso non può presentarsi.

La dimostrazione del teorema fondamentale sulle superficie a 
sezioni iperellittiehe è stata semplificata da G. Pompila (1), il quale 
— senza ricorrere alla nozione più elevata della razionalità delle 
involuzioni piane — si è valso a questo scopo del criterio di razio­
nalità dei piani doppi, stabilito da Castelnuovo-Enriques nel 
1900: come sopra abbiamo indicato.

•30. Superficie dei quint’ordine a sezioni razionali.

Nei numeri che seguono, tenuto conto dei risultati ottenuti 
nei capitoli precedenti, ci proponiamo di discutere rapidamente, 
dal punto di vista della razionalità, le superficie del quint’or­
dine, limitandoci principalmente a quelle che risultano razionali 
in virtù della loro linea doppia. Ritroveremo in tal guisa super­
fìcie razionali generalmente note, che si sono presentate negli studi 
di L. Cremona, A. Clebsch, E. Caporali ed altri ; ma avremo 
occasione di illustrare con tali esempi la portata dei metodi e 
dei risultati generali esposti innanzi. Incominciamo dalle super­
ficie del quint’ ordine a sezioni razionali. Risulta come caso .par­
ticolare della teoria svolta nel Lib. II, cap. II che ogni super­
ficie del quint’ordine F3, a sezioni razionali, è ima rigata razio­
nale, proiezione di una rigata razionale normale <b5 dello spazio 
a sei dimensioni Sn.

La rigata razionale normale di è rappresentata sul 
piano dal sistema lineare completo oo" delle C 
che vale a definirla. Un'altra costruzione della d>-, si ottiene (*)

(*) Cfr. G. Pompili : Sulle, superficie algebriche a sezioni piane iperellit- 
tiche di genere 2; Rend, della R. Ace. dei Lincei, Vol. XXI. s. 6°, 1935.
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ponendo una proiettività fra una conica L.. ed una cubica gobba 
L3, giacenti in due spazi indipendenti di SB, e considerando la 
rigata ottenuta ■congiungendo punti corrispondenti nella anzi- 
detta proiettività. Nella rappresentazione piana la (unica) co­
nica L., della <D5 è data dalla C2(0A1A.,A..A4).

Le rigate razionali normali 05 di jS'g sono proiettivamente 
identiche: possono tuttavia presentare una particolarizzazione, 
corrispondente all’annullarsi di un invariante relativo. Corri­
spondentemente la viene a perdere la conica che possiede 
in generale ed acquista una direttrice rettilinea : nel sistema 
rappresentativo i quattro punti A.,, A3, A4 si possono rite­
nere su di una retta r, ehe rappresenta appunto la direttrice ret­
tilinea ; e la C>n non si può più costruire eongiungendo punti 
corrispondenti di una conica e di una cubica gobba riferite 
proiettivamente, ma può costruirsi invece come luogo delle rette 
eongiungenti punti corrispondenti in una proiettività interce­
dente fra la direttrice rettilinea e una quartiea razionale nor­
male Li (giacente in un 8, che non incontra la direttrice ret­
tilinea).

Un’ulteriore particolarizzazione della d>5 porta al caso del 
cono razionale del quint’ordine di So. Nel sistema rappresentativo 
i quattro punti cadono tutti nell ‘intorno di 0, che rappresenta ora 
il vertice del cono. Nell’*?,,  il cono si può costruire congiungendo 
un punto V (concepito come curva d’ordine zero) con i punti 
di una quartiea razionale normale di un S3 (non contenente V).

Nel caso della rigata generale, contenente cioè una conica 
irriducibile L2, il sistema rappresentativo delle Cr,(O4A1A..A.,d.l) 
può certo essere abbassato con la trasformazione quadratica, che 
ha i punti fondamentali 0, Alt A2 : infatti i punti 0, At, A2, A ... A, 
individuano una conica irriducibile, immagine della L2. Si arriva 
così al sistema delle C4(Ol4.3214), dove A., ed At individuano una 
retta non passante per 0, trasformata della C'2(Od.1A2A3A4). Con 
la trasformazione quadratica di punti fondamentali O, A2, A4, si 
arriva poi al sistema d’ordine minimo costituito dalle C3(O2).

Per la dotata di direttrice rettilinea, la seconda trasfor­
mazione quadratica viene a mancare, perchè nel sistema delle 
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i punti base A3 ed A4 cadono prossimi ad 0. li si­
stema d'ordine minimo è quindi costituito da quartiche.

Finalmente, nel caso del cono, il sistema rappresentativo d’or­
dine minimo è costituito direttamente dalle C!i(OiA,A2A:sAi), 
dove i punti base A.t, A2, As, Ai sono prossimi ad 0.

Per quanto riguarda le rigate razionali del quint’ordine Fs 
dello spazio ordinario, esse si ottengono proiettando la rigata 
razionale normale *I> 5 di da un piano (che non abbia punti a 
comune con la®6). Le la presenta il caso generale ed il piano
proiettante è scelto in modo generico, si ottiene come proiezione 
la più generale rigata razionale del quint’ordine F3. Le vaine 
particolarizzazioni della Fs nascono poi sia dal particolarizzare 
la posizione del piano proiettante, sia dal particolarizzare la ri­
gata normale sia da entrambe queste cause insieme.

La F5 generale possiede come curva doppia una sestica ellit­
tica Ke, dotata di un punto triplo, che è anche triplo per la su­
perficie. La intima ragione di questa circostanza dipende dai 
fatti seguenti, dei quali invitiamo il lettore a rendersi ragione.

La varietà delle corde della generale è una varietà cubica 
W a cinque dimensioni di Se, di cui è facile scrivere l’equazione. 
Il piano proiettante la interseca la IV in una cubica di genere 
uno, L3; e le corde della che partono dai punti della Ls danno 
luogo nello spazio ordinario ad una curva doppia ellittica del 
sesto ordine KQ. Quanto al punto triplo della Ke, esso dipende 
dall’esistenza di un piano trisecante la n e incidente secondo 
una retta il piano da cui si proietta. L’esistenza di un piano 
siffatto può essere giustificata con un computo di costanti.

Riferendoci alla rappresentazione piana della generale, 
mediante le oo’ C3(02), il sistema rappresentativo della F- è un 
sistema lineare oo31 Cs | di C'3(O2). L’immagine della curva dop­
pia Kn della FB è una Ce(O3), dotata di tre punti doppi 1\. T.,, Ta, 
i quali costituiscono una terna neutra per il | C3 | e rappresentano 
il punto triplo della superficie. Le curve di | Cs \ segnano sulla 
C ((FT- TFT'T) una p3, composta con le coppie di una v1 ellittica; 
le coppie della y*  corrispondono ai punti della curva doppia Ka.
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Inversamente, se si prende ad arbitrio una C,;(O;;) dotata di 
tre punti doppi, questa non può in generale essere assunta come 
immagine di una sestica doppia di una F5. Ciò emerge già dal 
fatto che una Ce(O3T2T2T2) è di gemere quattro e ehe sopra una 
curva di genere quattro non vi è in generale una ■[) ellittica. Si 
presenta qui una ricerca, per la quale rimandiamo il lettore ad 
una recente nota di F. Conforto C).

I vari tipi particolari di rigate razionali del quint ’ordine dello 
spazio ordinario sono stati determinati, in base ai vari aspetti 
che può assumere la linea doppia (o multipla), da H. A. 
Schwarz (2), al quale devesi altresì la determinazione di tutte 
le rigate (razionali o no) del quint’ordine.

Più precisamente, lo Schwarz (esclusi i coni) ha indicato i 
seguenti casi:

Rigata razionale del quint’ordine dotata
a) di retta quadrupla,
d) di sestica gobba doppia con punto triplo,
c) di direttrice rettilinea tripla e cubica gobba doppia,
d) di direttrice rettilinea tripla, di una conica doppia e 

di una generatrice doppia,
e) di una direttrice tripla, di una direttrice doppia e due 

generatrici doppie,
/) di una generatrice doppia ed una quintica gobba doppia, 

dotata di un punto triplo,
g) di una generatrice doppia, una quantica gobba doppia 

con un punto doppio ed una generatrice doppia,
7t) di una conica doppia ed una quartina gobba doppia, do­

tata di un punto doppio,
i) di una sestica gobba doppia degenere in tre coniche 

doppie, (*)

(*) Cfr. F. Conforto: Sulle rigate razionali del quinto ordine-, Atti del 
1° Congresso dell’Unione Matematica Italiana; Firenze. 19.17.

C) Cfr. H. A. Schwarz: Über die geradlinigen Flächen fünften Grades; 
Ges. Math. Abh., Berlin, 1890, Bd. TI, pag. 25.
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l) di ima generatrice doppia ed ima quintiea gobba doppia 
con punto doppio.

Il lettore potrà utilmente mettere in relazione i tipi dello 
Schwarz con le rigate razionali normali di Sa, studiando come 
debba particolarizzarsi la rigata e la posizione del piano proiet­
tante per ottenere i vari casi. Questo studio porterà anche a ri­
spondere alla questione seguente : tenuto conto che in generale la 
linea doppia della rigata dello spazio ordinario è una sestina 
gobba Ka irriducibile di genere uno con punto triplo, se la linea 
multipla presenta uno degli spezzamenti elencati in c), cZ), ..., Z), 
come debbono connettersi le varie parti di essa perchè la curva 
doppia totale risulti caso particolare di una Kn doppia? E quale 
è la immagine della curva doppia nei casi a), &), ..., Z) ?

31. Superitele del quint’ordine a sezioni ellittiche.

Le superficie del quint’ordine a sezioni ellittiche, in base ai 
risultati del Lib. II, cap. Ili, sono rigate ovvero superficie ra­
zionali.

Per le rigate del quint’ordine a sezioni ellittiche, rimandiamo 
alla già citata memoria di H. A. Schwarz, il quale, sempre esclu­
dendo i coni, ha elencato i quattro tipi seguenti:

Rigata del quinto ordine a sezioni ellittiche dotata
a) di una quintiea gobba doppia,
Z>) di ima direttrice tripla e di una conica doppia,
c) di ima direttrice rettilinea tripla, di una direttrice dop­

pia e di una generatrice doppia,
(l) di una direttrice doppia e di ima quartica gobba doppia.

Le superficie razionali del quint’ordine a sezioni di genere 
imo si ottengono tutte per proiezione da una superficie normale 
del quinto ordine d>, dello spazio a cinque dimensioni S-, 
rappresentata sul piano dal sistema lineare completo delle 
C^A.A.A,).

Proiettando la D , da una retta r di S5, non incidente ad essa, 
si ottiene una superficie del quint ’ordine a sezioni ellittiche dello 
spazio ordinario. Supponiamo la generica e la retta r in
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posizione generica rispetto alla d>5: la superficie Fs, proiezione 
della *!•„  da r, possiede allora come curva doppia una quintina 
razionale K., dotata di un punto triplo, che è triplo anche per la 
superficie. Per rendersi ragione di ciò, si consideri la varietà 
delle corde della <&5: essa è una varietà a cinque dimensioni, che 
invade lo spazio S:„ per un punto generico di passando una 
ed una sola corda della Or,. Infatti, se per un punto generico di 
S5 passassero due corde, appoggiatisi alla nelle coppie di 
punti P', P" e Q’, Q", gli di Ss passanti per P', P", Q‘. Q" se­
gherebbero sulle sezioni iperpiane della 4>-,. passanti per questi 
quattro punti, una p*  e ciò è impossibile, perchè le sezioni iper- 
piane della sono delle curve ellittiche. Dunque per un punto
generico di non può passare più di una corda della Ne
segue facilmente che la varietà delle corde di <I>- riempie lo S-. 
per un punto generico di Ss passando una sola corda della <J>5.

Si considerino ora i piani di Ss, trisecanti la 5. Essi sono oo6 
e per una retta generica r di Ss ne passa quindi a priori un 
numero finito. Il lettore, applicando correttamente il principio 
del computo di costanti, dimostri che per una retta .generica di 
ä6 passa uno ed un solo piano trisecante la 4>B.

Ciò premesso, si proietti la dalla retta r nello spazio ordi­
nario. Da ogni punto della r esce una corda della d>che dà ori­
gine ad un punto della quintica Ks, doppia per la Fs proiezione. 
I punti della 7f0 sono in corrispondenza birazionale con i punti 
della retta r, e quindi la è razionale. Il piano trisecante la 
e passante per la r, contenendo tre corde della <DB, dà origine nel­
la proiezione al punto triplo della superficie.

■Sul piano rappresentativo, il sistema lineare oo3 delle sezioni 
piane della Fs diviene un sistema lineare oo3 di C3 (AtA.,A3A4). 
La curva doppia KB si rappresenta in una sestica C'6(A3A3A| A3) 
dotata di tre punti doppi 7\, T,, T3, distinti da A,, A.,, A3, A4. 
Ciò segue dal fatto che la K5 appartiene certamente ad una qua- 
drica: la sua immagine sarà dunque una C’e(A3 A3 A3 A3 ). I tre 
punti doppi Tly T,, Ts provengono poi dal punto triplo della A'o : 
invero il sistema rappresentativo della Fs deve possedere una 
terna neutra, la quale deve dar luogo a tre coppie di punti 
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coniugati sulla i punti 7\, T2. Tt,. costituenti la terna 
neutra, sono dunque doppi per la C0, immagine della K;,. Sulla 
C (A2 A2 A2 A2 T2T2T2 ), il sistema rappresentativo delle sezioni 
piane della F3 segna una g2lo. composta con le coppie di una gl; e 
fra le coppie di punti coniugati di questa gl vi sono, come già si 
è accennato, tre coppie costituite: da un punto dell intorno di T, 
e da un punto dell’intorno di T... da un punto dell’intorno di 
T.> e da un puntò dell’intorno di T3, da un punto dell'intorno 
di T., e da un punto dell’intorno di T,. Le C..(A 1A2A3A.17’17’2J’3) 
rappresentano in particolare le sezioni piane della F-. condotte 
per il punto triplo.

Inversamente, data a priori una C'c(A242 A2aA2\ dotata di 
altri tre punti doppi 7’„ T2, T3, non vi è in generale un sistema 
lineare ooa di C3(A]A.,A3A.t), il quale rappresenti una Fs, la cui 
curva doppia abbia come immagine la data CG. Ciò si desume già 
dal fatto che la Ca con 7 punti doppi è di genere 3 e non contiene 
quindi in generale una p*.  Dunque, la Ca deve essere scelta op­
portunamente.

(*) Cfr. la nota, con La quale si chiude la memoria: Uber den Zusam­
menhang einer Klasse von Flächcnabbildungen mit der Zweitheilung der 
Abel-schen Functionen; Math. Ann. Bd. I, 1871.

Per determinare le condizioni, a cui deve soddisfare la C,., 
si assuma ad arbitrio la terna neutra Tt, T.,. T.. : tra le oo° 
C6(A2A2A2A2jI,27’27’3) ve n’è oo° appartenenti alla involuzione 
di coppie di punti 1.,, generata dalla serie caratteristica della rete 
di cubiche per Au A.,, A3, A.i; Tt, TT.,; e tra queste oo3(70 ve n’è 
oo2 per le quali la g\. subordinata dalla 1... associa i punti giacenti 
negli intorni di 7\, T2, T3, nel modo voluto. Dopo ciò sarà facile 
il dimostrare che, scelta ad arbitrio una delieoo2 Ca così costruite, 
esiste uno ed un solo sistema lineare oo3 di C3(A1A2A3dL4), il quale 
rappresenti una Fs. la cui linea doppia abbia come immagine la 
data Ce.

Nota storica. - La razionalità della superficie del quint’or­
dine, dotata di una quintica gobba doppia con punto triplo, è 
stata accennata da A. Cleuscii (*)  e dimostrata esplicitamente da 
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L. Cremona (1), il quale mostrò come l’anzidetta superfìcie si 
possa ottenere come trasformata da una quadrica, e viceversa-, si 
consideri all’uopo la trasformazione birazionale (3, 3), che si ottie­
ne dal sistema omaloidico delle superfìcie cubiche, passanti per una 
cubica gobba C3, per una retta r, e per una conica Ct, trisecante 
la C3 e bisecante la r ; una quadrica passante per la C2 si trasfor­
ma in una Fs con quintica gobba doppia, dotata di un punto 
triplo.I

Pochi anni più tardi E. Caporali (2) dedicò alla nostra su­
perficie una diffusa memoria, nella quale la razionalità risulta 
dal fatto che la Fs appartiene ad un sistema omaloidico di F& 
analoghe, aventi in comune la quintica doppia ed una conica. 
La trasformazione birazionale che così si genera è l’inversa della 

■trasformazione cubica che risponde al sistema omaloidico delle 
superficie cubiche, passanti per una quartiea gobba di seconda 
specie e tangenti in un punto ad un piano fisso.

Altri studi sulla superficie del quint’ordine a sezioni ellittiche 
debbonsi a R. Sturm (s), che ha studiato la configurazione delle 
10 rette esistenti sulla superficie e ad A. Del Re, il quale ha 
dato varie generazioni della superficie stessa.

32. Superficie del quint’ordine a sezioni di genere due.

La teoria di queste superficie rientra come caso particolare 
nella teoria delle superficie a sezioni iperellittiche. Possiamo quindi 
enunciare immediatamente (cfr. Lib. II, cap. VI, n. 29) : Le 
superficie del qui/nt’ordirne a sezioni di genere due sono rigaie 
ovvero razionali.

Le rigate del quint’ordine a sezioni di genere due, prescin-

(p Cfr. L. Cremona: Über àie Abbildung algebraischer Flächen; Math. 
Aim. Bd. IV, 1871.

(’) Cfr. E. Caporali: Sulla superficie del quinto ordine, dotata di una 
curva doppia del quinto ordine; Ann. di Mat. s. Il, t. VII. 1875.

(s) Cfr. R. Sturm: Über die Flächen mit einer endlichen Zahl von (einfa­
chen) Geraden, vorzugsweise die. der vierten und fünften Ordnung; Math. 
Ann. Bd. TV, 1871.
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tienilo dal caso dei coni, presentano un unico tipo, per il quale 
la linea multipla si riduce ad una direttrice tripla e ad una, diret­
trice doppia, sghemba con la prima (cfr. la più volte citata me­
moria di H. A. Schwarz).

Invece le superficie razionali del quint'ordine a sezioni di ge­
nere p = 2 si ottengono tutte per proiezione da superficie razionali 
normali d’ordine 4p-f-4 = 12 dello spazio Sap s= S71 ad 
undici dimensioni. Le superfìcie <J>12 possono essere rappresentate 
sul piano :

a) dal sistema completo delle C’5(O3A2) con 0 ed A distinti, 
ovvero

b) dal sistema completo delle CB tOL42A2) con Ax ed A., infi­
nitamente vicini ad 0 in direzioni distinte, ovvero

c) dal sistema completo delle C’^O’A2) con 0 ed A infinita­
mente vicini, ovvero z

d) dal sistema completo delle C4(02).
Per ridurre questi sistemi al grado 5, occorre aggiungere altri 

7 punti base semplici B1} B2, ..., B7, rappresentativi di altrettanti 
punti semplici della

Dopo l’aggiunta dei punti base B7, B2, ..., B- i sistemi lineari 
dei tipi a), b), c), d) possono tutti ridursi cremonianamente a siste­
mi di dimensione quattro e grado cinque di CA(PA-P>Ji,...B,] 
con punti base distinti od infinitamente vicini. Invero un si­
stema di Ci(O1B1B.ì...B-} si può ridurre, con una trasformazione 
quadratica che abbia i punti fondamentali in 0 ed in due punti 
generici del piano Ax ed A.,, ad un sistema di Ca (0LI 2A2ßxB2... B,) ■ 
ed un sistema di per cui A, ed A2 siano
entrambi distinti da 0 ovvero entrambi infinitamente vicini ad 0, 
in direzioni distinte, si può sempre trasformare con una trasfor­
mazione quadratica, che ha. i punti fondamentali in 0, Ax ed uno 
dei punti semplici : questa trasformazione muta il sistema delle C„ 
in una sistema di C:,(O:'A2B1B.,...B7').

Possiamo pertanto enunciare :
Le superficie non rigate del quint’ordine a sezioni dì genere 

due sono razionali e normali in uno spazio a quattro dimensioni: 
esse costituiscono un’unica famiglia, dipendente da parametri 
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variabili con continuità, e possono venir rappresentate su di un 
piano da un sistema lineare di C!S(OSA2B1B2...B7).

Giova osservare che il sistema lineare delle CS{O2A2B1B2...B-') 
può venir trasformato (con una o più trasformazioni quadratiche) 
nel sistema delle (’4(O22’17,2...jC;); si ha tuttavia un caso di ecce­
zione quando A ed i punti B„ B2, ..., B- siano infinitamente vicini 
ad 0, i punti semplici succedendosi sopra un ramo lineare uscente 
da 0, che sia d’inflessione (di classe due).

È facile arrivare ai medesimi risultati, studiando direttamente 
le superficie del quint ’ ordine dello spazio ordinario a sezioni 
di genere due.

Incominciamo a supporre che la linea doppia di una F5 di S:ì, 
a sezioni di genere due, sia una quartiea gobba, A',, irriducibile 
o riducibile. Si può escludere che la Ki sia di seconda specie, 
appartenga ^ioè ad una sola quadrica : in questa ipotesi invero, 
uno dei sistemi di generatrici della quadrica risulterebbe tri­
secante la K4 e quindi apparterrebbe alla Fs, che sarebbe così 
riducibile. La Kt doppia della Fs è quindi la curva base d’un 
fascio di quadricìie.

Fuori della K± le quadriche di questo fascio segano la in 
una linea del secondo ordine. Se questa linea è una conica (gene­
ralmente) irriducibile, la F. contiene un fascio di curve razionali, 
e risulta così razionale per il teorema di Noether (cfr. Lib. II, 
cap. I); se invece la nominata linea è composta sempre di due 
rette, la Fx è rigata Ç1). Dunque : una superficie di Ss dotata 
di una A’., doppia è razionale o rigata.

Dopo ciò, lasciamo al lettore di dimostrare che la linea multi­
pla di una Fr, di S... non rigata, a sezioni di genere due, è sempre 
una quartiea gobba doppia di prima specie, irriducibile o riduci­
bile. Si tratta in sostanza di verificare che la linea doppia della 
F5 (supposta non rigata) può bensì spezzarsi in varie partì, ma 
sempre in modo che essa possa pensarsi come limite di una Zf4

p) E<1 anzi la Fr è in questo caso un cono, con quattro generatrici doppie. 
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di prima specie irriducibile. Ad es. la linea doppia di F -, non può 
spezzarsi in una cubica gobba doppia ed in una retta doppia, 
sghemba con essa; ma invece può spezzarsi in una cubica gobba 
doppia ed in una retta doppia ehe sia corda di essa, ovvero in 
quattro rette doppie formanti un quadrilatero gobbo, ovvero in 
quattro rette doppie passanti per un punto, e così via. Giova in- . 
sistere solamente su un caso particolare alquanto riposto, ehe è 
il seguente : se la A', doppia della F5 è ridotta a quattro rette dop­
pie per un punto, può avvenire che due di queste rette si avvici­
nili o ad una terza secondo direzioni distinte ; la A', doppia dege­
nera allora in una retta tripla ed in una retta doppia ad essa 
incidente. Il lettore si persuaderà facilmente che questo è l’unico 
caso in cui, nella curva multipla di una F5 a sezioni di genere 
due non rigata, si possa presentare una componente più che 
doppia.

Riassumendo possiamo dire: la curva multipla di una F5 di 
S3, non rigata, a sezioni di genere due, è sempre una quartica 
gobba di prima specie K4, od un suo caso particolare.

Ne viene: una F - ài Ss, a sezioni di genere due, è razionale o 
rigata.

Ora, il sistema delle sezioni piane di una F-, razionale con 
Ki doppia, si può ampliare in un sistema completo oc *.  Si consi­
deri infatti una quadrica F, per la K, : la F, interseca la F5 in 
una residua conica K.,, che ha quattro punti a comune con la 
K4 (’). Le superficie cubiche F3, contenenti la K4 e la AL sono oo‘, 
e segano sulla Fs un sistema lineare di quàntiche gobbe, che con­
tengono in particolare le sezioni piane della F in corrispondenza 
a quelle F3; che sono spezzate nella F., ed in un piano. Il sistema 
lineare di quintiiche così costruito è di genere due, grado cinque 
e dimensione quattro. La F. si può damine trasformare in una 
<J>5 di S4, a sezioni iperpiane di genere due. Proiettando la Os 
da un suo punto in S3, si ottiene una Ft a sezioni di genere due, 
cioè ima F4 con retta doppia ; e poiché la F, con retta doppia è

P) Ciò si giustifica immediatamente mediante la rappresentazione piana 
della quadrica.
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normale in S8, la <l>8 è normale in S4. Ne concludiamo : una F5 
razionale con K4 doppia è proiezione da un punto di una G-, 
normale in 84.

Ora, per arrivare alla rappresentazione piana della Ds, a 
sezioni di genere due, razionali e normali in S4, basta tener conto 
che su di essa esiste un fascio di coniche, che si può a priori rite­
nere -rappresentato da un fascio di rette. Il sistema rappresenta­
tivo sarà quindi costituito da curve d’ordine n dotate di un punto 
(n — 2)-plo, di n •—4 punti doppi e di 7 punti semplici e, ripe­
tendo un ragionamento già più volte esposto, si proverà che con 
successive trasformazioni quadratiche un sistema di questo tipo 
può sempre venir ridotto ad un sistema di C’5(OM2T1...T7).

C1) Cfr. la memoria: Über den Zusammenhang einer classe von Flächenab­
bildungen mit der Zweitheilung der Abel’schen Functionen; «Math, Ann.», 
Bd. III, 1871.

Si ritrova così che le <J>5, a sezioni di genere due, razionali è 
normali in S4, formano un’unica famiglia.

Nota storica. - La teoria della superficie del quint "ordine con 
quartica gobba doppia fu iniziata da A. Clebsch nel 1870, con 
una nota della Società delle Scienze di Gottinga (x). Il Clebsch 
osserva anzitutto che, se una superficie del quint "ordine, non ri­
gata, contiene una quartina gobba doppia, questa deve essere di 
prima specie. In questa ipotesi la Fn contiene un punto partico­
lare, V, che il Clebsch chiama vertice della superfìcie, il quale 
gode della seguente proprietà : ogni retta, uscente da V, interseca 
ulteriormente la superficie in quattro punti, costituenti due cop­
pie: e queste coppie appartengono a due coniche di un fascio, 
che giace sopra la J1, e la genera. I piani delle coniche invilup­
pano un cono, il cui vertice è il punto V ; essi sono piani bitan- 
genti la Fs. Se ora su ogni retta per I’ si costruisce la coppia, di 
punti P', P", che separa armonicamente le due coppie di punti 
in cui la retta interseca la Fe fuori di V, i due punti P', P" al 
variare della retta per V descrivono una rigata cubica, che è in 
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corrispondenza [1, 2] con la _F0. Rappresentando la rigata cu­
bica su di un piano, si ha dunque una rappresentazione della 
F $ su di un piano doppio, la cui curva di diramazione si trova 
-essere una sestica con punto quadruplo ed un punto doppio. 
Si arriva dunque ad un piano doppio razionale.

Poco dopo, nel 1871, il Noether (1) deduceva la razionalità 
della superficie ed il suo sistema rappresentativo, come caso 
particolare della sua teoria delle superficie con un fascio lineare 
di curve razionali, sfruttando il fascio di coniche segato sulla Fs 
■dalle quadriche, contenenti la quartiea doppia.

Giova infine ricordare il metodo di L. Cremona (2), il quale 
in due modi diversi riuscì a dimostrare la razionalità della Fs non 
rigata con C4 doppia, deducendola dalla razionalità già nota di 
altre superficie.

Il primo metodo consiste nel considerare la trasformazione 
cubica, che risulta dal sistema omaloidieo delle superfìcie cubiche 
che passano per una quintiea gobba di genere uno e per una sua 
trisecante : una quadrica, passante per la trisecante, viene tra­
sformata in una F5 con quartiea gobba doppia.

Si consideri invece il sistema omaloidieo delle superficie cu­
biche che passano per una quartiea ellittica e per due corde di 
essa : si ottiene una F5 non rigata con C'4 doppia trasformando 
una superficie cubica, passante per le due corde, con la trasfor­
mazione birazionale che così ha origine.

Con entrambi i due metodi si può generare la più generale 
superficie del quint’ordine dotata di quartiea gobba doppia.

La superfìcie del quint’ordine con quartiea gobba doppia pos­
siede 14 rette, le cui proprietà di configurazione furono studiate 
da A. Clebsch, da L. Cremona e da R. Sturm in memorie già 
più volte citate.

0 Cfr. M. Noether: Über Flächen, welche Sehaaren rationaler Curven 
besitzen-, «Math. Ann.», Bd. III, 1871.

0 Cfr. L. Cremona: Über die Abbildung algebraischer Flächen; Math. 
Ann. Bd. IV, 1871.

3 1
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33. Superficie del quint’ordine a sezioni di genere tre.

Una superficie irriducibile F5 dello spazio ordinario Ss, a 
sezioni di genere tre, possiede una linea doppia del terzo ordine,, 
ovvero una retta tripla.

Se F3 possiede una linea doppia del terzo ordine, questa •; 
necessariamente essere una cubica gobba, irriducibile o riducibile.. 
Invero le linee del terz’ordine, essenzialmente spaziali, che non 
siano cubiche gobbe irriducibili o limite di queste si riducono i

a) ad una conica e ad una retta non incidenti, 
ò) a tre rette sghembe a due a due.

L’ipotesi a) non può verificarsi, giacché il piano a della conica 
intersecherebbe ulteriórmente la F3 in una retta, la quale do­
vrebbe avere un punto doppio nel punto comune ad a ed alla 
retta doppia e nella ipotesi b), si staccherebbe dalla F- la quadrica 
individuata dalle tre rette sghembe.

Dunque la linea doppia K3 di F3 è una cubica gobba doppia» 
irriducibile o riducibile.

Dobbiamo ora distinguere due casi:
a) Da ogni punto P dello spazio parte una corda della K3, 

che incontri la Ks in (due) punti variabili con P, ovvero
b) la Ks si riduce a tre rette non complanari per un 

punto 0.
Nel primo caso la Fa è manifestamente razionale, potendosi 

rappresentare punto per punto su di un piano x, mediante la 
congruenza del primo ordine delle corde alla K3.

Nel secondo caso il punto 0 può essere triplo, quadruplo o 
quintuplo.

Se 0 è triplo, la F3 si può rappresentare sul piano doppio,. 
tv, per .proiezione da 0. Il piano che così si ottiene possiede una 
curva di diramazione dell’ottavo ordine con tre punti quadrupli 
nei punti Alt A2, A3, in cui z interseca le tre rette doppie. La 
trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali A1, A2, A3, 
(e che è sempre possibile, a meno che le tre rette doppie non si 
riducano ad una retta tripla) trasforma il piano doppio ic in un 
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piano doppio con quartiea di diramazione e poiché quest’ultimo 
piano doppio è generalmente razionale, ne concludiamo:

La superficie del quint’ordine, dotata di tre rette doppie, con­
correnti in un punto triplo 0, è generalmente razionale.

Se invece il punto 0 fosse quadruplo, la Fs sarebbe un mo- 
noide, e quindi certamente razionale.

Se infine 0 fosse quintuplo, la FB si ridurrebbe ad un cono 
non razionale.

Passiamo ad esaminare il caso di una FB con retta tripla. 
I piani per la retta tripla possono segare la FB secondo coniche, 
generalmente irriducibili : in questo caso la è razionale per il 
teorema di Noether (Lib. II, cap. I).

Nell’ipotesi opposta, si vede facilmente che la F5 non può 
essere che un cono con retta tripla.

Riassumendo possiamo dire :
Una superficie del quint’ordine a sezioni di genere tre è:

a) una FB dotata di cubica gobba doppia, irriducibile o ri­
ducibile, le cui corde costituiscono una congruenza del primo or­
dine, che non è una stella di rette, ovvero

b) un monoide, dal cui vertice escono tre rette doppie, 
ovvero

c) una F5 con retta tripla, non cono, ovvero
d) una Fb con tre rette doppie uscenti da un punto triplo, 

ovvero
e) un cono con tre generatrici doppie o una tripla.

La superficie è razionale nei casi a), b), c), generalmente ra­
zionale nel caso d), non razionale nel caso e).

Discutiamo brevemente le rappresentazioni piane, che si ot­
tengono nei vari casi.

Nel caso a), la FB possiede una cubica gobba doppia, Ks ; 
le oo2 quadriehe, passanti per la K3, non si riducono tutte a 
coni e segano sulla Fs una rete di quartiche gobbe razionali (1), (*)

(*) Il lettore si persuaderà facilmente che le nominate quartiche sonr 
razionali, facendo uso della rappresentazione piana di una quadrici
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che è una rete omaloidica : invero due quadriehe generiche per 
la K3 si intersecano ulteriormente secondo una retta, che è corda 
della K.j ed interseca la Fs, fuori della K3, in un punto, che è il 
solo che sia comune alle due quartiche corrispondenti alle due 
quadriehe scelte. Ne viene che la rete di quartiche sulla Fs si 
può ritenere a priori rappresentata dalla rete delle rette. Le im­
magini delle sezioni piane della Fs sono di conseguenza delle 
quartiche, passanti semplicemente per 11 punti Au ..., ;
e la cubica gobba doppia è rappresentata da una curva iperel- 
ellittica del settimo ordine, passante doppiamente per At, ..., Atl, 
sulla quale le C.i(A1...A11) segano una g*  composta con le coppie 
della g\.

Come verifica il lettore potrà studiare direttamente la rap­
presentazione piana, che si ottiene mediante la congruenza delle 
corde della K3 - e dimostrare che il sistema rappresentativo, che 
così si ottiene, è sempre riducibile al sistema delle quartiche per 
11 punti semplici.

Passiamo a studiare il caso b), cioè il monoide del quint’or­
dine, dal cui punto quadruplo escono tre rette doppie.

Proiettando dal punto quadruplo, si ottiene un sistema rap­
presentativo di quintiche, passanti doppiamente per i punti A, 
B, C, traode sul piano rappresentativo delle rette doppie a, b, c. 
Le tre rette doppie si rappresentano negli intorni di A, B, C, 
mentre il punto quadruplo ha come immagine una quartina C4. 
passante doppiamente per A, B, C. La quartina Ct deve essere 
fondamentale per le quintiche, rappresentative di sezioni piane; 
sulla C4 esistono pertanto 8 punti base semplici, immagini di 
altrettante rette semplici del monoide, uscenti dal suo vertice.

Il sistema rappresentativo del monoide si può costruire a 
priori, combinando linearmente la rete delle rette, aumentata 
di una quartina fissa, dotata di tre punti doppi A, B, C, con 
una generica quintina irriducibile passante doppiamente per A. 
B, C.

La trasformazione quadratica che ha i punti fondamentali 
A, B, C muta il sistema di quintiche in mi sistema di quartiche 
dotato di 11 punti base semplici, dei quali 8 stanno su di una 
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conica. La conica rappresenta qui il punto quadruplo, mentre 
le tre rette, che congiungono a due a due in tutti i modi possibili 
i tre punti base che non stanno sulla conica fondamentale, rap­
presentano le tre rette doppie.

Da quanto abbiamo detto, risulta che il monoide del quint’or­
dine, dal cui vertice escono tre rette doppie, è un caso particolare 
della superficie del quint’ordine dotata di cubica gobba doppia.

Nel caso c), la F5 possiede una retta tripla, e non è un cono. 
La Fb è qui una superficie razionale a sezioni iperellittiche di 
genere tre. Dalla teoria delle superficie razionali a sezioni iperel- 
littiche (cfr. Lib. II, cap. VI, n. 29) si ricava pertanto che il 
sistema rappresentativo della Fs sarà:

1) un sistema lineare completo di Cc(OL42BJB2...B11), con i 
punti base 0 ed A distinti, ovvero

2) un sistema lineare completo di CfO^A^A^A^BJÌ^... Bn) 
con A2, A3 prossimi ad 0, ovvero

3) un sistema lineare completo di C^O^A'^A-ßJB^.. Bn ) 
con A1 ed A2 infinitamente vicini ad 0 in direzioni distinte 
(o succedentisi sopra un ramo cuspidale del second’ ordine), 
ovvero

4) un sistema lineare completo di C|J(04A2B1Bo... B11) con 
A infinitamente vicino ad 0, ovvero

5) un sistema lineare completo di C5(O3B1B2...B11).
Il lettore dimostrerà facilmente che questi cinque tipi di 

sistemi lineari si possono ridurre cremonianamente all’unico tipo 
delle (L(0°A2A2B7B^... B^). Dunque: Le superficie del quint’or­
dine non rigate dotate di una retta tripla costituiscono un’unica 
famiglia. Se poi i punti 0, A1; A.,, Bn ..., B„ sono disposti in 
modo generico, il sistema delle C7(0sA2A2B1BJj... B ) si può ab­
bassare al sistema delle Ca(OiA2B1B2...BVL) od anche delle 
Cs(O3B1B2...B11).

Dunque, mentre, come abbiamo veduto, la superficie del quin­
to ordine con cubica gobba doppia si rappresenta mediante un 
sistema di C'O(A24242B1B„... B8) (riducibile ad un sistema di 
Ci{A1Aì...A,f), la superfice razionale del quint’ordine dotata
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di retta tripla, si rappresenta mediante un sistema di 
C!j((FBiB2...B1A). Da questo risultato, potrebbe apparire a prima 
vista che la F3 con retta tripla fosse un caso particolare della 
F5 con cubica gobba doppia : se invero, nel sistema delle 
C(A2A2A2BB„...BA, si fa tendere ad un punto il triangolo 
formato dai tre punti doppi Alt A2, A3, si ottiene al limite un 
sistema di quintiche dotato di un punto triplo, cui sono infinita­
mente vicini tre punti base semplici, e di altri otto punti sem­
plici ; e questo sistema rappresenta effettivamente una F. con 
retta tripla. Senonchè è facile persuadersi che in tal modo non 
si ottiene la più generale F3 con retta tripla. Invero il sistema 
delle C (A2A2A2B B.... B ) è completamente determinato dai suoi 
punti base ed è mutato in un sistema dello stesso tipo da un 
gruppo (misto) di trasformazioni, dipendente da otto parametri : 
esso dipende pertanto da 22 — 8 — 14 moduli. In modo analogo 
si vede che un sistema di C3(.O3B1B2...B1fi) dipende da 16 moduli. 
La classe dei sistemi di C5(03B152...B11) è quindi più ampia della 
classe dei sistemi di C(A2A2A~BB...BA e non può quindi es- 
sere contenuta in questa. Ne viene :

La superficie del quint’ordine, dotata di retta tripla, non. è in 
generale caso particolare della superficie del quint’ordine dotata 
di cubica gobba doppia (1).

Esercizio. - Si dimostri che sulla F 3 non rigata, dotata di 
retta tripla r, esistono in generale 22 rette, distribuite a coppie 
in 11 piani, passanti per la r. Si trasformi la Fs mediante il si­
stema omaloidico delle rigate cubiche, che hanno la retta tripla r 
come direttrice doppia e tre rette sghembe della F5, appoggia­
tisi alla r, come generatrici fisse. Si otterrà una F t con retta 
doppia; e poiché questa superficie si rappresenta mediante il si­
stema delle C4(O2B1B2...B8), si viene così a tovare, in modo 
diretto, anche una rappresentazione piana della Fs con retta

(’) Invece, come si è veduto preeeden temente, la superficie del quart’or­
tiine con retta tripla è sempre caso particolare della superficie del quarto 
ordine eon cubica gobba doppia (efr. Lib. I, cap. V, n. 34).
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tripla. Quali sono le immagini delle sezioni piane e della retta 
tripla della F3Ì

Consideriamo finalmente il caso di una superficie del quinto 
ordine, dotata di tre rette doppie, uscenti da un punto triplo.

Dimostriamo ehe questa Fs può essere trasformata birazio- 
nalmente in una superfìcie cubica.

Anzitutto sulla F3 esistono in generale 56 coniche distinte, 
incidenti alle tre rette doppie della superfìcie. Invero la F3 viene 
proiettata dal suo punto triplo su di un piano doppio con curva 
di diramazione, Cs, dell ’ottavo ordine, che ha tre punti quadrupli 
nei punti A, B, C, in cui le rette doppie della superficie interse­
cano il piano doppio ; ed esistono 28 coniche, passanti per A, B, C 
e bitangenti alla Cs (’). I coni, che dal punto triplo della super­
ficie proiettano queste coniche, intersecano la Fs, fuori delle rette 
doppie, in una parte residua del cpiart’ordine, che a sua volta si 
spezza in due coniche, appoggiantisi alle tre rette doppie. Sulla 
F„ esistono pertanto 56 coniche distinte, incidenti alle tre rette 
doppie.

Si (consideri ora una conica lì., della F5 che si appoggi alle 
tre rette doppie. Le superficie di Steiner, che hanno lo stesso 
punto triplo e le stesse rette doppie della Fa e passano per la K-,, 
costituiscono un sistema onialoidico ; e danno quindi luogo ad una 
trasformazione birazionale dello spazio, T, che è l’inversa della 
trasformazione quadratica di terza specie (cfr. Lib. I, cap. I, 
n. 9).

La trasformazione birazionale T muta la F3 in una superfìcie 
cubica, F's, sulla quale le sezioni piane della F5 si rappresentano 
nelle curve intersezioni della F'3 con le quadriehe, passanti per 
tre punti T\, T'2, T'3 e tangenti alla F', in un punto P'.

Riferendoci alla rappresentazione piana della F'„ mediante cu­
biche per sei punti AA.,, ..., Aa, troviamo dunque che la P, può

(‘) Per convincersi di ciò basta eseguire la trasformazione quadratica T, 
che ha i punti fondamentali A, B, C. La T muta la C di diramazione in 
una quartier» dotata di 28 bitangenti, le quali sono appunto le trasformate 
di 28 coniche CJAj B, C), bitangenti alla CR.
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essere rappresentata dal sistema oos delle (\(A2A2... A2P2T\T , 
dove F è il punto immagine di P' e T1} T2, Ts corrispondono ai 
punti T't, T'2, T3.

Inversamente, un sistema lineare dèi tipo Co(A2A2... A2T 
rappresenta una superficie del quint’ordine dotata dì tre rette 
doppie, uscenti da un punto triplo. Si considerino infatti le tre 
cubiche C3{A^A2...A7T2T3), C^A»... A7T3Tfi), C3(A1A2...A7T3T2fi 
Staccandole dal nominato sistema di sestiche si ottengono ri­
spettivamente i tre fasci delle CS{A2A2... AfiTfi), C^AiA^.-AfiF), 
C3G4.142...4t7'3). Ne viene che il sistema delle CfiA2A-2...A"-Tì T.,T3 ) 
sega su di una Cs(A1A2...A7TiTh) una g*-.  la C3(A1A2...A-;T,TÌ!} 
rappresenta pertanto una.retta doppia. Il punto triplo della F. 
è rappresentato dalla terna di punti St, S2, Ss, coniugati a Tlt 
T2, T2, nell’involuzione, generata dalla rete delle cubiche per .1,. 
A2, .... Ar.

Giova osservare che la F'3 può risultare un cono cubico ellit­
tico, cioè non razionale. In questo caso, nemmeno la F5 è razionale» 
possedendo un tacnodo; e questo è l’unico caso d’eccezione pos­
sibile.

Nota storica. - La razionalità della superficie del quint 'ordine 
con cubica, gobba doppia fu dimostrata nel 1869 dal Clebsch (x)» 
il quale rappresentò la superficie punto per punto su di un piano,, 
appunto mediante la congruenza del primo ordine delle corde alla 
cubica gobba. Poco dopo, nel 1871, il Cremona (2) indicava una 
trasformazione birazionale dello spazio, la quale muta una super­
ficie cubica in una superficie del quint'ordine con cubica gobba 
doppia e viceversa ; tale è la trasformazione (3, 3), che si ottiene 
dal sistema omaloidico delle superficie cubiche, aventi a comune 
due cubiche gobbe con quattro punti comuni; la Fs con cubica-

P) Cfr. A. Clebsch: Über die Abbildung algebraischer Flächen, insbe­
sondere der vierten und fünften Ordnung; « Math. Ann. », Bit. I, 1869.

(’) Cfr. L. Cremona: über die Abbildung algebraischer Flächen; « Math, 
Ann.», Bd. IV. 1871.
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gobba doppia si ottiene come trasformata di una. superficie cubica 
passante per una delle cubiche gobbe fondamentali.

Invece la superfìcie del quint’ordine con retta tripla è un caso 
particolare della superficie d’ordine n con retta (n — 2)-pla,. 
alla quale si applica immediatamente, come osserva il Noether, il 
teorema sulla razionalità di una superficie contenente un fascio 
lineare di curve razionali. Anche questa superficie si può ottenere, 
secondo il Cremona, come trasformata birazionale di una super­
ficie di nota razionalità. Si consideri all'uopo la trasformazione 
che risulta dal sistema omaloidico delle superficie cubiche che 
hanno a comune una quintica gobba generale di genere due ed 
una sua corda r; la trasformata di una rigata cubica, che abbia 
la r come direttrice doppia, è una Fr, con retta tripla.

Un poco posteriore è la scoperta di una superficie non rigata 
del quint’ordine, dotata di tre rette doppie concorrenti in un 
punto triplo e della sua razionalità. Di tale superficie trovasi un 
cenno solamente nel 1881, in una memoria più volte citata di 
E. Caporali C), dove è assegnato anche il sistema rappresentativo- 
della superficie.

34. Nota sulle superficie a sezioni di genere tre.

La classificazione delle superficie nazionali del quint’ordine a 
sezioni di genere tre, da noi esposta, è in accordo con la teoria 
generale delle superficie a sezioni di genere tre, che fu iniziata da 
6. Castelnucvo (2) nel 1890 ed è stata completata da G. Scor­
za (3) nel 1909,10.

Nella memoria di Castelnuovo si parte dall’ipotesi che sulla 
superficie F a sezioni piane (o iperpiane) di genere tre esista un

(’) Cfr. E. Caporali: Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti ài curve­
algebriche piane-, Coll. Math. in. memoriam D. Ohblini Milano, 188-1.

(s) Cfr. G. Castelnuovo: Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono- 
curve ài genere 3 ; « Atti della R. Aec. delle Scienze di Torino », vol. XXV, 
1890.

(’) Cfr. G. Scorza: Le superficie a curve sezioni di genere 3; « Ami, di 
Mat. », T. XVI, s. Ili, 1909 e T. XVII, s. Ili, 1910. 
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sistema lineare, almeno oo2, di linee del quarto ordine, il quale 
seghi su ogni sezione piana di F la serie canonica g2. La discus­
sione dei vari casi che può presentare il nominato sistema lineare 
di linee del quart’ordine, conduce a classificare le superficie a 
sezioni di genere tre che lo contengono al modo seguente -,

«) superficie razionale normale del sedicesimo ordine, Fie, 
dello spazio a quattordici dimensioni, *S' 14) rappresentata sul piano 
dal sistema lineare di tutte le quantiche, e sue proiezioni (da punti 
-esterai o no) ;

b) superficie normale dell’ottavo ordine, Fs, dello spazio a 
sei dimensioni, Se, rappresentabile su di un piano doppio con 
quantica di diramazione, e sue proiezioni (da punti esterni o no). 
La Fs è generalmente razionale e rappresentabile sul piano dal 
sistema completo delle sestiche dotate di sette punti base doppi;

c) le superficie del quart’ordine razionali, prive di linea 
multipla e dotate di punto doppio (cioè la superficie con tacnodo 
e le superficie F^-1 ed F.w di Noether);

d) superficie generale del quart’ordine dello spazio ordinario; 
s) superficie non rigate a sezioni iperellittiche, che (cfr.

Lib. II, cap. VI, n. 29) sono proiezioni (da punti esterni o no) di 
una F,a, normale in 814, la quale può essere di due tipi a secondo 

■che sia rappresentata dal sistema completo delle Cn{OiA2) ovvero 
dal sistema completo delle C ^O0-)(|i. = 0, 1, 2,3) ove 
r 3 — ;t punti doppi sono prossimi ad 0 ;

/) superficie rigate.
Dall’esame di questi tipi risulta che superficie razionali del 

quint’ordine si possono trovare solamente nelle categorie a), b), e). 
Precisamente: tra le superficie a) è del quint’ordine quella rap­
presentata dal sistema completo delle quartiche per 11 punti base 
semplici; essa è la superficie del quint’ordine con cubica gobba 
doppia (in particolare il monoide con tre rette doppie uscenti 
da un punto). Tra le superficie b) è del quint’ordine quella 
rappresentata dal sistema completo delle sestiche con sette punti 
doppi e tre punti semplici; essa è la superficie del quint’ordine 

-con tre rette doppie uscenti da un punto triplo. Infine tra le 
superficie del quint’ordine del tipo e) si è già dimostrato come vi 
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sia solamente la superficie con retta tripla, che è sempre rappre­
sentabile ila un sistema di Ci(05A;4-51B2...Bii). Ritroviamo così 
i tre tipi di superficie razionali del quint’ordine a sezioni di ge­
nere tre, cui siamo pervenuti con discussione diretta.

Nè si potrebbe dubitare che altri tipi di superficie razionali 
del quint’ordine a sezioni di genere tre si trovassero tra le su­
perficie che non soddisfano alla condizione restrittiva, posta dal 
Castelnuovo, di contenere un sistema lineare almeno oo2 di linee 
del quart’ordine, che seghi su ogni sezione piana la serie canonica 
completa. Invero, per una superficie razionale, il sistema che si 
rappresenta nel sistema aggiunto del sistema rappresentativo, è 
del tipo richiesto. Inoltre le sopraeitate ricerche di G. Scorza, che 
esauriscono la discussione nell’ipotesi contraria a quella ammessa 
dal Castelnuovo dimostrano che queste superficie sono tutte rife­
ribili a rigate e si presentano solamente per gli ordini n = 6, 7, 8.

Ma del resto, a prescindere da ogni ipotesi, è facile dimostrare 
che per una superficie del quint’ordine dello spazio ordinario a 
sezioni di genere tre è sempre possibile costruire una rete di qua­
dri che (subaggiunte) che la taglia (fuori delle linee multiple) 
in una rete di linee del quart’ordine, seganti sopra ogni sezione 
piana la serie canonica g'~.

Ciò si dimostra con un ragionamento, dovuto in una forma 
molto più generale al Castelnuovo (cfr. più avanti eap. Vili, 
n. .44). Sia F5 la nostra superficie, s una retta generica dello 
spazio ed A e B due punti generici di s. Un piano generico per s 
sega la F5 in una quintica di genere tre, che è normale e sulla 

* quale le rette del piano segano una serie non speciale. La no­
minata quintica possiede una rete di coniche aggiunte ; e vi sarà 
quindi una conica aggiunta passante per A e B. Facciamo ora 
variare il piano per s : si ottengono così oo1 coniche aggiunte 
passanti tutte per A e B ; e di esse nessuna può spezzarsi nella 
retta s ed in una retta residua, che altrimenti sarebbe speciale 
la serie segata dalle rette di un piano per s sulla curva sezione di 
FB con detto piano. Leoo1 coniche stanno dunque su di una qua- 
drica. Ora, facendo variare sulla retta s i due punti A e B si ot­
tiene una rete di quadriche, le quali passano semplicemente per 
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le linee doppie di Fs (sono subaggiunte). Queste quadriche segano 
la jFb, fuori delle sue linee doppie (o multiple) in linee del quart’or­
dine seganti sulle sezioni piane di F5 la A- canonica.

Le superficie del quint’ordine a sezioni di genere tre soddi­
sfano dunque tutte all’ipotesi del Castelnuovo.

Osservazione. - I risultati ora esposti, relativi alla classifi­
cazione delle superficie a sezioni di genere tre si possono enun­
ciare al modo seguente : Per n > 4, le superficie d’ordine n a- 
sezioni di genere 3 sono razionali o riferibili ad una rigata. Que­
st’ultimo enunciato si può accostare ad altri analoghi già ottenuti 
per le superficie a sezioni di genere 0, 1, 2 (efr. Lib. II, capp. II,. 
III, e per p = 2, la teoria delle superficie a sezioni iperellitti- 
che, svolta ai mi. 28, 29, di questo capitolo). Giova ora osservare, 
sia pure a titolo di notizia, che tutti i teoremi conseguiti, in 
ordine alla razionalità o riferibilità a rigate delle superficie a 
sezioni piane dei primi generi, sono compendiati nel seguente 
teorema generale di Castelnuovo-Enriques ('):

Ogni superficie, che contenga un sistema lineare oc1 almeno- 
di genere p e di grado n > 2p — 2, è razionale ovvero è riferibile ' 
ad una rigata irrazionale.

35. Superfìcie del quint’ordine a sezioni di genere quattro-

Una F5 di S3, che sia a sezioni di genere quattro, può avere 
come linea doppia :

«) una conica irriducibile, che eventualmente si può ridurre 
ad una coppia di rette incidenti, distinte od infinitamente vicine, 
ovvero

b) due rette sghembe.
Nel primo caso si può vedere che la F5 non è razionale (2). 

Pongasi invero che la F5 sia razionale. Il suo sistema rappresen-

(’) Cfr. G. Castelnuovo ed F. Enriques: Sopra alcune questioni fon­
damentali nella teoria delle superficie algebriche-, «Ann. di Mat.», T. VI, 
d. HI, 1901.

(J) Ciò risulta evidente nella teoria invariantiva delle superficie. Invera­
si dimostra, in tale teoria che condizione necessaria perchè una superficie sia 
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tativo -sarà un sistema lineare semplice, | Cn |, d’un certo ordine 
n e di dimensione tre. Il sistema lineare oo3 e d’ordine m<;3n—3, 
] Cm I, costituito dalla parte variabile delle jacobiane delle oo3 
reti che si possono estrarre da | Cn |, sarà rappresentativo del 
sistema segato sulla FB, fuori della conica doppia, dalle superficie 
polari del quart’ordine. Ora si consideri il sistema lineare com­
pleto d ’ ordine m determinato da una generica curva di | Cm | 
presa con le sue molteplicità nei punti base di I Cn\. In tale si­
stema completo è contenuta l’immagine della curva segata sulla 
FB, fuori della conica doppia, da una qualunque superficie del 
quart’ordine, passante per la conica doppia. Ma tra le nominate 
F4 vi sono quelle spezzate nel piano della conica doppia ed in 
una generica superficie cubica. Pertanto le curve segate sulla F5 
dalle superficie cubiche dello spazio sarebbero rappresentate da 
curve piane d’ordine <; 3n — 3 ; e ciò è assurdo. Non può dun­
que esistere un sistema lineare di curve piane, rappresentativo 
della nostra FB.

Esercizio. - Si dimostri che la F5 con conica doppia è proie­
zione da un suo punto della superficie del sesto ordine, a sezioni 
canoniche di genere quattro, dello spazio a quattro dimensioni, 
che si ottiene intersecando una quadrica con un’ipersuperficie 
cubica.

La superficie del quint’ordine, dotata di conica doppia, può 
diventar razionale, per l’acquisto di qualche punto singolare. Se 
invero la FB con K„ doppia possiede un punto doppio (o triplo) 
■0, la trasformazione quadratica di prima specie, cui dà luogo il 
sistema omaloidico delle quadriche passanti per la K2 e per 0,

razionale è ehe il suo genere geometrico ps sia mille: cioè, se la F possiede 
solamente una linea doppia K, non devono esistere delle superficie d’ordine 
n — 4 passanti semplicemente per K (superficie aggiunte).

Ala nel caso di una E. con doppia, il piano della K, è precisamente una 
superficie aggiunta d’ordine n — 4, sicché questa superficie risulta di genere 
geometrico pg = 1.

Ofr. F. Enriques: Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, raccolte 
da L. Campedelli, Cedam, Padova, 1932.
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trasforma la F5 in una superficie del quart’ordine priva di linee 
multiple (o in una superficie cubica). Si ha così un mezzo per 
determinare i tipi di singolarità che rendono la Fs con K2 doppia 
razionale. La discussione completa è contenuta in tre memorie di
D. Montesano (x), alle quali rimandiamo il lettore, che volesse 
approfondire quest ’argomento.

Passiamo a studiare rapidamente la superficie del quint’or­
dine, dotata di due rette doppie, sghembe fra loro.

Seguendo il Clebsch ("), si ottiene immediatamente la rap­
presentazione piana di questa superficie, eseguendo la proiezione 
sghemba di essa, mediante le rette, che si appoggiano alle due rette 
doppie a e b. In questa rappresentazione, le immagini delle se­
zioni piane sono date da sestiehe, che passano triplamente per i 
due punti A e B, in cui le rette doppie a e & di Fs segano il 
piano rappresentativo, e semplicemente per 13 punti T1, T2, ..., 
T13, immagini di altrettante rette di F6, che si appoggiano alle 
rette doppie a e li. Le immagini delle rette doppie a e b sono 
date ' rispettivamente da una C5(A3B2T1T2...T13') e da una 
CS(A2B3T1T2...T1S). Con la trasformazione quadratica che ha i 
punti fondamentali A, B, Tlt il sistema rappresentativo si può 
ridurre all’ordine minimo diventando del tipo Cr,{A2B2T^T2...Tl2')-. 
in questa rappresentazione le rette doppie sono date da una 
C<(AaBTlT2...Tls') e da una C4(A52T1T2...ì’12).

Il sistema rappresentativo della Fs con due rette sghembe è 
sovrabbondante, giacché la sua serie caratteristica è speciale, es­
sendo una g2 sopra un ente di generfe quattro. Ne consegue che i 
punti base del sistema delle C!i(A2B2T1T2...T12) non possono venir 
dati tutti ad arbitrio : se, del resto, i punti A, B, 7\, T.,  T12

(J) Cfr. D. Montesano: Su alcune superficie omaloidiche di 4" e ordine­
prive di linee multiple (Rond, della R. Ace. di Napoli, 1900) ; Le superficie 
omaloidiche di 5° ordine (Ivi, 1901) ; Su nuovi tipi di superficie razionali di: 
5° ordine (Ivi, 1907).

(J) Cfr. A. Clebsch: über die Abbildung algebraischer Flächen, insbe­
sondere der vierten und fünften Ordnung, «Math. Ann.», Bd. I, 1869. 
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fossero dati ad arbitrio, esisterebbero solamente oo2 C^A2B2T1T2 
...T12), e non oo3 come è necessario.

Ma è facile vedere come debbano essere scelti i punti base 
A, B, T.,, T12, perché esista il sistema lineare oo3 delle
C3(A2B2TlT2...Tl2). Infatti abbiamo già detto che le due rette 
doppie della superficie sono rappresentate da una C^A-BTLT„...T12) 
e da una Ci(_AB2T1T2...T12'). Prese dunque ad arbitrio una 
Ci(.A2B) ed una CJ^AB2), si indichino con Tlt T2, T12 gli ulte­
riori 12 punti d’intersezione di queste.due quartiehe. Ê facile ve­
dere che, scelti a questo, modo i punti A, B, T1} T2) T12, esiste-
un sistema lineare oo3 di C5(,A2B2T1T2...T12) ■. per costruirlo basta 
combinare linearmente il fascio delle Ci(A2B2T1T2...Tl2) spezzate 
nella Ci(A2BT1T2...T12) ed in una retta per B, con il fascio delle 
C2(A3B2TlT2...T12) spezzate nella Ci(AB2T1T2...T12) ed in una retta 
per A.

Esercizio. - Si provi — con L. Cremona (3) — che la I\ con 
due rette doppie sghembe è trasformabile birazionalmente in una 
superficie cubica, mediante una trasformazione birazionale dello 
spazio.

All’uopo si trasformi una superficie cubica generica F3 me­
diante il sistema omaloidico delle superficie cubiche, che passano 
per una quartica gobba di prima specie K.t e per due rette della 
Fa, che sono corde della Kt. Si otterrà una Fa con due rette 
doppie sghembe. Inversamente, come si può passare da una Fs„ 
con due rette doppie sghembe, ad una superficie cubica?

36. Superficie del quint’ordine 
a sezioni di genere cinque e sei.

Le superficie del quint’ordine a sezioni di genere cinque pos­
siedono una retta doppia e, come già le F5 con conica doppia, 
non sono in generale razionali; altrettanto dicasi delle FB a se­
zioni di genere sei, che sono prive di linea multipla.

P) Cfr. L. Cremona: Über die Abbildung algebraischer Flächen, « Matli- 
Ann. D, Bd. IV, 1871.
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Relativamente alle superficie del quint’ordine dotate di conica 
■doppia o di retta doppia, ovvero prive affatto di linea doppia, si 
può porre il problema di determinare le singolarità puntuali, che 
le rendono razionali. Questo problema è stato affrontato per due 
vie diverse, che si completano e controllano a vicenda, da D. Mon­

tesano C) e da A. Pensa (2):
a) D. Montesano cerca di ottenere delle superficie razionali 

■del ■quint'ordine a sezioni di genere 4, 5 0 6, trasformando cre- 
monianamente delle superficie di già riconosciuta razionalità:

d) A. Pensa cerea di determinare a priori i tipi di singo­
larità che rendono una Fa razionale. Il punto di partenza è of­
ferto da un teorema di G. Castelnuovo, il quale, nell'annullarsi 
di due caratteri invarianti della superficie (il genere numerico 
•ed il bigenere), dà le condizioni necessarie e sufficienti per la 
razionalità della superficie. Si tratta dunque di valutare l’influenza 
dei vari tipi possibili di singolarità sul genere numerico e sul 
bigenere e di esigere poi che la Fs abbia tali singolarità da ren­
dere nulli questi due caratteri.

Come risultato di queste ricerche si possiede oggidì circa una 
trentina di tipi di superficie del quint’ordine, che sono razionali 
in virtù di singolarità puntuali, aggiunte alla linea doppia; e 
probabilmente non ve ne sono altri. Per la descrizione dei tipi 
conosciuti, rimandiamo il lettore alle memorie citate.

37. Le superficie con infinite trasformazioni proiettive in sè.

Una classe notevole di superficie algebriche generalmente ra­
zionali è costituita dalle superficie algebriche con infinite tra­
sformazioni proiettive in sè. Si ha invero il seguente

Teorema di Enriques-Fano : Le ■superficie algebriche di uno

p) Cfr. le tre memorie citate a pag. 494.
(!) Cfr. A. Pensa: Sull’influenza di alcune singolarità di superficie sul 

genere numerico e sul bigenere P, con applicazione alla determinazione di 
Fr razionali. Mondovì. 1900 e Sulle superficie razionali del 5° ordine. «Ann. 

-di Mat. », Serie III, T. VI, 1901.
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spazio ad un numero qualunque di dimensioni, che ammettono 
infinite trasformazioni proiettive in sè, sono razionali, o riferibili 
a rigate.

Incominciamo ad osservare — con E. Picard — che le tra­
sformazioni proiettive di una superficie algebrica in se stessa 
formano un gruppo algebrico (cioè le operazioni del gruppo, pen­
sate astrattamente come punti, costituiscono una varietà algebrica, 
irriducibile o riducibile): invero, per una omografia, le condi­
zioni di lasciare invariata una superficie algebrica, sono al­
gebriche.

Ciò posto, se esistono infinite trasformazioni proiettive che. 
mutano in sè una superficie algebrica, esse costituiranno un 
gruppo algebrico e quindi una o più infinità continue. In altre 
parole il gruppo più ampio di omografie,, che lascia invariata una 
superficie algebrica, è certamente un gruppo continuo o un 
gruppo misto, àia in quest’ultimo caso esso contiene sempre un 
gruppo continuo. Riassumendo possiamo quindi dire : se, una 
superficie algebrica F è imitata in sè da infinite (tomografie, vi è> 
certamente un gruppo continuo algebrico, che lascia invariata 
la F.

Ciò premesso, per arrivare alla dimostrazione del teorema che 
abbiamo in vista, stabiliamo successivamente le seguenti propo­
sizioni :

1) Le superficie algebriche con un gruppo continuo al­
gebrico oo1 di trasformazioni proiettive sono razionali o riferi­
bili a rigate.

2) Se una superficie algebrica F possiede un gruppo con­
tinuo algebrico oo2 di trasformazioni proiettive, T, essa ammette 
altresì un sottogruppo continuo algebrico oo1 di T.

3) Se una superficie algebrica F ammette un gruppo conti­
nuo algebrico T di trasformazioni proiettive, di dimensione r > 2, 
essa ammette altresì un sottogruppo algebrico continuo oo1 o 
oo2 di r.

La proposizione 1) resta dimostrata dall’osservare che le traiet­
torie di un gruppo continuo algebrico oo1 di omografie costitui­
scono un fascio di curve di Klein e Lie, algebriche e perciò ra- 

32
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zinnali C). Infatti la superficie F, possedendo un fascio (razio­
nale o irrazionale) di curve razionali è razionale o riferibile a 
rigata (efr. Lib. II, cap. I).

Come corollario si deduce : se una superfìcie algebrica F am­
mette un gruppo continuo algebrico oo’ (s 1) di trasformazioni 
proiettive in sè, dotate di un punto unito 0 sopra F, la F stessa 
è certo razionale o riferibile a rigata. Infatti, se la proposizione 
vale per un certo valore di s, vale anche per s 1 : giacche le 
trasformazioni del gruppo oo1+1, che lasciano fermo un punto O' 
di F, infinitamente vicino ad 0, formano un gruppo continuo al­
gebrico oc! ; in generale basterà prendere 0' nell’intorno del pri­
mo ordine di 0, ma.se tutti i punti dell’intorno del primo ordine 
fossero già uniti, si dovrebbe prendere un punto dell’intorno del 
secondo ordine, eec .

Passiamo a dimostrare la proposizione 2). All’uopo osserviamo 
ehe una generica omografia 7 del gruppo 1, costituito dalle °o2 
trasformazioni proiettive di F, avrà un iperpiano unito «, che 
resterà unito per le oo1 omografie formanti il gruppo delle po­
tenze di 7. Ora, se le omografie che lasciano fermo l’iperpiano a 
non sono tutte le omografie di P, ma soltanto oo1, la superficie F 
risulta razionale 0 riferibile a rigata per la proposizione 1). Pon­
gasi invece che « resti fermo per tutte le 002 omografie di F ; 
allora resta mutata in sè da queste anche la curva C, sezione di 
a con F, e possono darsi due casi :

a) la C è costituita da punti uniti e si ricade quindi nelle 
condizioni del corollario precedente, ovvero

b) la C non è costituita da punti uniti, e quindi le trasfor­
mazioni di T, che lasciano fermo un punto di C, formano un 
sottogruppo algebrico oo1.

In ogni caso si conclude che la superfìcie F è mutata in sè 
da un gruppo continuo algebrico oo1 di omografie ed è quindi 
razionale o riferibile a rigata.

Finalmente la proposizione 3) si dimostra come segue. Se la (*)

(*) Cfr. F. Enbiques ed O. Chisïni: Teoria..., Vol. Ill, Lib. V, Gap- HI, 
pag. 239.
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F possiede un gruppo continuo algebrico co’’ di trasformazioni 
proiettive, di dimensione r > 2, fissando un punto di F, e poi 
— eventualmente — una tangente od anche una curva osculatrice 
eco. per esso, si otterrà sempre un sottogruppo continuo algebrico 
di dimensione 1 o 2.

Rimane così dimostrato il teorema di Enriques-Fano.

Notizia storica. - Lo studio delle superficie con infinite tra­
sformazioni proiettive in isè s’inizia con una memoria di F. En­
riques del 1893 O). Il teorema concernente la razionalità e la 
riferibilità a rigata delle nostre superficie viene ivi stabilito nel- 
l’ipotesi che le superficie siano immerse nello spazio ordinario e 
che l’omografia generica del gruppo continuo trasformante in sè 
la superficie sia generale. Nel 1895 il teorema fu esteso da G. Fa­
no (2) al caso di superficie immerse in uno spazio ad un numero 
qualunque di dimensioni e senza escludere l’ipotesi di gruppi 
costituiti da omografie con punti multipli.

Fra i risultati dell’analisi di G. Fano giova osservare il se­
guente: se una superficie algebrica appartenente ad uno spazio 
qualsiasi ammette un gruppo oo2 (e non più) di trasformazioni 
proiettive a punti uniti variabili, un’omografia generale di questo 
gruppo dovrà sempre avere i punti doppi tutti distinti (o, più 
generalmente, il gruppo costituito da questi punti doppi, in nu­
mero finito o infinito, dovrà sempre appartenere allo spazio della 

(’) Cfr. F. Enriques: Le superficie con infinite trasformazioni proiet­
tive in sè stesse; Atti del R. Istituto Veneto, T. IV, s. VII, 1892-93; vedi 
anche l’aggiunta contenuta nella nota: Intorno alla memoria «Le superficie 
con infinite trasformazioni proiettive in sè stesse», ivi, 1893-94.

(’) Cfr. G. Fano: Sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni 
proiettive in se stesse; «Rend. A oc. Lincei», s. 5“, vol. IV, 1895; da consul­
tare anche le memorie seguenti: Sulle superficie algebriche con un gruppo 
continuo transitivo di trasformazioni proiettive in sè; «Rend. Cire. Mat. di 
Palermo», T. X, 1896; Sui gruppi continui di trasformazioni cremoniane del 
piano e sopra certi gruppi di trasformazioni proiettive; ivi; Un teorema 
sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni proiettive in sé; ivi, 
T. XI, 1897.
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superficie proposta). Questo teorema permetterebbe di trovare fa­
cilmente i tipi distinti di gruppi proiettivi oo2, la cui omografia 
generica sia un'omografia'generale, di un Sr qualsiasi; e quindi 
le superficie algebriche mutate in sè dai tipi nominati. È precisa- 
mente ciò che ha fatto 1’Enriques nella memoria citata, per il 
caso dello spazio ordinario. In base al teorema di Fano ora enun­
ciato la discussione dell’ENRiQUES è sostanzialmente esauriente, 
nonostante si limiti ai gruppi la cui omografia generica sia gene­
rale. Si trova così che le superficie dello spazio ordinario con oo! 
(a non più) trasformazioni proiettive in sè sono razionali ed ap­
partengono ad uno dei seguenti tipi:

a) Le superficie algebriche di Klein-Lie, cioè le superficie 
d’equazione x ‘x>  x”  x  = 1 dove oq, a,, a3, a4 sono quattro in­
teri legati dalla relazione «q + a., -f- a3 + «4 — 0 ;

* * * **

b) Rigate (di ordine 4) con due direttrici rettilinee infi­
nitamente vicine;

c) Superficie contenenti un fascio di coniche, segate dai pia­
ni per una retta ;

d) Superficie di sest’ordine a sezioni ellittiche (1).

(’) Il sistema rappresentativo della superficie di questo tipo è dato da 
uu sistema lineare oo3 di cubiche per tre punti base A, B, C in linea retta. 
Le singolarità della superficie sono state studiate, in relazione al sistema 
rappresentativo, da E. Castelnuovo (efr. : Di una classe di superficie razio­
nali che ammettano -s- trasformazioni proiettive in sè; «Rend. Ace. Lincei», 
vol. XXIX, s. 6°, 1936); esse consistono in una cubica gobba cuspidale sulla 
quale giace un punto quadruplo uniplanare 0 ; la tangente alla cubica cuspi­
dale in 0 e la tangente successiva sono triple.

Per quanto riguarda le superficie con un gruppo più che oc2 
di trasformazioni proiettive in sè si haniio soltanto i se­
guenti tipi :

a) la sviluppabile del quart’ ordine circoscritta ad una cu­
bica gobba;

b'ì la rigata cubica di Cayley;
entrambe con oo’ trasformazioni proiettive in sè,

c) i coni (che ammettono tutti almeno °o4 trasformazioni 
proiettive in sè);



ALTRE CLASSI NOTEVOLI Di SUPERFICIE RAZIONALI 501

d) le quadriche con 00“ trasformazioni proiettive in sè ;
e) i piani con oo12 trasformazoni .proiettive in sè.

Questi ultimi risultati concordano con quelli trovati, indipen­
dentemente dall’Enriques, da S. Lie (1).

38. Sulle irrazionalità numeriche, che intervengono nella rap­
presentazione di una superficie razionale su di un piano.

Se si ripensa agli esempi di superficie razionali da noi incon­
trati si vede che per alcuni tipi di queste superficie la rappresen­
tazione piana si ottiene in un modo solo, cioè riesce univocamente 
determinata dalla superficie stessa.

Ciò succede ad esempio pei monoidi d’ordine n 3, per i quali 
basta proiettare la superfìcie dal suo punto (11 — 1 )-pZo, ovvero 
per le superficie del quint’ordine dotate di cubica gobba doppia 0 
di due rette doppie sghembe tra loro ehe si rappresentano me­
diante la congruenza delle rette che. sono corde della cubica 
gobba doppia ovvero si appoggiano alle due rette doppie. In questi 
casi la rappresentazone piana della superficie si può dare razio­
nalmente rispetto ad essa, cioè mediante funzioni razionali di 
clue parametri che dipendono razionalmente dai coefficienti della 
sua equazione.

Ma in generale la rappresentazione piana di una superficie 
razionale F(x, y, 2) — 0, cioè la risoluzione dell’equazione con 
x, y, z funzioni razionali invertibili di due parametri n e v, 
supposta possibile, esigerà'l’introduzione di irrazionalità nume­
riche relative al corpo definito dai coefficienti di F : cioè le dette 
funzioni x(u, v), y(u, v), z(u, v) dipenderanno dai coefficienti di 
F (che si suppongono numericamente dati) non già razionalmen­
te. bensì in forza di equazioni che definiscono appunto le irrazio­
nalità sopra nominate. Così ad esempio per rappresentare su di 
un piano una quadrica per proiezione da un suo punto 0, occorre 
conoscere le coordinate di 0, le quali non si costruiscono in gene- 

C) Cfr. S. Lie: Theorie tier Transformationsgruppen, vol. TU. pagg. 190-8, 
Leipzig, Teubner, 1896.
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rale razionalmente a .partire dalla quadrica, ma esigono la risolu­
zione di un’equazione di secondo grado (intersezione della qua- 
civica con una retta), di cui una delle radici fornirà una coor­
dinata di 0. La rappresentazione piana della quadrica esige dun­
que l’introduzione di un radicale quadratico (cfr. l’esercizio II 
a pag. 16). Analogamente, per rappresentare su di un piano una 
superficie cubica generale, mediante la proiezione sghemba (cfr. 
Lib. I, cap. II, n. 13), è necessario individuare sulla superficie 
una coppia di rette sghembe, il che importa la conoscenza di due 
soluzioni di un’equazione di 27° grado, eco. Queste osservazioni 
suggeriscono la seguente questione :

Da quali irrazionalità numeriche (da aggiungersi al campo 
di razionalità dei coefficienti) si può far dipendere la risoluzione 
di un’equazione ... ,F(x, y, z) — 0

con funzioni invertibili di due parametri (supposta possibile); 
ovvero da quali irrazionalità numeriche dipende la rappresenta­
zione piana di una superficie razionale F d’equazione

F (æ, y, g) = 0 ?

Per il caso delle curve la questione analoga è stata posta e 
risoluta da M. Noether (cfr. Lib. II, cap. I, n. 2). Abbiamo veduto 
che : Le curve razionali si possono dividere in due classi che si 
possano trasformare senza l’aggiunta di irrazionalità:

a) in una conica, ovvero
d) in una cubica con punto doppio.

E si trova quindi: le curve della classe a) si rappresentano 
su di una retta aggiungendo al campo di razionalità dei coefficienti 
un radicale quadratico; quelle della classe b) senza l’aggiunta di 
alcuna irrazionalità.

La ricerca delle irrazionalità numeriche che intervengono 
nella rappresentazione su di un piano delle superficie razionali, 
è stata compiuta da F. Enriques (x). Egli ha stabilito che :

(’) Cfr. V. Enriques: Sulle irrazionalità da oui puà farsi dipendere la
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Le superficie razionali si possono dividere in quattro fami g, 
« seconda che si possono trasformare con trasformazioni bit 
zionali a coefficienti razionali (cioè senza l’aggiunta d’irrazion 
lità numeriche) :

1) in una superficie a sezioni razionali, ovvero
2) in una superficie a sezioni ellittiche, (d’ordine n 1>2 (*

(’) Per » — 2, la superficie a sezioni ellittiche è il piano doppio con qua 
tica di diramazione.

0 II procedimento della trasformazione viene descritto nelle prime p 

ovvero t
3) in una superficie a sezioni iper ellittiche, ovvero in fi:
4) in un cono quadrico doppio con sestica di diramazior 

La ricerca delle irrazionalità da aggiungersi per ottene
la rappresentazione piana si può dunque limitare ai quattro ti 
sUpranominati. Si perviene così a riconoscere che la rapprese 
fazione su di un piano di una superficie razionale richiede, 
seconda della famiglia cui essa appartiene :

a) operazioni razionali ed estrazioni di radicali quadratici 
cubici,

b) risoluzione delle equazioni per la bisezione degli argomet 
delle funzioni abeliane di genere 3 o 4 ovvero delle funzioni ipe 
ellittiche di genere p(p = 1, 2, ...): queste ultime equazioni co 
ducono a irrazionalità generali del grado p.

In quanto segue miriamo a far comprendere il procedimeli! 
col quale si perviene ai risultati enunciati, pur senza entrare 
minuti particolari.

Sia F una superficie razionale, d’iui certo ordine n, in Ss, o 
uno spazio elevato Sr (r>3\ Anzitutto si può trasformare 
F in un’altra superficie che sia priva di punti multipli prop 
o isolati (cioè abbassanti il genere delle sezioni piane o ipèrpia: 
passanti per essi); e questa trasformazione si effettua senza a 
giunta d’irrazionalità numeriche (2).
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Ora, in una rappresentazione piana della F, un punto mul­
tiplo proprio è rappresentato da una curva (’) fondamentale pro­
pria, cioè da una curva che offre una sola condizione alle imma­
gini delle sezioni piane di F e che, staccata, dà luogo ad un sistema 
residuo di genere inferiore al genere del sistema rappresentativo 
di F. Per quanto precede possiamo quindi concludere : ogni su­
perficie razionale F può essere trasformata birazionalmente senza’ 
aggiunta di irrazionalità numeriche, in una superficie razionale 
F', il cui sistema rappresentativo, | C'I, sia privo di curve fon­
ti amentali proprie.

Ciò premesso, sia F una superficie razionale, priva di punti 
multipli propri, a sezioni piane di genere maggiore, di uno; è 
\ (! \ il suo sistema rappresentativo, che supponiamo d’ordine ni, 
e che risulterà privo di curve fondamentali proprie. Consideriamo 
il sistema lineare, | C' |, aggiunto puro di | C costituito cioè dalla 
parte variabile delle curve d’ordine m—3, aggiunte alle curve 
di I C |. 11 sistema lineare | V \ è unico e quindi razionalmente de­
terminato. data la superficie F.

A priori l’operazione razionale, che fa passare dal sistema ]i- 

nare successivamente i punti multipli propri (senza crearne altri), trasfor­
mando la F mediante il sistema lineare delle superficie (e ipersuperficie) d’un 
ordine abbastanza alto, passanti per uno- o più punti, multipli propri, in modo 
da sciogliere gli intorni dei punti nominati. Occorre soltanto osser vare ehe 
se si vuole che in una simile trasformazione non si introducano delle irrazio­
nalità numeriche occorre che le superficie trasformanti passino per tutti i 
punti multipli propri che hanno la stessa molteplicità. Dopo ciò il punto più 
delicato consiste nel giustificare che il procedimento ha termine dopo un 
numero finito di volto. Nell’ultima memoria citata, F. Enriques, facon lo 
intervenire l’ipotesi della razionalità di F, dà una semplice dimostrazione di 
questo fatto. Ma ricerche posteriori, collegantisi al problema di trasformare 
birazionalmente una superficie in una affatto priva di singolarità, hanno 
messo fuori di dubbio il fatto per ogni superficie algebrica. Cfr. F. Enri­
ques ed O. OuTsiNt: Teoria..., Vol. II, Lib. IV, Cap. IV.

(’) Si può supporre che un punto multiplo proprio non sia rappresentato 
dall’intorno di un punto. Invero per un noto teorema di M. NoetKek il 
sistema rappresentativo di F si può trasformare in un sistema, per il quale 
i punti base siano tutti distinti.
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neare | C \ a | C | riesce definita sopra una qualunque superficie, 
trasformata del piano e quindi sulla data F (d’ordine n). Nella 
teoria generale delle superficie si apprende ad effettuare tale ope­
razione, sia nel supposto che le sezioni piane di F appartengano a 
j C I (nel qual caso le C' sono segate da superfìcie aggiunte d’or­
dine n—3, passanti i-—1 volte per le curve i-ple di F\ sia in 
senso invariantivo : il sistema \ C' \ si lascia definire costruendo 
le curve jacobiane delle reti contenute in C (luogo dei punti doppi 
delle curve di tali reti) e staccando 2 curve C dal sistema jaco- 
biano determinato in tal guisa (x).

Comunque sia, a partire da un sistema lineare | C | privo di 
curve fondamentali proprie, che sia di un certo genere p, si co­
struirà (razionalmente) sopra F il sistema lineare aggiunto | C' i. 
che sarà oaP~1 ; e questo sarà in generale, come | C privo di 
curve fondamentali proprie, e rappresentativo di una superficie 
F' (priva di punti multipli propri) birazionalmente equivalente 
ad F, dello spazio a p — 1 dimensioni : per costruire la F' basta 
porre una proiettività tra il sistema degli iperpiani di Sp_i ed 
il sistema delle curve che, su F, corrispondono alle curve di | C' !. 
Passando ora da I C" I al secondo aggiunto puro I C" \. si passerà 
analogamente dalla superficie F' ad una nuova superfìcie F", 
razionale e rappresentata sul piano del sistema delle curve di 
I C" Le superficie della serie F, F', F", ... sono tutte trasformate 
birazionali della F, prive di punti multipli propri e si costrui­
scono l'una dall’altra, senza l'aggiunta di alcuna irrazionalità 
numerica. D’altronde la serie si arresta certamente, perchè gli 
ordini dei sistemi rappresentativi | C |, | C' |, | C" ... calano di 
almeno tre unità per volta ; e la superfìcie con la quale termina 
la serie risponde all’ultimo aggiunto del sistema di partenza 
I C |, il quale rappresenta effettivamente una superficie priva di 
punti multipli propri. Si vede in sostanza, che la determinazione 
dei tipi di superficie razionali, cui si perviene alla fine del proce­
dimento descritto, dipende dalla determinazione dei tipi di si- 

P) Cfr. le Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche (li F. Enriques. 
raccolte da L. Campedelli (Cedam, Padova, 1932),
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sterni lineari rappresentativi di superficie) che si ottengono come 
ultimi aggiunti (puri) a partire da un sistema | C | dato; e questo 
problema, in forma leggermente diversa, è stato da noi già trat­
tato al n. 18 del cap. IV del Lib. II.

Per quanto riguarda il problema presente, occorre indagare 
quando, procedendo per successive aggiunzioni a partire da un 
sistema lineare irriducibile, semplice e privo di curve fondamen­
tali proprie, si presenti per la prima volta un aggiunto che non 
goda di tutte le anzidetto proprietà. Invero il procedimento de­
scritto si può arrestare o perchè non esiste più un sistema aggiunto 
oc1 almeno, ovvero perchè il prossimo aggiunto non è rappresen­
tativo di una superficie priva di punti multipli propri. Nella 
prima ipotesi, tenuto conto dei risultati del n. 17 del Lib. II, 
cap. IV, si può pervenire solamente ad un sistema ccz almeno di 
curve razionali o oo3 almeno di curve ellittiche; invero una rete di 
curve ellittiche ed il sistema oo1 delle sestiche per otto punti base 
doppi non sono sistemi semplici. Per discutere la seconda ipotesi 
occorre anzitutto stabilire quando l’aggiunto puro di un sistema 
lineare possa essere riducibile ovvero non semplice. Se l'aggiunto 
di un sistema lineare | C | è riducibile, il sistema | C | è necessa­
riamente costituito da curve iperellittiche ed anzi se | C | è sem­
plice, l’aggiunto è necessariamente composto con le curve razio­
nali di un fascio (*).  Se invece l’aggiunto di un sistema | C \ non 
sia semplice, seguendo il Castelnuovo (2), si può dimostrare 
ehe I C I, supposto po’’, contiene un sistema po’-—1 di curve iperel­
littiche : se inoltre p indica il genere di | C |, il sistema | C' | con­
sta di pop-1 curve iperellittiche di genere p — 2 secantisi a due a 
due in p — 2 coppie della <j\ che ciascuna | C' \ contiene. Infine 
se I C I è irriducibile, semplice e privo di curve fondamentali, il 
sistema | C' | può essere non semplice solamente quando esso sia 
riducibile ad una rete di cubiche per sette punti base ovvero al 
sistema po’ delle sestiche per otto punti base doppi.

(’) Cfr. il n. 29 di questo capitolo.
(’) Cfr. G. Castelnuovo: Sulle superficie di genere zero; Memorie della 

Società Italiana delle Scienze, detta dei XL, s. Ill, t, X, 1894-6.
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In conseguenza si può dire che :

L’operazione di aggiunzione successivamente applicata nel 
piano a partire da un sistema lineare irriducibile semplice e privo 
di curve fondamentali, porta sempre a sistemi dello stesso tipo e 
termina con un sistema lineare ;

1) oo2 almeno di curve razionali, ovvero
2) oo3 almeno di curve ellittiche, ovvero
3) di curve ipercllittiche, ovvero
4) con un sistema che ha come aggiunto una rete di cubiche 

per 7 punti base o un sistema lineare oo  di sesti eh e per 8 punti 
base doppi.

*

Ma il sistema delle cubiche per 7 punti base ed il sistema delle 
sestiche per 8 punti base doppi, benché non semplici, si possono 
ancora ritenere come rappresentativi di una superficie razionale: 
cioè rispettivamente del piano doppio con quartica di dirama­
zione e del cono quadrici) doppio con sestina di diramazione di 
genere 4. Teniamo inoltre conto del fatto che il piano doppio con 
quartina di diramazione si può considerare come una superficie 
a sezioni ellittiche d’ordine due.

Per quanto precede perveniamo così all’enunciato:

Ogni superficie razionale può essere trasformata birazional- 
mente, con una trasformazione a coefficienti razionali, in una 
superficie :

a) a sezioni razionali, ovvero
b) a sezioni ellittiche d’ordine n 2, ovvero
c) a sezioni iperellittiche, ovvero
d) in un cono quadrico doppio con sestica di diramazione.

Per esaurire la ricerca, che ci siamo proposti, rimangono ora 
da classificare le irrazionalità che si richiedono per rappresentare 
sopra un piano le superficie dei tipi a), ò), c), d).

Incominciamo dalle superficie della prima famiglia, ossia dalle 
superficie a sezioni razionali. Dai risultati del cap. II del Lib. II 
sappiamo che le nominate superficie sono rigate o proiezioni della 
superficie di Veronese. Proiettando nello spazio ordinario abbia­
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mo dunque il piano, la quadrica, le rigate razionali di grado mag­
giore di due e la superficie di Steiner.

La quadrici! si rappresenta sul piano per proiezione da un. 
suo punto; e la determinazione di tale punto esige l’estrazione di 
un radicale quadratico.

Una rigata razionale di grado maggiore di due si può rap­
presentare sul piano, riferendo proiettivamente il sistema oo1 delle 
sue generatrici al sistema delle rette d’un fascio nel piano, e 
proiettando da un asse qualsiasi ciascuna generatrice sulla retta 
corrispondente del detto piano. La seconda operazione si effettua 
in modo razionale. La prima esige in sostanza la rappresentazione 
punto per punto duna sezione piana della rigata sopra una retta, 
ossia la rappresentazione su di una retta d’una curva razionale; 
essa si effettua razionalmente se il grado della rigata è dispari o 
estraendo al più un radicale quadratico se il grado è pari (efr. 
Lib. II, cap. I, n. 2).

Infine la superficie di Steiner si rappresenta senza alcuna 
irrazionalità per proiezione dal suo punto triplo.

In conclusione :
Le superficie razionali della classe a) si possono rappresentare 

sul piano estraendo (al più) un radicale quadratico.

La famiglia b) è costituita dalle superficie a sezioni ellittiche, 
ossia dalle superficie normali d’ordine n di S„ e dalle loro proie­
zioni. Il valore di n è comparso tra 2 e 9. Le superfìcie si rap­
presentano con le oo” cubiche per 9 — n punti base e per n = 8 
anche con le oo8 quartiehe per due punti doppi (efr. Lib. II, 
cap. II. n. 12).

Analizziamo i vari casi :
1) Per n ~ 2 si ha la superficie rappresentata dalle oo2 

cubiche per 7 punti base, ossia il piano doppio con quantica di 
diramazione di genere 3. La sua rappresentazione sul piano 
semplice esige la risoluzione di un problema di bisezione degli 
argomenti delle funzioni abeliane relative alla quantica di dira­
mazione: invero (efr. Lib. IL cap. V, n. 26). nota una bitangente 
alla quantica, si può costruire razionalmente una superficie cubica
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che per proiezione da un punto si rappresenta sul nominato 
piano doppio; e la rappresentazione piana della F3 esige la co­
noscenza di due rette non incidenti, cioè di altre due bitangenti 
alla quartica di diramazione.

2) Per n = 3 si ha la superficie clibica di S:t, che si rappre­
senta sul piano mediante la proiezione sghemba da due delle sue 
rette, non incidenti. Le irrazionalità numeriche che qui interven­
gono sono definite dall'equazione delle 27 rette, che rientra -- 
come è noto — nell'equazione per la bisezione degli argomenti 
delle funzioni abeliane di genere 3, cioè nell’equazione delle 28 
bitangenti ad una quartica. Con la proiezione della superficie da 
un suo punto (irrazionalità quadratiche e cubiche) si ha invero 
un piano doppio con quartica di diramazione, di cui vien data 
una bitangente.

3) Per n = 4 si ha la superficie di Segre, intersezione di due 
quadriche di 8t, la quale si rappresenta sul piano per proiezione 
da una delle 16 rette. Anche qui si ha da fare con un caso parti­
colare della stessa equazione che si è incontrata nel caso n — 2. 
Del resto la supeidìeie proiezione della data in S„ possiede una 
conica doppia; e da un punto di questa (irrazionalità quadra­
tica) viene proiettata su di un piano doppio con quartica di di­
ramazione, di cui 16 bitangenti ci danno le rette della superficie.

4) Per 7ì — 5 -troviamo una <I>5 normale in 85. Essa si può 
rappresentare sul piano senza introdurre irrazionalità. Invero 
proiettando la <J>5 da punti generici di S3 in S3, si ottiene una 
superficie del quint'ordine in 83, dotata di una quintiea doppia 
con punto triplo, al quale, risponde sulla <D5 una terna di punti, 
che è così determinata razionalmente. Si seghi ora la <!>,, con un 
S3 generico passante per la terna nominata. L’ulteriore interse­
zione è costituita da una coppia di punti Pr e P2, razionalmente 
determinata. Proiettando la dalla retta PAP2, si ottiene in S3 
una superficie cubica, sulla quale vi è una coppia di rette sghembe 
razionalmente individuata (ogni retta essendo 1" immagine del- 
l’intorno di uno dei punti Px o F,) ; sicché si è condotti a rap­
presentare la superficie cubica sul piano con la consueta proie­
zione sghemba.
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5) Per n — 6 si ha una <I>(1 normale in S„, la quale viene 
proiettata in una rigata cubica normale di S4 da una sua retta. 
Siccome questa si rappresenta sul piano senza introdurre irrazio­
nalità numeriche, così le irrazionalità da cui dipende la rappre­
sentazione della <I>,: saranno definite dall’equazione che vale a 
separare le sue 6 rette. Invero risulta subito dalla rappresenta­
zione piana della mediante le oos cubiche per tre punti base 
non allineati, che la possiede sei rette, le quali si distribuiscono 
in due terne : quelle di una terna sono a due a due sghembe tra 
loro; (una terna è rappresentata dagli intorni dei tre punti base, 
e l'altra dalle tre rette, che congiungono i tre punti base a due a 
due in tutti i modi possibili). Perciò l’equazione di sesto grado da 
cui dipende la separazione delle sei rette si spezza in due equazioni 
di terzo grado separabili con l’estrazione di un radicale quadra­
tico. Per determinare una retta basta risolvere un’equazione di 
terzo grado. In definitiva la rappresentazione della sul piano 
esige solamente l’introduzione di radicali quadratici e cubici.

fi) Per n~l si trova una <I>7 normale in 87, rappresentata 
sul piano da cubiche per due punti. La <J7 contiene tre rette: 
due sghembe tra loro e l’altra incidente ad esse. Da quest’ultima 
retta, che è razionalmente determinata, la O7 viene proiettata 
in una superficie di Veronese, che a sua volta si rappresenta 
sul piano senza irrazionalità. Così la C> 7 si rappresenta sul 
piano razionalmente.

7) Per n = 8 si hanno due tipi di <D8 normali in Sa : il 
primo tipo rappresentato da cubiche per un punto ed il se­
condo da quartiehe per due punti doppi A e B.

La O8 del primo tipo si rappresenta razionalmente sul piano. 
Invero essa possiede una retta e proiettando da questa si ottiene 
una rigata del quint’ordine che (cfr. precedentemente) si rappre­
senta razionalmente.

Per il secondo tipo (J) la rappresentazione piana si può far

p) Per le irrazionalità, ehe intervengono nella rappresentazione piana di 
questa superficie efr. la nota di F. Enriques: Sìdie irrazionalità aritmetiche 
che occorrono per la rappresentazione piana della superficie razionale a se- 
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dipendere da tre radicali quadratici. Invero la possiede due 
fasci di coniche (rappresentati dai fasci delle rette per A e B) ; 
le coniche di essi stanno in piani formanti due serie razionali 
<x e ß, ehe generano due varietà a tre dimensioni secanti uno 
secondo due curve razionali Ca e Cß. Mediante un radicale qua­
dratico (risoluzione di un’equazione di secondo grado) si possono 
separare le due curve <’a e Cß ; e (al più) l'introduzione di altri 
due radicali quadratici serve a determinare due punti di esse, uno 
sopra ciascuna delle due curve. Dopo ciò sono determinati due 
piani, che segano la secondo due coniche (una di ciascun fa­
scio) e quindi anche il punto comune alle due coniche. Proiettando 
la dal piano tangente a questo punto si cade nella superficie 
di Veronese, che si rappresenta senza ulteriori irrazionalità.

8) Finalmente per a — 9 si ha una d>9 di rappresentata 
sul piano dal sistema lineare di tutte le cubiche.

Si può determinare razionalmente un punto della <I>9 risol­
vendo una equazione di quarto ed una di terzo grado. Invero, la 
relazione tra una cubica e la sua hessiana nel piano rappresen­
tativo di D9, si rispecchia in una relazione per la quale ad ogni se­
zione iperpiana di O3 corrisponde un’altra sezione iperpiana, ra­
zionalmente determinata, che si può chiamare hessiana della prima.

Ora fra le sezioni i per piane di 4>9. che sono curve ellittiche, 
si distinguono quelle equianarmoniche : la sezione hessiana corri­
spondente ad una sezione equianarmonica di 3>0 si spezza in tre 
cubiche seeantisi a due a due in ini punto. In un fascio di se­
zioni iperpiane di O9 ve ne sono quattro equianarmoniche:- se 
ne può determinare una risolvendo un’equazione del quarto gra­
do; dopo ciò si potranno separare i tre punti doppi della sua hes­
siana su E>9 (spezzata in tre cubiche) risolvendo un’equazione di 
terzo grado. In definitiva, introducendo solo radicali quadratici 
e cubici si può determinare un punto di 4>9. Proiettando da 
questo punto si ottiene una <J>S di 8«, che si rappresenta senza 
ulteriori irrazionalità.

sioni ellittiche dell’ottavo ordine; « Rend, della R. A ce. dei Lincei», Voi. 
XVT, s. 6», 1932.
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Riassumendo i risultati ottenuti possiamo dire :
Le superficie razionali della famiglia b) si possono rappresen­

tare sul piano al più estraendo radicali quadratici e cubici e ri­
solvendo un’equazione per la bisezione delle funzioni ab eli an e di­
genere tre.

Passiamo allo studio delle irrazionalità numeriche, che si pre­
sentano nella rappresentazione piana delle superficie della fami­
glia c), ossia delle superficie razionali a sezioni iperellittiehe.

Come sappiamo (efr. Lib. II, cap. VI, n. 29) le superficie ra­
zionali a sezioni iperellittiehe possiedono un fascio razionale di 
coniche. Se si riesce ad individuare sulla superficie una curva 
unisecante le coniche del fascio, la superficie si rappresenta su una 
rigata razionale senza ulteriori irrazionalità: basta all’uopo 
proiettare ogni conica del fascio dal punto comune ad essa ed alla 
unisecante.

Per individuare la unisecante procediamo così. Consideriamo 
una curva, L, unisecante i piani delle coniche e proiettiamo cia­
scuna conica dal punto comune al suo piano ed alla curva L. Ciò 
si può fare razionalmente. Dopo la proiezione si ottiene una rigata 
razionale doppia, con una curva di diramazione bisecante le gene­
ratrici. La nominata rigata, estraendo al più un radicale quadra­
tico, può rappresentarsi su di um piano, in guisa che le sue genera­
trici divengano le rette d’un fascio. Ne viene che una superficie 
razionale a sezioni iperellittiehe può essere rappresentata, al più 
estraendo un radicale quadratico, su di un piano doppio con curva 
di diramazione d’ordine 2n dotata di punto 0 (2n — 2)-plo- e le 
coniche della superficie si rappresentano nelle rette uscenti dal 
punto 0.

Ora una unisecante le coniche del fascio è rappresentata da 
una curva d’ordine h con punto (/t — l')-plo, tangente ovunque 
incontra alla curva di diramazione. E si è visto (efr. Lib. II, cap. I, 
n. 3) che per h = n — 1 questo problema dà luogo ad un nu­
mero finito di soluzioni, che si distinguono una dall’altra risol­
vendo. nn 'collazione di bisezione relativa alle funzioni abeliane 
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è di genere p^.2n— 2, così le irrazionalità numeriche che s’ir 
contrano diventano di grado sempre più elevato, crescendo con p 
com’è noto dalla teoria delle equazioni predette.

Riassumendo :
Le superficie razionali della famiglia c) si possono rappreseti 

tare sul piano coll’estrazione di radicali quadratici e la risoluzion 
di un’equazione per la bisezione degli argomenti delle funzion 
iperellittiche di genere (qualsiasi) p, dove si ha in corrispondenzt 
delle diverse classi di superficie : p— 1, 2 ...

Finalmente il cono quadrico doppio con sestica di dirama 
zione si riduce, per proiezione da un suo punto e quindi con l’ag 
giunta di un radicale quadratico, al piano doppio con sestica d 
diramazione, dotata di due punti tripli infinitamente vicini. E que 
sto piano doppio si può rappresentare sul piano semplice o, pei 
lo meno, su superfìcie razionali dei tipi precedenti, risolvendo 
sostanzialmente un problema di bisezione degli argomenti delle 
funzioni abeliane di genere quattro, inerenti alla curva di dira­
mazione (cfr. Lib. II, cap. V, n. 26).

Infine potremo enunciare il teorema :
La rappresentazione piana delle superficie razionali si può far 

■dipendere da irrazionalità che vengono definite per le diverse fa­
miglie e classi di superficie distinte in rapporto alle trasformazioni 
a coefficienti razionali: queste irrazionalità sono quadratiche e cu­
biche ovvero irrazionalità provenienti dalla risoluzione di equa­
zioni per la bisezione degli argomenti delle funzioni abeliane di 
genere 3 e 4, o di funzioni iperellittiche di genere p = 1, 2, ....

39. Superficie razionali reali.

Lo studio delle superficie razionali dal punto di vista della 
loro realità, e quindi della forma che le superficie reali possono 
avere entro lo spazio proiettivo, si inizia colla considerazione 
delle superficie dei primi ordini.

Tj£> Tinzìnna aho la /ni rtrJ rifili 
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vamente di genere, 0 o 1), secondochè siano a punti ellittici o 
iperbolici (rigate), viene acquisita colle prime conoscenze relative- 
alla connessione dello spazio proiettivo (Möbius) : si riconosce- 
invero che la distinzione dell’iperboloide ellittico a due falde, 
dall’ellissoide o dal paraboloide ellittico, ha soltanto un signifi­
cato metrico ; proiettivamente si tratta di superfìcie fra loro iden­
tiche.

Dopo le quadriche hanno formato oggetto di uno studio ap­
profondito, dal punto di vista della realità e della forma, le super­
ficie cubiche : l’analisi che vi si riferisce è dovuta ad IF. G. 
Zeuthen (x) e, mercè la rappresentazione sul piano doppio con 
quartica di diramazione, viene a dipendere dalla forma di-questa 
qu artica.

Altri studi in quest’ordine di idee si riferiscono alle rigate: 
si è riconosciuto p. es. che le rigate razionali sono sempre costi­
tuite da una sola falda, che è bilatera per le superficie d’ordine 
pari, e unilatera per quelle d’ordine dispari. In particolare si è 
studiata la forma delle rigate del terzo grado (').

Questi esempi mettono già in luce il fatto significativo che- 
« mentre il numero delle falde (proiettivamente distinte) di una 
superficie costituisce un carattere (assolutamente) invariante per 
trasformazioni birazionali reali, invece l’ordine di connessione- 
d’una falda', e la sua bilateralità o unilateralità, sono suscettibili 
di variare per effetto di quelle trasformazioni che mutano un 
punto {fondamentale) in una curva eccezionale, cioè costituiscono 
soltanto degli invarianti relativi (per riguardo a trasformazioni 
prive di punti fondamentali)».

Osservazioni generali di questo tipo si trovano in una nota di 
F. Enriques (3) relativa alle superfìcie che si suppongono definite 

(’) Cfr. H. G. Zeuthen: Sur les différentes formes des courbes planes du: 
quatrième ordre; «Math. Ann.», Bd. VII, 1874 e Etudes des propriétés de 
situation des surfaces cubiques; «Math. Ann.», Bd. VIII, 1875.

(2) Cfr. F. Severi: Stdla forma delle rigate cubiche; «Atti del R. Isti­
tuto Veneto», T. LXII, p. II, 1903.

(-') Cfr. F. Enriques: Alcune osservazwnà intorno alle superficie razionala 
reali; R.. Ace. delle Scienze dell’istituto di Bologna (1912).
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mediante funzioni razionali reali di due parametri, cioè dedotte 
dal piano mediante trasformazioni dirazionali reali.

Ma lo studio delle superficie razionali reali dà luogo a più 
alti problemi quando si parta dalla definizione delle superficie 
reali, come quelle che sono rappresentate da una o più equazioni 
a coefficienti reali, nello spazio ordinario o in uno spazio a più 
dimensioni. Le superficie reali che sono razionali non risultano 
per ciò costituite da una sola falda, cioè trasformabili nel piano, 
bensì in generale da più falde, o anche da nessuna falda, come 
accade per la quadrica x2 + y2 + z2 + 1 =0, che è reale ai sensi 
della definizione, ma non possiede punti reali.

Si affaccia la domanda di descrivere e determinare i vari casi 
possibili. Questo problema ha formato oggetto di una ricerca 
approfondita di A. Comessatti (’), di cui vogliamo brevemente 
riassumere i risultati.

Anzitutto è facile riconoscere che la definizioiie data delle 
superficie reali si lascia tradurre nel seguente criterio geometrico.

Una superficie F immersa nello spazio proiettivo complesso 
S,.(xo, %r) è reale se accada che per ogni punto di F anche
il suo complesso coniugato (cioè a coordinate complesse coniugate) 
sia su F. La trasformazione involutoria K, che si ottiene su F 
associando ad ogni punto il suo complesso coniugato, si dirà 
trasformazione di coniugio. Se una superficie reale possiede punti 
reali, questi sono mutati in sè dalla trasformazione di coniugio. 
Più in generale, si dirà reale ogni elemento (punto, linea, sistema 
lineare, ecc.) di F che sia trasformato in sè dalla trasformazione 
di coniugio.

(') I lavori del Comessatti, die trattano dell’argomento, sono i seguenti: 
Sulle superficie razionali reali, « Rend, della R. Acc. dei Lincei », Vol. XX, 
s. 5. 1911 ; Fondamenti per la geometria sopra le superficie razionali dal 
punto di vista reale, «Math. Ann.», Bd. LXXIII, 1913; Sulla connessione 
delle superficie razionali reali, «Ann. di Mat.», Voi. 23-, 1914. Cfr. anche il 
rapporto Reelle Fragen in der algebraischen Geometrie («Jahresbericht der 
deutschen Mathematiker Vereinigung», Bd. 41, 1932), che si estende anche 
ad altre questioni ili geometria algebrica, che sono state trattate dal punto 
di insta della realità.
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Precisiamo ancora, sotto l’aspetto geometrico, il concetto delle 
trasformazioni birazionali reali. Una superficie reale F sia in 
corrispondenza irrazionale con una superficie reale F'. La tra­
sformazione frazionale che fa passare da F ad F' sarà reale se 
muta le coppie di punti complessi coniugati di F nelle coppie di 
punti complessi coniugati di F', ossia se trasforma l'una nell’altra 
le trasformazioni di coniugio di F ed F'.

Ciò posto, si pone il problema di classificare le superficie razio­
nali reali di fronte alle trasformazioni birazionali reali. Se F à, 
una superficie razionale reale e si pongono in una stessa classe 
tutte le superficie razionali reali che si deducono da F con tra­
sformazioni birazionali reali, il nominato problema consiste nel 
determinare tutte le classi di superficie razionali reali, distinte 
rispetto alle trasformazioni birazionali reali.

A tale scopo il Comessatti prende le mosse dall’osservazione 
che le trasformazioni birazionali a coefficienti razionali sono certo 
reali; quindi la classificazione delle superficie razionali di fronte 
alle trasformazioni a coefficienti razionali, che — nel numero pre­
cedente — abbiamo veduto essere stabilita da Enriques, si tra­
duce nel seguente teorema :

Una superficie razionale reale si può ridurre con trasforma­
zioni birazionali reali ad una superficie razionale reale

a) a sezioni razionali, ovvero
b) a sezioni ellittiche d’ordine n > 2, ovvero
c) a sezioni iperellittiche, ovvero
d) ad un cono quadrico doppio con sestica di diramazione.

A questa proposizione il Comessatti ha dato una forma leg­
germente diversa, enunciando che :

Sojira una superficie razionale reale esiste sempre qualche si­
stema lineare reale appartenente all’uno o all’altro dei seguenti 
tipi :

«) fascio di curve razionali (riferibile birazionalmente al 
fascio delle rette uscenti da un punto),

ß) rete di grado due di curve ellittiche (riferibile birazio­
nalmente alla rete delle cubiche piane per 7 punti base),
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y) sistema oo3 eli grado 4 e genere 2 (riferibile birazional- 
inente al sistema delle sestiehe .piane per 8 punti base doppi).

Ciò posto, sia F una superfìcie razionale reale. Quando si passa 
dalla superfìcie alla sua rappresentazione piana, la trasformazione 
di coniugio su F si muta in una trasformazione involutoria del 
piano rappresentativo, le cui equazioni si scrivono ponendo le coor­
dinate di punto eguali a funzioni razionali invertibili dei valori 
complessi coniugati di quelli delle coordinate del punto corrispon­
dente. In altre parole la trasformazione involutoria che corri­
sponde al coniugio su F è il prodotto di una trasformazione 
birazionale per il coniugio nel piano : una tale trasformazione si 
dirà una trasformazione antibirazionale.

Ora una superfìcie razionale reale è rappresentabile su di un 
piano reale x in infiniti modi, che si deducono uno dall’altro ese­
guendo nel piano r. una qualsivoglia trasformazione birazionale 
(complessa). Una superficie razionale reale F dà quindi luogo su 
r. ad una trasformazione antibirazionale involutoria che è deter­
minata a meno di trasformazioni birazionali ; e la medesima tra­
sformazione antibirazionale involutoria risulta evidentemente col­
legata ad ogni superficie razionale F', che appartenga alla stessa 
classe della F, sia cioè trasformabile nella F con una trasforma­
zione birazionale reale. Reciprocamente è facile persuadersi che 
trasformazioni antibirazionali involatone birazionalmente distinte 
possono essere collegate solamente a classi distinte di superficie 
razionali reali. Giova infine osservare ehe data ad arbitrio una 
trasformazione antibirazionale involutoria T si può sempre co­
struire una F di cui la T rappresenti il coniugio.

Queste osservazioni mostrano che il problema di classificare le 
superficie razionali reali in relazione alle trasformazioni bira­
zionali reali, equivale a quello di trovare i tipi birazionaltìiente 
distinti di trasformazioni antibirazionali involutorie, in un 
piano ir.

11 Coaiessatti ha risolto quest’ultimo problema e, tenuto 
conto che le trasformazioni antibirazionali involutorie devono 



518 LIBRO SECONDO

mutare in sè uno dei sistemi lineari a), ß), y) precedentemente 
indicati, è pervenuto al seguente risultato :

Le trasformazioni antibirazionali involutorie del piano sono 
riducibili, per trasformazioni quadratiche, ai seguenti tipi, irri­
ducibili e dotati del minimo numero di punti fonda ment ali :

a) coniugio ;
ò) trasformazioni antiquadratiche prive di elementi■■ uniti ;
c) t ras formazioni d’ordine m -f- l(m > 1) con un punto

fondamentale m-plo 0 e 2m punti fondamentali semplici P, 
(z = 1, 2, 2m), distinti fra loro o infinitamente vicini ad 0 in
direzioni distinte, dia mutano in sè il fascio delle rette per 0 ;

d) trasformazioni d’ordine 8 con 7 puniti tripli Pt (i = 1, 2,
7), che mutano in sè la rete delle cubiche per Pu P2, P7;

e) trasformazioni d’ordine 17 con 8 punti sestupli Pf
(i = 1, 2, 8), che mutano in sè il sistema lineare ooJ delle se-
stiche che passano doppiamente per Plt P2, Ps.

Il lettore riconoscerà facilmente nei tre tipi c), d), e) gli ana­
loghi dei tre tipi di involuzioni piane del secondo ordine, trovati 
da E. Bertini. Il tipo a) corrisponde alla omologia armonica. 
Nuovo è invece il tipo b). Un esempio di trasformazione antiqua­
dratica involutoria si ha considerando la rappresentazione piana 
di una quadrica reale senza punti reali, fatta per proiezione da 
un suo punto su di un piano tc. Invero alla trasformazione di 
coniugio sulla quadrica corrisponde nel piano r. una trasforma­
zione, che si vede subito essere quadratica e che non può avere 
punti uniti perchè la quadrica, non possedendo punti reali, non 
ha punti uniti per la trasformazione di coniugio. Vedremo tra 
un momento che questo esempio ha valore generale.

L’ultima proposizione enunciata contiene in sè la classifica­
zione delle superficie razionali reali di fronte alle trasformazioni 
direzionali reali. Precisamente : Le superficie razionali reali si 
dividono in cinque famiglie a seconda che la trasformazione di 
coniugio sulla superficie si muti nel piano rappresentativo, in una 
trasformazione antibirazionale involutoria riducibile ad uno dei 
cinque tipi «), &), c), d\ e).

Per precisare meglio, secondo la visione reale, il significato di 
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questa distinzione in famiglie, conviene parlare delle falde reali 
della superficie F, che supponiamo superficie algebrica irriducibile 
reale, priva di singolarità reali (o tuffai più dotata di singolarità 
reali isolate). La parte reale di F risulterà composta di un certo 
numero, eventualmente nullo, di varietà a due dimensioni chiuse 
e connesse f) ; ciascuna delle quali costituisce una falda reale 
di F (-).

Sia F una superficie razionale della famiglia «), la quale cioè 
si possa rappresentare sul piano in guisa che la trasformazione 
di coniugio su F si muti nel coniugio del piano. Ciò equivale a 
dire che la F è trasformabile nel piano reale con una trasforma­
zione birazionale reale. Ne viene che la F possiede certo punti reali 
ed anzi è, come il piano, una superficie con una falda. Inversa­
mente risulta che ogni superficie con una falda può essere trasfor­
mata realmente in un piano ed appartiene così alla famiglia «) : 
invero vedremo che nessuna delle superficie razionali reali delle 
famiglie ò), c), d), e) possiedono una sola falda. Poiché inoltre la 
trasformazione di coniugio del piano è unica, ne viene anche : 
tutte le superficie razionali reali con una sola falda- reale costi­
tuiscono un’unica classe di fronte alle trasformazioni birazionali 
reali; a rappresentante (Telia classe si può assumere il piano reale.

Passiamo allo studio delle superficie razionali reali della fa­
miglia Z>), per le quali il coniugio si rappresenta in una trasfor­
mazione antiquadratica involutoria, priva di punti uniti. Queste 
superficie non possiedono punti reali e sono quindi prive di falde­
reali. Inversamente ogni superficie razionale reale priva di falde 
reali appartiene alla famiglia ò) : invero, è facile constatare che 
tutte le trasformazioni antibirazionali involutorie dei tipi a), c).

(’) Si può facilmente dimostrare che una superficie algebrica non può 
possedere nè linee reali isolate, ehe non siano multiple, nè contorni.

(2) Le falde reali si intendono chiuse e connesse in senso proiettivo e non 
metrico; cioè la curva all ’infinito di F non deve essere considerata come 
frontiera. Per precisare con un esempio, l’ordinario iperboloide a due falde 
-è tale solamente in senso metrico. Val nostro punto di vista esso appare 
•eost.duito da una. falda, sola., cosà come l’ellissoide. 
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d), ö) hanno dei punti uniti, ehe rispondono a punti reali della 
superficie. Inoltre è immediato che le trasformazioni antiquadra­
tiche involatone prive di punti uniti sono in generale birazional- 
mente identiche. Ne viene: Le superficie razionali reali prive di 
falde reali costituiscono un’unica classe, di fronte alle trasforma­
zioni birazionali reali; a rappresentante dell’ente generico della 
classe si può assumere una quadrica priva di punti reali, ad e-s. 
la sfera x2 + y2 + z2 -j- 1 = 0 (x).

Consideriamo ora le superficie razionali reali, che apparten­
gono alla famiglia c), d) od e). Su queste superficie esiste un si­
stema lineare reale riconducibile birazionalmente al tipo a), ß) 
o y). L’esistenza di questi particolari sistemi lineari conduce a 
rappresentare le nostre superficie :

nel caso c) sopra un piano doppio reale con curva di dira­
mazione reale d’ordine 2n con punto (2n — 2)-'plo, irriducibile & 
priva di punti doppi;

nel caso d) sopra un piano doppio reale con quartica di 
diramazione reale di genere tre;

nel caso e) sopra un cono quadrilo doppio reale con sestica 
di diramazione reale di genere quattro.

Ciò posto, l’indicata rappresentazione sul piano doppio per­
mette subito di dedurre, dal numero delle regioni in cui resta 
diviso il piano (o il cono) dai rami reali della curva di dirama­
zione, il numero delle falde della superficie : si trova così che nei 
casi c), d), e) esso è rispettivamente eguale ad m, 4, 5.

Dunque, iniziando la discussione dalle superficie della fami­
glia c), possiamo dire: Le superficie razionali reali della famiglia 
c) si distinguono a secondo del valore dell’intero m, che corri­
sponde al numero delle falde reali della superficie. A valori di­
versi di m corrispondono certo superficie razionali reali, distinte (*) 

(*) Di fatto gli unici enti della classe che non si riducono alla sfera 
+ 3/’+ 22 + 1 = 0 si riducono al cono isotropo x2 -|- y‘ z“ = 0 ; per essi 

il coniugio è rappresentato da una trasformazione antiquadratica involatori» 
con due punti fondamentali infinitamente vicini.
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di fronte alle trasformazioni birazionali reali. Ma, fissato m, esi­
stono ancora infinite classi diverse ; per fissarne mia occorre carat­
terizzare di fronte al gruppo delle trasformazioni birazionali del 
piano una trasformazioni antibirazionale involutoria d’ordine 
m + 1 con un punto fondamentale m-plo 0 e 2m punti fondamen­
tali semplici Pi (i = 1, 2, ..., 2m). Ciò si può fare assumendo come 
moduli i 2ni — 3 birapporti determinati, in un ordine prefissato, 
da ciascuna delle rette OP.„ OPS, ..., OP2m prese insieme con le 
rette OPlt OP2, OP3. Una discussione più approfondita mostra 
che i 2»r — 3 birapporti nominati si possono assumere reali e che 
in realtà essi individuano non una ma due trasformazioni anti- 
birazionali involutorie. Comunque possiamo enunciare :

Le superficie razionali reali della classe c) con un dato numero 
m(> 1) di falde dipendono da 2m—3 moduli reali.

Consideriamo invece le superfìcie razionali reali della famiglia 
d): esse posseggono quattro falde reali. Quali moduli si possono 
assumere gli invarianti birazionali (e quindi proiettivi) della 
quartica di diramazione del piano doppio, sul quale le superficie 
si possono rappresentare. Anche questi invarianti si possono 
assumere reali. Ne viene :

Le superficie razionali reali della famiglia d) dipendono da fi 
moduli reali.

Infine: Le superficie razionali reali della famiglia e) possie­
dono cinque falde reali e dipendono da 8 moduli reali.

Tanti sono invero gli invarianti birazionali (e quindi proiet­
tivi) da cui dipende la sestiea gobba reale, curva di diramazione 
del cono quad ri co doppio, su cui le superfìcie della famiglia si 
possono rappresentare.

Riepilogando quanto precede in un unico enunciato, possiamo- 
dire :

Di fronte alle trasformazioni birazionali reali, le superficie, 
razionali reali si classificano nel modo seguente :

Le superficie, con un dato numero m di falde reali, costitui­
scono in generale un’unica famiglia dipendente da 2m — 3 mo- 
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dilli reali se m > 1, da. nessun modulo se m = 0,1; fanno ecce­
zione i valori di m = 4, 5, per ognuno dei quali esiste un’altra 
famiglia distinta dalla precedente, che dipende rispettivamente 
■da 6 e S moduli reali.

Per ulteriori ricerche sulle superficie razionali reali, riman­
diamo il lettore alle memorie citate di A. Comessatti, ed in ispe- 
•eie alla terza di esse. In questi lavori si troveranno importanti 
complementi ed estensioni a quanto abbiamo qui esposto : pro­
prietà di connessione delle falde reali e — in genere — rapporti 
delle proprietà reali cogli invarianti delle superficie rispetto alle 
trasformazioni frazionali (come l'invariante di Zeuthen-Segrf 
-eoe.).

Notizia. - Alle notizie contenute in questo capitolo aggiun­
geremo qui qualche indicazione bibliografica.

Le superficie razionali del sest’ordine non sono mai state clas­
sificate compiutamente. Oltre a qualche risultato parziale si ha 
tuttavia in questo campo un’ampia ed esauriente memoria di
E. 6. Togliatti (« Memorie del R. 1st. Lomb. », 1916), nella quale 
si dà la classificazione completa di tutte le superficie del sest’or­
dine, razionali o no, che possiedono infinite coniche.

Le involuzioni piane del terzo e quart’ordine e la loro classi­
ficazione hanno formato oggetto di studi rispettivamente da parte 
di A. M. Howe e di T. R. Hollcroft (« Amer. Journal of 
Math. », 1919 e 1922).

Gli studi sulle superficie a sezioni piane dei primi generi sono 
stati proseguiti da L. Roth, che ha esaurito la trattazione dei casi 
p = 4. 5, 6 (Cfr. i « Proceedings » della Cambridge Philos. Soc. 
degli anni 1933. 1934. 1936).

Lifine citeremo i nn. 63 e 96 (1928 e 1934) del « Bulletin of 
the National Research Council » americano, in cui vi è un’estesa 
bibliografia di geometria algebrica; in particolare nel n. 63 
una bibliografia’ sulle superficie razionali (pag. 275) dovuta a 
|F. R. Sharpe. Cfr. inoltre il recente articolo di L. Berzolari 
Algebraische Transformationen und' Korrespondenzen nell 'Enci­
clopedia tedesca.
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RAZIONALITÀ’ DELLE INVOLUZIONI PIANE

40. Introduzione.

Una superficie si ilice razionale, quando le coordinate x, y, z 
di un punto variabile su di essa si possono esprimere come fun­
zioni razionali univocamente invertibili di due parametri n e v. 
Se ora si considerano tre funzioni razionali di due parametri 
u e v:

x = x (u, v) 
y = y O, v) 
z — z (u, v),

avverrà in generale che 'queste si possano considerare come le 
formule di rappresentazione punto per punto di una superficie 
F su di un piano r.: cioè le (I) risulteranno univocamente inverti­
bili, fornendo i due parametri u e v come funzioni razionali di 
X, y, z (legati tra loro dall’equazione della superficie F). Ma può 
anche avvenire che dall’inversione delle (1) risulti per ogni punto 
di F un numero finito di punti del piano rappresentativo r., cioè 
di coppie u, v. In tal caso la superficie F si dirà unirazionale. Gli 

gruppi di punti del piano 77, che corrispondono agli punti 
della superficie F, formano una serie algebrica di gruppi di punti, 
a cui spetta la proprietà che un punto generico del piano appar­
tiene ad un gruppo e ad uno solo, e in questo senso costituisce 
una involuzione J del piano. La superficie unirazionale F rap 
presenta l’involuzione I, i cui gruppi vengono così considerati 
come elementi (punti) di una varietà algebrica oo2.

Nel caso in cui l’involuzione I sia del second'ordine, cioè ogni 
gruppo di I sia costituito da una coppia di punti coniugati, ab-
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biamo veduto (efr. Lib. II, cap. V, n. 23) ehe l’insieme dei gruppi 
di I si può porre in corrispondenza biunivoca con i punti d un 
piano: cosicché una superficie che rappresenti un’involuzione del 
second’ordine ossia l’involuzione stessa è razionale.

Ora si presenta naturale la questione se ogni superficie uni­
razionale, rappresentante un’involuzione di ordine qualsivoglia n, 
sia anche razionale. Ossia se, comunque siano scelte le (1), si pos­
sano introdurre due nuovi parametri u'. v', funzioni razionali di 
u, v, in guisa che le x, y, z, come funzioni di it', v', risultino uni­
vocamente invertibili.

La questione analoga si pone già per le curve, dove viene ri­
solta in senso affermativo da un noto teorema di Lüroth (1). Se 
invero una curva C d'equazione :

f(x, !/) — 0

è unirazionale, ammette cioè una risoluzione per mezzo di funzioni 
razionali di un parametro,

i x = cp(t)
(2) i y = W)

tali che, invertendo le (2) si ottengano più valori di t, in corri­
spondenza ad ogni punto di C, allora C è razionale, cioè si può 
sempre sostituire al parametro t un parametro t. funzione razio­
nale di t, in guisa che x e y risultino dalle (2) funzioni razionali 
ed invertibili di -t.

Per il caso delle superficie, la questione è stata studiata nel 
1893 da G. Castelnuovo (2), il quale ha dimostrato la razionalità 
delle involuzioni piane, cioè che le superficie unirazionali sono 
sempre razionali.

La dimostrazione di questo importante teorema viene svolta 
dal Castelnuovo in tre parti :

1) Anzitutto si fa vedere che le superficie unirazionali sono

(’) Cfr. J. Lüroth : Beweis eines Satzes über rationale Curven ; «Math. 
Ann.», B<1. IX, 1875.

’(*)  Cfr. G. Castelnuovo: Sulla razionalità delle involuzioni piane-, '« Math. 
Ami. », Bd XLIV, 1894.
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regolari nel senso che per ogni sistema lineare completo di curve 
I C I tracciato sopra di esse, la serie caratteristica segnata sopra 
una j C I dalle altre curve del sistema riesce completa.

2) 'Si verifica facilmente che sopra una superficie unirazio­
nale esistono sistemi lineari di curve di genere p, la cui dimen­
sione r supera il genere.

3) Si dimostra che sopra una superficie regolare, la quale 
contenga un siffatto, sistema di curve | C \ per cui r > p, si può 
costruire successivamente una serie di sistemi lineari (aggiunti) 
■che godono della medesima proprietà, pervenendo infine a sistemi 
di genere minimo, da cui appare la razionalità della superficie, 
secondo i criteri noetheriani che abbiamo sviluppato precedei!- ' 
temente.

La prima parte della dimostrazione, a cui l’autore arriva con 
un ragionamento interessante ma un po’ laborioso, viene da noi 
sostituita con considerazioni semplicissime, che fanno appello al 
principio di continuità.

Per le altre parti seguiamo sostanzialmente la dimostrazione 
del Castelnuovo.

41. Regolarità delle superfìcie unirazionali.

In relazione ad un sistema lineare irriducibile, | C |, di curve 
piane, che sia oo’- (r > 1) e di grado n, abbiamo definito (cfr. 
Lib. I, cap. Vili, n. 41) la serie' caratteristica del sistema : cioè 
la serie lineare g,~1 segnata sopra una curva irriducibile C di 
I (' I dalle altre curve di | C \. Questa nozione si può evidente­
mente trasportare ad una qualsivoglia superficie irriducibile F, 
in relazione ad un sistema lineare irriducibile di curve, d’una 
certa dimensione e di un certo grado, tracciato sulla F.

Ciò premesso, chiamiamo regolare una superficie F, la quale 
goda della proprietà seguente: se | C | è un qualsivoglia sistema 
lineare, irriducibile e completo (cioè non ulteriormente amplia­
bile) di curve, oo2 almeno, tracciato sulla F, la serie caratteristica 
di I C I risulta completa. Secondo la definizione data il piano è 
certo una superficie regolare (cfr. Lib. II, cap. II, n. 9). Invece 
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le rigate di genere p > 0 offrono un esempio di superficie non 
regolari, giacché si dimostra ehe la serie caratteristica di un 
sistema lineare completo ha ivi generalmente la deficienza p. 
Per esempio sulla F4 con due rette doppie, che è di genere uno, 
il sistema (completo) (1) delle sue sezioni piane dà luogo ad una 
serie caratteristica, che è una g\ e non una g4.

Dopo ciò, dimostriamo il seguente
Lemma: Una superficie unirazionale è regolare.
Sia I un’involuzione di gruppi di n punti di un piano z; ed 

F una superficie unirazionale, i cui punti siano in corrispondenza 
birazionale con i gruppi di I.

Tra la superficie F ed il piano s vi è una corrispondenza 
[1, n] nella quale ad un punto di F corrisponde una n-pla di 
punti di z, costituenti un gruppo della I, mentre ad un punto di 
z corrisponde un solo punto di F. Ne viene che ad una curva (\ 
tracciata sulla F, corrisponde una curva di z, la quale appartiene 
all’involuzione I, nel senso che la 1 subordina sopra di essa un’in­
voluzione y*  , i cui gruppi di punti sono in corrispondenza biuni­
voca con i punti di C.

Sia ora \ L \ un sistema lineare completo, di grado (effettivo) 
in e di dimensione r > 1, tracciato sulla F.

Su di una curva irriducibile, L, di | L\ possiamo considerare 
due serie lineari:

a) la serie caratteristica <7r-1, segata sulla L dalle curve di 
\L\, che chiameremo la serie X, e

b) la serie completa gm, determinata dalla grn~1, indicata 
in a), che chiameremo la serie )/.

Il nostro lemma afferma che la serie X, contenuta in X', coin­
cide con essa.

Per dimostrare ciò, introduciamo il sistema lineare | C j, cor-

p) Se il sistema delle sezioni piane di una Ft con due rette doppie non 
fosse completo, la F proverrebbe per proiezione da una Ft di e proiet­
tando tale Ft di 8^ da un suo punto generico si otterrebbe una superficie 
cubica non cono, e quindi razionale. Anche la Ft di sarebbe cosi razionale, 
ciò che è assurdo.
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rispondente su s' al sistema | L \. Il sistema C \ è costituito da 
curve appartenenti all ’involuzione I ; ed è di grado mn e di di­
mensione r. Alla curva L di \ L\ corrisponderà una curva C di 
i C I, sulla quale il sistema | C j segnerà una serie caratteristica 
«'■-1 , immagine della serie À, il cui gruppo generico sarà com- 
posto con m gruppi della -f*,  che la 1 determina sopra la C. Indi­
cheremo la serie gf~l eon l. In generale il sistema | C | non sarà 
completo. Sia \ Ct\ il sistema completo, costituito da tutte le 
curve che hanno lo stesso ordine e gli stessi punti base, presi con 
le stesse molteplicità, della curva generica di | C |. Il sistema 
! C, I sarà di grado mn e di dimensione r 4- p(s^O): la sua serie­
caratteristica sarà una completa, la quale conterrà sia
la serie l, immàgine della serie X, sia la serie V, immagine della 
serie X'.

Ragionando ora per assurdo supponiamo che la serie X' non 
coincida con la serie X. Sia G,n un gruppo di punti di L, giacente 
nella serie X', ma non nella serie X. Al gruppo G,„ sopra L, corri­
sponde un gruppo G"mtt di mn punti sopra la C ; ed il gruppo- 
G'mn sarà un gruppo della serie V, non contenuto nella serie l. 
Esisterà pertanto una curva irriducibile di | C, non appar­
tenente a J C I e quindi non appartenente alla involuzione /. la 
quale segherà sulla C, fuori dei punti base, il gruppo G’. .

Al fascio determinato dalla C e dalla C\ risponde sulla F un 
sistema razionale oo1 di curve, \K\, di cui la generica si può 
supporre irriducibile. Ed invero la curva generica di J K f non 
può certo essere spezzata in parti distinte, giacché essa proviene 
dalla curva generica del fascio (C, CJ, che è irriducibile. Ma la 
corrispondenza tra le curve del fascio (C, Cr) e le curve di j K 
potrebbe non essere, frazionale ; giacché ogni punto della curva 
di { K [ potrebbe provenire da s (1 < s < ri) punti della curva 
(per ipotesi non appartenente all’involuzione) del fascio ((', CJ. 
Per semplicità di discorso escludiamo provvisoriamente questo 
caso. La curva generica di j K [ si suppone quindi irriducibile 
(semplice).

Le curve di J K j hanno m punti n-pli nei punti di Gm e for­
mano un fascio lineare, non avendo intersezioni variabili fra lo- 
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ro : invero fra le curve di j K } vi è la curva L, contata n volte, 
che risponde alla C ; ne viene che le curve di [ K \ appartengono 
totalmente ad un sistema continuo, che contiene il sistema lineare 
I nL \; multiplo secondo n del sistema lineare \L\-, ora il detto 
sistema è di grado mn2 e per le curve di \K\ tutte queste mn2 
intersezioni sono assorbite dai punti del gruppo Gm. Da ora in 
poi denoteremo dunque il sistema \K j cori il simbolo | K \.

Dopo ciò consideriamo sulla F un punto generico P e gli n 
punti del piano dell’involuzione, che ad esso corrispondono. Le 
n curve del fascio (C, C\), determinate dai nominati n punti, sono 
tutte distinte, giacché altrimenti ad una di queste curve invece 
di una K irriducibile corrisponderebbe una curva contata un 
certo numero di volte; ciò che è contrario alla nostra ipotesi. 
Sulla F le n curve anzidetto vengono rappresentate tutte dalla 
curva di I Æ I passante per P ; perciò nella involuzione del piano 
codeste n curve sono coniugate tra loro. I gruppi analoghi di n 
curve formeranno quindi, entro il fascio (C, C\), una involuzione 
lineare <7*  : che, in senso astratto, può ritenersi come g*  sopra 
una retta.

Arrivati a questo punto muoviamo con continuità sulla curva 
L di F il gruppo di punti Gm, finché esso diventi un gruppo della 
serie X, segata sulla L dal sistema \L\. Corrispondentemente il 
gruppo G'm„ si muove nel piano dell’involuzione, sulla curva C, 
fino a diventare un gruppo di mn punti, per cui passa un fascio 
di curve del sistema | G |, appartenenti all’involuzione. Durante 
questo movimento il fascio (C, C,) si muove, e quindi varia la gln 
prima costruita. Ma, al limite, ottenendosi un fascio di curve 
appartenenti all’involuzione, la nominata g1 deve ridursi alla 
serie delle curve di un fascio, contate n volte. In base al prin­
cipio di continuità mostreremo che ciò è assurdo.

La questione si riduce a dimostrare che una gln variabile so­
pra una retta non può ridursi per continuità alla serie dei punti 
di una retta, contati n volte. È lecito supporre che il sostegno 
dell ’involuzione g*  sia una retta fissa r, perché ogni altra retta 
potrebbe essere riferita proiettivamente alla r. Ciò posto si fac­
ciano corrispondere proiettivamente le n-ple di punti della r ai 
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punti di un ,Sn. La p*  variabile sulla r, si muta nell’Sn in una 
retta variabile. Invece la serie dei punti di r, contati n volte, 
diviene in S„ una curva razionale normale d'ordine n, giacché 
un SH~ 1 generico di SH la taglia in n punti: invero ogni <S'„_L 
di SH proviene da una g"~1 sulla r; ed una 1 sulla retta 
possiede n punti n-pli. L’assurdo proviene da ciò che una retta 
dovrebbe ridursi per continuità ad una curva razionale normale 
d’ordine n (;> 2).

Così risulta contraddittoria l’ipotesi da cui siamo partiti, in 
base alla quale sulla curva L di F esisteva un gruppo Gm non 
giacente nella serie caratteristica del sistema \L\. Questa se­
rie è dunque completa e la F è una superficie regolare.

Nota I. - Abbiamo detto che al fascio determinato dalla C e 
dalla risponde sulla F un sistema oo1 di curve, \K \ ; ed ab­
biamo esclusa l’ipotesi che ogni punto della curva generica di 

provenga da s (1 < s < ri) punti della curva corrispondente 
del fascio ( C, CJ. Mostriamo ora che se questa ipotesi si verifica, 
la discussione si può sempre ricondurre al caso, in cui la curva 
generica di \ K j sia irriducibile e semplice.

Se ad ogni punto della curva generica di j K} corrispondono 
s (1 < s < ri) punti sulla curva generica del fascio (C, C\), ciò 
porta che l’involuzione I», d’ordine n, che stiamo esaminando, 
subordina su ogni curva del fascio (C, una involuzione y*.  
Poiché per un punto generico, A, del piano passa una sola curva 
del fascio (C, C^), sulla quale è univocamente determinato il 
gruppo della y1 passante per A, i gruppi delle -A analoghe, ap­
partenenti alle curve di (C, C^, formeranno un’involuzione pia­
na, lt, di ordine s\. Ed ogni gruppo dell’involuzione In sarà 
costituito da un certo numero di gruppi dell’involuzione Ia, in 
guisa che s sarà un divisore di n. In questo caso si può dire che 
l’involuzione In è composta colla Is.

È chiaro che per dimostrare la razionalità delle involuzioni 
composte, si può sempre ricondursi alla dimostrazione del teorema 
per le involuzioni semplici. Ciò equivale a supporre che la curva 
generica del sistema § K} sia irriducibile e semplice.

3 4
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Nota II. - Il principio di continuità su cui abbiamo fondata 
la dimostrazione della regolarità della F si può applicare anche 
nella forma del principio di degenerazione (1), secondo il quale è 
impossibile passare per continuità da una curva irriducibile (con­
nessa) K con m punti n-pli (appartenente al sistema lineare 
I nL [) ad una curva riducibile ,e sconnessa composta di n curve 
L con m punti comuni. È chiaro infatti che questo passaggio per 
continuità dovrebbe essere possibile facendo variare il (?„, dei 
punti m-pli di K fino a ricadere nella serie caratteristica del 
sistema | L \ : le equazioni ehe definiscono le curve K con m punti 
n-pli trascorrono così nelle equazioni che definiscono una curva 
L n-pla e più in generale n curve L di un fascio. Ma all’uso che 
qui vien fatto del principio di degenerazione si può obbiettare 
che il .passaggio da una K irriducibile ad una curva riducibile 
(sconnessa) formato da n curve L avviene attraverso ad una curva 
multipla, cioè precisamente ad una L contata n volte. Nondimeno 
si può giustificare l’uso del principio di degenerazione anche in 
questo caso. Ci limiteremo su questo punto a brevi indicazioni, 
che speriamo possano avere un valore suggestivo per il lettore.

Anzitutto se si considera una curva irriducibile K, la quale, 
variando in modo continuo, si riduca ad una L contata n volte 
— diciamo, per esempio, senza punti di diramazione — questa 
L n-pla- risulta determinata dalla serie K nel senso che resta defi­
nita una fra le classi di curve rappresentate sulla detta L n-pla 
senza punti di diramazione; o, se si vuole, vengono sostanzial­
mente fissate le sostituzioni fra i rami della L n-pla, in corri­
spondenza ai cicli di essa. Quest’asserzione si giustifica dal punto 
di vista topologico immaginando per esempio che la K sia una 
curva variabile dello spazio, la quale venga proiettata da un 
asse sopra una retta fissa. Perciò appare impossibile di passare 
con continuità da una curva irriducibile connessa e dalle equazioni 
che la definiscono ad una curva riducibile sconnessa, anche attra­
verso ad una curva multipla.

(’) Cfr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. ITT, Lib. V, Cap. TTT„ 
pag. 405.
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Ma la stessa affermazione può anche giustificarsi da un punto 
di vista analitico. Limitiamoci all’esempio d'un fascio di curve 
Kìn d'Halphen (') con 9 punti n-pli, entro il quale si trova 
una L3 contata n volte. Sia y) = 0 l’equazione di una K3H 
irriducibile del fascio e <p(r, y) = 0 l’equazione della cubica L.. 
Il fascio d'Halphen, indicando con p. un parametro avrà l’equa­
zione :

y) — y)-

D’altra parte consideriamo il fascio di curve gobbe, definito 
dalle equazioni :

I y) - àv 
ì ty(x, y) — 2"

dove X è un parametro. La curva generica del fascio (1), proiet­
tata sul piano (ir, y) dà una curva, la cui equazione è:

X’W, !/) — y),

cioè una curva del fascio d'Halphen. Ora. se nelle (1) facciamo 
tendere X a zero, otteniamo la curva gobba d'equazioni :

j y) — 0 
! ’]>(%, y) — zn,

la cui proiezione sul piano (ir,, y) è una curva del fascio d'Hal­
phen e precisamente la <?(x, y) contata n volte. Vediamo così che 
la cubica multipla del fascio d’Halphen si ottiene estraendo sulla 
curva y) = 0 una radice n-pla portante sopra un polinomio 
irriducibile y), dove tp(r, y) = 0 designa una curva che ha 
con la q(x, y) = 0 9 contatti «-punti, che cadono nei punti base 
del fascio d’Halphen. Ne viene che la cubica multipla così co­
struita è irriducibile (2): anzi la classe delle cubiche n-ple a cui 
essa appartiene resta definita dal gruppo dei punti n-pli di K3n, 
cui può sostituirsi un altro gruppo equivalente di punti critici

(’) Cfr. Lib, II, cap. III. n. 14.
(“) Ofr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Voi. ITI, Lib. v, Cap. IV, 

pag, 445.
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apparenti. Ed è impossibile passare attraverso a questa L3 mul­
tipla irriducibile ad una curva riducibile quale resta definita 
entro il sistema delle curve composte di n cubiche di un fascio : 
la discontinuità che si presenta è in rapporto con la divisione 
per n della serie lineare gB„ segata sulla cubica L.. dalle curve 
piane d 'ordine 3n.

Il ragionamento fatto per il caso particolare del fascio di 
Halphen si potrebbe estendere a serie di curve appartenenti ad 
una superficie. Ma stimiamo inutile indugiarci su questo punto 
che richiede soltanto qualche considerazione tecnica, senza dar 
luogo a nuove idee.

42. Un secondo lemma sulla superficie F.

In questo numero dimostriamo per una superficie unirazio­
nale F, i cui punti corrispondano biunivocamente ai gruppi di 
un’involuzione I, d’ordine n) il seguente

Lemma. - Sopra una superficie unirazionale F esiste un si­
stema lineare completo irriducibile di curve la cui dimensione 
supera il genere.

La dimostrazione si consegue costruendo effettivamente un 
sistema lineare, soddisfacente alle condizioni dell’enunciato.

Ad un punto generico P del piano tz, corrispondono n — 1 
punti, che insieme a P costituiscono un gruppo dell’involuzione 
I. Quando il punto P si muove descrivendo una retta r, gli n — 1. 
punti ad esso coniugati si muovono descrivendo una curva R, 
che diremo la trasformata della retta r per l’involuzione J. Al 
variare della r in tc, otteniamo così oc- curve R, d’un certo ordine 
p, le quali passano con certe molteplicità per i punti fondamen­
tali dell’involuzione, che saranno i soli punti del piano comuni 
a tutte le Ri.1). (*)

(*) Un punto del piano ir .si dice punto fondamentale per l’involuzione I, 
quando i suoi coniugati riempiono tutta una curva (fondamentale) ; e quando 
una retta passa per un punto fondamentale P intendiamo di escludere- dalla 
sua trasformata la curva fondamentale, che corrisponde a P.

Le molteplicità delle curve S nei punti fondamentali sono evidentemente
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Sopra la superficie F, la totalità oo! delle curve spezzate in 
una retta r e nella sua trasformata R, diviene una totalità razio­
nale doppiamente infinita di curve- irriducibili di genere zero : 
infatti le oo! curve di questa totalità sono in corrispondenza 
biunivoca con le rette del piano; ed i punti di una curva'rispon­
dono biunivocamente ai punti di una retta. Se ne conclude che 
la totalità anzidetto sarà contenuta in un sistema lineare com­
pleto, I C I, di curve del medesimo ordine, la cui dimensione sarà 
almeno tre (1). Ci proponiamo di dimostrare che il sistema | C | 
così costruito soddisfa alle condizioni del lemma, cioè ha la di­
mensione maggiore del genere.

A questo scopo incominciamo col dimostrare ehe, indicando 
eon N e p rispettivamente il grado ed il genere di I C |, si ha 
.V > 2p.

gli ordini delle curve fondamentali della I. Non esistono poi altri punti co­
muni a tutte le 7?, perchè essi proverrebbero da punti comuni a tutte le rette 
del piano.

(*)  Nella memoria citata di G. Castelnuovo questa proprietà viene di­
mostrata considerando sul piano dell ’involuzione il sistema lineare d’ordine 
a -|_ 1, che ha la minima dimensione tra quelli che contengono le curve spez­
zate nelle rette e nelle loro trasformate per l’involuzione. Il nominato sistema 
lineare ha punti base solamente nei punti fondamentali dell’involuzione ed 
è pressocchè evidente che esso appartiene tutto all’involuzione-, in guisa che 
sulla F esso dà luogo ad un sistema ancora lineare (eventualmente incompleto) 
che contiene la nostra totalità razionale ec " di curve razionali.

Tuttavia., per provare che il nominato sistema appartiene all’involuzione, 
il Castelnuovo fa uso di alcune considerazioni, da lui già adoperate per 
dimostrare la regolarità della superficie F e che noi abbiamo potuto evitare, 
avendo basato la dimostrazione della regolarità della F sul principio di con­
tinuità (efr. n. pree.).

Per noi. la verità dell’asserto deriva da una proposizione generale di 
F. Enriques (efr. Un’osservazione relativa alla rappresentazione parametrica 
delle curve algebriche; «Rend. Cire. Mat. di Palermo», T. X, 1896) in base 
alla quale una serie razionale ccr di curve sopra una superficie è sempre con­
tenuta in un sistema lineare. Un dimostrazione di questa proprietà (n. 4 della 
memoria citata) si fa estendendo facilmente la dimostrazione (data al n. 2) 
per le serie razionali di gruppi di punti sopra una curva, e, come per questa, 
si riduce al caso r — 1; efr. F. Enriques ed O. Chisini: Teoria..., Vol. Ili, 
L:h. V, Cap. I, png. 78.
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Si prendano sul piano r. due rette «eie si indichino rispet­
tivamente con Ra ed Rb le trasformate di esse per mezzo del­
l’involuzione I. Per valutare il grado IV di | C |, basta ricercare 
gli N punti comuni alle due curve di F, che corrispondono alle 
rette a e b. Uno di essi nasce dal punto comune alle due rette 
a e b. I rimanenti provengono dalle coppie di punti costituite 
da un punto di a e da uno di b, coniugati nella I. Ora i punti-di 
queste coppie, che appartengono p. es. alla retta b sono dati dalle 
intersezioni della b con la curva Ra. Ne segue che il numero N 
è l’ordine p della curva Ra aumentato di una unità.

L’ordine di Ra si può valutare, così. Si considerino le in­
tersezioni della Ra con la retta a- un certo numero D di esse è 
costituito dai punti comuni alla a ed alla curva delle coincidenze 
della I. Invece le intersezioni rim,anenti si distribuiscono in 
coppie di punti distinti, coniugati nella I : ognuna di queste 
coppie dà luogo ad un punto doppio della curva C di | G |, che 
corrisponde su F alla retta a, e viceversa. Se pertanto queste 
coppie sono in numero di v, tenuto conto che la C è di genere 
zero, si trova che la curva generica di | G |, che si è supposta di 
genere p, diventa razionale per l’acquisto di v punti doppi. Ne 
viene p = v, e quindi p = 2p I) 0). Ma si è visto che:

N = p + 1.
Ne segue :

N .. 2p + D + 1 
e quindi :

N > 2p.

Ciò posto, si rammenti che il sistema j C \ è per ipotesi com­
pleto. Per la regolarità della superficie F, la serie caratteristica 
di \ G I sarà completa. Ma essendo

N > 2p > 2p— 2,

la serie caratteristica sarà anche non speciale. Indicando quindi 
con r la dimensione di | G | ed applicando il teorema di Rie- 
mann-Roch, si avrà:

r — 1 = N — p.
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■ossia :
r — 1 > p 

cioè a fortiori:
r > p.

Dunque esiste sulla superficie unirazionale F un sistema li­
neare completo I C j, la cui dimensione r supera il genere p.

43. Caso in cui p — 0,1,2.

In virtù dei lemmi stabiliti nei due ultimi numeri, si riescirà 
a dimostrare la razionalità di una superficie F, i cui punti siano 
in corrispondenza biunivoca con i gruppi di un’involuzione pia­
na, se si riescirà a provare la razionalità di una superficie F che 
non sia (birazionalmente identica ad) una rigata di genere mag­
giore di zero e che goda delle due proprietà:

a) sia regolare, cioè ogni sistema lineare completo irriduci­
bile (oo2 almeno) tracciato su di essa abbia serie caratteristica 
completa ;

b) su F esista un sistema lineare completo, | (' j, di dimen­
sione r maggiore del genere p.

La condizione che la F non sia (birazionalmente identica ad) 
una rigata di genere maggiore di zero è in realtà una conseguenza 
dell’ipotesi a). Invero, come abbiamo avvertito le rigate di genere 
maggiore di zero sono delle superficie non regolari. Ma a noi non 
interessa dì dimostrare questa proprietà. Per noi la superficie F 
è rappresentativa di un’involuzione piana: e tanto basta per 
escludere che possa essere (o ridursi ad) una rigata di genere 
maggiore di zero. Invero se ciò fosse il sistema delle generatrici 
della F darebbe sul piano dell’involuzione un fascio irrazionale, 
il che non è possibile.

Volgiamoci dopo ciò alla nostra dimostrazione.
Il nostro procedimento consisterà nel mostrare che, se le due 

proprietà a), b) sono verificate, ed il sistema | C | ha un certo 
genere p, si può costruire sulla F un sistema | C | che gode an­
cora della proprietà b), ma per il quale il genere p' 
stesso procedimento si applicherà poi al sistema C', deducendone
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nn sistema | \ e così via. Saremo condotti ai casi in cui il
genere p assume i valori 0, 1, 2. Cominceremo dall’esame di questi 
casi, ai quali si riporteranno poi tutti gli altri.

Il genere del sistema lineare | C | sia p = 0. Secondo l’ipo­
tesi 5) esiste allora sulla F almeno un fascio lineare di curve ra­
zionali. La superficie F è quindi razionale per il teorema di 
Noether (efr. Lib. II. cap. I, nn. 1 e' 3).

Passiamo al caso p — 1. La dimensione del sistema completo 
I C I sarà r ;> 2. Ma tenuto conto della ipotesi a), la serie carat­
teristica di I C \ deve essere una 1 completa- sopra un ente 
ellittico : per il grado di | G' | si ha dunque N = r. Sulla F esiste 
quindi un sistema lineare di dimensione r uguale al grado. Fis­
siamo allora r — 2 punti della superficie F. Le curve di | C !, 
passanti per i nominati r —2 punti costituiscono una rete di 
grado due di curve ellittiche. Ponendo una proiettività tra la 
rete delle rette di un piano e la rete nominata, la F viene rap­
presentata sul piano doppio con quartica di diramazione : invero 
ogni retta- doppia deve rappresentare una curva ellittica e deve 
quindi possedere quattro punti di diramazione. Ora il piano 
doppio con quartica di diramazione (efr. Lib. II, cap. V, n. 26, 
pag. 415) è razionale o, eccezionalmente, riferibile ad un cono 
cubico ellittico. Ma l’ultimo caso è da escludere e la F è quindi 
razionale.

Veniamo finalmente al caso p = 2.
Sulla superficie F esiste per ipotesi un sistema lineare com­

pleto I C I di genere p — 2, di dimensione r 3 e di grado 
N = p + r — 1 = r + l.

Supponiamo da prima che il sistema | C \ sia semplice. Allora 
la superficie F può riferirsi biunivoeamente ad una superfìcie 
d’ordine r-f- 1 dello spazio ad r dimensioni 8 r, a sezioni iper­
iziane di genere due. Proiettando eventualmente questa superficie 
da r — 3 suoi punti generici nello spazio ordinario si ottiene iìì 
83 una superficie del quart’ordine a sezioni di genere due, dotata 
cioè di una retta doppia; ed una Fi con retta doppia (efr. Lib. I, 
cap. VII, n. 37, pag. 166) è sempre razionale, escluso il caso di 
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un cono di genere due, che qui non può presentarsi giacche la F 
non è una rigata di genere maggiore di zero.

Sia invece il sistema | C | composto con un’involuzione, cioè 
tutte le oor~1 curve di | C | passanti per un punto generico di F 
passino di conseguenza per altri g—1 (1>1) punti determinati 
dal primo e con esso variabili. La serie caratteristica segata 
•sopra una curva irriducibile di C da | C | stesso avrà ogni suo 
gruppo composto di r — 1 (o più) gruppi di g punti, apparte­
nenti ad una involuzione razionale o irrazionale d’ordine g. Sarà 
pertanto (il segno d’uguaglianza valendo nel caso in cui la no­
minata involuzione d'ordine g sia razionale') :

»• + 1 ’ — 1) -
ossia :

r + i 
■

r -4- 1
Da qui, tenuto conto che------- decresce al crescere di r er — 1

delle disuguaglianze r 3, g 2, si ricava r = 3, g = 2, N = 4.
Dunque sulla F esiste un sistema lineare °o8 di genere due e 

grado quattro, la cui serie caratteristica <j*  è composta con le 
coppie di una g}. L’immagine proiettiva della F, ottenuta pren­
dendo le curve di questo sistema come sezioni piane è una qua­
dric a doppia F, dotata di sestica di diramazione K,. : invero 
una conica doppia della F., rappresenta una curva di genere 
due e deve pertanto possedere sei punti di diramazione.

Ora è facile dimostrare che una F2 con Kn di diramazione è 
razionale (se non sia equivalente ad una rigata di genere uno 
o due).

Sia da prima la quadrica F, non degenere. Si può escludere 
che la Ke di diramazione sia composta da sei rette di uno stesso 
sistema, perchè allora la F„ equivarrebbe ad un piano doppio 
con sestica di diramazione spezzata in 6 rette per un punto; e 
questo piano doppio (cfr. Lib. II, cap. V, n. 26, pag. 412) rap­
presenta una rigata di genere due. Escluso questo caso, la K,. deve 
essere bisecata dalle generatrici del primo sistema e quadrisecata 
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da quelle del secondo : invero in qualsivoglia altra combinazione 
le generatrici intersecherebbero la Ke in un numero dispari di 
punti, ciò che è assurdo..

Ma, se la Ka è bisecata da un sistema di generatrici, la F„ 
doppia è razionale : infatti le generatrici bisecanti la Ku rappre­
sentano un fascio .razionale di curve razionali ; e tanto basta, per 
il teorema di Noether (efr. Lib. II, cap. I, un. 1 e 3), ad assicu­
rare la razionalità della F2 doppia.

Supponiamo ora che la F2 sia un cono.
Proiettiamo il cono da un suo punto sopra un piano r.. Le 

sezioni piane del cono diventano coniche passanti per due punti 
infinitamente vicini A, A'. Il piano r. apparisce come doppio e la 
Ka di diramazione del cono si proietta nella curva di diramazione 
del piano doppio e precisamente in una Cc,(ArA's), ove r s ~ 6 
e ri>s. Se r — 6 ed s — 0, si ottiene il piano doppio con sestiea 
di diramazione spezzata in 6 rette uscenti da un punto. Esso rap­
presenta come si è detto prima, una rigata di genere due ed è 
quindi da escludere.

Sia invece r = 5 ed s 7= 1, ovvero r = 4 ed s — 2. In entrambi 
questi due casi il fascio delle rette per A rappresenta un fascio 
lineare di curve razionali: invero sulle rette per A esistono due 
punti di diramazione, uno dei quali cade infinitamente vicino 
ad A nel caso r = 5, s = 1. Il piano doppio è pertanto razionale.

L’ultima ipotesi che rimane da discutere è r = s — 3. La curva 
di diramazione è una sestiea di diramazione con due punti tripli 
infinitamente vicini. Sappiamo (cfr. Lib. II, cap. V, n. 26, 
pag. 437) che il piano doppio è razionale, a meno che la sestiea 
non si riduca a tre coniche per A, A' (che si toccano altrove in 
un terzo punto A"). Ma ciò è impossibile, perchè il piano doppio 
rappresenterebbe una rigata ellittica.

Ricapitolando: Una superficie F (non riducibile ad una riga­
ta di genere maggiore di zero), la quale soddisfaccia alle ipotesi 
«), ò), e per la quale il genere di \ C [ sia p< 2 c razionale.
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44. Caso in cui p > 2.

Il nostro scopo è ora di dimostrare la razionalità di una su­
perficie F (non riducibile ed ima rigata di genere p > 0), la (piale 
soddisfaccia alle ipotesi a), b), del n. 43 e per la quale il genere 
p del sistema completo | C | sia qualsivoglia (> 2).

Per procedere nel modo più spedito, conviene dimostrare le 
tre proposizioni seguenti ;

I. Se una superficie F soddisfa alle due ipotesi a) e l>) e con­
tiene dunque un sistema lineare completo i/rriducibile, | C |, di 
dimensione r maggiore del genere p ( > 2), esiste -sulla F itti si­
stema lineare | C' | ooP— , le cui curve segano su ogni curva di 
I C I la serie canonica gv~\, ; il sistema | (" j si dirà il sistema 
aggiunto a | C \ (’).

*1

II. Se la curva generica del sistema aggiunto | C \ si spezza, 
lo spezzamento avviene in p—1 curve razionali appartenenti ad 
un fascio lineare.

III. Se invece la curva generica del sistema aggiunto | C' \ è 
irriducibile, il suo genere è p' <1 p — 2 ; ed il sistema aggiunto ha 
quindi la dimensione r' superiore al genere p'Çr' — p — 1 > p').

(*) Quando sarà dimostrata la razionalità della F, l'immagine del sistema
I C \ diventa precisamente l’aggiunto dell’immagine del sistema lineare | C |.

La dimostrazione delle tre proprietà è diversa a seconda che il 
sistema | C | sia semplice o composto con una involuzione. Discu­
teremo successivamente queste due ipotesi.

Sia il sistema | C | semplice e proponiamoci di dimostrare la 
proposizione I.

Poiché I C I è semplice, si può costruire in uno spazio ad r 
dimensioni Sr una superficie F, birazionalmente equivalente alla 
data, sulla quale il sistema | C \ sia segato dagli iperpiani : l’or­
dine della F sarà il grado di | C |, ossia A’ — p r— 1.

Per l’ipotesi «), le sezioni iperpiane della F segano su di una 
sezione iperpiana una serie completa d’ordine > 2p — 2, in guisa 
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die le sezioni iperpiane della F sono tutte curve normali in 
Sr-, O-

Sulla F noi vogliamo costruire un sistema lineare ooP—1 di 
curve C', seganti la serie canonica Asulla generica sezione 
iperpiana di F ; l’ordine delle curve di \C'\ dovrà dunque es­
sere 2 p — 2.

All'uopo conviene riferirsi allo spazio ordinario S3. Proiettia­
mo perciò la F da r— 3(r > 3) suoi punti generici, i quali siano 
linearmente indipendenti, cioè non appartengano ad alcun Sh con 
li < il — 4, sopra S3. Si può supporre, per la generalità dei centri 
di proiezione, che la superficie Fo, proiezione della F, non sia 
multipla. Le sezioni piane della Fo sono d’ordine N — (r — 3) — 
= p + r ■— 1 — (r — 3) = p -f- 2 e di genere p ; e (almeno se 
irriducibili) riescono tutte normali. Inoltre le rette di un piano 
di S., segano su ogni sezione piana della Fa una serie completa 

g~p H2, che è non speciale. Potranno però esistere delle sezioni 
piane di Fa, che siano riducibili; ma si può escludere che per­
lina retta generica di S., passi una di tali sezioni (?).

Incominciamo ora a costruire sulla Fo un sistema lineare oop~ 1 
di curve seganti sulla generica sezione piana,. C„, di Fn la serie 
canonica g%~22-

Xel piano di Ca la serie canonica è segata sulla C„ dalle curve 
d’ordine (p + 2) — 3 = p — I, aggiunte a Cn. Per fissare ima di 
tali aggiunte basta prendere p — 1 punti del piano, che possono 
anche essere assunti sopra una retta generica s: se invero per 
p — 1 punti scelti sulla a passassero infinite curve aggiunte, esi­
sterebbe (almeno) un’aggiunta di cui la s fa parte e quindi il (*) 

(*) A rigore farebbero eccezione le sezioni con iperpiani tangenti che 
sono 'di genere effettivo p — 1 ; ma ai fini del nostro ragionamento esse pos­
sono ritenersi di genere virtuale p, considerando dunque sopra di esse le serie 
incomplete che posseggono una coppia neutra, rappresentata dal punto dop­
pio che cade nel punto di contatto.

(’) Invero se per una retta generica di S3 passasse una sezione piana di 
riducibile,esisterebbero co- sezioni piane riducibili; e la per il teorema 

di Kronecker-Castelnuovo tefr. Lib. II, cap. II. n. 7, pag. 269) sarebbe la 
superficie di Steiner o una rigata.
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gruppo segato dalla retta s sulla Co sarebbe speciale, ciò che non 
avviene, come abbiamo osservato di sopra. Ora facciamo ruotare 
il piano CQ intorno alla retta s, e per ogni posizione del piano 
segnamo la curva aggiunta d’ordine p — 1, passante per quei 
p — I punti di s, ehe supponiamo fissi. Otteniamo cosìoo1 curve 
d’ordine p — 1 sui piani del fascio s, le quali segano tutte la retta 
•s negli stessi p — 1 punti. Queste curve costituiscono una super­
ficie <£>, la quale è d’ordine p — 1. Se invero fosse d’ordine 
superiore, essa dovrebbe contenere una o più volte la retta s e 
quindi dovrebbe esistere (almeno) un piano per s tangente a 
(in uno e quindi) in tutti i punti di s, la cui sezione ulteriore con 

costituirebbe una curva d’ordine p — 2. Ma allora l’interse­
zione di tale piano con la superficie Fo sarebbe una curva speciale 
(di genere virtuale p) ovvero riducibile; ciò che è impossibile.

Ad ogni gruppo di p — 1 punti di s corrisponde una super­
ficie O, la quale sega sopra ogni piano per s una curva d'ordine 
p — 1, aggiunta alla sezione di quel piano con Fa; le oo?-1 <!> 
che così si ottengono, formano un sistema lineare oaP-1. Ognuna 
di esse sega Fo (oltre che lungo la curva multipla) in una curva 
C'o che, venendo incontrata da ogni piano per s in 2p — 2 punti, 
ha l’ordine 2p — 2. Si ottiene dunque su Fo un sistema lineare 
ooP-1 di curve d’ordine 2p — 2, le quali segnano sopra una ge­
nerica sezione piana C0 di Fo (anche se il piano di Co non passa 
per s) una serie g?~22, cioè la serie canonica di Cu. Rimane per­
tanto dimostrata Resistenza di un sistema lineare | Co | o°p-1, 
secante la serie canonica sitile oo] curve C0, sezioni piane della Fa.

Torniamo ora alla superficie F di 8,., dalla quale abbiamo 
ottenuta la Fo mediante proiezione da r — 3 centri, e consideriamo 
su F quelle ocP~1 curve O', che hanno per proiezione le curve 
C'o. Se per ciascuno degli r — 3 centri di proiezione la generica 
C passa a (À2(J) volte, l’ordine delle C' è 2p — 2 + a(r — 3); e 
le C'o segano in a punti ciascuna delle r — 3 rette che stanno su 
Fo, e rappresentano i centri di proiezione (o meglio i loro intorni). 
Ora un piano condotto per una di tali rette sega la Fo lungo una 
curva che ha il genere p — 1 (perchè proiezione della sezione di 
F con un iperpiano tangente ad F nel corrispondente centro di
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proiezione) ; e quella curva piana di genere p —• 1 viene incontrata 
dalle ooP—1 C'o in una serie , - Questa serie è certo non
speciale (perchè la sua dimensione uguaglia il genere della curva 
sostegno) ; quindi :

p — 1 2p — 2 — 7. — (p — 1),

ossia 2 — 0. Ne viene che le od»-1 curve C esistenti su F hanno 
proprio l ’ordine 2p — 2; e di conseguenza segano la serie canonica 
g?~\, sopra ogni sezione iperpiana di F. Siamo pertanto riusciti 
a dimostrare su F resistenza di un sistema | C' |, aggiunto a | C |, 
così come è affermato dalla proposizione I.

Sempre nell’ipotesi che il sistema | C | sia semplice, volgiamoci 
a dimostrare la proposizione II.

Si tratta di dimostrare che la curva generica del sistema \ C |, 
aggiunto a | C I, qualora sia riducibile, è spezzata in p — 1 curve 
razionali, appartenenti ad un fascio lineare.

Ora la curva generica di un sistema lineare ooft, giacente 
sopra una superficie, non può spezzarsi che in una parte fissa 
(comune a tutte le curve del sistema) ed in una parte variabile 
irriducibile, ovvero in un certo numero 2>7c di curve appartenenti 
ad uno stesso fascio (sistema oo1, razionale o no, tale che per ogni 
punto della superficie passi una sola curva) più forse una parte 
fissa (1).

Anzitutto — essendo le C sezioni iperpiane — le ocP-1 curve 
del sistema | C' \ non possono contenere tutte una stessa parte 
fissa, poiché la serie canonica, segata dalle C' sopra una sezione 
iperpiana della F, non può avere punti fissi. Se dunque il sistema 
\C I è riducibile, ogni sua curva deve spezzarsi in (almeno)

(') Questo teorema, che generalizza un noto teorema ili E. Bertini sui 
sistemi lineari di curve pian e, è stato stabilito da F. Enriques. Non ci dilun­
ghiamo qui ad esporne la facile dimostrazione. Il lettore potrà trovarla p. es. 
nella memoria di F. Enriques : Introduzione alla Geometria sopra le super­
ficie algebriche (Memorie della Società Italiana delle Scienze, 1896), ovvero 
nelle prime pagine delle Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, rac­
colte da L. Casipedelli (Cedam. Padova, 1932). 
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p— 1 curve d’un fascio. Ma le curve del sistema | C' \ sono d’or­
dine 2p -—2 e la F non può essere rigata: ne segue che le curve 
del fascio sono coniche, le quali prese a p — 1 per volta daranno 
le oaP~1 curve (". Dunque la serie oc1 delle coniche è lineare e 
la sezione iperpiana della F è iperellittica.

Possiamo enunciare: se la curva generica del sistema \C\, 
aggiunto a | C |, si spezza, lo spezzamento avviene in p — 1 curve 
razionali, appartenenti ad un fascio lineare.

È precisamente quanto afferma la proposizione II.

Ci rimane da dimostrare la proposizione III.
Supponiamo che la curva generica del sistema aggiunto | C' { 

sia irriducibile, e cerchiamo un limite superiore al suo genere p'.
Sia 8p_ (p r) lo spazio a cui appartiene la generica curva 

C' d’ordine 2p — 2, tracciata su F ; poiché la C' determina su di 
una sezione iperpiana C di F un gruppo generico della serie 
canonica g?,~\,, ne viene che ogni gruppo di questa serie dovrà 
appartenere ad uno spazio Sp—i. Ora p — 1 punti del gruppo 
canonico possono essere assunti ad arbitrio sulla C, e quindi ap­
partengono ad uno spazio a p — 2 dimensioni. Ne segue la limi­
tazione p — 1 p — 2, ossia p p — 1.

Ma non può essere nemmeno p — x> — 1, ossia p — 1 = p — 2 : 
invero quest’ipotesi porterebbe che lo spazio determinato da 
p— 1 punti generici di C segherebbe ulteriormente la C in altri 
punti ; e ciò è impossibile, perchè, entro all \Sr—i della C, uno 
spazio determinato da p — 1 < r—1 punti generici della C non 
incontra più questa curva.

Dunque si conclude: p >p. Da qui segue che la curva C di 
Sp viene segata dagli Sr,-i di 8? in una serie di ordine 2p — 2 
e di dimensione p. non speciale : invero da p > p si deduce 
2p > 2p — 2, mentre se la serie fosse speciale il teorema di Clif­
ford o fornirebbe 2p <; 2p — 2.

Ma dal teorema di Riemann-Roch, applicato alla serie non

(“) Cfr. F. Enriques ed O. Chisini, Teoria..., Vol, III, Lib. V, Cap. I, 
pag. 87.
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speciale gp2p-2 segata sulla C' dagli 8p-i di 8fi, segue, indicando 
con p' il genere della O':

p < 2p — 2 — p';
e, per essere p ;> p, si trova :

p < 2p — 2 — p', 
ossia :

p' p— 2.

Quindi il genere di | C' \ è inferiore di almeno due unità al 
genere di \ C |.

Per la dimensione di | C | è poi:

r= p — 1 ;
e, per essere p' + 1 < p — 1 :

r' ì> p' + 1, 
ossia :

r > p'.

Il sistema | C' e quindi anche il sistema die si otterrebbe da 
esso rendendolo completo, qualora già non lo fosse, soddisfa al­
l’ipotesi ò).

È così dimostrata la proposizione III.

In quanto precede abbiamo dimostrato l’esistenza del sistema 
aggiunto I C' I nell’ipotesi che il sistema j C \ fosse semplice. Sia 
ora il sistema | C | composto, in guisa che ogni gruppo della serie 
caratteristica sopra una sua curva generica sia costituito da 
r—1 (0 più) gruppi di g punti di una involuzione razionale 0 
irrazionale d’ordine g. Per il gradò N del sistema si avrà : 
N (r — 1), valendo il segno d’uguaglianza se la nominata 
involuzione è razionale. Inoltre è per ipotesi r > p ed N — p 
+ »’ — 1, da cui si ricava: A’<;2(r— 1). Si ha dunque:

p(r — 1) 2(r — 1) ;
ossia, poiché r— 1 ;> 1 :

p^2.

Ma non può essere g = 1. Xe viene g — 2. e quindi N = 2 (r — 1) 
e p — r — 1.
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Per conseguenza : la curva, generica di \ C \ contiene una g\ 
ed è così iperellittica. Il sistema \ C \ è un sistema lineare ocp-ti 
ili curve iperellittiche di genere p, che si segano a due a due in p 
coppie variabili.

Le oc2 coppie di punti della superficie F, tali che le C pas­
santi per un punto di una coppia passino pure per il secondo 
punto, possono rappresentarsi biunivoeamente sopra una super­
ficie 0 di ordine p, appartenente ad uno spazio Äpqi ; e le se­
zioni iperpiane della 0 sono curve razionali, che contate due 
volte rappresentano le C. Sopra ogni sezione piana di 0 si tro­
vano dunque 2p + 2 punti di diramazione, ed il luogo di questi 
è mia curva A d’ordine 2p -|- 2. La superficie F è rappresenta­
bile sulla 0 doppia con la curva di diramazione A.

La superficie 0 è d’ordine p ed appartiene ad uno spazio 
Spj. 1 . Essa è quindi (cfr. Lib. II, cap. II, n. 8) una rigata razio­
nale normale, ovvero la superficie di Veronese di ,S5, rappresen­
tabile sul piano mediante il sistema completo oos di tutte le co­
niche. Ma si può escludere questa seconda ipotesi : infatti la 
curva di diramazione A sarebbe d’ordine 10 e sul piano sarebbe 
rappresentata da una curva del quint’ordine (intersecata cioè in 
10 punti da ogni conica, immagine di una sezione piana dèlia 0) ; 
ma allora le coniche della superficie di VERONESE, che si rappre­
sentano nelle rette del piano, intersecherebbero la A in (un nu­
mero dispari) 5 punti, ciò che è assurdo.

Tolto il caso della superficie di Veronese, rimane che la 0 
doppia sia una rigata razionale normale, d’ordine p dello spazio 
Sp..I ! a p -f- 1 dimensioni, dotata di una curva di diramazione 
d’ordine 2p + 2, intersecante in un numero pari 2h (h > 1) di 
punti le generatrici.

Se 7i = l, ogni generatrice di 0, contata due volte, rappre­
senta una curva razionale della superficie F ; le oc1 curve razio­
nali, che si ottengono su questa, formano un fascio lineare; e 
prese a p—1 per volta danno su F curve (spezzate) di un si­
stema lineare oo?1, le quali segano ogni C (corrispondente ad 
una sezione iperpiana di 0) in p ■—1 coppie della serie g\ 
esistente su C, cioè in un gruppo della serie canonica di C. 

35
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Il sistema ooP—1 così costruito si può assumere come l’aggiunto, 
j C' [, a I C I e soddisfa agli enunciati delle proposizioni I e II.

Lo stesso ragionamento e la stessa conclusione valgono pure 
se (essendo h. > 1) dei 2h punti che ogni generatrice di d> ha 
in comune con A, 2h — 1 o 2h — 2 sono riuniti in un punto di 
questa : infatti la generatrice rappresenta sempre una curva 
razionale della superficie F. Rimane dunque solamente il caso in 
cui almeno tre punti semplici di A si trovino sopra ogni gene­
ratrice, distinti dai rimanenti 2h — 3. In quest’ipotesi la 
non può essere un cono, perchè, altrimenti un iperpiano Sp, per 
il vertice, segherebbe la curva A di ordine 2p -|- 2 in almeno 3p 
punti. E poiché (avendo discusso direttamente il caso p — 2) 
possiamo supporre p > 2, è 3p > 2p 2 : si trae così un as­
surdo. Poiché dunque la non è un cono, gli ocP—1 iperpiani 
condotti per una sua generatrice segano su (che è d’ordine 
p) un sistema lineare oo?-1 di curve irriducibili razionali d’or­
dine p — 1, le quali incontrano la A in 2p + 2 — 2h punti. 
A queste curve, contate due volte, corrispondono sulla super­
ficie F ooP—1 curve i per ellittiche di genere p — h <1 p — 2 for­
manti un sistema lineare; ed ognuna di esse sega una curva C 
(corrispondente ad una sezione iperpiana di C*  ) in p — 1 cop­
pie della gl appartenente a C, cioè in un gruppo della serie 
canonica di C. Dunque il nominato sistema ocp—1 può assumersi 
come sistema | 6" aggiunto a | C | ; ed esso soddisfa in modo 
evidente alle proposizioni I e III.

Con quanto precede rimangono dimostrate, in tutte le ipo­
tesi possibili, le proposizioni I, II e III, enunciate al principio 
di questo numero.

Possiamo ora dimostrare facilmente la razionalità di una su­
perficie F (non riducibile ad una rigata di genere maggiore di 
zero), la quale soddisfaccia alle proprietà a), d) del n. 43.

Sulla superficie F esiste per ipotesi un sistema lineare com­
pleto «s irriducibile », | C \, avente la serie- caratteristica completa, 
è la dimensione, r maggiore del genere p. Se p<Z2, abbiamo di­
mostrato direttamente che la E è razionale. Sia dunque p > 2 e 
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si costruisca, a partire dal sistema lineare | C il suo sistema 
aggiunto I C' |, che certamente esiste per la proposizione I. Ana­
logamente dal sistema | C' | si passi al suo aggiunto | C" | (se­
condo aggiunto di | C |), che esiste in virtù delle proposizioni T 
e III, applicate al sistema \C'\. Così proseguendo si ha un pro­
cedimento di riduzione, il quale fa passare dal sistema | C | agli 
aggiunti successi vi | C |, | C" | ecc.. E poiché, per la proposizione 
III, ad ogni passaggio il genere diminuisce di almeno due unità, 
si perviene di regola ad un i-esimo aggiunto | C(i> | il cui genere è

2, a meno che il procedimento non si arresti prima, essendosi 
pervenuti ad un aggiunto costituito da curve riducibili. Il caso 
in cui il sistema | C | abbia un genere alto si riporta così al caso 
in cui il genere p<i2- ed allora si è veduto direttamente che 
la E è razionale; se poi si pervenga ad un aggiunto riducibile, 
per la proposizione II, Io spezzamento avviene in curve razionali 
appartenenti ad un fascio lineare : e la F è ancora razionale per 
il teorema di Noether.

Si può dunque affermare:
È razionale ogni superficie F (che non sia birazionalmente 

equivalente ad una rigata di genere maggiore di zero), la quale 
goda delle proprietà:

a) ogni sistema lineare completo irriducibile, oo2 almeno, di­
curve tracciato sulla F ha la serie caratteristica completa;

b) sulla F esiste un sistema lineare completo irriducibile 
di curve avente la dimensione superiore al genere.

Ma una superficie F unirazionale, i cui punti corrispondano 
cioè biunivoeamente ai gruppi di un’involuzione piana, gode 
delle proprietà anzidetto. Pertanto:

Una superficie unirazionale è anche razionale.
Si suol anche enunciare quest’ultimo risultato nella forma 

seguente :
Le involuzioni piane, sono razionali.
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45. Le condizioni di razionalità 
nella teoria generale delle superficie.

Co] teorema di Castelnuovo sulla razionalità delle involu­
zioni piane, si tocca agl'inizi di un nuovo periodo storico, in cui 
il problema delle superficie razionali viene studiato in relazione 
alla teoria generale delle superficie algebriche, concepite in or­
dine al gruppo delle trasformazioni birazionali. Si tratterà dun­
que di definire le superficie razionali mediante caratteri delle 
superficie, che siano invarianti rispetto alle trasformazioni sud­
dette.

Tenendo presente la riduzione delld singolarità (B. Levi, 
O. Chisini, ecc.) è lecito riferirei a superficie algebriche F d’or­
dine n dello spazio ordinario, le quali siano dotate soltanto di 
una curva doppia (', che possegga a sua volta dei punti tripli, 
tripli anche per la superficie. Allora i caratteri invarianti che 
occorre considerare si lasciano definire come segue:

1) genere geometrico superficiale, pa, cioè numero delle
superficie linearmente indipendenti , d’órdine n—4, ag­
giunte alla data F (che vuol dire passanti semplicemente per la 
sua curva doppia C) i ,

2) genere numerico (o aritmetico), pa, cioè numero virtuale 
delle anzidette cl>„„i, calcolato in base alle formule di postula­
zione di Noether (ossia assumendo che le superficie d’ordine 
n — 4 che passano per i punti tripli di C seghino su questa curva 
una serie completa e non speciale);

3) plurigeneri, P4, d'ordine i — 2, 3,... ; il P( è il numero 
delle superfìcie linearmente indipendenti d’ordine i (n — 4) che 
si comportano lungo la curva doppia C di F come se fosse i-pla 
per esse.

Premesse queste nozioni, le condizioni di razionalità delle 
superficie vengono espresse da due teoremi fondamentali :

I) La condizione necessaria e sufficiente, perchè una su­
perficie, algebrica sia razionale è data dall’annullamento del ge­
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nere numerico e del bigenere :

Pa = Pi = 0 
(Castelnuovo, 1896).

L’annullarsi del bigenere porta naturalmente anche l'annul­
larsi del genere pg ; ma non è vera la proposizione reciproca, 
potendosi dare esempio di superficie con pa — pff = 0. che hanno 
il bigenere P2 > 0 e non sono razionali (primo esempio: la su­
perficie del 6° ordine che passa doppiamente per gli spigoli d’un 
tetraedro, Enriques).

II) La condizione necessaria e sufficiente perchè una super­
ficie algebrica appartenga alla famiglia delle rigate (razionali o 
no) è che si annullino insieme il suo .quadrigenere ed il suo se- 
sligenere :

P4 = Pa = 0 
(Enriques, 1905).

Per la dimostrazione di questi teoremi, e la sistemazione 
della teoria generale delle superficie a cui appartengono, riman­
diamo a:

F. Enriques, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, 
raccolte da L. Campedelli, E edam, Padova, 1932 ;

F. Enriques, Sulla classificazione delle superficie algebriche, 
particolarmente di genere zero. Lezioni raccolte da L. Campe­
delli, « Rendic. del Seminario matematico della R. Università 
di Roma », 1934.

Le presenti « Lezioni » si possono ritenere come un’introdu­
zione al trattato di geometria sopra le superficie che è costituito 
dai due volumi di Enriques-Campedelli, innanzi citati.
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