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Queste Lezioni trattano delle superficie razionali, incomin-
ciando dalle superficie del secondo e terz’ordine e¢ da quelle del
quart’ordine dotate di curve doppia, ed elevandosi, ¢ grade @&
grado, ad argomenli superiori: superficte con un fascio di cuive
razionali, superficte ¢ sezioni piane di genere zero ed uno, classi-
ficazione del BERTINI delle involuzioni del second’ordine nel pio-
n0, pigni doppi di CLEBSCH-NOETHER ecc. fino al feorema sulla
rezionalité delle involuziony piane d’ordine qualunque. Qui ci st
arresta di fronte ai teoremi che caratterizeano le superficie razio-
nali mediante Vanmullamento dei generi e che appurtengono alla
teoria generale delle superficie algebriche. _

Ordinare. questa materia, in rapporio alle esigenze della scienza
@’oggi, implicava non soltanto di riprendere ed esporre 1 classict
teoremi di CREMONA, CLEBSCH, BERTINT ecc., che »isalgono ad olire
mezzo secolo indietro, ma anche di metterli a punto secondo le
vedute pid moderne e di sottoporli ad wna revisione critica per
supplire a dimostrazioni che lasciavano lacune talvolta gravi, ri-
stabilendo in via diretta la certezza di resultatr verificatt non di
rado attraverso il confronto con teorie diverse e piw elevate.

B mio dovere dichiarare che in questo lavoro di coordinazione
e di revisione mi sono valso delle lezioni, che su questi argoments
ha svolto, durante pin anni successivi, il prof. F. ENRIQUES allu
R. Universita di Roma, dalle quali in particolare ho attinto le
nuove dimostrazioni che si riferiscono alla -classificazione delle
involuziomi del second’ordine di BERTINI, ai piant doppi razionali,
nonché la semplificazione notevole che 1’uso del principio di con-
tinuitd permette di portare alla dimostrazione della razionalitd
delle involuzioni piane d’ordine qualunque, quale si trova esposta
nell’ultimo capitolo del libro.
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In accordo colle vedute del mio Maestro si riconoscerd una
nuove considerazione dei, problemi anche nelle parti pid elemen-
tart di questo trattato: per esempio, in quanio concerne le super-
ficie raztonali del quart’ordine, st imponeva di presentarne lo
studio sotto um aspetto pin moderno, collegandole ampiamente
alle vedute iperspaziali e guardandole secondo il concetto mafuro
che abbiamo oggi della geometrig algebrica. .

Per quel che concerne il mio contributo originale ad alcune
parti del libro mi sia consentito ricordare le ricerche, ispirate al
concetto di riconoscere nel modo pit largo il principio supremo
della continuita, che domina lo studio del campo algebrico; e cosi
specialmente le die memorie sui cast limiti dei fasci d’HALPHEN,
nonché la nota che concerne le superficte comuni alle due famiglie
di quartiche razionali con punto doppio, scoperte da NOETHER.
Aggiungast il complemento critico portato alla riduzione dei pio-
ni doppt razionali, la nota sulla bisezione della serie canonica
sopra gli enti di genere quatire ecc.: lavori che, al loro luogo,
vengono citati nel testo. Mi auguro che queste lezioni, cui ho de-
dicato lunghi anni di lavoro, ricevano buona accoglienza dai do-
centi di Geometria e dat giovant che st preparano ad approfondire
questo ramo delle Matematiche. A questi ultimi non sard inutile
fermare il pensiero sui problemi e sulle idee onde mosse lo spirito
creatore di Luicr CREMONA, da cut la scuole italiana ha tratto
impulso ai pin altt sviluppi: giacehé la rappresentazione piana
delle superficie pid elementari comunica a chi la studia per la
prima volta una certa commozione dell’animo come promettents
scoperta; e Uapprofondimento di tale studio implica un esercizio
fecondo, che allarga le idee, potenzia © metodi di ricerca ed educa
il gusto dello studioso traverso Pesame di cast speciali interes-
-santt, mercé 1 quali st riesce anche a cogliere il senso profondo
delle dottrine pit astratte. In particolare é questa la migliore
preparazione per chi voghia affrontare, e comprendere mnella sua
genest, la teoria generale delle superficie algebriche rispetto alle
trasformazions birazionald.

F. ConrorTo
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Carrroro 1

LE QUADRICHE

1. Rappresentazione piana della quadrica.

La proiezione stereografica della sfera, usata a scopi astrono-
mici e geografici da ToLoMro nel suo Planisfero e forse ancora
prima da IPpagrco, € nella storia della seienza il primo caso dif
rappresentazione piane di una superficie.

Ma il concetto di studiare le.curve algebriche tracciate su di
una superficie algebrica, mediante la sua rappresentazione piana, &
molto posteriore; per-rintraceiare i primi passi di questa dottrina,
che sucecessivamente si & allargata fino a divenire una teoria gene-
rale delle superficie razionali, occorre risalive a J. PLUECKER (1847),
a M. Cuasves e ad A. CayLeY (1861), che insegnarono ad usare per
tale seopo la rappresentazione piana della quadrica.

La rappresentazione piana di una quadrica irriducibile ¥,
delld spazio ordinario §; si ottiene proiettando da un punto O di
E, i punti della quadrica sopra un piano =. Cosi viene a stabilirsi
una corrispondenza biunivoca fra i punti del piano = ed i punti di
F,; infatti il raggio che proietta da O un punto generico P di F,
ineontra il piano in un unico punto P/, corrispondente di P. Vice-
versa, un punto generico P’ del piano & proiezione di un unico
punto di F,, giacché il raggio OF’ incontra la quadrica oltre che
in O in un unieo punto P. .

Nella proiezione <i F, da O su = vi sono delle eccezioni, che
importa subito rilevare. Se ad un punto P’ del piano = corri-
sponde su I, pia di un punto, ci¢ significa che la retta OP’ ha
almeno tre intersezioni con la quadrica e quindi giace per intero
su di essa. Le eccezioni sul piano = si hanno percid solamente in
quei punti, i quali sondb intersezioni del piano = con rette di #,,
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‘passanti per Q. Poiché per O passano due generatriei a e b della
quadriea (reali o immaginarie), avremo nel piano = due punti
A e B eccezionali per la corrispondenza, nel senso che a ciascuno
di essi non corrisponde un punto della quadrica, ma un'intera
retta.

Passiamo ai punti eccezionali su I",. Sulla quadrica, qualungue
‘ punto P pud essere congiunto ad O mediante una retta, la quale
diviene indeterminata solameute se P coincide eon 0. Il punto O
& pereid l'unico punto eccezionale su I,

Le eccezioni, delle quali abbiamo constatato 1'esistenza, devono,
per guanto & possibile, essere rimosse con considerazioni di conti-
nuitd. Nell'intento di esaminare la eccezione presentata dai punti
A e B, supponiamo tracciata sopra F, una curva <. la (uale incon-
tri la generatrice ¢ in un punto T. Proiettando da O i vari punti
di v, otteniamo la curva %" nel piano =. Un punto P mobile su =,
ha come corrispondente un punto P’, mobile su %’. Vediamo cosa
succede quando P si avvicina a T, cioé il raggio OF tende ad a.
Il punto P’ su ¥’ si avvicinerd al punto 4 in una certa direzione f,
tangente alla curva ¥ in 4, ed il raggio OP tendera a disporsi nel
piano tangente ad I, in 7, sieché P’ stard al limite sulla traccia
di questo piano tangente su =. La tangente t a v in A & percio la
traceia sul piano = del piano tangente alla quadrica nel punte
comune a v e ad «.

e e DY IR ek e s VB

Se ora si fa variave la curva v su F, in maniera pevd da pas-
save sempre per T, vediamo che a tutte queste curve corrispomono
su = delle curve, che in A hanno la medesima tangente t. Infatti
il punto infinitamente vicino a T su ognuna di queste curve, giace
sempre sul piano tangente a F, in 7', e questo porta che la sua
proiezione stia sopra la tracecia di questo piano su = In altre

parole: a curve di ¥, passanti per 7 corrispondono curve di = con
la medesima tangente ¢ in A.

Ci0 che si & fatto per il punto T si pud ripetere per qualunque
punto di a. Cosi si genera una corrispondenza fra le direzioni delle
rette uscenti da 4 ed i punti T di ¢, in cui al punto T generico di
a corrisponde la vetta £ per A, traceia su = del piano tangente a
F, in T. La corrispondenza & biunivoca ed algebrica «d & quindi
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una profettivitd, che non pud essere degenere, se F, & una quadrica
generica. Se infatti la proiettivitd di cui si discorre fosse dege-
nere, in ogui punto di ¢ esisterebbe lo stesso piano tangente ad F,,
che dovrebbe percid essere un cono. Usando il linguaggio infinite-
simale potremo esprimere il risultato ottenuto cosi: Nella proie-
zione da O di F, su = ai punti delle generatrici a e b corrispon-
dono 1 punti infinitamente vicini ad A e B, costituents i loro rispet-
tiel intorni del primo ordine.

Volgiamoei ora a considerare il punto O di F,, che, come si &
visto, & eccezionale per la corrispondenza. Una curva v, che passi
per 0, abbia come immagine la eurva v'. Indichiamo con ¢ la tan-
gente a v in 0. Adottando questa volta senz'altro il linguaggio
infinitesimale, osserviamo che il punto di v, infinitamente vicino
ad 0, giacente ciod su #, ha una proiezione ben determinata nel
punto d’intersezione T della vetta # con il piano =. Il punto T
glace anche sulla traceia del piano tangente in O ad F,, che non
& altro che la retta A B, essendo il piano tangente in O ad F, il
piano che contiene le generatrici ¢ e b. Se ora v varia su F, eon-
servando perd la tangente ¢ in 0, ¥ varierd nel piano =, passando
sempre per il punto T di AB. La tangente { pud essere una gene-
rica delle oc! tangenti useenti dal punto O e vediamo cosi nascere
una covrispondenza tra le tangenti  in O ed i punti T della retta
AB, traceie di queste tangenti sul piano w. Questa corrispondenza
& una prospettivitd e potremo pertanto enunciare: ¢ punti della
retta AB corrispondono prospettivamente ai punti dell’intorno di
primo nrdine del punto O: 'omologo di un punto 7 di AB @& il
punto infinitamente vicino ad O, sulia retta f che conginnge T
com 0.

Riassymendo, possiamo dire che la corrispondenza fra il piano
e ln guadrica * zeneralmente biunivoea con 1’eccezione di- punti,
che assumono il nome di punti fendementali, cio: un punto fon-
damentale sopra la quadrica, che cade nel centro 0, e due punti
fondamentali A e B sul piano, che sono le tracce delle genera-
triei @ e b passanti per 0. Ad un punto fondamentale corrisponde
una retta e vi & proieltivitqa [ra ¢ punti propri di questa ed i punts
safinitamente vieini u quello, costituenti il sno intorno del primo
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ordine. Soltanto mel caso del cono vedremo come la proiettivita

fra l’intorno. di A e la generatrice corrispondente a diventi de-
genere.

2. Immagini delle sezioni piane
e delle curve di dato ordine tracciate sopra la superficie.

La sezione di I, con un piano generico & una conica. La proie-
zione di uesta conica da O ¢i da sul piano ancora una conica, tut-
tavia non qualunque, giacehé la sezione plana generica incontra
in un punto le generatrici « e b e di conseguenza 1'immagine della
sezione piana passa per i punti A e B. Viceversa, una conica Cs
per A'e B & sempre immagine di una sezione piana; infatti tre
punti generici P, @', B’ di essa saranno immagini di tre punti
P, ), R della F,, per i quali passerd un piano, intersecante la F,
secondo una eonica C,. L'immagine di §, & necessariamente la C.
dovendo essere una conica per 4, B, ', @', I'.

Concludendo: Le sezioni piane di I, hanno come immagine le
coniche del sistema lineare oc®, che ha come punti base i punti fon-
damentali A e B. '

Lia conoscenza delle immagini delle sezioni piane permette age-
volmente di determinare in maniera sistematica tutte le curve
gobbe giacenti su F..

Se sulla F', esiste una curva C di ordine n, essa ha n punti
d’intersezione con la generica sezione piana, ai quali corrispon-
deranno n punti d’intersezione della sua immagine €’ con la co-
nica generica per A, B, fuori (*) del punti fondamentali 4 e B.

Per trovare le curve gobbe di un dato ordine =, apparte-
nenti ad F,, dovremo percid ricercare le curve del piano = che
hanno n intersezioni variabili (fuori dei punti base) con le co-
niche per 4 e B.

Questo prineipio permette gia di ritrovare nella rappresen-

() La parola « fuori» & adoperata qui in senso’ largo, senza escludere che
per particolari coniche per 4 ¢ B, qualeuno dei punti d’intersezione vada a

cadere infinitamente vicino ad 4, avendosi dunque una tangente comune
alla €’ ed alle dette coniche.
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tazione piana le refte della quadrica. Infatti le rette di F, hanno
come immagini delle curve che intersecano in wn punto variabile
le coniche per 4 e B. Si conclude da qui immediatamente che su
F, esistono due sistemi di rette, le eni immagini sono le rette
di = passanti rispettivamente per il punto A ed il punto B. Le
rette per 4 (0 B) sono immagini di rette della F,, incidenti ad
a (0 b) e rappresentano quindi rette della F, appartenenti al
sistema che contiene b (o0 a).

Ma veniamo alle curve propriamente gobbe, prime tra le guali
si presentano le cubiche gobbe. Se sulla F, esistono delle eubi-
che gobbe, non passanti per O, le loro imumagini devono essere
curve del terzo ordine, aventi tre intersezioni variabili eon le
coniche per A e B. In altre parole, tre delle intersezioni di queste
cubiche c¢on le coniche devono essere assorbite dai punti base.
Cosl per le cubiche irriductbili si avrauno due possibilitd : eubiche

con A doppio e B semplice e cubiche con A semplice e B doppio.

0, cope si usa scrivere:
C,(A*B) e C(AB?).

Lie eubiche gobbe particolari passanti per O sono invece rap-
presenfate dalle coniche passanti per . o per B, cui si aggiunge-
rebhe la rvetta fondamentale (A B, immagine del punto O : invero se
la €, passa per O. essa viene proiettata da O secondo un cono
quadvico, )

Dalla rappresentazione piana delle cubiche gobbe di F, rieca-
viamo subito: le cubiche gobbe di F., che hanno come immagini le
C.(A*B) incontrano in un punto le generatriei rappresentate dalle
refie per .1, ciod le generatrici del sistema a cui appartiene b, ed
in dne punti le generatrici del sistema a cui appartiene «.

("osl le cubiche gohbe appartenenti alla gnadrica F. si distri-
huiseonc in due famiglie: guelle di una famiglia hanno per bise-
canti le generatriei di un sistema ed unisecanti quelle dell’altro.

Si osserverd che due cubiche gobbe della stessa famiglia si
segano in quattro punti e due cubiche gobbe di famiglie diverse in
cinque punti: tante sono infatti le intersezioni delle due cubiche
immagini sul piano =. fuori dei punti A e I,
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OSSERVAZIONE. - Le cubiche di = che possiedono 4 o B come
cuspide sono immagini di cubiche gobbe tangenti alla genera-
trice @ o .

NoTa. - Per mezzo della rappresentazione pilana di una qua-
drica & facile dimostrare che per ogni punto O dello spazio passa
una corde di una cubice gobba I, .

Si osservi a- questo scope che per la K, passano oo” quadriche:
infatti le quadriche dello spazio sono co® (dipendendo dal mutui
rapporti dei 10 coefficienti dell’equazione), e una quadrica per
sette punti della K, la coutiene completamente. Cid posto, consi-
deriamo una quadriea F, che contenga la K; ed il punto O: nella
rappresentazione piana della F,, ottenuta per proiezione dal pun-
to 0, la K, diviene una cubica con un punto doppio in un punto
fondamentale 4 ; ed il punto 4 & 'immagine di una retta per O,
bisecante Ia K.

Passiamo a determinare le quartiche X, traceiate sulla 7,.
Le K, che non passano per O, sono rappresentate da guartiche
del piano =, che hauno quattro iutersezioni variabili con le coniche
per A e B. Cid significa che quattro intersezioni di queste quarti-
che devono essere assorbite in questi punti base. Avremo pereid
le seguenti famiglie di quartiche, immagini di altrettante famiglie
di quartiche gobbe (irriducibili) tracciate sulla I, :

famiglia delle C,(AB?)
famiglia delle C,(A47°B%)
famiglia delle C,(4°B).

Appare di qua che le quartiche gobbe della F, si dividono
in due specie:
1) quartiche gobbe di prima specie, rappresentate dalls
C,(A*B%), le quali sono bisecate dalle generatrici delle F, e
I1) quartiche gobbe di seconda specie, 1'ap1)1:esentate dalle
C,(AB*®) e dalle C,(A°B), per le quali le yeneratrici di wn sistema
della F, sono unisecanti, mentre le yeneratrici dell’altro sono tri-
secanti,
Le quartiche gobbe di prima speecie appartengono tutte ad una

Y
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stessa famiglia; le yuartiche gobbe di seconda specie si dividono
imveee in due famiglie distinte.

B facile mostrare che le quartiche gobbe di prima speecie si
possono aiiche definirve come le intersezioni complete della quadries
F, con le quadriche dello spazio. Sia infatti F, una quadrica gene-
rica. Essa interseca la /7, in una quartica gobba f,, che & di prima
specie: invero la F, sega le rette @ e b in due punti e quindi la
immagine della K, & una curva del quart’ordine che passa dop-
piamente per A e B. Inversamente, sia data sulla F', una generica
K, di prima specie. Vogliamo dimostrare che essa & segata sulla F,
da una seconda gquadrica. Osserviamo, a questo seopo, che 1'imma-
gine della K, & una C,(4°B*), 1a quale risulta determinata da otto
suoi punti generiei 4,, A,, ..., A4 infatti il sistema di tutte le
C,(A°B?) dipende linearmente da 14 — 3 — 3 = 8 parametri. Si
consideri ora una quadriea F;_ (diversa dalla F,), la quale passi
per gli otto punti le cul immagini sono 4,, 4,, ..., d4: la F. in-
tersechera la F, in uuna quartica di prima speeie, la eni immagine
(passando per A,, A,, ..., A4 e dopplamente per A e B) eoincide
con la C,(A*B?) immagine della I,. Le guadriche F, ed F,i 1
intersecano duncue seeondo la K,.

Riassumendo. possiano dive: le curve, Intersezioni complete di
una quadrica F, con le altre quadriche dello spazio, sono tutte ¢
sole quartiche gobbe di prima specie, tracciate sulla F,.

Se si interseca la F, con una quadrica generica F,, la interse-
ziowe completa & una guartica di prima specie, la guale risulta i
gencre uno, essendo rappresentata da una quartica con due punti
doppi. Ma la F, pud, in particolare, foccare la F, in un punto P:
le due generatrici della F,, passanti per P, segano allora la I{, in
due punti eoincidenti nel punto P, il quale risulta doppio per la
I{,. essendo in esso indeterminata la tangente della K. Tn guesto
-aso la I, & rappresentata sul piano da una C,(4%B?), 1a quale ha
nn punto doppio nel punto immagine di P, risultando cosi di ge-
aere zero. Inversamente, & facile dimostrare che una quartica ra-
siouats, la quale abbia come punti doppi i punti 4, B ed un terzo
~unto 77 di %, @ immagine di una quartica di prima specie segata
sulla F, da una gquadriea, toecante la F, nel punte P omologo di P’

e i
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Possiamo dunque dire: Le quartiche gobbe di prima specie di
una F, sono generalmente di genere uno; esistono pero delle quar-
tiche gobbe di prima specie dotate di un punto doppio e quindi
razionalt, le quali si ottengono intersecando la F, con wune qua-
drica che la tocchi in un punto.

Quanto alle quartiche gobbe di seconda specie, esse sono tutte
razionali e, escluso il caso in ¢ui aequistino un punto doppio di-
ventando anche di prima specie, la F, & !'unica quadrica che le
contiene. Le nominate quartiche si ottengono segando la F, con
superficie cubiche contenenti due generatrici della F,, che appar-
tengano allo stesso sistema (*).

Chiudiamo con cid la nostra trattazione delle quartiche giacenti
sopra una quadrica. Proponianmo al lettore le seguenti questioni:

Quale & 'immagine di una quartica di prima o di seconda
specie :

a) passante per il punto 0?
b) passante per il punto O e tangente ivi alla retta a?
Quale & ’'immagine di una quartica, tracciata sulla quadrica,

eomr vm punto doppio sopra la retta «? (l.o studioso richiami le
nozioni elementari sulle singolariti).

OSSERVAZIONE. - La classificazione delle quartiche appartenenti
ad una quadrica in quartiche di prima e di seconda specie trae con
s& una classificazione di tutte le quartiche gobbe dello spazio. In-
fatti ogni guartica gobba K, & contenuta in (almeno) una gqua-
drica: basta infatti eche una quadrica contenga nove punti della
I, perché la contenga per intero e per nove punti passa sempre
(almeno) una quadrica. Si pud dunque definire in generale la
quartica gobba di prima specie come quella curva che & comune a
due e quindi ad infinite quadriche costituenti un faseio. Inveee la

quartica gobba di seconda specie (senza punti doppi) appartiene
solamente ad una quadrica.

O Cfr. ad es. F. ENziQuES ed O. CrISINI: Teoria geometrica delle equa-
zioni e delle funzioni algebriche, Bologna 1924 (in seguito eitata con Teoria...),
Vol. TI, Lib. ITI, Cap. TI, pagg. 143-46.
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Per quanto riguarda le eurve traceciate su F',, il cui ordine #
maggiore di quattro, osserviamo che in generale le curve d’ordine
a tracciate sulla F, saranno rappresentate sul piano da curve
d’ordine n, passanti per A ¢ B con molteplicita » ed s, tali che
r 4+ s =mn. Le immagini delle curve irriducibili d'ordine » della
P, si distribuiseono dungue in n — 1 famiglie:

OH(AB"_]J7 C"(AZB“_'Q) y 2 C"(‘A"—I‘B) ;

ed & facile dimostrare che le intersezioni complete della F, con
le superficie d’ordine m sono rappresentate dalle curve:

sz(AmBm',‘

Ma non ci indugeremo su ¢io.

Mostreremo piuttosto come la rappresentazione piana della
quadrica possa servire allo studio della residua intersezione della
F, eon un'altra superficie, quando queste due superficie abbiano
una parte comune conosciuta.

Senza dare su questo argomento una trattazione geuerale, for-
niremo alcuni esempi atti ad illustrare il partito che si pud trarre
dalla rappresentazione piana della F,.

@) Dimostréremo la seguente proposizione: Se due quadriche
hanno « comune una retta d, esse si intersecano ulteriormente in
una endica gobba K, per la quale la retta d é cordu.

Infatti, riferendoci alla rappresentazione piana di una delle
due gquadriche mediante coniche per due punti fondamentali A
e B, sappiamo che l'immagine della intersezione coinpleta delle
due quadriche deve essere nna quartica ¢y con A e B doppi; se
quindi I'immagine della retta comune d & una retta d” per 4, Uim-
magine della A, residua deve essere una cubica piana I '3, pas-
sante doppiamente per B e semplicemente per 4; e la K; interseca
la d in due punti, che sono immagini di due punti comuni alla
d ed alla K.

In modo analogo si pud dimostrave:

b) Se una quadrica F, ed una superficie eubica F, hanno «
comune unae cubica gobba K, esse si intersecano ulteriormente
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in una cubica gobba L, appartenente all’ultra famiglia ed intes -
secante la prima in 5 punti,

Nella solita rappresentazione piana della F, sia 11"3 (4*B) 1'im-
magine della I,. L’immagine della intersezione completa della
F, con la F, & una sestica €. passante triplamente per A e B,
la quale deve contenere la K;(A®B). La €y & quindi spezzata nella
K, (42B) ed in una L; (AB?), che & immagine della cubieca gobba
L, di F,. Risulta cosi evidente, dalla rappresentazione piana, che
L, e K, appartengono a famiglie diverse e s’intersecano in eingue
punti.

Dimostriamo infine che:

« ¢) Una superficie del quait’ordine F,, passante doppiamente
per una cubica gobba K,, ed una quadrica F,, contenente la K,,
st segano ulteriormente in una coppia di rette sghembe, corde della
cubica gobba K,.

Infatti 'immagine della intersezione completa della F, con la
F, & una linea dell’ottavo ordine passante gquattro volte per i
punti 4 e B; se K (A*B) ¢ 'immagine della K, la nominata linea
si spezza nella K, (A*B) contata due volte ed in una residua coniea,
la quale — dovendo passare doppiamente per B — si riduce a
due rette uscenti da B; e queste due rette sono immagini di due

corde della K, intersecando in due punti la sua immagine
N o
K (A®B).

3. Rappresentazione piana del cono quadrico.

Anche se la gqnadriea I, ¢ un cono, essa pud venir rappresen-
tata su di un piano per proiezione da un sno punto 0. In questo
caso perd i due sistemi di generatrici vengono a coincidere e la
generatrice b diventa cosi infinitamente vieina alla generatrice a.
C01‘1‘ispondenteme1_1‘fé il punto B =4, si avvicina indefinitamente
al punto 4 e quindi: Le sezioni pigne del cono F, hanno come vm-
maging le curve del sistema linecre oc®, costituito dalle coniche che
passano per il punto A con la tangenie fisse 0 = AA,, traccia del
piano tangente al cono nel punto 0. - A
I punti della retta A4, sono, come nel caso generale, in corri-
spondenza proiettiva eon i punti dell’intorne di 0; ad ogni punto
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T di AA, corrispondendo il punto infinitamente vicino ad O sulla
tangente 70,

Consideriamo i due punti fondamentali 4 e A,. L.e coniche del
sistema lineare [ C |, rappresentativo del cono, non si distinguono
nell intorno del primo ordine di A (passando tutte per il punto
infinitamente vieino A,), ma si distinguono invece nell’intorno di
13}-11}10 ordine di A, che riesce del secondo ordine per A; e preci-
samente per ogni punto I’ dell'intorno di primo ordine di 4., ne
passa una rete, clie varia al variare del punto P. Ne viene che
I'intorno di primo ordine di A, rappresenta una linea fondamen-
tale del econo F,. La nominata linea & una retta, giacché ogui
conica del sistema lineare | C'| passa una sola volta per l'intorno
del primo ordine di 4,; e questa retta, proiettandosi in un punto,
passa_necessariamente per O. Troviamo dunque che l’jntorno_rtﬁli
primo ordine del punto fondamentale 4, (che é di secondo ordine
rispetto ad A) rappresente la generatrice del cono, passante. per
1l centro di proiezione 0.

Consideriamo ora V’intorno di primo ordine di 4. Il sistema
lineare oc®, contenuto in ' €| e determinato da un punto generico

N

P di guesto intorno, & eostituito dalle oo® coniche spezzate in due

refte per 4: e risulta cosi indipendente dalia scelta del punto P.
- Ne-viene che Uintorno di A (fatta eccezione del punto 4,) rappre-
~ senta Uinlornon del vertice del cono F,: infatti solamente per il
“‘vertice el cono avviene che le oo® sezioni piane per esso siano

spezzate in due generatriei.

Anche per il cono la conoscenza delle immagini delle sezioni
piane permette di determinare agevolmente tutte le curve gobbe
di dato ordine n giacenti sulla superficie. Queste curve sono in-
fatti rappresentate dalle curve del piano, che hanno m interse-
zioni variabili (fuori dei punti base) con le coniche peT. Ae A4,
ossia dalle eurve d’ordine n, passanti per A e A, con molteplicitd
r ed s, tali che » -+ s==x. Qui perd oceorre osservare che —
essendo B = A, infinitamente vicino ad 4 — & necessariamente
s

Le curve del tipo C, (4" 4)°) sono immagini di eurve X,
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le quali passane r—s volte per il vertice e sono s-secanti le

v generatrici del comno: infatti le curve C, (A»"Af) passano per

punti dell’intorno di A, dei quali s cadono in 4, ed r—s corri-

spondono a rami delle K ,, passanti per il vertice del cono; le rette

per A segano poile C,, (A"A%) (fuori di 4) in n 2y = s punti,

immagini di s punti comuni alle &, ed alle generatrici del eono.

Da queste proprieta generali, discendono come casi particolari

le seguenti proprietd, relative alle cubiche ed alle quartiche gobbe,
appartenenti ad un cono:

» 1) Sopra un cono quadrico esiste una unica famiglia di cubi-
che gobbe, le quali passano per il vertice e sono unisecanti le gene-
ratrict.

8 2} Le quartiche gobbe di un cono quadrico sono n generale
: quartiche gobbe di mima specie e di genere -uno, le qualt non
passano per il vertice e bisecano le gemeratrici; in particolare
quartiche gobbe passants doppiamente per il vertice, le quali sono
segate (fuort del vertice) in un punto da ogni generatrice.

-Se il eono si rappresenta sul piano mediante le coniche pas-
santl per due punti A e B= A,, infinitamente vicini, si ha che=

v 1) La famiglia delle cubiche gobbe del cono & rappresen-
tate dal sistema lineare oo® delle C,(A* A));

« 4 2) La famiglia delle quartiche gobbe ellittiche é rappre-
sentata dal sistema lineare oo® delle C,(4*A}) (quartiche, che
hanno in 4 un tachodo con la tangente tacnodale A4A4)), mentre la
famiglia delle mw razionalt con punto doppio, che rientra
come caso particolare nella precedente ed insieme nella famiglia
delle quartiche di seconda specie dello spazio, é rappresentata dol
sistema lineare oo” delle C,(A4%A4,).

4. Risoluzione parametrica dell’equazione F (o, ¥, 2)=0.

La rappresentazione punto per punto sul piano di una qua-

drica F,(z, y, 2) = 0, che abbiamo ottenuto mediante proiezione
lgebricament soluzi

da un suo punto O, si traducg_a_;‘,ebnca ente l}ell‘a_ .yﬂg.oliz_z.one'

dell’equazione F.(z, y, 2) = 0 mediante tre funzioni razionali &i
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due parametriu e v
v o (1, v) ol v) D,(2, V)

- g = Al PO £\l B
oo, v7 Y sty )’ oy(tt, V)’

dove u e v risultano a lor volta univocamente, e pereid razionalmente,
esprimibili in funzione delle coordinate z, y, z del punto corri-
spondente della F,. In breve si pud dire che la rappresentazione
piana della superficie F, mostra che questa suzﬁerﬁcie ¢ razionale
(proprietd che & ben lungi dall’essere verificata per una superficie
algebrica qualsiasi). Qualora ’equazione .della superficie I', venga
espressa in coordinate omogenee Ty, %,, T., T, (sostituendo dungue

Z, 2, x . e .
x,.y, £ con —, —, =% e moltiplicando per «%), e si yonga ana-
= Ty Xy oy

‘ U U
logamente w == =

i,’ U_Hi’ la sua W vien data
dalle formule:

Lo : &y 1&g 1 X3=Fg 1Py P2 * s
dove le ¢;(1 =0, 1, 2, 3) sono forme di secondo grado nelle varia-
bili omogenee u,, u,, u,d Qui giova avvertire che se si prendono
ad arbitrio quattro forme omogenee di secondo grado @, @1, 92, 95
e si pone:

;= Y, {1=0,1, 2, 8
si oftiene sempre la rappresentazione parametrica di una super-
cie algebrica F, rappresentata punto per punto sul piano u, v.
Ma questa F & in generale una superficie del quarto ordine, giac-
ché una retta, intersezione di due piani, ha con essa a comune
quattro punti, come le coniche, immagini delle loro sezioni. Per
avere una quadrica F, bisogna prendere le forme ¢, ¢, Qay g
in modo che rappresentino quattro coniche (linearmente indipen-
denti) che abbiano due punti a comune. 11 sistema lineare definito
da queste coniche, che cosi viene assunto a priori, sard il sistema
delle immagini delle sezioni piane di F,J il suo grado, numero

delle intersezioni variabili di due coniche, essendo l'ordine della
superficie F,,

Esercizi. - 1. La superficie:

axr -+ by 4+ €2 + 0,27 + 20,,®Y + do0y* -+ 20,372 + 20,52 = 0
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é una quadrica, passante per il punto all’infinito ell asse delle 2,
. che pud essere rappresentata sul piano 2 = 0 per proiezione (orto-
gonale) da guesto punto. Serivere le formule della rappresenta-
zione parametrica.
11. La superficie:

2

ax® + by +c’=d

¢ una quadrica, che pud rappresentarsi sul piano z = 0, per prote-
zione da uno dei suoi punti d’'intersezione con 1'asse 2z. Serivere

: le formule della risoluzione parametrica ed osservare che esse
|
contengono mnei coefficienti nna irrazionalitd quadratica, ciod la

‘/g Discutere le formule dal punto di vista della realita.
Nora sToricA. - Un caso particolare della rappresentazione

piana di una quadriea fu considerato da ToLOMEO nel suo « Pla-
nisfero », e forse anche prima da IPrarco, nello studio della proie-

zione stereografica della sfera a scopi astronomici e geografiei ().
La rappresentazione piana di una guadrica gualsiasi e 1'idea ‘
* di adoperarla per determinare le curve gobbe algebriche giacenti

N

-~

() La proiczione stereografica consiste, come & noto, nella proiezione della
sfera dal polo nord sopra un piano parallelo all’equatore; essa gode della
proprietd di mutare cerchi in cerehi e di conservare gli angoli col loro Senso.
In base a quanto comosciamo, la prima proprietd riesce per moi evidente:
infatti le due rette appartenenti alla sfera, ehe partono dal centro di proie-
zione sono le due rette isotrope ed ineontramo il piano, su cui si eseguisce
la proiezione, nei due punti cielici. In altre parole, i due punti fondamentali
4 e B della nostra trattazione generale sono i punti cielici del piano =, siechd ;
le coniche per A4 e B, inuwmagini deil cerchi sezioni piane della sfera, somo
ancora cerchi, }

Per dimostrare la secownda proprietd, osserviamo che mnella proiezione
stercografica della sfera il faseio delle tangenti in un punto.ed il fascio delle
. proiczioni sono direttamente uvguali: cid consegue immediatamente dal fatto
‘ che le generatriei della sfera (che sono rette isotrope) useenti da un punto P

si mutano nelle rette isotrope useenti dal punto P/, immagine di P.
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su di essa & pero molto posteriove: si trova in J. PrLiicker (%)
(1847), M. CHaswLEs (*) ed A. Caviey (®) (1861).

La scoperta delle quartiche gobbe (di seconda specie) che_non
sono intersezione di due quadriche, devesi in ispecie a G. SaLMON
(1849). Queste quartiche gobbe di seconda specie hanno formato

poi oggetto di studio approfondito da parte L. CrEmoya e di
E. BerTiNt (*).

5. Trasformazioni quadratiche dello spazio.

Come diretta applicazione della rappresentazione piana delle
quadriche ¢i proponiamo di determinare le trasformazioni alge-
briche e biunivoche, e percid birazionali, di uno spazio S in uno
spazio 8’ (eventualmente coincidente con 8), nelle quali al sistema
dei piani di 8" corrisponde proiettivamente un sistema lineare oo®
di gnadriehe (irridueibili) di 8. Queste trasformazioni si dicono
z‘ra%r.aziom quadratiche o del secondo ordine e furono incon-
trate da L. CreEyoxa, da A. CavLey e da M. NogTHER nelle loro
prime rieerche sulle trasformazioni birazionali dello spazio.

Consideriamo nello spazio S(z, y, ) un sistema lineare tripla-
mente infinito | F | di quadriche irridueibili e poniamo una proiet-

etivitd tra il sistema lineare oo® delle quadriche di | F | ed il si-
stema oo® dei piani dello spazio 8(2, 3, 2’). Si ottiene cosi una
trasformazione (univoca) T, precisamente una t-rasformaeione.qua~
dratica, che fa passare dallo spazio S allo spazio S’: infatti per
un punto P di S (che non sia comune a tutte le quadriche di | F |)

() Cfr. J. PulckER: Die analitysche Geometrie der Kurven auf den
Flichen zweiter Ordnung und Klasse; <« Journal fiir Mathematik », Bd.
34, 1847,

(?) Cfr. M., CHASLES: Théorie analytique des cowrbes @ double courbure
des tous les ordres tracées sur Uhyperboloide d une nappe, « Comptes Rendus »,
T. 53, 1861,

(8) Cfr. A. CavLEY: On the curves situated on e Surface of the Second
Order, ¢PhLil, Mag.», T. 22, 1861. ) .

(4) Cfr. F. Exrtques ed O. CHISINI: Teorig... Vol, III, Lib. V., <ap. 11,
pag. 214 e segg. e pag. 237.

©
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passano oo® quadriche di | F | alle quali corrispondono gli oo?
piani di una stella di centro P’. Viceversa ad un punto generico
P’ di § corrisponde un numero finito di punti, variabili con P,
Se si vuole che anche I’inversa della trasformazione T' sia nnivoca,
& necessaric e sufficiente che le quadriche di una rete generica
contenuta in | F | abbiano un sol punto eomune, fuori di even-
tuali punti o curve base di | F |, ossia che tre quadriche generi-
che di | F| si intersechino in un sol punto wariabile; in questo
caso la corrispondenza fra §” ed S riesce univoca quando si pre-
seinda dai fattori degeneri che da essa si distaccano. Un sistema
triplamente infinito di superficie irriducibili, che soddisfaceia alla
condizione sopra enunciata, si dice un sistema omaloidico.

Possiamo dunque dire che 4 tipi possibili di trasformaziont
quadratiche dello spazio univocamente invertibili, si ottengono
corrispondenza ai possibili tipi di sistemi oo® omaloidict di qua-
driche.

Siamo cosl condotti a ricercare i sistemi omaloidiei di quadri-
che dello spazio. «

6. I sistemi omaloidici di quadriche.

Secondo un’osservazione dovuta a L. CremoNa (1), i sistemi
omaloidici di superficie a euni appartiene una superficie razionale

di dato tipo si possono costruire, quando esistono, nel modo se-.

guente: sia F',, una superficie razionale d’ordine #, della quale si
conosca una rappresentazione punto per punto su di un piano;
la rappresentazione piana della F,, permette agevolmente di deter-
minare {se esistono) le reti omaloidiche (*) X, segate su F,, (a pre-

() Cfr. L. CrEMoxA: Sulle trasformazioni razionali dello spazio, Nota 1%;
« Rend. Ist. Lomb. », Serie II, Vol. IV (1871) — Opere di L. CREMONA:
Tomo III, pag. 241.

(¥ Chiamasi rete omaloidica di eurve, una rete di curve irridueibili, le
quali si seghino a due a due in 1 punto variabile. Giova notare che le curve
di unsa rete omaloidica sono certamente razionali: infatti una rete omaloidica
dd luogo ad una trasformazione cremoniana, che trasforma le curve della
rete in rette; cfr. ad ecs. F. EnriQuEs ed Q. CHISINI: Teorid..., Vol. 111,
Lib. V, Cap. 1I pag. 156 e segg.
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scindere da parti fisse) da superficie F dello stesso ordine n,
aventi gli stessi punti multipli e le stesse linee multiple; ora, se
si combina linearmente questa rete di F colla F,, data, si ottiene
un sistema lineare oo® di superficie, che & omaloidico. Inversamen-
te, se & dato a priori un sistema omaloidico di superficie F, questo
sistema sega sopra una superficie del sistema stesso (a prescindere
da parti fisse) una rete omaloidica X.

Applichiamo il procedimento del CREMONA al caso piu sem-
plice delle quadriche (n = 2). Per quanto si & detto,-la determi-
nazione di tutti 1 tipi di sistemi omaloidiei di guadriche eqguivale
alla determinazione di tutti i tipi di reti omaloidiche segate su
di una data quadrica F, da oo® quadriche. Riferiamoci alla rap-
presentazione piana della quadriea F, mediante il sistema lineare
oo? delle coniche per due punti A e B (distinti o infinitamente vi-
¢ini); si tratta allora di ricercare tutte le reti omaloidiche, che
(con 1l'eventuale aggiunta di una parte fissa) siano contenute nel
sistema lineare oo® delle quartiche passanti doppiamente per A e
B: V’ordine # delle nominate reti deve essere << 4.

Abbiamo dunque un numero limitato di-easi, i quali corri-
spondono, sul piano rappresentativo, al sistemi seguenti:

«) la rete delle rette del piano, (da completarsi con una co-
nica per A e B ¢ con la retta fondamentale AB) che rappresenta
1a rete clelle coniche segata sulla F, dalle quadriche passanti per
una conica K, fissa e per il punto di proiezione O;

b) la rete delle coniche per 4, B ed un terzo punto fisso C,
che equivale al caso @) ed anzi si riduee a questo con la trasfor-
mazione quadratica che ha i punti fondamentali in 4, B, C (L.

¢) la rete delle coniche per A e due altri punti fissi P, e P,,
distinti da A e B (da completarsi con una retta r per B e con la

() Si osservi che la quarh-ic‘a F, & rappresentata punto per punto nox
solo sul piano rappresentativo = ma su ognmi piano =/, il quale sia in eorri-
gpondenza biunivoea con il piano w; basta all’uopo pensare come immagini
di uno stesso punto della F', punti corrispondenti dei piani = e «’. In altre
paro'e: la rappresentazione piana della quadriea & definita a meno di una
trasformazione eremoniana del piano m in un altro piano n' (eventualmente
coineidente con x).




20 LIBRO PRIMO

v

retta AB), che rappresenta la rete delle cubiche gobbe segate sulla
quadrica F, dalle quadriche passanti per una generatrice fissa
e per tre punti fissi, uno dei quali & il centro di proiezione;

d) la rete delle coniche per tre punti P,, P, P, (distinti
da A e B), (da completarsi con la retta AB contata due volte) che
rappresenta la rete di quartiche gobbe dotate di un punto doppio
nel eentro di proiezione O, segata sulla quadrica F', dalle quadri-.
che tangenti ad essa in-O e passanti per altri tre punti fissi;

¢) la rete delle cubiche C,(4*BP,P,P,), che riporta al caso
¢) e che si trasforma nella rete delle coniche per un punto fonda-
mentale e per due punti fissi, mediante la trasformazione qua-
dratica che ha i punti fondamentali 4, B, P;

f) la rete delle quartiche C,(A®*B*P}P,P,P,); questa rete
rappresenta una rete di quartiche gobbe della F,, le quali hanno
un punto doppio nel punto che si rappresenta in P, e passano
per i tre punti fissi, che hanno come immagini P,, P, P,; la no-
minata rete di quartiche gobbe & segata sulla F, dalle quadriche
che toceano la F, in un punto fisso, passando per tre punti fissi
di essa. Siamo dunqgue nel caso d), al quale del resto ci si riduee
con una trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali
in A, B, P, (M.

Riassumendo 1 risultati della nostra ricerca, possiamo dire:
Un sistema omaloidico di quadriche é:

@) un sistema lineare di quadriche, che hanno a comune una
conica I, ed un punio O, ovvero

b) un sistema lineare di quadriche, che hanno ¢ comune und
retta d e tre punti P,, P,, P,, ovvero

e) un sistema lneare di quadriche, che passano per tre
punti P, P,, P, e toccano un piano fisso m un punto 0.

(') Se 4 e B sono infinitamente vicini la F, & un cono e tra le eurve
C,(4%B?) sono contenute le C,(A43B); si presenta quindi a priori anche la
rete omaloidiea delle C,(4#BP,P,P,P P,). Questa dd luogo ad un sistema o3
di quadriche, passanti per i cinque punti, che si rappresentanc in P,... Py
e per il vertice ¥ del cona; e questo sistemn non & evidentemente omaloidico
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Un sistema lineare di quadriche, il quale appartenga ad uno
dei tre tipi anzidetti & certaménte un sistema omaloidico, se le
linee ed 1 punti comuni a tuite le guadriche del sistema sono in
posizione generica: ma per posizioni particolari di questi elementi
vi possono essere delle eccezioni. A prescindere dalla degenera-
zione delle quadriche del sistema in piani, tali eceezioni possono
aversi:

a) quando le condizioni offerte dalle linee e dai punti base
non sono pitt indipendenti, ovvero

D) guando le intersezioni di tre guadriche del sistema sono
tutte assorbite dal gruppo base, costituito dagliA elementi base as-
segnati e da quelli che ne derivano di conseguenza.

Senza entrare in una discussione minuta, giova qui rilevare,
che entrambi questi due tipi di eccezioni possono effettivamente
presentarsi.

Precisamente, se i punti base siano punti propri (fuori della
linea base), si possono avere eccezioni soltanto se il passaggio delle

“ynadriche per gli elementi base assegnati porti di conseguenza una
linea base che venga ad aggiungersi alla linea data. Un esempio di
¢i0 si ha nel sistema lineare delle quadriche, che debbano passare
per una retta d e per tre punti P,, I,, P;, qualora si ammetta che
P,, P,, P, stiano su di una retta d’: se la retta &’ & incidente alla
retta d, il sistema & oo e le condizioni non sono pit indipendenti;
se invece la d’ & sghemba alla d, il sistema & bensi oo?, ma tre qua-
driche di esso non si segano in un punto variahile.

Se invece si ammettano anche punti base infinitamente vieini
alla linea base, le eccezioni possono presentarsi senza che la linea
base si amplii. Riferendoci sempre al sistema lineare delle quadri-
che passanti per una retta d e per tre punti P,, P,, P, suppo-
niamo ad es. che P, e P, si avvicinino in direzioni distinte ad wn
punto P della retta d, in modo perd che al limite i punti P, e P,
giaceiano in un piano =, passante per la retta d; il sistema lineare
delle quadriche, passanti per d e per P,, P,, Py, & allora il sistema
oo? delle quadriche, che contengono la retta d, toceano in P il piano
= e passano per P,: il passaggio per il punto P, diviene qui una
conseguenza delle altre condizioni.
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Per mostrare un esempio, in cui si verifiehi il secondo tipo di
eccezione, consideriamo le quadriche, passanti per una conica K,
ed un punto 0, e supponiamo anzitutto che la conica I, si spezzi
in due rette intersecantisi in wn punto P. Se ora il punto O si
prende infinitamente vicino a P, fuori del piano della conica spez-
zata I{,, il sistema delle quadriche per K, ed O diventa un sistema
lineare co® di con?; e tre coni generiei di guesto sistema non si
segano in un punto variabile, ma nel punto fisso P.

7. La trasformagione quadratica ordinaria
o di prima specie.

Nello spazio S(x, y, 2) consideriamo un sistema omaloidico | F|

"di gquadriche, che abbiano a comune una conica K, ed un punto O.

Ponendo una proiettivita tra il sistema | F | ed il sistema dei piani
dello spazio 8 (a7, y’, 2"}, si definisee tra lo spazio S e lo spazio
8 una trasformazione guadratica (univocamente invertibile), che
dicesi trasformazione quadratica ordinaria o di prima specte.

Ai piani di 8’ corrispondono le quadriche.del sistema | F |: ne
segue che 16_1‘3’24_3 di 8 (assi di un faseio di piani) si trasformano
in_coniche, comuni ad un faseio di quadriche F, ossia in coniche
passanii per O e bisecanti la K,. %

Per trovare come si trasformino 1 piani e le rette dello spazi(l_é’
premettiamo la segunente osservazione generale, che ci sara utile
anche nella discussione degli altri tipi di trasformazioni gua-
dratiche.

Un sistema omaloidico di superfieie | F |, in uno spazio 8, da
luogo ad una trasformazione birazionale T dello spazio 8, in un
altro spazio §. Alla trasformazione T si associano i due ordini r
ed_s, che denotano rispettivamente l’ordime delle superficie del
sistema | F | e DVordine della curva variabile, secondo la quale
segano due superficie di | F |: si dlice cosi che la trasformazione 7
& una trasformazione (r, s). Giova, ora osservare come l’inversa
T—* di una trasformazione T di ordini 1 ed s sia sempre una tro-
sformazione (s, 7). =

Per dimostratlo osserviamo che i piani e le rette dello spazio S
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st trasformano per la T in superficie d’ordine s (formanti un si-
stema omaloidico e} segantisi a due a due in una curva variadile
d’ordine r. Invero i piani di S ineontreranno in s punti le curve
che rispondono in § alle rette di §’, e si trasformeranno percid in
superficie di &, che saranno appunto d’ordine s. Similmente le
rette di 8 incontreranno in » punti le superficie di S che si trasfor-
mano in piani, e diverranno pereid, in §’, delle curve d’ordine 7.

Ritornando dopo cid alla trasformazione guadratica di prima
specie, possiamo dire che essa & una trasformazione (2,2): la sua

inversa sard quindi anch’essa una trasformazione (2,2). Ne segue -
che i piaui e le rette dello spaz1o 8 si mutano in quadriche e coni-!

che dello spazio §'. Pit pnecl.samente il sistema dei piani di § si
trasforma in un slstema omaloidieco di quadriche, due, delle quali
81 segano in una eonica variabile. Il nominato sistema omaloidico

appartieue guindj al primo tipo e possiedera una conica base I,
ed un punto base 0.

Per la costruzione effettiva della conica K; e del punto O,
osserviamo che tutte le rette per O, che si appoggiano alla conica
I, offrono wna condizione alle quadriche F, che devono conte-
nerle; ne viene che le nominate rette corrisponderanno ai punti di
una certa curva del secondo ordine I,: infatti ogni guadriea di
" F | si trasforma in un piano di S e contiene due rette per O che
si appoggiano a K,; ogni piano di 8 interseca percid la curva L,
in due punti. Ma le rette per O che si appoggiano alla K, sono
intersecate in un punto <a un piano generico di 8: le quadriche
F’, che sono immagini dei piani di 8, contengono dungue la L,
che coincide cosi con la K, la cui esistenza ci era 2id nota a
priori.

(‘onsideriamo ora il piano o della conica A,. Lo spezzamento
di wa quadrica F nel pilano o ed in un piano per O equivale ad
una condizione lineare. Al piano » corrisponde percid il punto ¢,

per il quale devono passare tutte le quadriche F’. Lie conclusioni

precedenti ci permettono di esaminare gli elementi eccezionali
della trasformazione quadratiea.

a¥ Ad ogni punto dello spazio § corrisponde sempre un punto

-
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dellg spazio 8; fanno eccezione il punto fondamentale O, che dicesi
centro della trasformazione, ed i punti della conica fondamentale
K,, per cui passano tutte le quadriche del sistema omaloidico | F |.
In modo analogo, nello spazio 8 si ha il punto fondamentale 0’
e la conica fondamentale K.

Abbiamo gid veduto che al punto 0" ed al punti della conica
K, corrispondono il piano @ della conica K, e le generatriei del
cono che da O proietta la K,. Analogamente si mostra che al punto
O ed ai punti della conica K, corrispondono il piano « della co-
niea K3 e le generatrici del cono che da O proietta la K,. I piani
© e o si dicono percido piani fondamentali della trasformazione:
ed i coni O(K,) e O'(K;) coni fondamentali: le generatrici dei
coni fondamentali sono le rette fondamentali della trasformazione.

b) Ad un piano = dello spazio S ecorrisponde generalmente
una quadrica di &, contenente la K> e passante per 0’. Ma se il
plano = passa per il centro 0, la quadrica omologa si spezza in un
piano per ¢, luogo dei punti omologhi ai punti generici di =, e
nel piano fisso & corrispondente al punto fondamentale 0. Appare
cosi che le due stelle di piani per O ed O si corrispondono; e,
poiché ad un fascio risponde un fascio, le due stelle risultano
omografiche.

¢) Consideriamo infine una vetta dello spazio S. Ad una retta
a di § corrisponde in generale una conica per O’ bisecante la K,.
Vi & eccezione se la retta passa per O senza intersecare la K,, ov-
vero incontra la conica K., senza passare per 0, ovvero passa per O
o si appoggia alla K,. Nel primo caso — per la proiettivita tra la
stella di centro O e la stella di centro O — ai punti generici della
a corrispondono i punti di una retta @’ per 0’. Se invece la « in-
contra la K, (senza passare per 0), alla @ corrisponde una conica
per O, bisecante la K _, che degenera in una retta «’ (non passante
per 0’), luogo dei punti omologhi dei punti generiei di @, ed in una
generatrice del cono O'(K3), corrispondente al punto fondamen-

- tale comune ad a e K,: infatti ai piani per la ¢ (che sono piani

generici dello spazio 8) corrispondono quadriche F’ irriducibili,
. N . . L) . - !
cloe senza parti comuni, la cui intersezione, fuori della K., resta
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sempre una conica. Infine nel caso in cui la ¢ sia una generatrice

del cono O(I(,), ad essa corrisponde un punto fondamentale della
. 7’

conica K.

E da osservare che nello spazio §” si hanno le analoghe ecce-
zioni.

In cid che precede ei siamo tacitamente riferiti alla trasforma-

zlone quadratica generale, in cul:
a) il centro O & fuori del piano ©;
b) la conica fondamentale K, & irriducibile.

In queste ipotesi anche il punto O’ & fuori del piano " e la
conica K3 & irriducibile. Ii primo fatto segue dal considerare che
fra due rette corrispondenti generiche a ed o per O ed 0 inter-
cede una proiettivitd non degenere, dove al punto 0’ corrisponde
il punto d’intersezione della @ con ®, mentre al punto eomune alla
« ed al piano & corrisponde il punto 0. Quanto alla seconda osser-
vazione, essa & evidente quando si pensi che alla conica X, corm-
sponde nella trasformazione il cono 0’ (K,).

Le possibili specializzazioni della trasformazione quadratica di
prima specie si ottengono quando il punto O si avvieina indefini-
tamente al piano o, ovvero la K, & riducibile, ovvero sono verificate
entrambe queste circostanze.

Se il centro O cade sul piano ®, fuori della conica K,, 11 piano

. . } 4 I3 . .
w si stacea da tutte le quadriche F', e pereid la trasformazione si
riduce ad una omografia.

3a il punto O pud avvieinarsi alla conica K, (secondo una
‘linea, che non sia tangente alla I(,); si ottiene allora una trasfor-
mazione quadratica speciale, nella quale il sistema trasformante
PP & eostituito da quadriche passanti per la conica K, e tangenti
in un punto O di questa ad un piano %, che toechi la conica K,.
In questa trasformazione, che & limite di una trasformazione
quadratica ordinaria generale, ai piani di § rispondono delle
quadriche I di § passanti per una conica K, e tangenti in un
punto 0’ di questa ad un piano =, che tocchi la conica K Il pia-
no della K, si trasforma nell’intorno di 0’ e ’intorno di O nel
piano della Kr_.’; un piano generico per O si trasforma in un piano
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per 0’. Quanto ai punti della conica K . (che nel caso generale
provengono dalle generatrici del cono O(X,)), essi sono 1 trasfor-
mati delle vette di = passanti per O: infatti una retta siffatta
offre una sola condizione alle quadriche F che debbano contenerla,
ed & intersecata in un punto da un piano generico di 8. Analoga-
mente 1 punti della conica I, si trasformano nelle rette del piano
=, passanti per (.

Supponiamo nunovamente il punto O fuori del piano della I,
e passiamo a discutere brevemente il caso, nel quale la conica I,
si_spezza in due rette » ed _s. Si ottiene allora una seconda spe-
cializzazione della trasformazione quadratica, nella quale anche
la conica K. di & degenera in due rette " ed s’. Ad un pilano
per la retta r, unisecante le coniche sezioni variabili di due F,
corrisponde nello spazio 8" un piano; questo passa per una retta _
7/, parte di K ;, perchd le sue rette riescono incidenti a K 2' Pos-
siamo dunque dire che nella trasformazione quadratica speciale
si corrispondono projettivamente i fasei di piani 7, #" ed s, §;
quindi alle rette della stella che ha per centro il punto Q(r,s)
corrispondono le rette della stella @'(;',s); fra le due stelle si
ha una trasformazione quadratica eon le rette fondamentali p=()0,
7, 8e] P,.T.Q,Ql’_,’:’—i,—‘- T1 lettore completera facilmente la discus-
sione degli elementi fondamentali, nel caso in cui il punto O si
avvicini ad una delle rette » od s. Giova notare che il punto O pud
avvicinarsi anche al punto €, comune alle due rette r ed s, cadendo
nell’intorno del secondo ordine di una linea generica, uscente da
@, con tangente situata nel piano rs. Il sistema omaloidico & al-
lora costituito dalle quadriche, che hanno in @ un contatto del
secondo ordine: se si proietta una quadrica F, del sistema dal
suo punto @ sopra un piano =, le quartiche, intersezioni della F,
con le altre quadriche del sistema omaloidico, hanno come imma-
gini delle quartiche spezzate in una retta generica di = e nella
retta. per i due punti fondamentali A e B contata fre volte, Questo
easo fu notato da L. CREMONA,
- Noi accenneremo solamente al caso, in eui — il punto O rima-
nendo fuori del piano della K, — la conica K, degeneri in una

7‘
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refta 7 contata due volte. Anche la K, degenera allora in una
retta » contata due volte. Le quadriche F si riducono a coni
sottoposti alla condizione di toccare lungo la » un piano fisso e di
passare per il punto O; questa condizione definisce ~appunto un si-
stema lineare omaloidico o<® di eoni, col vertice sopra la 7.

Norizia sToricAa, - lia trasformazione quadratica ordinaria
si & presentata al geometri per la prima volta nel caso della
snversione rispetto ad una sfera. Qui i due spazi § ed § coin
eidono e tutte le sfere omologhe ai piani di S e di &, passano per
un punto fisso (che & il centro della inversione) e per un cerchio
immaginario fisso, sul piano all’infinito (il cerchio assoluto).

La inversione o trasformazione per raggi vettori reciproei @
alla base del gruppo conforme dello spazio, giacché ogni trasfor-
mazione dello spazio che conservi gli angoli si pud decomporre
nel prodotto di movimenti, di similitudini e di inversioni. Cid
spiega 'importanza della detta trasformazione in ricerche di Geo-
metria Differenziale e di Fisica Matematica.

Dal punto di vista algebrico-geometrico il caso generale della
trasformazione quadratica di prima specie viene studiato da I. L.
Magxus (*), da G. V. ScHIsPARELLI (%) e soprattutto da L. Cre-
Moxa (3), da A. CavLey (*) e da M. NOETHER (7).

Il caso in eui il punto O si avvicina indefinitamente alla co-
nica K, fu esplicitamente rilevato da L. CREMONA.

* Cfr. I. L. MacNus: Sammlung von Aufgaben und Lehrsitze aus der
analytischen Geometrie der Raumes; Berlino, 1837.

(*) Cfr. G. V. ScuHIAPARELLI: Sulla trasformazione geometrica delle figure
ed in particolare sulla trasformazione iperbolica; « Memorie della R. Ace.
Se. di Torino», Serie II; T, 21, 1864,

(*) Cfr. L. Crearoxa: Sulle trasformaziont razionali dello spazio; Nota 1*
e 2*; «Rend. R. Ist. Lombardo», Serie II, Vol. IV (1871), = Opere di
L. Cremona, Tomo III, pagg. 241 e segg.

(") Cfr. A. CaYLEY: On the rational transformation between two spaces;
¢ Proceedings of the London Math. Society », T. 3, 1870,

() Cfr. M, NoETHER: Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens alge.
braischer Grbilde von beliebig wielen Dimensionen: « Math. Ann. 5, Bd. 11,
1870 ¢ Uberdie eindeutigen Raumtransformationen; « Mat Aun. - Bd.IIX, 1871,
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8. La trasformazione quadratica di seconda specie.

Designamo col nome di trasformazione quadratica di seconda
specie la trasformazione che si ottiene riferendo proiettivamente
il sistema dei piani di uno spazio 8" ad un sistema omaloidico di
guadriche irriducibili, F, che passano per una retta (fonda-
mentale) d e per tre punti generici P,, P,, P,.

Due quadriche di | | si intersecano (oltre che nella retta
fondamentale d) in una cubica gobba, la quale passa per P,, P,,
P, ed ha la retta d come corda (cfr. ecap. I, n. 2); inversamente nna
cubica gobba che abbia la d come corda e passi per P,, P,, P,
appartiene ad co! quadriche del sistema | F | e si trasforma in
una retta. ’

La trasformazione quadratica di seconda specie & quindi una
trasformazione (2, 3). La sua inversa sara pertanto una trasfor-
mazione (3, 2). Ne segue che il sistema dei piani di S si trasforma
in un sistema omaloidico di superficie cubiche | F” |; e due super-
ficie cubiche di | #’| si intersecano (a prescindere da parti fisse)
in una conica. 3

Si pud vedere pill precisamente che le superficie F' sono ri-
gate cubiche, passanti doppiamente per una retta d' e semplice-
mente per tre rctte @'y, a's, @5, sghembe tra loro ed appoggian-
tisi alla d'.

Si consideri a questo seopo, nel piano P,P,P,, il faseio di eo-
niche determinato dai punti base P,, P, P, O, msendo_Q il
punto comune al detto piano ed alla retta d. Una conica L, del
fascio P,P,P,0 offre una condizione alle quadriche del sistema
omaloidico | F | che devono contenerla e si trasforma per cido in
un punto dello spazio §: questo punto risulta doppio per tutte
le superficie cubiche F”, perché la conica L, & incontrata in due

punti da un piano generico di S, che si trasforma appunto in
una F’. Le superficie cubiche F’ possiedono dunque una linea
doppia, ciod una vetta doppia d’: esse risultano di conseguenza
rigate, giacché un piano qualunque per la retta doppia d’ sega
una F” in una retta residua. Le tre generatrici @'y, @', @'s, comuni
a tutte le 7, provengono invece dai piani P,d, P,d, P,d: infatti
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ogni retta del faselo P,d offre una condizione alle quadriche F,
che devono contenerla ed & intersecata in wm punto dai piani
di 8, sicehd si trasforma in un punto semplice per le superficie
F’; al fascio P, d corrisponde una retta o’,, perché ogni gnadrica F
contlene una sola retta di tale fasclo; il punto comune ad ', ed
a d’ corrisponde infine al raggio P,0.

A riprova dei ragionamenti fatti osserviamo che due rigate
cubiche, che hanno a comune la direttrice doppia e tre genera-
trici si segano effettivamente in una conica, come abbiamo trovato
dianzi: la nominata conica risulta incidente alla direttrice dop-
pia d'.

Siamo ora in grado di completare 1'esame delle eccezioni nella
trasformazione quadratica di seconda specie.

Osserviamo all’nopo che ai piani per la retta d (secanti in
un punto variabile le cubiche gobbe interseziomi di due F) cor-
rispondono dei piani, i quali passano per la d’: infatti questi
piani devono segare in un punto variabile le coniche intersezioni
di due F’ e le nominate coniche si appoggiano alla 4'. Vi & dungue
proiettivita fra il fascio di piani per d ed il faseio di piani per d’;
tra due piani omologhi vi & anzi omografia, poiché alle rette del
primo — sezioni delle ' — corrispondono le rette del secondo
segate dal piani omologhi.

Si voglia ora studiare come si trasforma l'intorno della retta
fondamentale d. La retta omologa della d, considerata in un piano
per d, varierd con guesto deserivendo uma superficie rigata Q@
a cui appartengono ¢, @', @’,. La rigata @' & una guadrica:
infatti le ecubiche gobbe intersezioni di due F si appoggiano a d
in due punti e quindi le rette di S’ incontrano la @' in due punti.

Si pud dunque dire che la @' & la quadrica determinata dalle
tre rette sghembe @'}, @, ’;. 1l sistema delle generatrici della @,
che si appoggiano ad ¢, a,, @5, corrisponde ai punti di d: invero
ad un punto P di d, e al suo intorno sopra un piano per d risponde
un punto, variabile con questo piano, che deserive una retta p” di @’
appoggiantesi ad o', o', @',

Quanto ai punti fondamentali P,, P,, P;, essi si trasformano
nei piani fondamentali o d’, &,d’, a'sd'.

g, R e e
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Riassumendo, possiamo dungue dire: nella trasformazione qua-
dratica di seconda specie, nella guale alle quadriche per una ret-
ta d e tre punti P, P,, P, di § corrispondono i piani di & ed
ai plani di 8 eorrispondono le rigate cubiche che passano dop-
piamente per una retta d’ e semplicemente per tre rette a’,, a5, @',
(sghembe tra loro ed appoggiantisi alla d’), i punti della retta d
rispondono alle rette, sghembe con la d’, che sono generatrici
della quadrica determinata da a’y, ¢, @'s, mentre gli intorni dei
punti P,, P,, P,si trasformano nei piani o'\ d’, o', &', o’ ; nello
spazio 8" gli elementi fondamentali sono la retta doppia d’ e le
rette &'y, @5, @'5; ed i punti della &’ rispondono alle coniche pas-
santi per i punti P,, P,, P,, O, designando con O il punto comune
al piano P,P,P, ed alla d, mentre i punti di o', ', @’s rispondono
rispettivamente a rette per P,, P,, P, giacenti nei piani P.d,
P.d, P.d.

Occorrerebbe ora esaminare eome si modifichino questi risul-
tati quando i punti P,, P, P, si avvicinino tra di loro o alla
retta d, in modo che il sistema lineare delle quadriche passanti
per d e per P,, P,, P, continui ad essere un sistema omaloidico.
Ma non ci indugeremo su questa diseussione, che potrd essere un
utile esercizio per il lettore.

La trasformazione quadratica di seconda specie costituisce,
in ordine storieo, il primo esempio di trasformazione birazionale
dello spazio, il cui ordine & diverso dall’ordine della trasforma-
zione inversa. Essa fu ampiamente studiata da A. Caviey, L. CrE-
MoNa ed M. Noerrer nelle stesse memorie gid citate nella notizia
storiea sulla trasformazione quadratica di prima specie.

9. La trasformazione quadratica di terza specie.

Cirimane ora da diseutere 1’ultimo tipo di trasformazione qua-
dratica (univocamente invertibile), che si ottiene facendo corri-
spondere proiettivamente al sistema dei piani di & il sistema delle
quadriche, F, che passano per tre punti generiei P,, P,, P; toeccando
in un punto O un piano fisso =. B questa la cosidetta trasforma-
zione quadratica di terza specie, che fu considerata la prima volta
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da L. CreMona (*). Le quadriche F' costituniscono un sistema oma-
loidico | F | e due di esse si intersecano in un quartica gobba ra-
zionale, che passa per i punti P,, P, Py ed ha il punto O come
dopplo, le due rette osculatrici risultando contenute nel piano =;
imversamente per una quartica gobba L, di questo tipo passano eo!
quadriche F, sicehé la L, s1 trasforma in una retta dello spazio §'.

Risulta gquindi che la trasformazione quadratica di terza spe-
cie & una trasformazione (2,4). Tia sua inversa & percic una tra-
sformazione (4, 2) nella yuale ciod il sistema omaloidico dei pia-
ni si trasforma in un sistema omaloidico di superficie del juarto
ordine, F; e due superficie di | F’| si segano (a prescindere da.
parti fisse) in una conica.

Pit precisamente, sl pud vedere che le superficie del quarto
ordine F’ sono superficie non rigate, le quali hanno a comune tre
rette doppie d’,, d',, &y, concorrenti in un punto triplo @', ed
una conica K’,, la quale si appoggia alle rette d'y, d',, &,.

Poichd le superficie del gquarto ordine non rigate dotate di tre
rette doppie concorrenti in un punto (efr. Lib. I, Cap. IV) si chia-
mano, dal loro scopritore, superficie di STEINER, si pud anche dire
che nell’inverse della trasformazione quadratica di terza specie 1
piani si {rasformano in superficie di STEINER, le quali hanno a
conune le tre rette ‘doppie ed una conica, che vi si appogyia.

Per giustificare questa affermazione, dimostriamo anzitutto
che il piano =, = P,P,0 si trasforma in una retta doppia &',
comune a tutte le F”. A questo scopo consideriamo nel piano w,
il fascio delle coniche L,, le quali passanc per P,, P,, 0, avendo
come tangente in O la retta d’intersezione dei piani = e =, Una
coniea L, offre una condizione alle quadriche del sistema | F |,
che devono contenerla ed & intersecata in duwe punti da un piano
_generico: essa si trasforma dunque in wn punio, il quale risulta
doppio per le superficie F”, che sono le trasformate dei piani di §;

4

1
() Cfr. L. CrEMoNa: Sulla trasformazionc razionale di 20 grado nello

spazio, la cui inversa ¢ di 4o grado; « Meniorie dell’Accademia delle Scienze

dell'Tstituto di Bologna», Serie ITI, Tomo I, 1871 = Opere di L. Cre-
aoxa, Tomo ITT, pag. 276.
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e poiché una quadrica F contiene una sola conica L,; tutti i punti
doppi delle superficie ¥/, che provengono dalle coniche L,, stan-
no su di una retta ;. Analogo ragionamento vale per i piani
%, = P,P;0 ¢ =, =P,P;0, che si trasformano nelle rette doppie @',
e d’;; e poiche i piani =,, %, =, si intersecano nel punto O, le tre
rette d’;, &’,, d’; coneorrono in un punto 07, il cui intorno & !'im-
magine di O.

La conica K’,, comune a tutte le superficie F’, proviene invece
dal piano =. Le rette del piano =, passanti per O, offrono alle
quadriche F, che devono contenerle, una condizione e sono sezate
dai piani in un punto: esse si trasformano pertanto in punti di
una curva irriducibile, la quale & una conica K’,, perché ogni
quadrica F' contiene due delle nominate rette; 1 punti comuni
alla K’, ed alle rette d’,, d’,, &, provengono dalle rette interse-
zioni del piano = con i piani =, %,, =,

Il punto O” risulta triplo per le F, giacché il cono osculatore
& per esso del terzo ordine, risultando composto con i piani d’,d’,,
&'y, d'.d’,. 11 dubbio che il punto O sia quadruplo, le ' ridu-
cendosi cosi a coni, si rimuove osservando che su questi eoni non
pud esistere una conica irriducibile, quale & la K’,. Non possono
poi le F” essere rigate senza ‘essere coni. Ne segue che le F” sono
effettivamente superficie di STEINER.

Esaminiamo ora le ecceztont che s’incontrano nella corrispon-
denza quadratica. Nello spazio S gli elementi eccezionali sono il
punto O con il suo intorno sopra il piano = ed i punti P,, P,, P,.

B chiaro anzitutto che gli intorni dei punti P,, P,, P, si tra-
sformano nei piani fondamentali &.d’,, d’,d',, d’.d’,: infatti un
piano per P, & incontrato dalle quartiche gobbe che si trasfor-
mano in rette (e che passano quindi per P,) in tre punti varia-
bili e si trasforma dunque in una superficie cubiea, a euni si aggiun.
ge un piano fondamentale fisso, trasformato dell’intorno di P;;
la superficie cubica ha come retta doppia la d’; e quindi il piano
fisso & il piano d,.d,. '

Consideriamo ora 1’intorno di 0. Sappiamo che ad esso cor-
risponde 'intorno di O’. Pili precisamente, ¢i proponiamo di dimo-
strare che tra la stella di centro O e la stella di centro O vi &
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una trasformazione quadratica, nella quale ai piani per O cor-
rispondono i coni quadriel passanti per d’,, d’,, d’,.-Osserviamo
a questo scopo che le rette per O (unisecanti le guadriche F) si
trasformano in curve unisecanti i piani di §’, ciod in rette, che
— per la corrispondenza tra O ed 0" — debbono passare per 0.
Ad un piano per O corrisponde pereid un eono col vertice in 0';
e poicheé un piano per O & segato in due punti dalle quartiche
gobbe, che si trasformano in rette, si tratta di un cono guadrico.
Ma i piani per O segano in una retta il piano =, =P,P,0, che si
trasforma nella retta d,; i eoni quadriei, trasformati di questi
piani, contengono dunque la retta d’, e analogamente la d’, e la d’,.

Tra una retta per O e la sua corrispondente per 0’ vi & una
proiettivitd, in generale non degenere, nella quale al punto O
corrisponde il punto O'. La nominata proiettivitd diventa dege-
nere per le rette passanti per O e contenute nel piano %, le quali
si trasformano nelle generatrici del cono, che da O proietta la
K.. Siano infatti p e p’ due rette corrispondenti di questo tipo;
si ha allora che i punti della p diversi da O si trasformano nel
punto fisso comune alla p’ ed alla K'g, mentre il punto O (o se
si vuole il punto infinitamente viecino ad O nella direzione della
retta p) si trasforma aella retta p” (da cui sieseluda il punto p’Ix’;).

Lasciamo al lettore di determinare i casi particolari della no-
stra trasformazione in cui, aleuni o tutti, i punti P,, P,, P, si av-
vicinano indefinitamente fra loro o al punto O, senza cessare di
costituire il gruppo base d 'un sistema omaloidico oo® di quadriche.
Si notino pure 1 casi d’eccezione in eui il passaggio delle quadri-
che F' per P,, P, P; e il loro contatto in O portano di conseguenza
che esse non abbiano intersezioni variabili, cessando pereid di for-
mare un sistema omaloidico: ad es. ,, P, allineati con O, ovvero
P,, P, infinitamente vieini a P, in direzioni distinte ecec.

L






Caprroro II

LE SUPERFICIE CUBICHE NON RIGATE

10. La superficie cubica con punto doppio.

Passiamo dallo studio delle quadriche, che — eome abbiamo
veduto — sono tutte razionali, allo studio delle superficie cubi-
che F', dello spazio ordinario S,. Osserviamo che tra queste super-
ficie & eertamente razionale quella dotata i punto doppio (e non
triple) O, giacché se ne ottiene semplicemente la rappresentazione
su di un piano = mediante la proiezione da O.

Prima di cercare su «, il sistema lineare costituito dalle im-
magini delle sezioni piane di F,, ineomineciano a riconoscere se esi-
stano su = e su F, degli elementi eccezionali.

Chiamato P un punto generico di F,, ii raggio OP non ha
ulteriori intersezioni eon F, e interseea il piano = nel punto P,
corrispondente di P. Vieeversa un punto -generico P’ di = con-
giunto con O di origine a un raggic OPF, che interseca la F,
(fuori di 0) in un unico punto P. Si avrd un’eccezione sol-
tanto se la retta OPF” intersechi la F, in pil di tre punti e quindi
appartenga completamente a F,. Gl elementi eccezionali sul piano
sono pertanto le traccie delle rette della F; passanti per 0. B fa-
cile ora dimostrare che per O passano 6§ rette di F, Se infatti
poniamo O nell’origine, 1’equazione della F; & del tipo:

Uy + ;=0

indieando con 1, e u; polinomi omogenei di grado due e tre ri-
spettivamente nelle variabili x, ¢, 2. Allora %,=0 & 1’equazione
del cono osculatore a F; in O. Le generatriei di questo cono hanno
tutte contatto tripunto con la F,, meno le generatriei comuni a
1, =0 ed al cono cubico u, = 0, le quali, avendo contatto qua-
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dripunto, appartengono totalmente a F,. I coni #,—=0 ¢ u,=0
hanno sei generatrici a,, «, ..., a; in comune e quindi per O pas-
sano sei rette di F';. Nel piano = abbiamo pereid sei punti fonda-
mentali A, A., .., A;, che rappresentano non punti, ma rette di
F,. Col linguaggio infinitesimale si pud dire che ai punti dell’in-
torno di primo ordine di 4;(: =1, 2, ..., 6) eorrispondeno i punti
della retta «a;; guesta corrispondenza si ottiene infatti associando
ad ogni direzione ¥, uscente da 4,, il punto T di a;, nel quale il
piano di O e ¢ risulta tangente ad F,. Il punto T & univocamente
determinato, giacché 1 piani per una retta «; di F, segano la I,
ulteriormente secondo una coniea, la guale perd deve sempre pas-
sare per O, che & punto doppio, siechd oénuno di questi piani
risulta tangente ad F, in un ben determinato punto T di a,

Passiamo alle eccezioni sulla F,. Ogni punto P di F, pud es-
essere congiunto con un raggio ad O, tranne nel caso che P coin-
cida eon O, caso in cui OP risuta indeterminata. L’ unico punto ec-
cezionale su F, ¢ percio il centro O di proiezione. Questo punto
avrd come corrispondente su w, non un punto, ma una curva, ciog
la contca C, intersezione del piano = con il cono osculatore , = J.
La corrispondenza biunivoea fra le generatriei del cono u, =0
ed i punti di C,, che si genera mediante la proiezione da O, si
pud interpretare come una corrispondenza fra i punti dell’in-
torno di O ed i punti della conica C,, sicché appare legittimo il
dire che al punto O, ovvero alla eurva infinitesima che ne costi-
tuisce l’intorno, corrisponde la conica C,.

Riassumendo: Per la superficie cubica Fy dotate di un punto
doppio O, la rappresentazione piana ottenuta proiettando dal
punto O su di un piano = possiede come elementi fondamentali
s questo sei punti A,, A,, ..., 4, giacenti su di una conica C,.
L’intorno (di primo ordine) di un punio A, corrisponde ad una
retta a, A1 Fy passante per O, mentre la conica C, & in corrispon-
denza biunwoca con Vintorno di O.

Facile & ora trovare il sistema lineare rappresentativo delle
sezioni piane di F,. Un piano generico sega la F'; secondo una
cubica, che incontra in un punto ciasecuna retta a;. Proiettando
da O, si otterrd quindi, come immagine, una cubiea passante sem-
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plicemente per 4,, Ag, oy dg. E le cubiche di = per 4,, 4., ..., 4,
sono precisamente oc®. Dunque: Le immagini delle sezioni piane
di F, sono le cubiche di = per 1 punti base 4,, A,, ..., A;, cubiche |
che formano unm sistema lineare 03 Denoteremo questo sistema ‘
lineare con | C,|. Le oo? sezioni piane per il punto doppio hanmno
come immagini le rette di = (eui si aggiunge la conica fonda-
mentale C,). -
Reciprocamente, se sul piano = si considera un gqualunque si- .
stema lineare | Ca | di oo® cubiche per sel punti base 4,, 4., ..., 4,
giacenti su di una conica C,, guesto sistema si pud sempre inter-
pretare come rappresentativo delle sezioni piane di una superficie

cubica, dotata di un punto doppio. Se infatti il sistema | C,
rappresentato da:

8

21y (@,25%) 4= Dy Pl 21y) -+ Kypal,20,205) -4 D4y (0,24 5) = 0

dove 9, =0, ¢,=0, ¢,=0, ¢,==0, sono quattro cubiche per
Ay, A, ..., A, linearmente indipendenti, costruiamo la superficie
F ponendo:

X = pfx,x,y) (i=1, 2, 8, 4).

La superficie I' rappresentata da queste equazioni & razionale
e le sezioni piane sono rappresentate dalle curve di | C,|. Di piu
la superficie & del terzo ordine (F,), perché .due sezieni piane
generiche si incontrano in tre punti (corrispondenti alle 3 inter-
sezioni delle due cubiche immagini, fuori di 4,, 4,, ... 4;). E poi
chiaro che la F', riuseird dotata di punto doppio, perch? in | C, |
& contenuta una rete di cubiche degeneri nella conica fondamentale
C, e nelle rette del piano, due gqualungue delle quali si ineontrano
in un punto variabile; sicehé alla C, dovra corrispondere un punto
tale che le rette per esso dbbiano soltanto una ulteriore interse-
zione con la superficie.

Possiamo pertanto enunciare: Ogni sisteng lineare oo® di cu-
biche per sei punti A,, A,, ..., 4, appartenenti ad une conica C,
rappresenta une superficie cubica con punto doppio; e viceversa.

Ottenuto questo risultato, sorge spontanea la questione di
determinare che tipo di superficie si ottenga quando st lasct cadere
la condizione che i sei punti base del sistema | C,| siano sopra
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una conica. Preso ciod 1l sistema lineare:
2Py hglpe - Dgpy + 2y, =0

dove o, == ¢, = ¢,=— ¢, — 0 rappresentano quattro cubiche li-
nearmente indipendenti per sei punti tm posizione generica, e
posto :

X = @i, m42,), (i=1,2, 3, 4)

si tratta di sapere quale superficie I' dello spazio S, venga de-
seritta quando il punto di coordinate 2z, z,, x, percorre tutto il
piano =. Anzitutto I’ & ancora di terzo ordine (F,): infatti due
generiche sezioni piane si ineontrano, come prima, in tre punti
fuori dei punti base e quindi una retta generica Jdello spazio S,
incontra la F in tre punti.

. (id premesso, dimostriamo che, nella nostra ipotesi, la F, ¢
priva di punti doppt ed anzi é la superficie generale di teriv
ordine.

A tal uopo notiamo che 1’esistenza di un punto doppio di F,
porta qualche legame fra i punti base del sistema rappresentativo,
¢he abbiamo supposti in posizione generica. Se invero F, possiede
un punto doppio, il sistema lineare | C, | delle immagini delle se- .
zioni piane dovrd contenere nna rete di cubiche razionali | (|
(corrispondenti alle sezioni piane della stella, che ha il centro nel
punto doppio), tale che due curve generiche di essa s’incontrano
in wn punto, fuori degli elementi base. Poiché | C,| & costituito
tutto da cubiche, | C’; | pud essere formata soltanto:

a) dalla rete delle rette completata con una conica fissa,
D) o da oo? coniche completate da una retta,
¢) 0 da oo cubiche di genere zero e percio dotata di mn
punto doppio (fisso) (1).
11 caso @) porta che i punti base 4,, 4,, ..., 4, stiano sulla

conica fissa, ipotesi che riconduce al caso trattato precedente-
mente.

(*) 11 punto doppio risulta fisso per il teorema di BErTINI sui punti doppi
delle curve d’ux sistema lineare. Cfr. I'. ENRIQUES ed O, Cmisini: Teoria....,
Vol. I, Lib. IT, Cap. I, pag. 180.
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Nella eventualitd b), poichd due curve generiche di | €7, | de-
vono incontrarsi in un punto fuori del punti base, le coniche
di | €, ! passeranno per tre dei punti 4; e di conseguenza gli
altri tre apparterranno a una retta fondamentale, immagine del
punto doppio.

Finalmente, venendo al caso ¢), osserviamo che il punto dop-
pio O delle cubiche deve certamente essere uno dei punti 4;, per
es. A,, glaccheé non esistono oo? cubiche passanti per sei punti
distinti A4,, 4., .., 4, ed aveuti altrove un punto doppio, che
assorbirebbe quattro intersezioni di due tali eurve. Ora, combi-
nando linearmente la rete delle cubiche con A, doppio con un’al-
tra eubica del sistema | C,| esterno ad essa, risulta che le oo®
cubiche di | (', | posseggono la medesima tangente in A,, sicché
fra i punti base del sistema ve ne sara uno, ad es. A,, infinita.
mente vicine ad A,. Appare quindi che la F, possiede nn punto
doppio O, che ha come corrispondente sul piano il punto A4,, nel
senso che ai punti infinitamente vieini ad O corrispondono in re-
lazione proiettiva i punti infinitamente vieini ad 4, (*).

Dall’analisi precedente risulta intanto che la superficie cu-
bica F,, rappresentaia sul piano dal sistema oc® delle cubiche
con sei punti base gemerici, & priva di punti doppi.

Cirimane da dimostrare che la I, da noi costruita & la superfi-
cie generale del terzo ordine. Ci accontenteremo qui di un computo
di costanti, riservandoei nei prossimi numeri di costruire diretta-
mente a partire da una ¥, data la sua rappresentazione piana. Si
osservi al nostro secopo che ogni sistema | 03\ ¢ atto a rappresen-
tare oo!® superficie cubiche proiettivamente identiche: infatti, dato
il sistema | C, |, la superficie F,, di cui abbiamo indicato la rap-

(*) La corrispondenza fra la comica iufinitesima, che costituisce 1’intorno
del punto O sopra la I, ¢ Vintorno del punto 4, del piano si stabilisce come
segue. Preso un punto B infinitamente vieino ad 0, e’® un faseio di sezioni
piane di I, per O che hanno la medesima tangeate OB; a queste corrispon-
dono nel piano le cubiche di un fascio, che passano per 4, 4, 4, 4_ ed hanno
in 4 un punto doppic econ una determinata retta osculatriee ¢ (’altra retta
oseulatrice restando variabile);-il punto infinitamente vieino ad 4, sopra
& Vomologo di B.
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presentazione parametrica, risulta definita ponendo una proiet-
tivitd arbitraria fra le cubiche di | C;| ed i piani dello spa-
zio. Ma una superficie F,, rappresentata da un certo |C, |, &
anche rappresentata da tutti i | C, | che si ottengono dal dato con
trasformazioni birazionali; poiché 1 sistemi lineari, birazional-
mente distinti, di oo® cubiche per sei punti base 4, 4., .., 4,
dipendone — come giustifichiamo subito — da quattro moduli,
ne segue che la totalitd delle superficie cubiche rappresentate sul
piano dai sistemi lineari | C, | dipende da 19 parametri, appunto
come la superficie cubica generale.

L’affermazione che i sistemi lineari | C, | birazionalmente di-
stinti siano oo* si giustifica osservando che uno qualunque di questi
sistemi | C, | & determinato quando siano fissati i punti 4,, 4,
.., A4 e viene trasformato in un sistema dello stesso tipo dalle oc®
omografie del piano e da i prodotti di queste per un numero finito
di trasformazioni cremoniane.

Noi abbiamo cosi ottenuto questo risultato: La superficie cu-
bica generale dello spazio S, é razionale e si pud rappresentare
sul piano medianie un sistema lineare oo® di cubiche con sei punti
base.

Resta a vedere in qual modo questa rappresentazione si potra
ottenere a partire da una superficie cubiea data.

Frattanto osserviamo che dalla rappresentazione piana risulta
immediatamente la proprietd che sulla superficie cubica generale
F, esistono 27 rette. '

Invero le rette della F7,, appartenendo ad oo? sezioni piane,
possono essere rappresentate solamente da curve d’ordine ininore
o uguale a tre, che risultino unisecanti le cubiche per 4,, 4,, ...,
A,;. Un faecile esame mostra allora che le immagini delle rette del-
la F, sono:

a) le 6 curve infinitesime costituenti gli intorni del primo
ordine dei punti 4;(t=1,2, .., 6);

6
b) le (2) =15 rette ¢z, passanti per i punti 4; ed 4,
(5, k=1, 2, .., 6);

c) le 6 coniche b; (=1, 2, .., 6), passantl per i cinque
punti base, che si ottengono escludendo A,
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Nota. - Dall’analisi da noi svolta per concludere che un si-
stema lineare di co?® cubiche per 6 punti base 4,, 4,, ..., A, rap-
presenta una superficie cubica generale, conviene trarre la se-
guente proposizione: dato in un piano un sistema lineare di oo®
cubiche per sei punti base, esso rappresenta sempre una super-
ficie cubica priva di puntt doppi, a meno che non st presentt qual-
cunag delle tre circostanze seguenti:

a) 1 sei punii base sonmo su di una conmica,
b) tre dei punii base somo su di una retta,
e) due punti buse sono infinitamente vicini.

Giova notare che guesti tre casi si riducono 1'uno all’aliro me-
diante trasformazioni quadratiche, che abbiano come fondamen-
tali tre punti base seelti fra i punti A,, 4,, ..., 4, Se infatti i
sei punti 4,, 4., .., 4, stanno sopra una conica e si prende la
trasformazione quadratica eon i punti fondamentali 4,, 4, A4,
1 trasformati dei punti 4, A, A, stanno su di una retta; e se
A,, A,, A, stanno su di una retta, una trasformazione che abbia
due punti fondamentali in 4, ed 4, ed il terzo in un punto A4,
diverso da 4, muta la retta 4,4, in un punto base, nell’intorno
del quale si trova il trasformato di 4,.

11. Rappresentazione piana della superficie cubica generale

in base alla sua generazione proiettiva di Grassmann-
Steiner.

Storicamente la rappresentazione della superficie cubica gene-
rale su di un piano & stata scoperta in base alla generazione proiet-
tiva di essa, come luogo dei punti ecomuni a tre piani corrispon-
denti di tre stelle omografiche (*). ‘

() 11 metodo induttivo adoperato nel precedente paragrafo per risalire
dal sistema delle immagini piane alla superficie rappreseatata, appartiene
ad una riflessione posteriore, che & contenuta nella veduta della geometria
sopra una superficie secondo M.NOETHER (1872) e che esplicitamente viene
messa in rilievo da E. Carorani (Cfr. E. CaPorALL: Sopra i sistemi Uneari

triplamente infiniti di curve algebriche piane, Coll, Math. in Mem. D, Cue-
LINI, Milane, 1881).
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Siano 0, 0, 0" i centri di tre stelle omografiche: il luogo dei
punti comuni a tre puani corrispondenti ¢ una superficie F del
terzo ordine (F3); e una generica superficie del terzo ordine puo
essere cost generate. Valutiamo anzitutto l'ordine della superfi-
cie F, trovando il numero delle intersezioni della ' con una retta
generica r dello spazio. Sia P un punto gualunque di ». Al fascio
di piani, che ha la retta OF come asse, corrisponde un fascio di
piani per O’ ed un fascio di piani per 0”; questi due fasei risul-
tano proiettivi e le rette, intersezioni di piani corrispondenti, ge-
nerano per conseguenza una quadrica F,. Al punto P facciamo
corrispondere 1 due punti P’ e P”, intersezioni della retta » con
la quadrica F,. Reciprocamente, un punto della r, considerato
come un punto P’, proviene solamente da un punto P della »:
infatti per il punto I’ passa una (ed in generale una sola) coppia
di piani = e =", corrispondentisi nella omografia fra la stella
di centro O e la stella di centro 0”; se P & il punto d’intersezione
del piano =, cortrispondente a =’ nella omografia fra le stelle di
centro O ed O’, con la retta », il punto P’ proviene solamente
dal punto P cosi costruito.

Sulla retta » vi & una corrispondenza [1, 2] ed i punti comuni
alla r ed alla superficie I sono i punti uniti di tale eorrispon-
denza: una corrispondenza [1, 2] su di una retta possiede tre
punti uniti (*) e ne segue che la superficie F' & del terzo ordine (I,).

I1 fatto che la generazione con tre stelle proiettive di piani
conduca alla superficie cubica gemerale risulta da ¢id: che la -
sopradetta generazione porta a scrivere l’equazione della super-
ficie cubica nella forma:

@z @ @'y
b# br” b”x

'
Cx Co €'s

dove i termini del determinante sono forme lineari nelle coordi-
nate omogenee Z,, &, Ty, I,; e in questa forma rientra in parti-

(*) Cfr. ad es. F. ENviQUEs ed O. CHisiNi: Teoria., Vol. I, Lib, IT,
Cap. 1, pag. 157.
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colare ’equazione cunonica di CAYLEY-SALMON:

0 9 2 |
YiYala 21385 = | 2 0 v, [=0
Pys 2z 0

alla gquale si puod ricondurre la pit generale superficie del terzo
ordine. Quest'ultima affermazione si giustifica nel modo pin ra-
pido con un eomputo di costanti. Infatti la forma canonica di
CAYLEY-SALMON dice che una superficie cubica generale appar-
tiene ad un fascio econtenente due terne di piani: e eombinando
linearmente due terne di piani (dipendenti ciascuna da nove pa-
rametri) si ottengono appunto oo*® superficie cubiche. Questo com-
puto di costanti — per essere rigoroso — esige perd che una su-

‘perficie cubica generale non possa considerarsi in tnfiniti modi

una combinazione lineare di due terne (i piani: ma cid & evidente,

giacche, nella ipotesi contraria, la superficie cubica generale sa-
rebbe rigata.

La generazione della pin generale F, mediante tre stelle omo-
grafiche offre un semplice mezzo — indicato dal CrLEsscH ed ap-
profondito e chiarito geometricamente dal CrEMONA — di dimo-
strare la razionalitd di questa superficie. Si faceiano corrispon-
dere omograficamente ai piani della stella di centro O i punti di
un piano % Ad ogni punto P’ di = & allora associato un piano
per 0, e quindi anche un piano per 0’ e uno per 0”; questi tre
piani s’incontranc in un punto P della F,, corrispondente di P’;
viceversa, preso un punto P di F,, in esso si incontrano tre
piani corrispondenti, uno dei quali appartiene alla stella di cen-
tro O: a questo piano & associato un punto P’ di =, che sard il
corrispondente di P. Cosi si stabilisce una corrispondenza gene-
ralmente biunivoea fra i punti della F; ed i punti di =, che di-
mostra come la F; generale sia razionale; lo stesso ragionamento
prova anche la razionalita di ogni F, particolare, la quale sia
generabile mediante tre stelle omografiche. ‘

Ricerehiamo quali eurve di I, abbiano come immagini le rette
di =. Se il punto P percorre una retta generica di =, il punto P
percorre una curva di F,, ehe & il luogo dei punti comuni ai piani



44 LIBRO PRIMO

corrispondenti di tre fasei proiettivi: questa curva & pereid una
cubica gobba di F,, della quale gli assi dei tre fasei proiettivi
sono corde (%).

Pertanto sulla F, esiste una rete | L | di cubiche gobbe e la
omografia tra le stelle di eentro 0, 0’, 0” si ottiene facendo cor-
rispondere le rette per O, 0, 07, che sono corde di una medesima
cubica gobba di | L |.

Quanto alle immagini C delle sezioni piane, esse devono inter-
seearsi a due a due in tre punti variabili; inoltre, poiché le rette
sono immagini di cubiche gobbe, le curve C debbono incontrare
le rette in tre punti: ne segue che le immagini delle sezioni piane
della F, generale costituiscono un sistema lineare co?® di cubiche C,
passanti per 6 punti semplici 4,, 4., ..., A, 1n accordo con quanto
si & concluso precedentemente in base al computo di costanti.

Abbiamo veduto che su di una superficie cubica F, generabile
mediante tre stelle omografiche di centri 0, 07, 07, esiste una
rete | L | di cubiche gobbe, tale che ogni terna di rette corrispon-
denti per O, O, O” ¢ costituita da corde di wna medesima cubica
gobba di | L |.

Inversamente il CREMONA dimostra che: se é datfa su di una F,
una rete | L | di cubiche gobbe e da tre punti 0, 0', 07 dati ad
arbitrio sulla F, si mandano le corde relative a ciascuna cubica
gobba di | L, le tre stelle di centri 0, O, O” risultano riferite
omograficamente ¢ la F, viene generata come luogo delle inter-
sezioni di tre piant omologhi.

Osserviamo anzitutto che la corrispondenza stabilita fra una
rualsiasi delle stelle ¢ la rete delle cubiche gobbe & biunivoca:
infatti, fissata una cubica gobba L, vi & una sola corda di L pas-
sante ad es. per O ed una retta per O sega ulteriormente la Fy in
due punti, per i quali passa una cubica gobba di | L |.

Dimostriamo ora che la corrispondenza fra le stelle e la rete | L |
& proiettiva. Oeccorre a questo secopo che alle rette per O, giacenti

() Ofr. ad es. F. ENRIQUES: Lezioni di- Geomelria Proiettive, pag. 340,
Bologna, 1925,




LE SUPERFICIE CUBICHE NON RIGATE 45

in un piano =%, corrispondano delle eubiche di | L |, costituenti
un fascio lineare, cioé passanti per un medesimo punto. Osser-
viamo percid che la g. segata sulla cubica K, intersezione del
piano % con la Iy dalle rette di = per O & parzialmente contenuta
nella g? segata sulla K, dalle cubiche gobbe della rete | L [: esiste
pereid sulla K; un punto fisso 7', che & il residuo della nominata
g, rispetto alla g; segata dalle cubiche gobbe della rete | L |.

. Per il punto T passano le oo® cubiche gobbe di un fascio, cor-

rispondenti alle rette di = appartenenti al fascio di centro O.
Vi & dunque proiettivitd fra le stelle di centro O, 0’, 0” e la rete
| L| e di conseguenza le tre stelle di centro 0, 0’, 0” risuitano
riferite omograficamente. B poi chiaro che tre piani omologhi =,
«/, =" rispettivamente per O, O0’, 07 si incontrano in un punto
della superficie Iy e cioé nel punto 7' dianzi costruito, che riesce
base per il fascio di eubiche corrispondenti ai tre piani.
Rieapitolando, possiamo dire: condizione necessaria e suffi-
ciente perché una superficte cubica F, sia generabile mediante

tre stelle omografiche é che sulla F, esista una rete di cubiche
gobbe.

Se una superficie cubica F, & definita come luogo dei punti
comuni ai piani eorrispondenti di tre stelle omografiche, sappiamo
che la rappresentazione piana di questa superficie si pud ottenere
ponendo una omografia fra i punti di un piano ed i piani di una
delle tre stelle generatrici. Ma quando si voglia rappresentare

con questo metodo una F, data a priori, della quale si sappia che
pud essere generata mediante tre stelle omografiche, non perd as-
segnate, la definizione di una omografia fra le stelle di centro
0, O, 0”, che generi la I, esige la conoscenza di una rete di cu-
biche gobbe; e a priori non si vede come guesta possa costruirsi
su F, tanto pill che si presenta in realtd un caso d’eccezione.
(Cfr. pili avanti pag. 59). Donde la convenienza di arrivare in
altro modo — pil diretto e semplice — alla rappresentazione
piana di una F; razionale.

NoTa STORICA. - Lia possibilita di generare una superficie cubica
generale con tre stelle omografiche fu dimostrata nel 1855 dal
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GRASSMANN (*); questa generazione risulta per lui come caso par-
tieolarissimo i un metodo generale, che permette la generazione
di curve algebriche piane e superficie algebriche d’ordine gualun-
que. Tuttavia GRASSMANN non insegna il modo di definire le omo-
grafie generatriei per una superfieie data, limitandosi semplice-
mente a mostrare, in base a un computo di costanti, la possibilita
della generazione.

Il CresseH (%) ed il CrEmoNA (°) hanno veduto che dalla ge-
nerazigne con tre stelle proiettive discende la possibilitd di rap-
presentare la superficie cubica generale in modo che alle cubiche
gobbe generate da tre fasei proiettivi di piani entro le dette stelle
rispondano le rette del piano rappresent'ativo.

Il CrEMONA si pone per il primo il problema di assegnare in
fatto la costruzione delle tre stelle generatrici per una F, data,
dimostrando che la generazione riesce definita in corrispondenza
di una delle 72 reti di eubiche gobbe che appartengono alla su-
perficie. Una lieve lacunma uella sua dimostrazione fu rilevata
dallo STurM (*) nel 1905 e colmata da C. SEere (°) e dallo stes-
so SturMm (°).

12. Le 27 rette appartenenti alla superficie cubica.

Abbiamo veduto che, partendo dalla rappresentazione piana
di una F, zenerale mediaute cubiche per 6 punti base 4,, 4., ...,

(") Cfr. H. Grassnany, Die stercometrischen Gleichungen dritlien Grades
und dic dadurch ecrzeugten Oberflichen, ¢ Crelles Journal f. Mathematik »,
Bd. 49 (1833) e « Werke», Bd. II.

() Cfr. A. CnEBscH, Die Geometrie auf den Flichen dritter Ordnung,
« Journ. f. Math.», Bd. 65 (1866).

() Cfr. L. CREMONA, Mémoire de géoméirie pure sur les surﬂioes du
troisidme ordre, « Opere matematiche», Tamo ITI, pag. 3.

(Y) Cfr. R. Sturm: Luigi Cremona; « Archiv der Mathematik und Phy-
sik », 8. 3%, Vol. 8. (1805).

(5) Cfr. C. SEGRE: Sur la génération projective des surfaces cubiques ;
ibidem, Vol. 10. (1906},

(¢) Cfr. R. STuRM: Uber die Erzeugung der Fliche. . Ordnung durch
Lollineare Biindel und trilineare Biischel; ibidem.
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A,, si riconosce lesistenza di 27 rette appartenenti alla super-
ficie. Ci proponiamo di stabilive divettamente I’esistenza di (ueste
rette e di dedurne reciprocamente la rappresentazione piana del-
la F, generale. Anzitutto un semplice computo di costanti per-
mette di affermare che sulla I, generica esiste un numero finito
di rette: le rette dello spazio sono infatti oo’ e yuattro condizioni
sono neeessarie perché nna retta giaceia su di una F, data (*).
Un procedimento semplice che permette di determinare il nu-
mero delle rette di F', & la rappresentuzione di Fy su di un piano
doppio =, mediante la proiezione da un suo punto generico 0: ogni
punto di F, si proietta in un punto di =, mentre un punto di =
¢ immagine di due punti di F,.
I punti di %, e¢he sono immagini di un sol punto di F, (ossia
di due coincidenti) costituiscone la immagine del contorno appa-
rente di F, vista da 0. Dimostriamo che tale immagine & una
quartica C, senza punti deppi. Infatti le sezioni piane di Fy per O
segano la F, secondo cubiche, ed esistono, come & noto, quattro
tangenti a queste cubiche, passanti per O; wesse costituiscono la
intersezione -completa con il piano della eubica del cono cireo-
seritto da O alla I, sicehé questo risulta del quarto ordine e dello
stesso ordine sard guindi la sua intersezione con =: l'immagine
del contorno apparente & dunque una quartica C,. Dimostriamo
che generalmente essa & priva di punti doppi. Invero un punto
doppio di €, potrebbe provenire:
@) da una retta bitangente alla F,, passante per O, oppure
b) da una retta congiungente O con un punto doppio di F,.

(*) T! dubbio che il numero delle rette di F, sia nullo si rimuove cosi:
se le equazioni, che esprimono I’appartenenza di una retta ad una F, fossero
incompatibili per valori generiei dei coefficienti della F,, il prineipio di
PLiCKER-CLEBSCH (cfr. ENRIQUES-CHISINI: Teoria..., Vol, I, Lib. I, Cap. III,
pag. 149) ci assicura che il sistema di queste equazioni potrebbe diventar com-
patibile per valori partieolari dei coefficienti, solamente divenendo indeter-
minato. Cid significa che una superficie del terzo ordine o non possiederebbe
rette ¢ sarebbe rigata. Ma si prova subito l’esistenza di particolari F_ non
rigate, sulle quali esiste un numero finitc non nullo di rette, costruendo la

loro equazione, Ne segue che anche sulla FF generale esiste un numero finito
e non nulle dj rette.

A g ST
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La prima eventualitd & da escludersi, perché una retta bitan-
gente alla F, dovrebbe appartenere completamente alla F,. Il
punto O sarebbe percid su di una retta di F,, contrariamente
all’ipotesi che sia scelto in modo generale sulla F,.

Il secondo caso poi non pud verificarsi, se la F, & generale.

Dunque la quartica C,, contorno apparente della superficie
cubica generale, veduta da un suo punto generico, é priva di
punti doppt e possiede per conseguenza 28 bitangenti.

Una di queste bitangenti ¢ la traceia su = del piano tangente
in O a Fy; infatti questo piano, contenendo le due tangenti prin-
cipali nel punto O, riesce bitangente al cono circoseritto da O
a F, e quindi ha come traccia su = una bitangente a C,. Le altre
27 bitangenti di €, corrispondono invece a piani bitangenti non
solo al eono eircoseritto, ma anche a F,. Ora un pianc bitangente
a F,, la sega secondo una cubica con due punti doppi, che si deve
percid necessariamente spezzare in una retta ed in una conica.
‘Quindi per ogni bitangente a C,, esclusa quella che & la traccia
del piano tangente in O alla Iy, si ha una retta su F,. Viceversa
se esiste una retta r su I, il piano determinato da r e da O &
bitangente a IF',, ¢ passando per O, & bitangente anche al cono
circoseritto a Fy da O e di pereid origine ad una bitangente di C,.
Ne discende la proposizione fondamentale: La superficie cubica
generale (cioé priva di punto doppio) possiede 27 rette.

Data 1’ importanza di questo teorema, ne offriamo un’ altra
dimostrazione.

11 metodo & il seguente: prese quattro sezioni piane genericha
di F, eiod C,, C,, C, C,, le rette di F, sono evidentemente tutte
le rette che si appoggiano a queste quattro curve in punti distinti;
queste rette infatti, avendo quattro intersezioni con F,, giacciono
intieramente su di essa. Viceversa una retta di F,, ha una inter-
sezione comune con ogni sezione piana e si appoggia quindi a C,,
C.. C,, Cy; e i quattro punti d’appoggio risultano certo distinti
se le sezloni piane sono generiche. Per valutare ora il numero delle
rette che si appoggiano a C,, C., Cy, C,, caleoleremo il grado della
rigata ® formata dalle rette appoggiate a C;, C,, €, e interseche-
remo la @ con C,.
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Ricordiamo percid il seguente teorema di G. Savmon (*): La
rigata definita da tre ecurve algebriche irriducibili C,, C,, C; degli
ordini r,, 7, 74, tali che esistano:

s, punti comuni a C, e C,
S, » » » C;e C,
85 > » »C, eC,
¢ di grado 27,1y — 8,7 — S,y — 8,7,
Invero questo grado appartiene alla rigata, privata dei coni,
che da un punto comune a due curve direttrici proiettano la terza

direttrice. Nel easo nostro C,, C, e C, sono del terzo ordine ed
hanno a due a due tre punti a comune. Pereid il grado di @ sara:

n=2.3.3.3—8.3—3.3—-38-3=2T.

Intersecando la @ con C,, che & del terzo ordine, si ottengono
percid 27 .3 — 81 punti d’intersezione, ai quali a prima vista si
farebbero corrispondere 81 rette di F,; mentre abbiamo gia di-
mostrato per altra via che il numero delle rette & 27.
11 fatto che si trovino piu rette del previsto & indice dell’esi.
stenza di soluzioni improprie, che devono essere scartate.
Ponendoci dal punto di vista geometrico, scorgiamo immediata-

mente l’origine dell’errore. Infatti & vero che ogni retta che si
appoggia a C,, C,, C;, C, & una retta di F,, ma soltanto se i quat-
tro punti d’intersezione sono distinii, perché se eid non fosse la
retta non avrebbe quattro ma tre punti d’intersezione con F, e
quindi non apparterrebbe ad essa. Ora si sono gia seartate, valu-
tando il grado (27)di @

a) le rette che si appoggiano a C; e C, e passano per i punti
comuni a C, e C,;

b) le rette che si appoggiano a C, e C, e passano per i punti
comuni a C, e Cy;

¢) le rette che si appoggiano a C,; e C; e passano per i punti
comuni a C, e C,;

ma non si & tenuto econto delle rette che si appoggiano a C,,

() Ofr, per es. . ENRIQUES: Lezioni di Geomeiria descrittiva (Bologna,
1925), pag. 313, -
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C,, C,, C,-passando per i punti comuni alle coppie di eurve C, e
C, C.e C,, C,e Oy

queste rette si ottengono quando si contano le initersezioni
di ® con la C,, ma non corrispondono a rette di F, e quindi sono
da scartare.

T ora facile trovare il numero delle rette da scartare, arri-
vando eosl al risultato esatto.

La curva C, ha tre punti comuni con €,. Ognuno di questi
punti & vertice di due coni di terzo ordine, che proiettano rispet-
tivamente C, e C,. Questi due coni si intersecano in nove gene-
ratriei, tre delle quali vanno ai punti ecomuni di C, e €, e sono
eid state scartate fra le rette che passando per i punti comuni a
C, e C, si appoggiano a C,. Per ogni punto comune a C, e c,
si devono percid scartare 6 rette. Considerando anche le interse-
zioni di C, con C, e C,, vediamo che in totale si debbono scartare:

3.3-6=>54
rette, e le rettp di F, diventano di conseguenza:

81 — 54 =27 e. v. d.

13. Rappresentazione piana della superficie cubica generale
mediante la proiezione sghemba.

B importante riconoscere che fra le 27 rette di una superficie
cubica generale vi sono coppie di rette sghembe: infatti le 27
rette non possono essere tutte incidenti a due a due, giacché pin
di tre non possono stare in un piano e tre di esse non complanari
non possono passare per un punto senza che questo visulti doppio,
riuscendo indeterminato il relativo piano tangente.

L’esistenza di wna coppia di rette sghembe permette di co-
struire semplicemente una corrispondenza biunivoca fra i puntt
di Fy ed © punti di un piano =, mediante la proiezione sghemba.
(CrEBscH, 1866).

Siano @ e b due rette sghembe di F,. Fissato un piano = qua-
lunque ed un punto generico P di F,, esiste una retta per P,
che si appoggia ad a e b ed interseca il piano = nel punto P/, im-
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magine di P. Reciprocamente, preso un punto P’ di = la retta
per P’ che si appoggia ad @ e b interseca ulteriormente F, in un
unico punto P, eorrispondente a P’. Abbiamo cosi ottenuto un
metodo per costruire geometricamente la rappresentazione piana
dv F,, appena si conosca una coppia di rette sghembe di F,.

Ricerchiamo prima quali sono le eccezioni nella rappresenta-
zione sul piano = e procediamo poi a trovare le immagini delle
sezioni piane. Se un punto P’ di = & eccezionale, deve avvenire
uno di questi due casi:

1) o la retta per P’ che si appoggia ad a e b interseca ulte-
riormente F, in pid di un punto e quindi appartiene intiera-
mente a F,;

2) oppure questa stessa retta & indeterminata, nel qual caso
P’ deve essere la intersezione di ¢ o di b con =.

Le eccezioni su = si hanno dunque nei punti d’intersezione delle
rette di F,, che si appoggiano ad « e b e nei punti d’ineontro
dia e b col plano =. Importa percid conoscere quante rette di F,
si appoggiano ad una coppia di rette sghembe come ¢ ¢ b.

A tal fine si consideri la rigata @ determinata da due sezioni
piane C, e C, e da @ e la si intersechi con 0. Il grado # di @
tenendo conto e¢he C, e C, si intersecano in tre punti e che C, e C,
hanno entrambe un punto eomune con q, & dato da:

n=2.8.3.1—3.1—1.3—1.3=9.

La rigata @ avrebbe percidé nove intersezioni con b; non tutte
perd corrispondono a rette di F,, che si appoggiano ad « e b:
infatti dal punto comune a C, e b, ¢ e C, vengono proiettati se-
condo un piano e un cono cubico, che si intersecano in tre rette,
una delle quali perd passa per il punto comune ad a e C, ed &
stata gid tolta; solamente le altre due sono quindi da scartare;
ripetendo 1’analogo ragionamento per il punto comune a C, e b,
troviamo che: Esistono cinque rette di F, che si appoggiano ad
a e b. Esse sono a due a due sghembe: se infatti due di esse si
incontrassero in nn punto fuori di ¢ o b, ¢ e b sarebbero compla-
nari; se si incontrassero in un punto di ¢ o b, questo punto sa-
rebbe doppio.
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In base a queste sole osservazioni possiamo trovare le imma-
gini delle sezioni piane. Valutiamo percio il grado della rigata ¢,
che ha una generica sezione piana C, e le due rette a e b come
eurve direttriei. La eurva sezione della ¢ con = & I'immagine di C,.
Se si applica il solito teorema, avremo per il grado di ¢, tenendo
conto che ¢ e b sono sghembe e che C, incontra in un punto ae b:

n—=2.3-1.1-1.1—1.1=4,

Le immagini delle sezioni piane di F'; sono dunque delle quar-
tiche di =; ora, poiché ogni sezione piana interseca in un punto
ciaseuna delle cinque rette di F;, che si appoggiano ad a e b, le
quartiche immagini passeranno tutte semplicemente per i punti
P, P, P, P, P;in cui queste cinque rette intersecano il piano .
Inoltre dimostriamo che esse passano dopplamente per i punti 4
e B comuni a = e ad a e b. Dal punto 4, infatti, b e C, vengono
proiettate secondo un piano ed un cono cubico, che hanno tre
generatricl in comune; una di queste & la retta che congiunge 4
con il punto comune a b e C, ed & stata tolta nel valutare il grado
della rigata ¢; le altre due fanno invece parte della ¥ e questo
ci dimostra che la quartica immagine di C, passa effettivamente
due volte per il punto A. Concludendo: le tmmagint delle sezioni
piane di F,, rappresentata sul piano mediante la proiezione sghem-
ba, sono quartiche passanti semplicemente per cinque punti P,
P,, P,, P,, P, ¢ doppiamente per due punii A e B.

Questo sistema lineare &, come il sistema dei piani dello spazio,
di dimensione 3; ed il suo grado & 3, cioé due quartiche di esso
si intersecano in 3 punti (fuori dei punti base).

Ci si puo ricondwrre immediatamente al sistema lineare delle
cubiche per sei punti base semplici, che abbiamo trovato prece-
dentemente, mediante una trasformazione gquadratica, nella quale
si prendano i punti 4, B, P, come fondamentali.

Secondo un’osservazione fatta dallo stesso CLEBSCH. si pud
arrivare direttamente alla rappresentazione piana della super-
ficie F';, mediante il sistema delle eubiche per 6 punti; a tal nopo
basta- prendere il piano = in modo che passi per una delle 5 rette,
della F,, incidenti ad a e D.

e _MA._.-_-J
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Indichiamo con ¢;, una delle nominate rette. La retta ¢,, fa
parte della rigata ¢ delle rette, che si appoggiano a C,, a e b. Le
guartiche sezioni di ¢ con = si spezzano pereid nella ¢,, ed in una
residna cubica, che deve passare per i punti 4,, A, (che ora desi-
gnano i punti comuni a ¢,, e ad a e b rispettivamente) e per i
punti 4,, 4,, 4;, A, traccie su = delle altre quattro rette a,, a,, a;,
a; di Iy, che si appoggiano ad ¢ e b e non giacciono in =. A parte
la retta ¢,, fissa, le immagini delle sezioni piane sono qui precisa-
mente le cubiche passanti semplicemente per i punti 4,, 4, A,
A, 4, A,

Abbiamo cosi ottenuta <irettamente quella rappresentazione
che pill sopra avevamo preveduta come possibile per una super-
ficie cubica generale, in base ad un computo di costanti.

14. Carve tracciate sulla superficie cubica.

¢ Per quanto abblamo veduto, presi sei punti 4,, 4,, ..., 4, in
posizione generica in un piano =, le cubiche per questi sei punti
si possono sempre considerare come le immagini delle sezioni
piane di una superficie cubica, che & rappresentata punto per
punto sul piano =. Ne segue che le proprietd delle curve tracciate
sulla superficie F, si devono riflettere in proprietd relative al
sistema lineare pre(Tetto e viceversa. Ci proponiamo di fornmire
aleuni esempi dell’uso che puo farsi in questo senso della rap-
presentazione piana di F,.
Ricordiamo intanto come vengano determinate le 27 rette
della superficie; le loro immagini sono:
a) le 6 curve infinitesime costituenti gli intorni del primo
ordine dei punti 4;(:=1,2,..,6),

D) le (g):]S rette ¢,x, passanti per i punti 4; ed A,
(o, k=1,2, .., 6) e
¢) le 6 coniche b, (¢ =1, 2, .., 6) passanti per i cinque punti
base, che si ottengono escludendo A,
Passiamo a ricercare le coniche di F,. Esse hanno come im-
magini delle curve che segano le cubiche per A4,, 4., .., 4, in
due punti variabili: 1’ordine delle nominate curve & certamente
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minore o uguale a tre, essendo ogni conica della superficie conte-
nuta in una sezione piana.
Le coniche della superficie eubica sono percio tutte e sole
rappresentate:
a) dai 6 fasei di cubiche, che hanno 4, come doppio e gli
altri punti base come semplici, .

b) dai (2):(2) — 15 fasci di coniche aventi quattro punti
base fra i punti 4,, 4,, ..., 4,
¢) dai 6 fasci di rette di eentro 4,(i=1, 2, ..., 6).

La superficie cubica generale possiede quindi 27 fasci di co-
niche. :

Ogni fascio di curve, immagini di coniche, del tipo @) o b) o ¢)
si pud completare con l'immagine di una retta del tipo @) o )
o ¢) rispettivamente, in modo da dar luogo ad un fascio di eubiche
per A, 4,, ..., A,, immagine di un fascio di sezioni piane.

Tutto cid risulta anche direttamente dalla superficie cubica F,.
Una conica di F, fa parte di un piano, che.seza ulteriormente la
F, in una retta, la quale & sostegno di un fascio di piani, su
ognuno del quali si trova una conica di F,. Le coniche di F, si
distribuiscono quindi in 27 fasei, ognuno dei quali & segato sul-
la F, da un faseio di piani, che ha come sostegno una delle 27
rette di F;. Le coniche del faseio, completate con la retta sostegno,
danno luogo ad un fascio di sezioni piane.

Veniamo a ricercare le cubiche gobbe di F,. Esse hanno come
immagini delle curve, che intersecano le cubiche per 4,, 4,, ..., 4,
in tre punti variabili. Poiché ogni cubica gobba dello spazio ap-
partiene ad oo® quadriche e le immagini delle curve intersezioni
di una quadriea con la F, sono sestiche, passanti doppiamente per
Al A4, .., 4, (M), ne segue che le 1mmagini delle enubiche gobbe
avranno un ordine minore o uguale a 6.

() Questo asserto si giustifiea rapidamente cosi: tra le quadriche dello
spazio vi sono le quadriche spezzate in una coppia di piani; 1’immagine del-
D’intersezione completa di F, con una quadrica spezzata in due piani @ eosti-
tuita da una sestica C_eon 4, 4, .., 4 doppi, spezzata nelle due cubiche C,,
immagini delle sezioni piane, ottenute con i piani, eche costituiscono la qua-
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Fatta questa osservazione & facile trovare che le ecubiche gobbe
di F, sono tutte e sole rappresentate dai seguenti sistemi lineari:
1) la rete delle rette di =;

6 . .
2) le (3) == 20 reti di coniche per tre punti base;

3) le 6 X 5 =130 reti di cubiche passanti doppiamente per
unc e semplicemente per quattro punti base;

6 - .
4) le (3) = 20 reti di quartiche eon tre punti base doppi

e tre puntl base semplici;
5) la rete delle quintiche, che passano doppiamente per i
sei punti base.

Concludiamo dicendo che: sulla superficie cubica generale
esistono T2 reti di cubiche gobbe.

Uno sguardo ai sistemi lineari immagini di queste reti, per-
mette di dire che esse sono tutte omaloidiche, cioé due curve di
ogni rete si incontrano in un solo punto variabile.

Un’altra proprietd delle reti di cubiche gobbe risulta perd
dalla loro rappresentazione piana. Presa ad es. una retta di =,
essa rappresenta una cubica gobba C, di F,, per la quale passano
oo® guadriche, che segano ulteriormente I7; in cubiche gobbe for-
manti una rete. Ma, poiché l’'intersezione completa di F, con una
quadrica deve essere una curva, la cui immagine ha 4,, 4,, ...,/ 4,
come pynti doppi, l'immagine della rete di cubiche gobbe
segata dglle co® quadriche contenenti C,, deve essere la rete delle
quintichd che hanno A;, 4,, ..., A, come doppi. Troviamo cosi:
le 0o quudriche passanti per una generica cubica gobba della
rete del tipo 1) segano su Fg le cubiche gobbe della rete del
tipo 5). . .

Analogamente ognuna delle venti reti comprese nel tipo 2)
¢ associata ad una ben determinata rete fra le venti del tipo 4),

drica. Ne segue che anche l'immagine della intersezione completa di una
quadrica qualunque con la F, & una C_con i puati 4, 4, .., 4, doppi ed anzi
il sistema lineare delle curve segate sulla F, dalle co? quadriche dello spazio
ha come immagine il sistema lineare ca? di sestiche passanti doppiamente per
A, A, o 4.

L)

i1
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S

mentre una rete del tipo 3) & associata ad una rete dello stesso
tipo. Cid & sempre conseguenza del fatto che le co® sestiche per
Ay, A,, ..., 4, doppi sono le immagini delle intersezioni di F, eon
le c0® quadriche dello spazio.

Possiamo enunciare il nostro risultato anche cosi:

Sopra una superficie cubica geneiale F, una rete di cubiche
gobbe si pud sempre ritenere segata da oo® quadriche, aventi una
cubica gobba di Fy a comune. :

Non ei indugeremo a studiare le quartiche giacenti su di una
superficie cubica generale, lasciando questo argomento come eser-
cizio al lettore (*).

EsErc1zio. - Determinare le trasformazioni cubiche in cui ai
piani corrispondono superficie generali del 3° ordine. II primo tipo
& costituito da trasformazioni (3,3) in corrispondenza al sistema
omaloidico delle F', passanti per una sestica di genere 3.

15. Casi particolari.

T interessante notare come si modificano 1 risultati del numero
precedente, quando i sei punti base non sono piu in posizione
generica.

Nel caso generale le sei rette a; di F,, che nella rappresenta-
zione piana hanno come immagine 1'intorno di primo ordine dei
punti A4,, sono sghembe a due a due. Ma se i sei punti 4, giac-
ciono su di una coniea, allora sappiamo che la superficie acquista
un punto doppio e i sei punti A, rappresentano le sei rette che
concorrono nel punto doppio. In altre parole, le sei rette per il
punto doppio possono essere considerate come posizione limite
di sei rette sghembe a due a due sopra una superficie priva di
punto doppio, ma tendente a quella dotata di un punto doppio.
Cid fa apparire anche la proiezione dal punto O mediante la guale
abbiamo ottenuto la rappresentazione piana della superficie cu-
bica eon punto doppio, come limite della proiezione sghemba, che

() Per lo studio di curve d’ordine pili alto v, del resto F. ENrIQUES ed O.
Cmisini: Teoria.., Vol. ILI, Lib. V, Cap. V, pag. 558.
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ci ha permesso di costruire la rappresentazione piana della su-
perficie cubica generale.

L’acquisto di un punto doppio, il eui intorno & rappresentato
da unag conica passante per A4,, 4., ..., 4,, riduce il numero delle
rette della superficie.

Nel caso generale le 27 rette sono rappresentate:

a) dai 6 punti 4,

b) dalle 15 rette, che li congiungono a due a due in tutte
le maniere possibili, '

c) dalle 6 coniche per 5 punti base.

Se i punti 4,, 4,, ..., 4, sono su di una eoniea, essi continuano
a rappresentare sei rette della superficie, e lo stesso vale per le
quindici rette del caso b). Invece le sei coniche del caso ¢) coinei-
dono in una, e questa rappresenta non una retta, ma l'intorno
del punto doppio.

Ne viene la proposizione: Una superficie cubica con un punto
doppio, rappresentata su di un piano da oo® cubiche per sei punti
base grtacenti su di una conica, possiede 21 rette.

"Ma una F, rappresentata su di un piano da cubiche per 6
punti pud essere dotata di un punto doppio anche senza che i
sel punti base siano su di una conica. Sappiamo infatti che la
superficie cubica generale acquista un punto doppio non sola-
mente quando i sei punti A,, 4,, ..., 4, vengono a disporsi su di
una conica, ma anche quando tre punti ; sono in linea retta
ovvero due punti A, sono infinitamente vicini (efr. pag. 41);
abbiamo perd osservato che questi tre casi si riducono 1’uno al-
1’altro con trasformazioni quadratiche, sicché si pud sempre rite-
nere che 1’intorno di un punto doppio di una F, sia rappresen-
tato da una conica per 4,, 4., ..., 4,; pertanto si ha in ogni caso
che lo superficie cubica dotata di un punto doppio possiede 21
rette.

Una superficie cubica ¥, pud possedere pitt di un punto dop-
pio. Se ad es. esistono due punti doppi, i 6 punti base del sistema
rappresentativo debbono assumere una posizione reciproca tale
che sia possibile il contemporaneo verificarsi di due delle seguenti
circostanze:

R S
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a) i sei punti A4,, 4,, ..., 4, stanno su di una coniea,
b) tre punti 4; stanno su di una retta,
¢) due punti 4 ; sono infinitamente vieini.

Facilmente si potrebbe determinare la riduzione subita dal
numero delle rette di una ¥, con punto doppio, per la presenza
di un secondo punto doppio ed eventualmente di un terzo o quarto.
Ma non ci indugeremo su ¢id, limitandoei ad osservare che ung
superficie cubica senza linea doppia (non rigata) pud avere al
massimo quattro punti doppi.

La dimostrazione diretta di questa proposizione segue dall os-
servare che la classe di una superficie cubica & 12 (tanti essendo
i punti comuni alla F, e ad una coppia di sue quadriche polari);
ogni punto doppio eala di due la classe, ma questa non pud ridursi
a due, giacché le superficie di classe due sono d’ordine due.

Un punto di molteplicita superiore (ciog triplo) pud sorgere
soltanto nel caso del cono (efr. pag. 71).

Come si & studiata la riduzione subita dalle 27 rette di una F,
per ’acquisto di uno o piu punti doppi, si pud studiare la ridu-
zione delle reti di cubiche gobbe. Due circostanze possono concor-
rere a tale riduzione:

@) la coincidenza di due reti,
b) la riduzione a cubiche piane.

Supponiamo che la F, possieda un punto doppic O, il cui
intorno sia rappresentato dalla conica per 4,, A,, ..., 4,. La rete
delle rette del piano e la rete delle quintiche passanti doppia-
mente per 4,, 4,, ..., 4; non rappresentano piil una rete di cubi-
che gobbe ma una stessa rete di cubiche piane.

Invero le quintiche si compongono nel nostro caso della conica
per A,, A,, ..., A, e di una retta e le rette rappresentano cubiche
piane, passanti per il punto doppio.

6 . . . .
Le <3) = 20 reti di coniche per tre punti base sono ancora
immagini di cubiche gobbe, ma esse coincidono con le 20 reti
di quartiche con tre punti base doppi e tre semplici; infatti le

nominate quartiche si spezzano nella conica A,, 4,, ..., 4, ed in
coniche per tre punti bhase.
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Invece le 30 reti di cubiche continuano ad essere immagini
di 30 reti di cubiche gobbe. .

Riassumendo i risultati ottenuti, troviamo: Sopra una super-
ficie cubica con punto doppio ordinario esistono 50 refi di cubi-
che gobbe.

Ora la conieca per A,, 4,, .., A, pud spezzarsi in due rette
distinte e anche coincidenti, e tra i punti base possono avvenire
degli avvicinamenti ece., ecc.; e questo portera ad ulteriori ridu-
zioni del numero delle reti di cubiche gobbe. Senza entrare in
una discussione minuta di tutti i easi che si possono presentare,
avvertiamo, senza svilupparne la dimostrazione, che rimane sem-
pre almeno una rete di cubiche gobbe, tranne nel caso che le 1m-
magint delle seziont piane siano delle cubiche passanii per © set
punti comuni a une cubica C, ¢ ad una sua tangente di flesso,
contata due volte.

1] punto doppio della superficie cubica & qui un punto uni-
planare, cioé il cono osculatore si spezza in un piano coutato due
volte; inoltre que'sto piano, che interseca in generale la superficie
in tre rette distinte, la sega in un’umice retta.

Sappiamo ora che la possibilitd di generare una superficie
cubica generale mediante tre stelle omografiche, dipende unica-
mente dall’esistenza su questa superficie di una rete di cubiche
gobbe. Ne segue chie una superfiete cubica non rigata si pud sempre
generare con tre stelle omografiche, salvo un’unica eccezione: la
superficte con un puntp doppio uniplanare, per cui passano tre
rette cotncidenti.

Questa proposizione, che precisa le circostanze in cui & pos-
sibile la generazione della F, con tre stelle omografiche, appartiene
a C. Secere (%),

NoTa. - La considerazione dei casi particolari a cui conduce
la rappresentazione piana della F, con punti doppi, si trova gia
in ScHLAFLI (%); ma un esame sistematico di tutti i casi possibili

(*) Cfr. C. SEGRE: Sur la génération projective des surfaces cubiques;
« Archiv der Math. und Phys.», 1906,

(3 Cfr. L. SCHLAPLI: On the distribution of surfaces of the third order
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N
& stato fatto da J. Diexmany (*). L’autore anziché la proiezione
sghemba fra due rette adopera per la rappresentazione il sistema
delle corde di una cubica gobba, che conduce ad una costruzione
affatto analoga.

Nota. - Come si spiega la riduzione del nnmero delle rette ap-
partenenti ad una superficie eubica F, che acquisti un punto
doppio, dal punto di vista della continuita?

Su questa F',, abbiam veduto, ci sono sei rette passanti per il
punto doppio, eche prendono il posto di 12. Orbene la nostra F,
possiede accanto a codeste rette, ed a ciascuna di esse, altrettante
rette infinitamente vieine. Infatti la corrispondehza proiettiva
che intercede fra i punti di una di tali rette a e i relativi pieni
tangenti, definisce una retta infinitamente vicina ad a, che appar-
tiene a tutti gli iperboloidi tangenti ad F, lungo la retta.

into species, in reference to the absence or presence of singular points; « Phi-
los. Transact. of the R. Society», 1863.

(*) Ofr. J. DIERMANN: Uber die Modificationen welche dic cbene Abbil-
dung einer Fliche 3.ter Ordnung durch Auftreten von Singularititen erhdlt;
¢ Math, Ann.» Bd. 1V, 1871,
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LA RIGATA CUBICA

16. Rappresentazione piana della rigata cubica generale.

F Le superficie del terzo ordine, delle guali ci siamo finora oceu-
pati, avevano come sezioni piane generiche cubiche generali, ciod

di genere uno. L__,.u-i.-gz L3y *L‘L&).

tutte le sezioni piane sono dotate di un punto doppio. 11 luogo di
questi punti doppi & una linea doppia della superficie, cioé una
retta doppia a. I piani per o segano la superficie in cubiche spez-
zate nella retta @ contata due volte ed in un’ulteriore retta, che
si appoggia ad a, sicché la superficie risulta _rigate.
Inversamente, una rigata cubica F,, che non sia un cono, &
certamente a sezioni piane razionali, gilaeché essa possiede una
direttrice doppia. Consideriamo all’uopo quattro generatriei
della F,, sghembe a due a due e non appartenenti ad una qua-
drica: esistono due rette @ e b (generalmente distinte) che si ap-
poggiano ad esse; e le rette a e b, avendo quattro intersezioni con
la F,, vi giacciono per intero. Le rette ¢ e b non possono variare
al variare della quaterna di generatrici, che & servita alla loro
costruzione: in caso contrario esisterebbero sulla F, due sistemi
di generatriei e la F, sarebbe nna quadrica. Ne segue che la F,
possiede due diretirici rettilinee; e non pud esistere una terza di-
rettrice rettilinea, altrimenti la F, sarebbe una quadrica. B fa-
cile ora dimostrare che delle due direttriei rettilinee 1’una & dop-
pia e 1’altra semplice. Supponiamo pereid ¢ e b distinte. T1 piano
di @ e di una generatrice generica g della ¥, sega la F, in una
retta residua. Se questa retta (che non pud coincidere con la ¢
data la genericitd di questa) coincide con a, la ¢ & direttrice dop-

i
& Passiamo ora, allo studio delle superficie cubiche, nelle quali
!
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pia. Se ¢id non avviene, il piano di ¢ e g sega la I; in una gene-
ratrice g’, la quale deve necessariamente passare per il punto
comune alla g ed alla b; e la b risulta cosl doppia. Riassumendo,
possianio dire: Una rigata cubica generale possiede wna diretirice K
doppia ed una direttrice semplice, risultando cosi a sezioni ra- .
zionals. -
Il caso in cui le due direttrici rettilinee divengono infinita- %

A e It e

by

mente vicine di luogo alla rigata di CavLEY, che & anche essa ?
a sezioni razionali e di cui parleremo pill avanti. Aggiungeremo \
qui che la retta doppia di una rigata cubica non pud essere |
cuspidale, tranne il easo in cui la rigata stessa si riduca ad un {
cono: infatti, eseluso questo caso, al variare del punto sopra la

retta doppia si otterrebbero co' piani tangenti e ciascuno di questi r3
piani sarebbe tangente lungo tutta una generatrice; la nostra *
superficie risulterebbe cosi sviluppabile: ma una superficie svi- 3
luppabile algebrica d’ordine tre non pud essere che un cono (*). g
S

-

Tutto ¢id premesso, osserviamo subito che la rigata cubica F, fd‘

B ]

& razionale, giacché se ne ottiene la rappresentazione su di un
piano (unalunque per semplice proiezione da un punto O della 3
direttrice doppia «: infatti, preso un punto P di F,, il raggio )
OP non interseca ulteriormente ¥, ed interseca = in P’, corrispon-

.
1{ dente di P; viceversa un punto P’ di =, congiunto ad O, da ori- ;
i gine ad un raggio OF’, che incontra F, — fuori di O — in un {
¢ unieo punto P, corrispondente di P’, ‘
E{ Troviamo le immagini delle sezioni piane di F,. Data una ¢

generica sezione piana, proiettandola da O si ottiene un cono
cubico @, che ha a come generatrice doppia; l'intersezione di P,
con il piano = sard quindi una curva del terzo ordine che ha il
punto A, intersezione di @ con %, come punto doppio. Inoltre osser-

(* Questa conclusione & confermata dall’esame della rappresentazione pia-
na della rigata, che esponiamo pill avanti. Appare da questa che la retta
doppia della superficie (che ha per immagine una retta, su cui le coniche di
un sistema lineare es3 segano un’iavoluzione) & certamente mnodale, sia nel
caso generale, sin nel caso speciale della rigata di CAYLEY, purchd questa
non si riduea ad un cono.
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viamo che da O partong due generatrici a, ed a, di F,; ogni se-
zione piana incontra @, ed a, e percid a, ed @, sono generatrici
di @, e le immagini delle sezioni piane passano per conseguenza
per 1 punti A, ed 4,, intersezioni di ¢, ed «, con =.

Riassumendo, abbiamo: le immagini delle seziont piane di F
sono cubiche, che hanno A come punto doppio e A, ed A, come
punti base semplict. Perd, non tutte le cubiche che passano dop-
piamente per 4 e semplicemente per A, ed A4, sono immagini di
sezioni piane: infatti le eubiche di questo tipo sono oo* mentre
le sezioni piane sono oo® Ricaviamo di qui che le cubiche, che
sono immagini di sezioni piane, devono essere assoggettate ad
un’ulteriore condizione lineare, che non pud perd essere il pas-
saggio per un punto base, giacché in tal caso due sezioni piane
si incontrerebbero in due punti variabili, anziché in tre.

Quale sia 1’ulteriore condizione risulta subito dal seguente
ragionamento. Per ogni- punto P della generatrice a esistono due
piani %, e %, determinati dalla retta « con le due generatrici p,
e P,, passanti per P; le coppie di piani =, e %, sono in corrispon-
denza biunivoea ed algebrica con i punti di ¢ e sono pereid coppie
di, un’involuzione: 1 due punti doppi di questa involuzione rispon-
dono all’esistenza sulla rigata F, di due punti, per i quali i piani
tangenti coincidono, cioé di due punti cuspidali._,._Proiettando ora
dal punto O di . ogni coppia di piani per a dAi origine ad una
coppia di rette per A, siceh® si avrd nel piano % una involu-
zione di raggi o intorno al centro A. Preso ora un punto P gene-
rico di a, le oo? sezioni piane passanti per P, hanno tutte P come
punto doppio; le loro tangenti prineipali in P devono essere coI-
tenute nei piani =, e ®; e le tangenti principali delle loro imma-
gini devono pereid coincidere con le due rette py, p;, che sono
le traccie su = dei piani =, e =, e formano una coppia della invo-
luzione o.

Lulteriore condizione per le cubiche, timmagini di sezions pia-
ne, & dunque la seguente: le tangenti principali nel punto dop-
pio A, sono coniugate in una involuzione »; e le oo® cubiche, im-
magini di sezioni piane, le quali hanno come tangente cuspidale
nel punto doppio 4 una retta doppia dell’involuzione o, rispon-

P I
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dono alle sezioui piane per un punto cuspidale della direttrice
doppia. -

Noi abbiamo cosi caratterizzato ecompletamente le immagini
delle sezioni piane di I, su = Importa fare qualche osservazione
cbmplementare : . : .

a) le rette A4, ed A4, sono coniugate nella involuzione o,
giacche sono le traceie su = di due piani determinati da a con le
rette a, ed a, di Fy;

b) la retta A, 4, & V'immagine della direttrice semplice b:
¢id & evidente quando si pensi la rappresentazione di ¥, ottenuta
mediante proiezione da O, giacehé b incontra a, ed a,. D’altronde
la retta 4,4, & incontrata in un solo punto dalle rette per O, che
sono le immagini delle generatriei di F,: la retta 4,4, & percid
I’immagine della direttrice semplice di Fy;

¢) ’intorno di primo ordine dei punti 4, ed A, rappresenta
la vetta o, ed @, rispettivamente;

d) V'intorno del punto A & invece in eorrispondenza [2, 1]
con i punti della direttrice doppia a;

¢) infine le rette 44, ed AA, rappresentano complessiva-
mente l'intorno del punto O; tale intorno si compone di una
retta infinitesima nel piano determinato da @ ed «,, che & rad-
presentata su = dalla retta AA,, e da una retta infinitesima nel
piano determinato da @ ed a,, che & rappresentata dalla retta AA4,.

Le oo? sezioni prane per O sono rappresentate dalle oo® rette
del piano: inverq queste rette fanno parte dioo? cubiche spezzate

del mostro sistema oo®, che contengomo come parti fisse le rette
A4, e AA,. )

17, Trasformazione del sistema rappresentativo
della rigata in un sistema di coniche per un punto base.

Con una trasformazione quadratica si puod ottenere che le cu-
biche immagini delle sezioni piane di F, diventino coniche.

Si consideri all'uopo la trasformazione quadratica, che ha 4,
4, ed 4, come punti fondamentali. Chiamando A’, 4’,, 4, 1 punti
immagini delle rette 4,4, 44, AAd, otteniamo come immagini
delle sezioni piane di ¥, delle coniche, C,, che passano semplice-
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mente per A’ e segano sopra la retta 4’4, (immagine dell’in-
torno di A) le coppie di una involuzione ', per la guale la cop-
pia A’; ed A’, & una coppia di punti coniugati. T punti dell’in-
torno di primo ordine di 4’ sono ora immagini dei punti della
direttrice semplice b, mentre le coppie di punti della retta A", A4’
coniugati nella involuzione «’, rispondono ai punti della diret-
trice doppia a; i due punti doppi dell’involuzione sono immagini
dei due punti cuspidali della diretirice doppia.

OSSERVAZIONE. - La trasformazione quadratiea, che ha i punti
fondamentali in 4, A, ed A,, si pud ancora eseguire se il punto
A, sl avvicina indefinitamerite al punto 4 (*) od anche se 4, ed 4,
si avvicinano entrambi ad 4 succedendosi sopra wn ramo lineare.
Nel primo caso la trasformazione quadratica si ottiene facendo
corrispondere alla rete delle rette la rete delle coniche srriduci-
bili, che passano per 4 ed 4,, avendo in 4 la medesima tangente
AA_; nel secondo caso basta far corrispondere alla rete delle
rette la rete delle coniche irriducibili, che si osculano in A, avendo
ivi 1a medesima tangente A4, ed il medesimo cerchio osculatore
AAd. A,

Ma i punti A, ed A, possono avvicinarsi ad 4 in due dire-
zioni distinté (o sueccedendosi sopra un ramo cuspidale): in questo
caso la trasformazione riduttrice viene a mancare, giacchd 1 punti
4, A:, A, non possono essere presi come punti base di una rete
di coniche non degeneri. La superficie rappresentata & un cono
cubico razionale: infatti le cubiche del sistema lineare rappre-
sentativo, che passano per un punto dell’intorno di A, si spez-
zano in tre refte per 4, qualunque sia questo punto; ne viene che
l'intorno del punto A & l'immagine di un punto triplo della F,,
la quale & dunque un cono. ”

Concludendo, possiamo dire: ogni rigata cubica che non siu
un cono puod essere rappresentate sul piano in modo che le im-
magini delle seziont piane siano coniche per un punto; ma questa
rappresentazione non é pin possibile per il cono cubico razionale.

(*) Questa ipotesi da origine alla rigata di CAYLEY, di cui si discorre pil
avanti,

o
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Diamo un’applicazione elegante della rappresentazione della
rigata di terzo grado ¥, determinando le asintotiche della super-
ficie ().

Ricordianio che sopra una superficie F (non sviluppabile),
algebrica (o no), le asintotiche sono quelle curve, che in ogni punto
hanno come tangenti le tangenti principali di F. Su ogni super-
ficie (convenientemente limitata in senso differenziale) esistono
pertanto due fasci di asintotiche. Uno di questi & costituito dalle
generatrici, quando la superficie & rigata. Per trovare sulla rigata
cubica F, le asintotiche del secondo fascio, incomineiamo a ricer-
care le immagini di quelle sezioni piane, che sono ottenute me-
diante piani tangenti ad F,. Un piano tangente sega F; secondo
una cubieca, che deve avere un punte doppio nel punto d’incontre
del piano tangente con la direttrice doppia a ed un altro punto
doppio nel punto di tangenza: tale cubica si spezza percid in una
conica ed in una retta. )

Per trovare le immagini di sezioni pilane ottenute con piani
tangenti, dovremo percid, nel piano rappresentativo, cercare le
coniche del sistema lineare | C,| piut sopra considerato, che si
spezzano in due rette; ogni punto del piano sard il punto doppio
di una di queste coniche.

Preso un punto P qualunque del piano, lo si congiunga con 4”;
la retta PA’ seghi la retta 4’,4’, nel punto U e sia U’ il punto
coniugato di U nella involuzione esistente sulla retta A", A4’,. La
retta PA’ insieme alla retta PU’ costituisce una conica spezzaia,
che rappresenta evidentemente una seziome piana, otienuta sulla
F, mediante un piano tangente.

Ad ogni punto P abbiamo cosl associato due direzioni PA” e
PU’ e le immagini delle asintotiche sul piano rappresentativo sa-
ranno quelle linee, che in ogni punto P hanno come tangenti le
rette PA’ e PU’. Noi possediamo in altre parole la concreta visione
dell’equazione differenziale del primo ordine e del secondo grado,
dalla quale dipende la determinazione delle asintotiche.

(*) Cfr. L. Ceenmona: Rappresentazione di una classe di superficie gobbe
sopra un piano e determinazione delle loro curve assinfotiche; « Amn. di
Mat. » Serie II, T. I, 1868. = Opere di L. CrEMoNa, T. II, pag. 409.

e e e

A



Tela—, mR—

- =k Te

- -

LA RIGATA CUBICA 67

Ma anche l’integrazione si lascia qui effettuare immediata-
mente per via geometrica.

Le eurve, che in ogni punto P hanno la retta PA’ come tan-
gente sono evidentemente le rette per il punto fisso 4’, ciod le
immagini delle generatrici della rigata.

Rimangono da trovare le eurve che in ogni punto P hanno la
retta PU’ come tangente. Nella fig. 1 sono disegnati i punti M, N,
punti doppi della involuzione, determinata sulla retta A’,4’, dalle
coniche, immagini di sezioni piane della F;.

La coppia di punti UU’ separa armonicamente la ecoppia MN ;
ne segue che la conica passante per il punto P e tangente in N

A

U

P
Fig. 1

alla retta A’N ed in M alla retta A’M ha in P precisamente la
retta PU’ come tangente, Cid avviene per un punto qualunque
di eodesta conica. Da cid segue che:

Nella rappresentazione piane della rigata cubica generale F,
dove le sezioni piane sono rappresentate da coniche per un punto
A’, seganti una involuzione cot punti doppi M, N sopra wnae retta
r, i secondo fascio delle asintotiche viem dato dal fascio delle
coniche tangenti in N ed M alle rette A’N ed A’M.

Le coniche del tipo indicato sono incontrate dalla immagine
della generica sezione piana in quattro punti e percid sulla no-
stra F; le asintotiche del secondo fascio sono delle curve gobbe
del quarto ordine, di genere zero.

La rigata cubica presenta 1’esempio piu semplice di superficie
algebrica con asintotiche algebriche.
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EsErcizio. - Lo studioso determini i diversi tipi di trasforma-
zioni cubiche dello spazio, in cui ai piani rispondono oc® rigate
cubiche (necessariamente colla retta doppia fissa), formanti un si-
stema omaloidico. Il primo tipo & la trasformazione (3, 2) la cui
inversa di la trasformazione quadratica di 2* specie.

18. Casi partieolari: rigata cubica di Cayley.

Abbiamo veduto che la retta doppia ¢ di nna rigata F; & sem-
pre nodale, se la rigata non & un cono cubieco. Per conseguenza
da un punto generico di ¢ escono due generatriei distinte. In gene-
rale gqueste sono anche distinte da @ e danno luogo a due piani
tangenti, che risultano coniugati in un’involuzione . Per esami-
nare il caso in cui una delle generatrici divenga infinitamente
vicina alla ¢, supponiamo che l'involuzione o data nel fascio
di asse ¢ degeneri. In questo caso le eoppie di piani coningati in @
contengono un piano fisso, che risulta tangente alla F, in tutti i
punti di ¢. Pertanto in un punto generico P di ¢ vi sard un se-
condo piano tangente variabile =, e fra P e = intercedera una cor-
rispondenza biunivoea e quindi proiettiva. Cid vale quanto dire
che le generatrici di F, si appoggiano, oltre che alla direttrice
doppia «, ad una seconda direttrice rettilinea, che & una retta b,
sghemba ad ¢ ed infinitamente vicina ad essa. Si ricordi infatti (1)
che una retta sghemba infinitamente vicina ad una retta data a
resta definita da una proiettivita non degenere fra la punteggiata
a ed il fasclo di piani per a: codesta retta infinitamente vicina b
diventa incidente ad a quando degeneri la anzidetta proiettivitd
tra il punto P di @ ed il suo piano tangente variabile x. Ma per
la F, questo equivale ad avere in ogni punto di a¢ due piani tan-
genti fissi; ed in questa ipotesi la F; sarebbe un cono.

Riteniamo intanto la conclusione a cui siamo pervenuti:

La mgata cubica da luogo ad un caso particolare, in cui, senza
diventare un cono, la sua direttrice semplice b diventa una retta

() Ofr. ad es. ¥. ENRIQUES: Lezioni di Geometria Descrittiva (Bolo-
gna, 1925) pag. 309.

e
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infinitamente vicing alle diretirice doppia a e syhemba rispetto
ad essa: questo caso & caratterizzato dalla circostanza, che vi &
una falda della superficie F,, la quale tocca lungo una rette «
un piano fisso. La rigata cosi definita prende il nome da A. CAYLEY,
che la scopri. .

La rigata di CAYLEY si pud anche caratterizzare in rapporto
al punti cuspidali, che si riducono gni ad un punto cuspidale
doppio (1).

T facile vedere come si particolarizzi la rappresentazione pia-
na di una rigata cubica nel caso di una rigata di Cayrey. Rife-
riamoci da prima alla rappresentazione mediante cubiche, che
passano doppiamente per 4 e semplicemente per 4, ed 4,. Ricor-
diamo che si perviene a questa rappresentazione quando si proietti
la P, da un punto O della sua direttrice doppia ¢: i punti 4, 4,,
A, sono allora il punto d’incontro di e e delle due generatriei a,
ed a, uscenti da O, con il piano su cui si proietta. )

Sia ora la F, una rigata di Cavrey. Da un punto generico
0O di a partono due generatrici, una delle quali ad es. ¢, & infi-
nitamente vieina alla a. Il sistema rappresentativo & ancora co-
stituito da cubiche passanti doppiamente per A e semplicemente
per A, ed A4,; il punto 4, & perd infinitamente vicino ad A4, in
guisa che le immagini delle sezioni piane hanno in 4 una tangeunte
fissa AA,. Poiché le cubiche C {424 A,) sono oo* & necessario
che esse soddisfino ancora una condizione lineare, per rappresen-
tare sezioni piane della Iy, Per trovare questa condizione lineare
ricordiamo che nel caso generale gli intorni dei punti 4, ed- A4,
rispondono proiettivamente ai punti delle rette a, ed a,. Nel caso
della rigata di CaviLEY la retta a, & infinitamente vieina alla a e
vi & dunque proiettivitd tra i punti della retta a ed i punti del-

b

V'intorno di A,. D’altra parte vi & anche corrsipondenza proiet-

(*) Per la discusione della singolaritd efr, F. ENRIQUES ed O. CHISINI:
Teoria..., Vol. II, Cap. VI, pag. 626, Altri casi interessanti di superficie
dotate di punto cuspidale doppio si vedranmno in seguito.
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tiva tra i punti di ¢ e le direzioni uscenti dal punto 4 : infatti le
immagini delle sezioni piane che passano per un punto P di ¢
hanno in A una retta osculatrice fissa, che & la A4, ed una retta
osculatrice p variabile con P, che & la tracecia sul piano di proie-
zione del piano tangente in P, diverso dal piano tangente fisso; e
tra la retta p ed il punto P vi & corrispondenza proiettiva.

In definitiva: ad ogni punto dell’intorno di A corrisponde
proiettivamente un punto dell’intorno di A, e le cubiche, tnma-
gint di sezioni piane, devono contenere coppie di punti corrispon-
denti.

Se si eseguisce una trasformazione quadratica, che ha i punti
fondamentali in A, 4,, 4,, l'intorno di A si trasforma nell’in-
torno di un punto 0, I’intorno di 4, in una retta p passante per O
e la proiettivitd tra i punti dei due intorni in una proieftivitd
tra i punti dell’intorno di O ed i punti della retta p. Allora: 4l
sistema lineare rappresentativo della rigata di CAYLEY & costi-
tuito da oo® comiche, passanti per O ed assoggetiute all’ultertore
condizione che la tangente in O ed 1l punto d’incontro con una
retta p uscente da O si corrispondano in wna proiettivitd che in-
tercede tra fascio e punteggiata.

Esercrzio. - Riferendosi alla rappresentazione piana della ri-
gata di CAYLEY, nella quale le immagini delle sezioni piane sono
coniche per un punto O, si dimostri che il fascio rappresentativo
delle asintotiche (diverso dal fascio delle generatrici) & costituito
da conmiche tangenti in O alla retta p ¢ avents tra loro un con-
tatto quadripunto.

81 osservi che queste asintotiche sono immagini di cubiche
gobbe della superficie.

Dato un sistema lineare oo® di cubiche C,(A424,4,), rappre-
sentativo di una rigata F, generale, abbiamo veduto che se 4, si
avvicina indefinitamente ad 4, la Fg si riduce ad una rigata di
CAYLEY.

Se 4, ed A, si avvicinano entrambi ad A4 sucecedendosi sopra
un ramo lineare, la superficie rappresentata & ancora una rigata
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di CayLey (*): infatti questo caso si ottiene dal precedente con
una trasformazione quadratica, nella quale si prendono come fon-
damentali i punti 4, 4, ed un punto generico della retta AA4,.
Nell'uno e nell’altro caso poi l'ordine del sistema pud essere ab-
bassato con un’opportuna trasformazione quadratica.

Ma A, ed A, possono avvicinarsy ad A in direzioni distinte
0 succedendost sopre un ramo cuspidale.

Abbiamo gia detto che allora la F, diventa un cono raziohale.
L’intorno di A, & in corrispondenza proiettiva con 1’intorno di 4.,
eiascuno di questi intorni essendo in corrispondenza proiettiva
con i punti della direttrice doppia. L’ordine del sistema lineare
non pud qui essere abbassato con aleuna trasformazione qua-
dratica.

Termineremo con qualehe osservazione relativa al caso in cui
la rigata cubica & un cono ellittico (senza retta doppia). Non ab-
biamo mal incontrato questa superficie discutendo il sistema li-
neare rappresentativo di una rigata cubica generale, per una ra-
gione essenziale: i cono ellittico ¢é una superficie non razionale.
Se infatti questa superficie fosse razionale, il sistema delle sue eo!
rette che & 1rrazionale di genere umo (come nna sua sezione piana)
sarebbe rappresentato da un sistema co® di curve, tali che per
ogni punto generico del piano ne passi una ed una sola; ma questa
proprietd caratterizza (%) nel piamo i fasei lineari cioé razionali,
sicehé si eade in un assurdo.

19. Trasformazioni proiettive della rigata cubica.

La rigata cubica generale possiede un invariante (relativo)
che viene espresso dal discriminante della forma quadratica rap-
presentante la coppia dei punti cuspidali sopra la retta doppia:
il suo annullamento da la rigata di Cavigy.

() Perché questa ipotesi si verifichi basta projettare la rigata di Caviry
dal suo punto cuspidale doppio.

(?) Conseguenza del principio @i LaMEo del teorema di LUroTH, Cfr. ad
es. F. ENRIQUES ed O. CmisvI: Teoria..., Vol I, Lib. IT, eap. IT, pag. 231,
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Non vi & altro invariante indipendente, perché la rigata non
possiede invarianti assoluti. Infatti: due rigate cubiche gemerali
si possono trasformare proiettivamente una nell’altra im oot
modi. A tal nopo si consideri la coppia dei punti cuspidali 4, B,
di una rigata cubica F., e la coppia del punti 4’, B’, segati dalle
generatrici per 4 e B sulla direttrice semplice: e per una se-
conda rigata cubica ﬁs s1 considerino i punti analoghi A,B,4,B.
Vi sono oo * omografie che fan corrispondere ad ./I, E, 4, B risp.
A, B, A’ B’ (ovvero B, A, B’, A’); esse mutano la rigata F; in
un’altra rigata, che appartiene con F, ad un fascio con curva base
costituita dalle rette AB, A’'B’, ed A4’, BB’, dove la retta doppia
AB conta per quattro e le generatrici A4A” e BB’ ciascuna per due.
Pertanto vi sono co? omografie che trasformano la F, nella F..
In particolare: una rigeta cubica generale vieme trasformats in
se stessa da oo® omografie (componenti nn grnppo misto); d’ac-
cordo col fatto che il sistema oo'® delle rigate cnbiche & trasfor-
mato in sé dalle co!® omografie dello spazio.

Nel easo particolare in cui A e B diventano infinitamente vi-
cini (tra loro e ad 4’ ¢ B’), si avranno oo® omografie trasformani:
in sé la rigata di CAYLEY, essendovi oo? rigate speciali di tale
famiglia, permutate fra loro dalle oc1® omografie dello spazio.

La proprietd dimostrata & carattervistica per la rigata di Cay-
LEY, in quanto sussiste il teorema (*):

La rigata cubica di CAYLEY & la sola superficie non sviluppa- -
bile che possiede un gruppo oo® di trasformazions proiettive in sé
{e non un gruppo il ampio).

Accenniamo rapidamente alla dimostrazione del teorema. Per-
¢id occorre considerare le asintotiche della superficie, che formano
un sistema ool d’indice due. Fra le oo’(r = 3) trasforivazioni
proiettive della superficie se ne avrannoe co? (almeno) che laseian
ferma un’asintotica; quindi le asintotiche (non potendo essere

() Cfr. S. Lig: Theorie der Transformationsgruppen; Vol. IIL 11893) ‘e
F. ENrRIQUES: Sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni proiettive
in se stesse; « Atti R. Ist. Veneto», {. IV, serie VII, 1892.93 e t. V, serie VII,
1893-94.
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linee pilane curve) saranno rette ovvero cubiche gobbe (). Se la
superficie non & a punti parabolici (cioé non & un pianoc o un
cono o la sviluppabile delle tangenti ad una cubica gobba) le asin-
totiche dovranno formare due fasci di vette, o daranno luogo
almeno ad un sistema di eubiche gohbe. Lia prima ipotesi porta
che la superficie sia una quadrica, e quindi ammetta oo® trasfor-
mazioni proiettive. La seconda ipotesi porta che la superficie ap-
partenga al fascio delle superficie (del 6° ordine) trasformate in
s¢ dalle co? omografie che laseiano ferma una cubica gobba ed
hanno un punto unito sopra di essa. Ma entro questo fascio,
all’infuori di superficie sviluppabili ¢’¢ una sola superficie con
oo? trasformazioni proiettive, che & una rigata di CAvLEY.

20. La rigata razionale normale dello spuzio
a ¢uattro dimensioni.

Abbiamo gid osservato che un sistema lineare | 0, |, oo, di
cubiche passanti doppiamente per un punto A e semplicemente
per due punti 4,, 4, ¢ — come si suol dire — incompleto, essendo
contenuto in un sistema lineare piu ampio di dimensione guattro,
il quale, non essendo ulteriormente ampliabile, si dice completo.

11 sistema | C, | & rappresentativo di una rigata cubica F, ed
il fatto che esso non sia completo si pud dedurre direttamente
dalla rigata, osservando che il sistema lineare delle sezioni piane
della F, si puo ampliare in un sistema di dimensione quattro.
Si considerino a questo scopo le co* guadriche, contenenti la
direttrice doppia ¢ di F,; ed una generatrice g: le nominate qua-
driche segano ulteriormente la superficie in cubiche gobbe, tra le
quali sono comprese le sezioni piane della F, in corrispondenza
alle quadriche che si spezzano nel pilano delle rette ¢ ¢ ¢ ed in
un piano generico.

Ora il significato geometrico del fatto che il sistema rappre-
sentativo | €, | & incompleto e contenuto in un sistema completo

(") Cfr. F. ENrIQUES ed O. CHISINI: Teoria..,, Vol. ITI, Lih, V, Cap. IIT,
page. 203 e segg., in particolare il teorema a pag. 248.
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di dimensione 4 sta in cio: La rigata cubica generale F, dello spa-
zio ordinario si pud considerare come proiezione da un punto ester-
no di una rigata cubica P, dello spazio a quattro dimensioni, la
quale risulta normale, cioe non pud essere considerata come prote-
zione di una rigate cubica, posta in uno spazio di dimensione piu
elevata; la rigata D, puo essere rappresentata sul piano in modo che
il sistema lineare oo* delle sue seziomi iperpiane abbia per imma-
gine il sistema lineare co* delle cubiche passanti doppiamente per
A e semplicemente per A, ed A,, ovvero il sistema lineare oot
delle coniche per un punto O.

Fissata la superficie F;, il sistema lineare | C, |, rappresen.
tativo di essa sard del tipo:

Ty Ay + AP+ Agp, =0

le ecurve 9, =0, ¢,=0, ¢,=10, ¢,=—=0 essendo quattro cubiche,
linearmente indipendenti, passanti doppiamente per 4 e sempli-
cemente per 4,, A, immagini di quattro sezioni piane della F,.
Si potrd sempre supporre, essendo X, X, X X, coordinate
omogenee in S,, che le equazioni parametriche della #, siano:

X:=¢: (t=1, 2, 3, 4).

(id premesso, essendo | C4 | inecompleto, esiste una cubica
9, =0, passante doppiamente per A e semplicemente per 4, ed
A., linearmente indipendente dalle eubiche ¢, =0, ¢, =0, 9, =0,
9, =0.

Consideriamo allora la superficie dello spazio a quattro dimen-
sioni definita dalle equazioni:

X, =q; (i=0,1,2, 8, 4).

Si tratta di una superficie razionale, le cui sezioni iperpiane
sono rappresentate dalle curve del sistema lineare:

AoPo + APy + AgPs + Asps + A, =0.

La superficie & del terzo ordine (®;) giacchd le immagini di
due sezioni iperpiane si incontrano in tre punti variabili; e la @,
& rigata perché le rette per il punto A sono unisecanti le imma-
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gini delle sezioni iperpiane e quindi immagini di curve unisecanti
le sezioni iperpiane cioé di rette.

La superficie I'; & evidentemente la proiezione della @, dal
vertice della piramide fondamentale, opposto all’ 8§, in cui giace
la F,.

La @, & infine normale, essendo il sistema lineare:
Moo = APy = gy + Ngtpy + Ayp, =0

completo. Se infatti la @, fosse proiezione di una superficie cubica
posta in uno spazio di dimensione piu elevata, si dovrebbe poter
ripetere il ragionamento precedente ed il predetto sistema dovreb-
be essere ulteriorinente ampliabile.

E facile ora mostrare che da una medesima rigata cubica di
S, si possono ottenere, per proiezione da un punto esterno, tanto
delle rigate cubiche a direttriel distinte quanto delle rigate di
CayLEY: rimane cosi approfondito il rapporto tra queste due
superficie.

Osserviamo a questo scopo che sulla rigata cubica normale
di 8, vi sono oo coniche (unisecanti le generatrici) ed una diret-
trice rettilinea: riferendosi infatti alla rappresentazione piana
della @, mediante le oo* C {A24,4.,), leoo? coniche per 4, 4, 4,
sono immagini di coniche e sono unisecanti le rette per 4, che
rappresentano le generatrici della @;; e la retta 4,4, & 1'imma-
gine di una direttrice rettilinea. Ci0 posto, per un punto
O dell’ 8,, esterno alla @, passa uno ed un solo piano, segante
la ®, in una conica: infatti un 8; per O sega la ®, in una cu-
bica razionale normale, della quale una sola corda passa per O;
ne segue — giacehd ogni corda & comune ad oc? §; — che per O
passano oc* corde, che devono stare, necessariamente, in un piano,
segante la @, secondo una conica.

Proiettando la ®; da O in un §,, non passante per O, la co-
nica d, il cui piano passa per O, viene proiettata in una direttrice
doppia, mentre la direttrice semplice della @, di luogo ad una
direttrice semplice. Si ottiene dunque una rigata cubica generale
a direttrici distinte.

Ma il punto O pud essere scelto in modo che sia contenuto
in un piano, il quale contenga una conica della ®,, spezzats in
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una generatrice e mnella direttrice rettilinea; in questa ipotesi,
proiettando da O, si ottiene la rigata cubica di CAYLEv.

Esercizio. - Riferiamoci, con F. KrEIN, alla rappresentazione
dello spazio rigato sopra una quadrica @ dello spazio S, (*). Le
rette hanno per immagini i punti della detta varietd quadrica @ *.
I complessi lineart di rette, definiti da un’equazione lineare nelle
coordinate di rette p;x, sono rappresentati da quadriche Q3 se-
zioni della Qf eon iperpiani di S;; le congruenze lineari, definite
da due equazioni lineari nelle p;, sono rappresentate da quadri-
che @} sezioni della @3. con S,: esse sono costituite da tutte le
rette incidenti a due diretirici rettilinee, immagini dei due punti
segati sulla Q} dalla retta polare dello S,.

Cid posto, lo studioso si renda conto come la soluzione del pro-
blema di « trovare tutte le curve d’ordine n traceiate sopra una
superficie del 2° ordine @; » — problema risoluto dalla rappre-
sentazione piana (efr. cap. I, n. 2) — si traduea nella « determi-
nazione di tutte le rigate di grado o, aventi due diretfriei rettili-
nee »: queste rigate (irridueibili) si ottengono dalle eorrispon-
denze [r, s] fra le due direttriei, dove »r4+s=n (r=1, 2, ..., n—1)
e risultano avere due direttriei multiple degli ordini s ed 7.

Si considerino in particolare le rigate del 3° grado; si dimostri,
in quest’ordine di idee, che tali rigate posseggono sempre due di-
rettrici rettilinee, una doppia e 1’altra semplice. Si consideri, in
ispecie, il caso della rigata di CAYLEY, e si indichino sopra la @
i due punti infinitamente vicini, che rappresentano le due di-
rettrici.

() Cfr. ad es. F. ENrIQUES ed Q. CHISINT: Teoria.., Vol. I, Lib, I,
Cap. II, pag. 117 ¢ segg. .
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Caprroro IV .

LA SUPERFICIE ROMANA DI STEINER

21. Introduzione: costruziome di superficie razionali del

gquarto ordine a partire da sistemi lineari di eurve nel
piano.

Si vede subito che molte superficie algebriche del quarto or-
dine F, (ad es. il monoide) sono razionali, ¢ noi e¢i proponiamo
nel seguito di determinare tutte le F, che godono di questa pro-
prieta.

Fissando per ora la nostra attenzione sopra una qualunque F,
razionale, osserviamo che il sistema lineare oo® delle sue sezioni
piane sard rappresentato sul piano %, i cui punti sono in corri-
spondenza biunivoca con i punti di F,, da un sistema lineare di
curve di dimensione tre, le quali si segheranno, fuori dei punti .
base, in quattro punti variabili : un sistema di questo tipo dicesi \
di gm_dd 4. In generale si chiama dimensione di un sistema lineare
| €| di curve algebriche la sua infinitd, e grado di | €| il numero
delle intersezioni variabili di due curve di esso. A partire do un
sistema lineare | C'| (costituito da curve drriducibili) di dimen-
sione 3 e grado 4 in un piano %, rimane definita, a meno di una
omografia di S,, una F, razionale, rappresentata sul piano in gui-
sa che le immagini- delle seziomi piane sieno le curve di | C|.
Infatti se | €' | ha per equazione:

. Moo+ APy + hytpy 4 Dyp =0
e si pone:

QM X, =¢ (i=0,1, 2, 3)

dove le X, (1=0, 1, 2, 3) sono coordinate omogenee di S, le (1)
determineranno una superficie razionale che ha l’ordine quattro,
come il grado di | C |. Questa F, & definita a meno di una proiet-
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tivitd di S, giacehé per determinare | C| si possono prendere

quattro curve qualsiansi linearmente indipendenti ¢’y '), ¢'a, ¢y -

di questo sistema e porre quindi
(2) X, = (Plx' H

allora le due superficie razionali rappresentate dalle equazioni (1)
e (2) sono manifestamente trasformate una dell’altra per una
omografia di S,.

Segue da quanto sopra, che per trovare tutte le superficie razio-
nali ', di S, basta cgrca_re;_tutt-i’} sistemi lineari di curve piane,
di dimensione 3 e grado 4; ed anzi c¢i potremo limitare ai sistemi
lineari di qiwsfo tipo birazionalmente distinti, giaceh® quando una
F, & rappresentata birazionalmente su di un piano = e si effettua
in questo una trasformazione birazionale, la F, riesce rappresen-
tata punto per punto su un nuovo piano 7’ in guisa che le imma-

gini delle sue sezioni piane siano le eurve del sistema | ¢”|, tra-

sformato di | €|, nella corrispondenza birazionale esistente fra
Tew.

Coneludiamo intanto: il problema della determinazione delle
superficie algebriche F, razionali proiettivamente distinte equi-
vale alla ricerca di tutti i tipi di sistemi Lineari di curve piane
di dimensione 3 ¢ grado 4, birazionalmente distinti e costituite
da curve wrriducibili. e

Conviene tuttavia aggiungere una avvertenza. Pud avvenire
per un sistema lineare di curve irridueibili che le € passanti per
un punto gemnerico ‘P’ di =, passino di conseguenza per un pun-
to P”, variabile con P’: allora P’ e P” si corrispondono in una
involuzione I del piano ed il sistema | C| potrd dirsi apparte-
nente « questa involuzione,

Un sistema | C'| che non appartenga ad una involuzione si
dird semplice.

Ora ecco che cosa accade per la superficie rappresentata sul
piano se il sistema | € | non & semplice. Se | C | appartiene all’in-
voluzione I = (P’ — P”) le curve C passanti per P’ ¢ per P”
sono le immagini di sezioni piane delia F,, passanti per un unico
punto P di F,. Il punto P & doppio per la F, e cosi tutta la su-

e
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perficie /7, ¢ composta di punti doppi e pertanto si riduce ad una
quadrica contita due volte.

Nel seguito considereremo sempre sistemi lineari semplici,
tralaseiando cosi il caso della quadrica doppia, che tuttavia in-
contreremo pid avanti nello studio delle involuzioni piane.

Nota. - Merita rilevare che le conclusioni precedenti riguar-
danti i sistemi lineari si lasciano generalizzare nella seguente pro-
posizione: un sistema lineare | C'| (irriducibile) di curve alge-
briche di un piano =, avente il grado n e la dimensione v, si puéd
sempre considerare come il sistema delle tmmagini delle sezioni
iperpiane di wna superficie trriducibile F,,avente ’ordine n e
posta nello spazio 8, ad r dimensiont. La superficie F,,— che in
cast particolart pud ridursi ad wna superficie multipla, s - pla,
d’ordine 7—;—— risulta definita a meno di wna omografia di 8,., men-
tre | C| & determinato a meno di una trasformazione cremoniona
di w.

Se il sistema | €| ha la dimensione massima compatibilmente

- eon la molteplicitd dei punti base esso dicesi completo. Allora la

F,, risulta normale, cioé non pud essere ottenuta come proiezione
di una superficie dello stesso ordine, posta in uno spazio di di-
mensione pill elevata. Invece se il sistema | C | non & completo,
la F pud ottenersi per proiezione da una superficie dello stesso
ordine di uno spazio superiore. Infatti sia » la dimensione di | C |
ed 7 la dimensione del sistema lineare completo | C’ | determinato
dagli stessi punti base di | C'| presi con le stesse molteplicita
(r < ). Un sistema di » 4+ 1 curve linearmente indipendenti
di | €’ | si pud scegliere in maniera che le prime r + 1 siauo con-
tenute in | € |. 11 sistema | €| sara allora rappresentato da:

XotPo + Mgy + hopy + o 4+ A0, =0,
e |{C'] da:

Moo =+ M@y + APy + o+ AP+ A @y e+ A = 0.

Le curve di |C| e | C’| saranno ora immagini delle sezioni

~ iperpiane di due superficie F',,e F", degli spazi §,. ed S8y, le ent
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equazioni saranno rispettivamente:

(3) X;= P: (i= O, 1, 2, ., )
e:
(4) Xi - :Pi (?’ = 07 1; 2; ey ')")

ed appare di qua chiaramente che la superficie ¥, & proiezione
su 8,. della superficie ¥',,, precisamente proiezione fatta dallo S,,_,_,
di 8,,, opposto allo 8,. nella piramide fondamentale delle coordinate.

22. La superficie di Steiner: sua rappresentazione piana.

Per determinare i sistemi lineari di dimensione 3 e grado 4,
incominceremo dall’ordine pil basso e, giacché le rette di = sono
solamente oo, ¢i si presenta per primo il caso di un sistema lineare
di co® eoniche | C, |, che, quando sia privo di punti base, sard pro-
prio di grado 4.

La superficie F,, per la quale le coniche di | C, | sono le im-
magini delle sezioni piane, & anzitutto non rigafe: infatti una
retta di. F, sarebbe rappresentata da una curva unisecante le

coniche C,; ma, essendo [ C,| privo di punti base, ogni curva

algebrica ha un numero pari di intersezioni con le coniche C, e
quindi non pud esistere una curva unisecante.

Le sezioni piane di F, sono delle quartiche di genere zero, e
quindi dotate o di un punto triplo o di tre punti doppt;.sulla F,
esisterd di conseguenza o una retta tripla o una linea doppia
del terzo ordine. La prima ipotesi & da escludersi, giacehé i piani
per la retta tripla segherebbero la F, ulteriormente secondo una
retta, e la 7, sarebbe allora rigata. Nella seconda ipotesi non pud
aversi una cubica gobba doppia irriducibile, perché se cid fosse
da un punto generico della F, partirebbe una corda della cubica
gobba la quale avrebbe 5 intersezioni con la F,, e quindi vi appar-
terrebbe per intero, sicché la F, sarebbe ancora rigata.

T necessario dunque che la linea doppia di F, sia spezzata;
ma lo spezzamento non pud avvenire in una coniea e in una retta:
infatti per un punto generico di F, la retta » e la conica C, ven-
gono proiettate secondo un piano ed un cono quadrico; segantisi

DY 1V W -
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in due generatrici, che, avendo 5 intersezioni eon la F,, vi appar-
tengono, resultando la F, rigata.

Lo spezzamento deve dunque avvenire in tre rette a,, a,, a,; €
non possono due delle tre rette a,, a,, o, essere sghembe, perché
in questa ipotesi le rette che partono dai punti di F, e si appog-
giano a questa coppia apparterrebbero ad F, e questa sarebbe
ancora rigata. Dunque le tre rette doppie passeranno per uno
stesso punto, giacché invero non potrebbero appartenere tutte a
uno stesso piano./Si conclude che: La superficie F, rappresentata
sul piano da un sistema lineare oo® di coniche prive di punti base
posstede tre rette doppie concorrenti in un punto 0, il quale ri-
sulta triplo per essa: infatti i tre piani a,a,, a,a,, ¢,a, sono tali
ehe le loro rette passanti per O hanno contatto quadripunto con la
F,, e pereid costituiscono insieme un econo cubico, oseulatore
alla F, in O, che risulta di conseguenza punto triplo.

La superficie del quarto ordine non rigata, dotata di tre retie

doppie, concorrenti in un punio triplo, dicesi superficite romana
di STEINER, dal nome di colui che la seopri appunto in un viaggio
a Roma e percid la designd come superficie romana.

Il possesso di tre rette doppie concorrenti in un punto triplo
(e non quadruplo) caratterizza effettivamente le superficie rap-
presentabili su di un piano mediante un sistema lineare di coniche
senza punti base. Infatti presa una tale superficie, essa si rap-
presenta sul piano = proiettando i suol punti dal punto triplo O;
viene cosi a stabilirsi fra i punti della superficie ed i punti del
piano = una corrispondenza generalmente biunivoca, con tre punti
sccezionali A, 4., A,, corrispondenti alle intersezioni delle rette
doppie a,, a,, ¢, con il piano =. Le immagini delle sezioni piane
sono quartiche passanti doppiamente per A,, A,, 4,, che trasfor-
meremo pilt avanti in coniche d’un sistema oo® senza punti base;
intanto 1’intorno del punto triplo & rappresentato dall’interse-
zione del cono osculatore in O con il piano =, cioé dalle tre rette
AA,, A A, AA,

Per trovare le immagini delle tre rette doppie, ragioniamo
cosi: in ogni punto di una retta doppia il cono osculatore si spezza
in due piani generalmente distinti; le coppie di piani, che cosl

[
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risultano, sono in corrispondenza biunivoea ed algebrica con i
punti della retta doppia e quindi sono eoniugati in una involu-
zione, che, con la proiezione da O, si converte in una involuzione
di rette, passanti per A4,, 4,, 4,. Se ora una sezione piana sega
le rette doppie nei tre punti 4’,, 4°,, A’;, le tangenti principali
in uno di essi giacciono nei piani osculatori, passanti per questo
punto, e vengono dunque proiettate da O in coppie di rette co-
ningate nelle anzidette involuzioni. Coneludiamo quindi: le rette
per ciascuno dei punti A,, A,, A,, tangents alle quartiche imma-
gini delle sezioni piane di F,, sono associate a coppie e costilui-
scono tre tnvoluzioni ¢, 9,, ¢, nelle quals le rette A, 4, e A A,
A.A, e A,A,, AA, e A, A, sono contugate. Risulta cosi quali sia-
no le immagini delle rette doppie: infatti ¢ punti di a; sono in
corrispondenza [1, 2] con ¢ punti dell’intorno di primo ordine
di A, '

Per ridurre ora il sistema delle quartiche, immagini delle
sezioni piane di F,, ad un sistema di coniche, basta eseguire una
trasformazione quadratiea, prendendo i punti A,, A, ‘4, come
fondamentali. Il sistema lineare ca®delle C,, con i tre punti 4.,
4, 4, dof)p‘iv, si trasforma in un sistema lineare oo* di conicle,
C,, privo di punti base; le rette doppie sono rappresentate da tre
particolari rette, costituenti un triangolo A’,4%,4’,, sopra le quali
le coniche del sistema non segano una ¢;, ma una involuzione ¢3;
infine il punto triplo ha come immagine la terna dei punti A’}
A, A,

Ci siamo cosi ricondotti al sistema lineare di co® coniche senza
punti base | C, |, dal quale avevamo preso le mosse. Di pilt abbia-
mo trovato che per un siStema di questo tipo esistono sempre #1e
rette particolari, sopra le quali le coniche C, segano una involu-
zione ¢;, e che sopra ognuna di queste rette una coppia dell’in-
voluzione & costituita dai punti d’incontro eon le altre due. Sa-
rebbe facile stabilire direttamente questo risultato, ma non ei
tratteniamo su cid.

Nora. - La superficie di STEINER, F,, non possiede tnvarionts
assoluti: due F, qualunque, con rette doppie distinte, sono




LA SUPERFICIE ROMANA DI STEINER 83

sempre proiettive. Cid risulta subito da un semplice computo
di costanti. Osserviamo all’uopo che le F, non ammettono infinite
trasformazioni proiettive in se stesse e dipendono da 15 parametri
come le omografie dello spazio. Per giustificare questa proposizione,
consideriamo anzitutto le ¥, con un punto triplo e tre rette dop-
pie assegnate. Hsse sono co®: infatti le superficie generali del
quarto ordine sono oo ® ed occorrono 10 condizioni lineari per
il possesso di un punto triplo assegnato e poi altre 6 condi-
zioni lineari per il possesso di ognuna delle rette doppie uscenti
dal punto triplo. Cid posto, le superficie di STEWER dipenderanno
appunto da 6 4 3 4 3.2.=15 parametri, e. v. d.

Si pud anche riconoscere lo stesso fatto riferendosi al sistema
lineare co® (i eoniche rappresentativo della F, nel piano. C’¢ fra
le coniche del piano, riguardate una volta come luogo e 1’altra
eome inviluppo, una relazione di armonia definita dall’annullarsi
di un invariante simultaneo (1’ermonizzante (*)), per la quale
ad ogni sistema lineare co® viene associata una schiera di coniche
inviluppo o dualmente un fascio, e vieeversa: cosi i sistemi li-
neari oo?, al pari dei fasei i eoniche, risultano privi d'invarianti
assoluti.

La superficie F, da luogo ad un caso particolare, quando due
delle tre rette doppie diventano infinitamente vieine. Una par-
ticolarizzazione ulteriore corrisponde al caso in cui tutte e tre
queste rette si avvieinino indefinitamente suecedendosi sopra una
falda ci como.

Infine vi & una particolarizzazione, per cui la F, cessa di
essere una vera superficie di STEINER, contenente oo? coniche C,:
¢ 1l cono del 4° ordine con tre rette doppie. In questo caso la
superficie & ancora razionale, potendosi agevolmente rappresen-
tare sul piano mediante un sistema lineare co® di quartiche con
un punto triplo e tre punti base semplici infinitamente vieini; ma
questo sistema, che pure si ottiene come limite di un sistema li-
neare di quartiche con tre punti base doppi, non si laseia pin

() Cfr. ad es. F. ENRIQUES ed O. CuisiNi: Teoria.., Vol. II, Lib, III,
Cap. I, pagg. 61-62.
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ridurre ad un sistema di coniche, mediante una trasformazione
gquadratica (efr. l'oss. a pag. 94).

Norizia sTORICA. - La superficie non rigata del quarto ordine,
dotata di tre rette doppie concorrenti in un punto triplo, si chia-
ma superficie di STEINER dal nome di J. STEINER, che (nel 1844)
la considerd durante un suo soggiorno a Roma, € soleva percid
chiamarla la «superficie romana» (Romerfliche). Lo STEI-
NER (*) non pubblicd tuttavia nulla dei suoi risultati, giacché la
generazione proiettiva, mediante la quale egli definiva la sua
superficie, limitata al campo reale, lasciava dubbio se la super-
ficie fosse del quarto o del sesto ordine. I dubbi dello STEINER
furono rimossi da K. WEIERsTRASS (%), il quale stabili analitica-
mente che la superficie era effettivamente del quart’ordine e ne
diede anche una rappresentazione parametrica con forme quadra-
tiche di tre parametri, dimostrandone cosi la razionalitd. Succes-
sivamente la superficie di Steiner fu ritrovata da E. E. Kum-
MER (?), che si era proposto la determinazione di tutte le su-
perficie del quarto ordine contenenti infinite eoniche. Seguirono
immediatamente le ricerche di H. SeuroETER (%), di A. CLEBSCH (%)
e di L. CreEMona (®); quest’ultimo in ispecie dimostrd, mediante
la rappresentazione piana, che le asintotiche della superficie di
Steiner sono curve algebriche del quarto ordine ed osservd i due
casi particolari, in euni due o tutte e tre le rette doppie della

() Cfr. JACOE STEINER’S: Gesammelte Werke (Berlino 1882), Vol I1I,
pag. 723.

(® Cfr. 1’appendice alle opere di J. STEINER sopracitate, pag. 741; e
Mathematische Werke di K, WeIERsTRASS (Berlino 1903), Bd. III, pag. 179.

() Cfr. B. E. KuMMER: Uber die Fldchen vierten Grades, auf welche
Schaaren von Kegelschnitten liegen; « Crelle’s Journal », Bd. 64, 1865,

(Y Cfr. H. SCHROETER: Uber die Steiner-sche Fliche vierten Grades,
«Crelle’s Journal », Bd. 64, 1865.

(%) Cfr. A. CreBscH: Uner die Steiner-sche Fliche; «Crelle’s Journal»,
Bd. 67, 1867.

(6) Cfr. L. CrEMONA: Rappresentazione della superficie @i Steiner e delle
superficie gobbe di terzo grado sopra un piecno; <« Rend. Ist. Lomb.», Se-
rie I, Vol. IV (1867). Opere di L. CREMoONA, Tomo II, pag. 389.
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superficie si avvieinano indefinitamente. (Tuttavia i1 primo dei
nominati due casi era gid stato indicato dal CrLesschH).

Sulla superficie di STRINER le sezioni piane ottenute con piani
tangenti (essendo delle quartiche con guattro punti doppi ed es-
sendo la superficie non rigata) sono spezzate in due coniche. L'im-
portanza di tale proprietd deriva dal fatto che il possesso di
oo sezioni piume spezzate cargtterizza la superficte di STEINER,
quando si prescinda dalle superficie rigate, per le quali le sezioni
tangenti sono evidentemente ridueibili, contenendo la generatrice
che passa per il punto di eontatto. Su questo teorema di Kro-
NECKER-CASTELNUOVO, ritorneremo pit avanti; rimandiamo per-
tanto anche le relative notizie storiche.

Eseroizl. - 1) Dimostrare che in un sistema lineare oo® di eoni-
che, rappresentativo di una superficie di STEINER, esistono quatiro
rette doppie. La schiera delle coniche tangenti alle nominate rette
¢ associata per armonia al dato sistema lineare oo®. Sulla super-
ficie di STRINER le coniche della sehiera rappresentano delle curve
gobbe del quarto ordine, che sono le asintotiche della superficie.

11) Determinare le trasformazioni birazionali dello spazio in
‘eni ai piani corrispondono superficie di STEINER. Il primo tipo che
si incontra & una trasformazione (4,2), che nasce dall’inversa
della trasformazione quadratica di terza specie.

23. La superficie di Veronese e le sue proiezioni.

Un sistema lineare oo?® i coniche, privo di punti base, non
& completo, essendo contenuto nel sistema lineare co® di tutte le
coniche del piano. Di qui segue che la superficie di STEINER non
¢ mormale, ma si pud considerare come proiezione (da una retta
eenerica) di una superficie normale F’, di §;, la quale & rappre-
sentata sul piano dal sistema completo oo® di tutte le coniche.
Questa superficie dicesi superficie di VERONESE.

La superficie di VERONESE si pud anche costruire direttamente
a partire dalla superficie di STEINER F,, osservando che il sistema
lineare co? delle sezioni piane della F, si laseia ampliare in un
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sistema lineare completo di dimensione 5, Si considerino infatti
le oco® superficie cubiche, che hanno un punto doppio nel punto
triplo della F, e passano per le tre rette doppie € per una conica
K, (che si appoggia in un punto a ciaseuna retta doppia) della
F, (). Le nominate superficie cubiche segano ulteriormente la F,
in oo® quartiche gobbe, fra le quali sono perod contenute le o0? quar-
tiche sezioni piane della F,, in corrispondenza alle superficie
cubiche spezzate nel cono quadrico, che dal punto triplo proietta
la conica K,, ed in un piano gualunque. Ponendo una omografia
tra le oo superficie cubiche e gli oo® iperpiani dello spazio S,
otteniamo direttamente la superficie di VERONESE, della quale la
superficie di STEINER & proiezione (da una retfa esterna).

Risulta evidente dalla rappresentazione piana ehe la superficie
di STEINER e la superficie di VERONESE possiedono oc 2 coniche: le
co? rette del piano, le quali bisecano le coniche immagini delle
sezioni piane, rappresentano infatti (iuntte e sole) le coniche delle
nostre superficie.

Nel caso della superficie di STEINER le rette del piano rappre-
sentativo hanno un punto comune con le rette, immagini delle
rette doppie della superficie, ¢ quindi si ha che: le zoniche della
superficie di STEINER si appoggiano alle tre rette doppie della
superficie. 11 lettore potrd giustificare immediatamente questo ri-
sultato anche sulla superficie stessa.

11 possesso di oo ? coniche caratterizza la superficie di VERONESE
e le sue proiezioni, ciod: Una superficie che contiene co? coniche
é lu superficie di VERONESE od una sua proiezione. Se invero su di
una superficie F esiste un sistema algebrico £ (irriducibile} oo?
di coniche, per un punto generico di F debbono passare oo coni-
che di X. Lie coniche passanti per i punti di una conica di I costi-
tuiseono percid tutto il sistema stesso, in guisa che due coniche
di X sisegano almeno in un punto. Due ipotesi possono allora pre-

(*) 8i vede subito (e lo facciamo osservare pilt avanti) che sulla superfieie
di STEINER esisto:oco? coniche irridueilili, non passanti per il punto triplo
ed appoggiantisi in un punto a ciascuna retta doppia.
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sentarsi: due coniche di ¥ si segano in un punto variabile, ovvero
in pit di un punto variabile,

Supponiamo da prima che due eoniche di X si intersechino
in un punto variabile. Questa ipotesi basta a dimostrare che la F
¢ razionale e rappresentabile punto per punto su di un piano,
in modo che alle curve del sistema X corrispondano le rette del
piano ed alle sezioni iperpiani delle coniche. Osserviamo all nopo
che per due punti generici di F passa una ed una sola eonica;
inoltre le co' coniche, che escono da un punto P, generico di F
costituiscono un fascio razionale, ogni conica potendosi far cor-
rispondere alla sua tangente uscente da P,.

Secelti allora due punti P, e P, di F e due punti P’, e P/, in
un piano =, & possibile porre una proiettivitd tra il fascio delle
coniche uscenti rispettivamente da P, e P, ed il fascio delle rette
uscenti rispettivamente da P, e P’, in modo che alla conica
comune ai due fasel P, e P, corrisponda la retta comune ai due
fasei I”, e F/,. Ad ogni punto P di F (per il quale passa una
conica K’, del fascio, che ha eentro in P, ed una conica K”, del
fascio, che ha centro in P,) si faceia eorrispondere il punto P di =
il quale & 1’intersezione delle due vette p” e p” corrispondenti-a
K’, e a K”, nelle proiettivith anzidette. Ad ogni punto generico
di F viene cosi a corrispondere un punto del piano = e, viceversa,
ogni punto generico P° di = & immagine di un unieco punto
P di F. La superficie F & dungque razionale; e le immagini delle
sue coniche sono le rette del piano =: le immagini delle sezioui
iperpiane sono percid delle coniche. Ma una superficie rappresen-
tata su di un piano da un sistema lineare di coniche & la super-
ficie di VERONESE 0 una sua proiezione.

Discutiamo la seconda ipotesi, cioé che due coniche di X si
seghino in pin di un punto variabile.

In questa ipotesi due eoniche di £ si intersecano in due punti:
se infatti due coniche si intersecassero in piu di due punti, tutte
le coniche di X sarebbero in un piano, cid che & assurdo se la
superficie F' stessa non & un piano.

Due coniche di X si intersechino dunque in due punti varia-
bili. Due coniche (non complanari) determinano un S,; ed in
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questo S, deve stare ogni conica di I, giacché i quattro punti
in cui tale conica sega quelle due coniche non possono essere in
linea retta. Ne segue che una quadrica passante per due coniche
(non complanari) di ¥ e per un punto generico di F contiene
tutte le coniche di I, coincidendo cosi eon questa superficie, La no-
stra ipotesi porta dungue a conecludere che la F & una quadrieca;
ma una quadrica si ottiene dalla superficie di VERONESE per proie-
zione da una sua corda.

NoT1z1a STORICA. - Della superficie di VERONESE si trova un
cenno in un lavoro di . CayiEy (). Suceessivamente essa venne
diffusamente studiata da G. VERONESE () e da C. SEGrE (?). Per
molte proprietd caratteristiche della superficie di VERONESE, sia
algebriche che differenziali, efr. E. BerTNi: Introduzione alla
geometria proiettiva degli iperspazi; 11 ed., 1923.

() Cfr. A, CAYLEY: On the curves which satisfy given conditions; « Phil
Transactions of the R. Society of London 3, Vol, 158, 1868.

(» Cfr. G. VERONESE: La superficie omaloide normale a due dimensioni
e del quarto ordine dello spazio a cinque dimensiont e le sue proiezioni nel
ptano e nello spazio ordinario; « Memorie della R, Ace, dei Lincei », Serie ITI,
Vol. 19, 1884,

(*) COfr. C. SEGRE: Considerazioni intorno alla geomstria delle coniche
di un piano e alla sua rappresentazione sulla geometria dei complessi lineari
di rette; ¢ Atti della R. Acc. delle Seienze di Torinos, Vol. XX, 1855.
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CariToLo V

LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE
CON CUBICA GOBBA DOPPIA O RETTA TRIPLA

24. Rappresentazione piana della superficie del quart’ordine
con cubica gobba doppia.

Passiamo allo studio dei sistemi lineari di eubiche C,, di di-
mensione 3 e grado 4, rappresentativi di superficie razionali del
quarto ordine. In questo capitolo ci occuperemo del caso in cui la
curva generica del sistema | C, | possegga un punto base doppio O
e basterd aggiungere un ulteriore punto base semplice A4 perehé
il grado diventi 4, giacché delle 9 intersezioni di due eubiche del
sistema, 4 sono assorbite dal punto O ed unag da A.

Le cubiche, che possiedono un punto doppio O ed un punto
semplice 4, sono 00 %! — 00®, siech® un sistema lineare di cun-
biche di questo tipo che abbia la dimensione 3, riesce incompleto
e contenuto in un sistema completo di dimensione 5.

Risulta immediatamente che la superficie #,, rappresentata sul
piano in guisa che le immagini delle sue sezioni piane sieno le
curve di un tale sistema oo® | C, |, & rigata: infatti le rette del
faseio che ha come centro il punto doppio O sono unisecanti le
immagini delle sezioni piane di F, e percio danno curve unisecanti
le sezioni piane di F,, cioé rette.

Ma poiché le sezioni piane di F, sono di genere zero, la sezione
piana generica sard dotata o di tre punti doppi, ovvero di un
punto triplo. Ne segue che la F, sard dotata o di una linea doppia
del terzo ordine, che costituird una eubica gobba riducibile o irri-
ducibile (%), ovvero di una retta tripla.

(*) Questa asserzione verrd esaminata e giustificata pella nota che se-
gue a pag. 96.
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L’esistenza di #, con simili linee multiple s1 prova a priori
costruendo la loro equazione. Cio non presenta aleuna difficolta
per il caso di una F, con retta tripla; una F, irriducibile con cu-
bica gobba doppia si oftiene combinando linearmente due parti-
colari F,, costituite da coppie di quadriche passanti per la mede-
sima K. ] .

T echiaro a priori che le F, con cubica gobba doppia sono rigate,
ove si escluda il caso che codesta cubica degeneri in tre rette per
un punto; giacehe, escluso questo caso, le corde della cubica, costi-
tuenti una congruenza del primo ordine, si appoggiano alla cubica
stessa in punti distinti, ¢ percio la retta della congruenza che passa
per un punto generico di F,, deve appartonere alla superficie,
Abbiamo visto d altronde che le superficie del quart’ordine con
tre rette doppie concorrenti in un punto non sono in generale
rigate, costituendo la classe delle superficie di STENER (efr. cap.
IV, n. 22). Quanto alle superficie ¥, con retta tripla, esse sono
evidentemente rigate, perché i piani per la retta tripla le segano
secondo rette.

Ora si domanda se la superficie F, rappresentata sul piano da
un sistema lineare so* di eubiche econ O doppio ed 4 semplice sia,
in generale, la F, dotata di cubica gobba doppia ovvero la F, con
retta tripla.

La risposta & che la F/, (rappresentata sul piano dal pit gene-
rale sistema | C, |) & quella dotata di cubica gobba doppia. Prove-
remo infatti che i sistemi Hnearioco® di C,(0*4) birazionalmente
distinti sono (almeno) oo?, come le F, eon K, doppia proiettiva-
mente distinte; memtre le F, con retta tripla dipendono da un
solo invariante assoluto.

Sviluppiamo in breve il computo di costanti sopra accennato.
Per O ed A passano oo® C3(0%4); di conseguenza scegliere un
sistema lineare oo® di queste & come scegliere un §; in 8, € cio
importa la determinazione di 8 parametri. Ma un sistema lineare
oo® di C,(024) & trasformato in un altro dello stesso tipo dalle
oo’ trasformazioni quadratiche che mutano in s¢ il sistema lineare
delle coniche per O ed 4, immagini delle co® omogralie che mutano
in s& la quadrica rappresentata sul piano dal detto sistema. Ne
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deduciamo che, fissati O ed 4, esistono (almeno)oo? sistemi lineari
oo C,(0*A) birazionalmente distinti. Ma ogni altro sistema si
deduce da uno dei nominati con una omografia. In definitiva vi
sono percid (almeno) co® sistemi lineari | C, | birazionalmente di-
stinti” - )

Ora si prova che le F, dotate di cubiea gobba doppia, proiet-
tivamente distinte sono pure (almeno) oo®. Fissiamo pereio la cu-
bica gobba IU; e contiamo le F, che possiedono questa cubica gobba
come doppia, » -

Le generatrici di una F, con la A, doppia si appoggiano alla
K, in coppie di punti, giacché la corda della K, che esce da un
punto generico della F, appartiene alla rigata; e per ogni punto
della K, passanb due generatrici. Faceiamo corrispondere due
punti della A, quando stanno sulla medesima generatrice.
Si genera cosi una corrispondenza [2, 2] simmetrica; e vice-
versa & facile riconoscere che congiungendo i punti coningati
di una siffatta corrispondenza sopra K, si ottengono le gene-
ratriei di una rigata del quarto grado con I, doppia. (Infatti
le geueratrici della rigata cosl definita, che si appoggiano ad
una retta generica «, sono «quattro come le coppie comuni a
due corrispondenze {2, 2] simmetriche, una delle guali & data
in questo caso dalla g‘3 segata sulla K, dai piani per a). Ora
le corrispondenze simmetriche sopra una K, o sopra una retta
proiettiva, si definiscono algebricamente mediante equazioni sim-
metriche, del secondo grado separatamente vispetto ad x e ad y,
dove figurano sei coefficienti omogenei: percid le nostre ¥, con
data cubiea gobba doppia K, dipendono da cinque costanti.

Ricordando che le K, dello spazio sono co'* ne deriva che
le ¥, con eubica gobba doppia sono oo!’ e quindi che le F, con X,
doppia proiettivamente distinte sono (almeno) co?.

Le superficie F, con retta tripla r dipendono invece solamente
da un invariante assoluto: giacché data la retta, si hanno 12 para-
metri ¢ non vi sono infinite trasformazioni proiettive della F
in s8. Invero se ¢id fosse si troverebbe un’infinitd (e quindi anche
un gruppo continuo oo') di omografie della F, in s&, lascianti
fermi i punti della retta tripla: infatti le terme di piani tangenti
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alla F', nei puuti di r eostituiseono una g} che avra 4 coincidenze
in corrispondenza ad una quaterna di punti euspidali sulla r, che
deve essere mutata in s& da tutte le omografie che trasformano in
sé la F,. Ora le omografie (el nominato gruppo continno co' non
POSSONO ‘essere biassiali (la F, non avendo in generale altre” diret-
triei rettilinee oltre la ‘r); e, dovrebbero dunque trasformare in
sé le sezioni plane d'un fascio, mentre queste non soddisfano in
generale alle eondizioni all’nopo occorrenti (*).

Il precedente computo di costanti si conferma dimostrando di-
rettamente che & sempre possibile rappresentare su di un piano =
una F, con cubica gobba doppia, in modo che le immagini delle
sezioni piane siano cubiche con un punto base doppio ed uno sem-
plice. Sviluppiamo questa dimostrazione, Prendiamo la K, doppia
ed una qualunque generatrice g della F,, che sl appoggera alla K,
in due punti. Le rette, che si appoggiano alla K; ed alla ¢ (non
passando per i punti comuni alle due linee) costituiscono una
congruenza del primo ordine ed incontrano la F, in un solo punto
variabile, essendo, per la F,, la K, doppia e la g semplice.

Preso ora un piano qualunque =, facciamo corrispondere ad
ogni punto P di F, il punto P, intersezione di = con la retta p
della eongruenza passante per P. Ad ogni punto P della super-
ficie eorrisponde cosi un punto P’ di =; viceversa per ogni punto
P’ del piano passa una retta della congruenza, intersecante la F,,
fuori di K; e g, in un unico punto P, che corrisponde a P, Si ot-
tiene cosl una- rappresentazione piana della F, con K, doppia.
Vediamo gunali eurve siano immagini delle sezioni piane.

Consideriamo a questo scopo la rigata ©, che ha come curve
direttrici una generica sezione piana K,, la cubica gobba K, e
la retta g. Tenuto conto che la K, ha un punto comune con la g e
tre punti doppi comuni con la K,, mentre la g & corda della K,
applicando il solito teorema di SaLmon troviamo per il grado della
rigata @ : '

n=2-1.3-4-—2-4.—1-3~—1«6.—=7.

() Cfr. F. ENRIQUES ed O. CHISINI: Teoria.... Vol. I11, Lib. V, Cap. III,
pag. 210,
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La immagine della generica sezione piana su = sard la sezione
di @ con = e quindi una curva del settimo ordine C,.

Determiniamo per questa C, la molteplicita dei tre punti 4,,
A, A, comuni alla K, ed al piano =, e del punto B comune a =
ed alla g.

Basta a questo scopo valutave la molteplicitd della I, e della ¢
per la @. _

Pa un punto generico della K, la Iy e la g sono proiettate
secondo un cono del quart’ordine ed un piano, che si intersecano
in quattro rette; una di queste rette passa per il punto comune
a g ed alla K, ed & stata gid tolta, valutando a 7 'ordine di @.
Ne segue che ogni punto della I{; & triplo per la @ e quindi i tre
punti 4,, 4., A, sono tripli per le immagini delle sezioni piane
della F,.

Preso ora un punto generico della g, da questo la X, e la I,
sono proiettate secondo un cono del gnarto e del terzo ordine ri-

spettivamente, aventi dodiei generatrici in comune. Son perd da

togliere le generatrici ‘che vanno ai punti comuni alla K, ed alla
K,, il che riduce il numero delle generatrici di @, che partono
da un punto della g, a sei, giacch? i tre punti comuni alla K, ed
alla K, sono doppi per la K,. Bisogna inoltre osservare che la
stessa g & generatrice comune dei coni, che proiettano la K, e la
K,; infatti la K, ha un punto ecomune con ¢ ¢ g & corda della I{,;
risulta da qui che g & generatrice doppia del cono proiettante la
K, e quindi deve essere tolta due volte. In definitiva, la g & qua-
drupla per la ® ed il punto B d’intersezione della ¢ con = & gqua-
druplo per le immagini delle sezioni piane di F,.

Riepilogando: Nella rappresentazione piana di F, ottenuta
mediante la congruenza del primo ordine, che ha per direttrici
la K, doppia ed una generatrice, le immagini delle seziomi piane
di F, sono curve C, d’ordine 7 con tre punti base tripli A,, A.,
A, un punto base quadruplo B, ed altri due punti base semi-
pliet.

L’esistenza di questi ultimi punti, che non & stata riconoseiuta
innanzi, risulta dalla condizione che due C; si incontrino solamente
in quattro punti variabili; d’altronde essi sono le traccie su =
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di due generatrici di F,, appogiantisi alla K; ed alla g, che si
potrebbero costruire direttamente,

Cio posto, & facile — almeno in generale — passare dalla pre-
cedente rappresentazione ad un’altra, in cui le immagini delle
sezionl piane siano cubiche. All’wopo basta operare due trasfor-
mazioni quadratiche.

Una prima trasformazione quadratica, che abbia i punti fon-
damentali in B, 4, ed A4,, trasforma il nostro sistema in-un
sistema di C, con un punio buse triplo A’y ¢ tre punti base
semplici B’, 0’,, 0',; una seconda trasformazione quadratica, in
cui 4%y, 0, e O, siano punti fondamentali, ¢i riconduce finalmente
ad un sistema di C, con un punto base A”, doppio ed un punto

base B” semplice, che & 1l sistema dal quale abbiamo preso Ie
mosse.

OSSERVAZIONE. - La prima riduzione & sempre possibile, anche
se A, 4, diventino infinitamente vicini tra loro o a B, poiché
questi tre punti, tenuto conto della- loro molteplicitd per le curve
irridueibili C;, non possono trovarsi in linea retta e, qualora si
siano tutti e tre avviecinati, debbono succedersi sopra un ramo
lineare.

Invece la seconda riduzione vieme a mancare in aleuni casi,
che occorre esaminare pit da vicino. Anzitutto si noti che il punto
triplo e due punti base semplici per il nostro sistema di quartiche
irriducibili non possono cadere in hnea retta. Percid casi d’ecce-
zione, in cui viene a mancare la trasformazione quadratica, po-
tranno provenire soltanto dall’avvicinarsi indefinito di quei punti.
Tuttavia una trasformazione quadratica riduttrice esisterd sempre,
se fra i punti semplici base del sistema ve ne sia (almeno) uno
proprio, ciog lontano dal punto triplo 4’,. Ugualmente la ridu-
zione sard ancora possibile se due punti semplici diventano infi-
nitamente vicini ad 4’,, succedendosi sopra un ramo lineare, men-
tre il terzo & infinitamente vicino ad A’,, secondo una direzione
diversa. I casi d’eccezione.sono dunque i seguenti: '

@) tre punti semplici infinitamente vieini al punto triplo,
in direzioni diverse, e casi particolari in cui (rimanendo sempre
prossimi al punto triplo) due di essi vengono a suceedersi sopra
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un ramo ecuspidale del secondo ordine, oppure tutti e tre sopra
un ramo cuspidale del terzo ordine; '

D) tre punti sempliei succedentisi sopra un ramo cuspidale
del secondo ordine.

Nel caso a) 1’ordine del sistema delle quartiche non pud essere
in aleun modo abbassato, perché la superficie rappresentata & un
cono razionale del quarto ordine (1), l'intorno del punto triplo
rappresentando un punto della superficie, tale che le sezioni piane
per esso vengono spezzate in quattro rette. Invero il cono non pud
essere rappresentato sul piano mediante un sistema lineare di
curve d’ordine minore di quattro, altrimenti le rette del piano
sarebbero immagini di curve d’ordine minore di quattro, tracciate
sopra il cono, mentre siffatte curve non esistono. D’altronde & fa-
cile vedere che i casi particolari, in cui ad es. due o tre dei puntil
sempliel base del sistema di quartiche si suceedono sopra un ramo
cuspidale, si riducono al easo generale con una o due trasforma-
zioni ¢uadratiche: la particolariti di eui si discorre non & una
particolaritd della superficie eonica rappresentata, ma. dipende
soltanto dal modo della rappresentazione (efr. pit avanti,
n. 29).

Invece nel caso b) il nostro sistema pud essere trasformato in
un sistema di cubiche, non pilt econ una sola, ma con due trasfor-
maziont quadratiche. Una prima trasformazione quadratica, con
due punti fondamentali A’;, 0’; e un terzo punto fondamentale
proprio, varri a trasformare il sistema in un altro, composto ugual-
mente di quartiche dotate di un punto triplo e di tre punti base
(semplici) infinitamente vieini; ma questi si troveranno: due so-
pra un ramo lineare uscente dal punto triplo ed il terzo infini-
tamente vicino a questo in una direzione diversa. Per conseguenza
i due primi punti sempliei, insieme con i} punto triplo, definiranno
una seconda trasformazione quadratica, mereé la quale il sistema
si abbassa al terzo ordine.

(*) Questo caso non pud effettivamente presentarsi guando si parte da
una superficie del quart’ordine con cubica doppia, suscettibile di essere
rappresentata sul piano mediante la costruzione, che abbiamo sopra indieato.
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NoTa. - A partire da un sistema lineare oo ® di cubiche C,(0°4),
abbiamo definito una rigata del quarto grado cosi rappresentata
sul piano e si & riconosciuto che questa F, ammette in generale
sezioni piane, dotate di fre punti dbppi (che possono in partico-
lare coineidere in un punto triplo); donde abbiamo dedotto che
la F, stessa possiede una cubica gobba doppia. Ma a priori questa
ultima deduzione non & perfetta, giacché occorre indagare se
la F, non possa invece possedere una linea doppia del terzo or-
dine eomposta di linee d’ordine inferiore, la quale non sia caso
particolare di una cubica gobba irriducibile. I1 dubbio che qui
si presenta ¢ che gia innanzi accennammo, viene eliminato dalla
costruzione diretta che ci ha permesso di rappresentare la F, con
cubica gobba doppia sopra il piano, tenuto conto del fatto che i
sistemi Ii1‘1e_ér1' oo? di C,(0%4) costituiseono una sola famiglia.
Tuttavia giova esaminare direttamente a quali casi possibili con-
duca l’ii)otmi di una F, dotata di una linea doppia del terzo
ordine. :

Premesso che la nostra linea non pud certo giacere in un .
piano (poich& questo intersecherebbe la F, secondo una sestica) le
curve, essenzialmente spaziali d’ordine tre, che non si ridueano
ad una retta tripla, danno Inogo ai casi seguenti:

a) cubica gobba irriducibile,

b) retta e conica, che soltanto quando siano incidenti costl-

" tuiseono un easo particolare della cubica gobba (irriducibile),

c) tre re:cté, due delle quali sghembe tra loro: la linea cosi
formata & un caso particolare della cubica gobba irriducibile sol-
tanto se la terza retta si appoggia alle due nominate,

N d) tre rette uscenti da un punto (e non complanari).

Si vede che qualora una superficie del 4° ordine F, irriduei-
bile possieda come doppia una curva del tipo b), la conica e la
retta che la costituiscono devono essere incidenti, giacché la co-
niea, contata due volte, costituisce una sezione piana completa
della F, ed una retta della F, deve pereid appoggiarsi ad essa.

Quanto al caso ¢) & chiaro che una F, irriducibile non pud
possedere tre rette doppie a due a due sghembe, perchd si ridur-
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rebbe ad una quadrica contata due volte. Se due rette sono inci-
denti si ricade nel caso b) gid discusso. '

Infine nell’ipotesi d) la linea del terzo ordine costitnita da
tre rette per un punto & bensi un caso particolare della linea for-
mata da due rette sghembe e da una terza ad esse incidente

(e quindi della cubica gobba irriducibile), ma, come si & visto,

esistono tuttavia superficie del quarto ordine, possedenti tre rette
doppie a, b, ¢, per un punto che non sono affatto casi particolari
della nostra rigata FJ,. Tali sono invero le superficie di STEINER.

Certo & possibile particolarizzare una F, con K, doppia, in
modo che la K, si riduca a tre rette @, b, ¢ per un punto O; ma
jin tal guisa si ottiene come superficie limite un cono razionale
di vertice O, che invero rientra come caso particolare (improprio)
nella famiglia delle superficie di STEINER.

Tuori dei casi particolari sopra nominati resta ancora da far
vedere che la F, con retta tripla' si presenta come caso limite
della F, con K, doppia. A questo scopo sono rivolte le conside-

razioni del numero seguente.

25, Rappresentazione piana
della superficie del quarto ordine con retta tripla.

Riferiamoei ad una superficie F,, dotata di retta tripla r, ed
incomineiamo col provare che questa F, & rappresentabile sul piano

(come la F, con K, doppia) in modo che le immagini delle sue se-

zioni piane siano eubiche per un punto doppio ed uno semplice.
Cid risulta subito proiettando la F, da un generico punto O

. della retta tripla ». Se la F, & generale, per ogni punto della »

passano tre rette della F, non complanars e se il centro di proie-
zione O & scelto genericamente sulla r, codeste rette saranno di-
stinte. Preso un piano generico =, chiamiamo A 1’intersezione
della © con = ed A4,, A,, A, i tre punti d’intersezione delle tre

“rette @,, @, 4, uscenti da O con = Una sezione piana generica

della F, ha un punto triplo nella intersezione del suo piano eon

la r e tre punti semplici nelle intersezioni con a,, a,, @, Di con-

seguenza quando si proietta da O si ha un cono del quarto ordine

con la r generatrice tripla ed @,, @, @, generatrici semplici; e
7
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segando con il piano = si ha una quartica con A triploed 4,, 4,, A,
sempliei, che ¢ la immagine della sezione piana generica.

Operando una trasformazione quadratica, per la guale 4,
A,, A, siano punti fondamentali, le immagini delle sezioni piane
diventano eubiche con un punto base doppio ed uno sempliee (1).

Poiché le F, con retta tripla sono oo'®, mentre le F, con K,
doppia sono oo’ possiamo dire che le F, con retta tripla costi-
tuiscono un caso particolare della ¥, con K, doppia e si pone
di consegunenza il problema di determinare quale particolarizza-
zione riceva un sistema lineare oo | Cy | per O doppio ed 4 sem-
plice, affinché rappresenti una ¥, con retta tripla.

Ritorniamo percid a supporre | C, | generico e domandiamoei
come venga rappresentata la cubica gobba doppia di F,, per la
quale le curve di C; sono le immagini delle sezioni piane.

Ragioniamo cosi: anzitutto le intersezioni della F', con le qua-
driche dello spazio sono rappresentate da sestiche, con O quadru-
plo ed 4 doppio: infatti le coppie di piani, che sono delle parti-
colari quadriche, hanno come intersezioni complete due sezioni
piane, e V’insieme di due sezioni piane & appunto una sestica con
O quadruplo ed 4 doppio. Cid premesso, ricordiamo (efr. cap. I,
n. 2) che D’intersezione della ¥, con una guadrica per la K, dop-
pia & costituita da due rette, che risultano corde della K,; ne
segue che la I{; doppia sard rappresentata da una certa curva,
che insieme alle immagini di due generatrici dovrd costituire una
sestica con O gquadruplo ed A doppio. Ma le generatrici di F,
sono rappresentate dalle rette per O (che sono curve unisecanti
le immagini delle sezioni piane), quindi I’immagine delle K, duvp-
pia della F, & in generale una quartica ellittica C, con O ed A
doppr.

Preso un punto P sopra la K, doppia di F,, ad esso ¢i si pud
avvicinare sopra l’una o sopra l’altra delle due falde, che si
attraversano lungo la X, Corrispondentemente a questo punto
avremo sulla C, due punti P’ e P” e si arriverd per continuita

(*) Abbiamo giy diseusso a pag. 94 i easi particolari cui pud dar luogo
questa riduzione ed in ispecie i casi in cui pud venire a mancare.
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o in P’ o in P” secondo che a P ¢i si avvieini sulla F, su una o

_sull’altra falda. In altre parolé, i punti della linea doppia I{; sono

rappresentati da coppie di puniti della linea C,. Se l'immagine
{i una sezione piana passa per un punto P’ di C,, essa deve pas-
sare necessqriamente anche per il punto coniugato P”, che in-
sieme a P’ rappresenta un wunico punto della K,.

Le coppie di punti P'P” (coppie neutre per il sistema oo® delle
immagini delle sezioni piane di F,) sono in corrispondenza biuni-
voea con i punti di una cubica gobba, che & una curva razionale;
pertanto esse sono coppie di una involuzione razionale g. sopra la
quartica C,: i quattro punti doppi della g} rispondono a quattro
punti euspidali sulla cubica gobba doppia.

Passiamo al caso particolare in cui il sistema di oc® cubiche
con O doppio ed 4 semplice rappresenti una F, con retta tripla ».
La retta » fa parte di oo! sezioni piane, per le quali la curva in-
tersezione con F, consta della » contata tre volte e di una retta
residua. Nella rappresentazione piana le generatriei di ¥, sono le
rette per O; ne deduciamo che lg retta tripla r é rappresentata da
una certa conica C, passante per O ed A, che (contata due volte)
si pud considerare come limite di una C, con O ed A doppi. Con
ragionamento analogo a quello seguito nel caso della cubica gobba
doppia, troveremo qui che ad un punto della retta tripla corri-
spondono 3 punti di C,, costituenti una terna neutra per il sistema
delle €, immagini delle sezioni piane di F,, sicché sulla C, si avra
una g; segata dalle dette C,.

Guardando dunque al piano rappresentativo, possiamo consi-
derare la F, con retta tripla come il caso limite della F, con K,
doppia, che si ottiene quando la C, con O ed 4 doppi, immagine
della K, doppia della F,, si riduee per continuitd ad una conica
doppia per O ed A4, con quattro punti di diramazione; e la ¢i
segata nel caso generale dalle C; sulla C, diventa sopra la conica
doppia una particolare corrispondenza [2,2] involutoria, dove
le coppie di punti coniugati appartengono alle terne della ¢}
segate sulla conica dalle C,.

Questo passaggio al limite si renderd piu chiaro dallo studio,
che svolgeremo piil innanzi, della rigata razionale normale di S,
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dalla quale tanto la F, con K, doppia, quanto la F, con retta
tripla, provengono per proiezione. ,

Per ora possiamo enunciare: Preso un sistema lineare gene-
rico di oo® cubiche con O doppio ed A semplice, esiste una C,
passante doppiamente per O e per A, sulla quale le Cg non segano
una gi semplice, ma una serie composta con le coppie di una gj.
In particolare, la C, pud ridurst ad una conica C, (contata due
volte) passante per O ed A, su cui le C, seghino une gj.

E facile anche dimostrare inversamente la seguente proposi-
zione: Presa ad arbitrio una C, con due punti doppi O ed A,
st pud costruire (in un numero finito di modi) un sistema lineare
oat di cubiche con O doppio ed A semplice, che sega la C, secondo
ung gi composta con le copple di una g'; e nel caso particolare, in
cui la C, con O ed A doppi st riduca ad una comica C, {contata
due volte), esistono infiniti sistemi lineari di oo* C, con O dop-
pio ed A semplice, che segano sulla C, una gt.

Invero, il sistema completo oo® delle C,(0?4) sega sulla
C,(0%*4*) una g7, che si pud trisecare (*) in 3° = 9-modi distinti,
dando luogo a 9 g3. Le g%, i cui gruppi sono composti eon le
coppie delle nominate g3, sono segate sulla C,(0%42) dai sistemi
lineari oo® di C,(0%4) del tipo richiesto.

Nel caso particolare, in cui si tratti di costruire un sistema
lineare | C;| che seghi su di una data conica C, una g}, basta
combinare linearmente un fascio generico di eubiche per O doppio
ed A semplice, con il fascio costituito dalle rette per O completate
con la conica C,. Si ottiene cosi sulla C, una gj.

26. Invarianti assoluti.

La rappresentazione piana della rigata F, dove si & messa
in evidenza la immagine della K, doppia, porta a riconoscere gli
invarianti assoluti da cui dipende la definizione proiettiva del-
la F,. Si & visto infatti che il sistema oo ® rappresentativo della F,

(*) Cfr. F. Exriques ed O. CHISINI: Teorig..., Vol, III, Lib. V, Cap. III,
pag. 395 e Vol. IV, Lib, VI, Cap. III, pag. 199
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riesce determinato (sebbene soltanto irrazionalmente) dalla scelta
della quartica che ha i punti doppi O ed 4; ed & chiaro che

quartiche traxformabili I’'una nell’altra con trasformazioni gua-

dratiche del piano econducono a superficie proiettivamente iden-

tiche. Pertanto gli invarianti assoluti della F, si riconducono agli

invarianti delle C, ellittiche con due punti doppi O, 4, conside-

rate rispetto alle co® trasformazioni quadratiche, che mutano in

sé 1] sistema delle coniche per O, A4 (cfr. pag. 90). Poiché le

C,(0?A®) sono oo® e non vi sono infinite delle dette trasforma-

_zioni che mutino in s& una C,(0243?), non essendovi infinite omo-

grafie dello spazio che mutino in s& una quartica di prima specie,

ne viene che una C,(0%42?) da luogo a due imvariantt o moduli:

uno & l’invariante della curva ellittica (birapporto delle quattro

tangenti condotte da uno dei punti doppi alla eurva), 1’altro .
esprime per cosi dire la distanza delle due 'g; segnate sulla curva
rispettivamente dalle rette per i due punti doppi. Nella teoria
delle funzioni ellittiche questa « distanza » viene espressa dalla
differenza delle somme dell’integrale ellittico di prima specie
relative alle coppie di punti delle due g; (*).

Passando ora dal piano rappresentativo alla F, dotata di
cubica gobba doppia, si trova direttamente per questa il signifi-
cato dei due invarianti assoluti. Invero le generatrici della rigata
segano sulla K, le coppie di una corrispondenza [2,2] involuto-
ria. Reciprocamente, segnata ad arbitrio sopra una cubica gobba
K, dello spazio una corrispondenza [2,2] involutorig, le rette
che uniscono i punti coniugati generano una rigate di quarta
grado.

Ed in relazione alla corrispondenza [2, 2] che sopra la K de-
finisce la rigata F, & facile mettere in evidenza direttomente due
invarianti assoluti che rispondono a quelli sopra definiti e che
possono sostituirsi ad essi per determinare la F,. A tale scopo si
immagini proiettata la K, sopra una eonica K,: una corrispon-
denza [2,2] involutoria sopra K, & una serie quadratica di cop-

() Cfr. F. ENriQues e O. CHIsINI: Teoria.., Vol. IV, Lib, VI, Cap. I,
pag. 71-79.
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pie di punti, segata dunque su I{,, dalle rette inviluppanti una
seconda conica K7,; la corrispondenza [2,2] possiede come punti
di diramazione i punti d’intersezione di K, e K’, e dipende da
due invarianti assoluti, che sono quelli del sistema delle due co-
niche, cioé i due invarianti assoluti della omografia prodotto
delle due polaritd rispetto a K, e a K’,, ovvero i due birapporti
dei quattro punti L, M, N, P (comuni a K, ¢ a K’,) considerati
rispettivamente sulle due coniche.

Si possono anche assumere ¢ome invarianti assoluti del sistema
delle due coniche per I, M, N, P: il birapporto (L M N P)
sopra una delle due coniche e il birapporto (L' M’ N’ P’) dei quat-
tro punti intersezioni della eonica stessa con le tangenti in L, M,
N, P all’altra conica. Questi due ultimi birapporti hanno un chia-
ro significato per riguardo alla F, con K, doppia: sono, uno il bi-
rapporto dei quattro punti cuspidali delle rigata F, sopra K, e
Paltro i birapporio dei quattro punti ulteriori interseziomi della
K, con le generatrici per t dette punti cuspidali ().

Le rigate F, che, in Inogo di una cubica gobba doppia, pos-
siedono una retta tripla, corrispondono ad una particolarizza-
zione della ¥, generale, sicché la F, con retta tripla viene a di-
pendere da un solo invariunte assoluto. )

Riferendoei al piano rappresentativo abbiamo una conica
(doppia) C, per O ed A4, sopra la quale si ha una corrispondenza
[2,2], definita da una g;. Ora questa g} dipende essenzialmente
dai suoi quattro punti doppi L, M, N, P, che determinano i punti
di diramazione per la corrispondenza [2, 2] e quindi dal loro
birapporto: s’intende che dati L, M, N, P resta definito un nu-
mero finito (due) di g;. In comseguenza si pud dire che la rigata

() In cid che si ¢ detto si & tacitamente supposto ehe il secondo birap-
porto (L’ M’N’P’) sia indipendente dal primo (LM N P). Cid si verifica
riferendosi al sistema delle due coniche considerato innanzi; giacchd, te.
nendo fissa la prima eonica K, e sopra di essa i punti L, M, N, P per cui
debbono condursi le tangenti alla K',, si potrd costruire questa seconda
conica in modo che per es. L/, M’ coincidano, in guisa che il birapporto
(I’M’N’P’) diventi uguale ad 1.
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F, con retta tripla dipende da un tnvariante assoluto irrazionale,
che & il birapporto dei quatiro punti della retta tripla, per cui
passe una falda cuspidale.

Norta. - Giova rilevare esplicitamente che la corrispondenza
involutoria [2,2] segnata sulla cubica gobba doppia K, di una
F, dalle sue generatrici, pud ridursi al caso particolare di una g3,
indipendentemente dalla degenerazione della cubica in una retta
tripla; si ottengono in tal guisa superficie F, con cubica gobba
arriductbile, le cui generairici si appoggiamo ad una direttrice
rettilinea.

Se infatti si assumono sulla K, quattro punti L, M; N, P
come punti cuspidali della rigata F,, sappiamo che esistono due
rette dello spazio, incidenti alle quattro tangenti alla cubica in
L, M, N, P, per ognuna delle quali passano quattro piani tan-
genti alla cubica in L, M, N, P; le corde della cubica gobba, inci-
denti ad una di queste rette, formano appunto una rigata del
tipo di eui si discorre, e¢he ha la proprietd caratteristica di pos-
sedere una direttrice rettilinea. Se per questa F, partieolare con-
sideriamo la rappresentazione piana mediante le oo ® eubiche per O
doppio ed A sempliee, troviamo che il punto A deve cadere infi-
nitamente vicino ad O, perché soltanto in questa ipotesi la F,
viene a possedere una direttrice rettilinea, che ha come immagine
V’intorno di O. Frattanto in questo caso, la C, ellittica con O ed A
doppi viene ad avere due punti doppi infinitamente vicini, sic-
ché si annulla quell’invariante assoluto di F, che abbiamo detto
esprimere la « distanza » fra le due g;.

27. La rigata razionmale normale dello spazio S,.

Lo studio della nostra superficie F, con cubica gobba doppia
e dei suoi casi particolari si renderd pili chiaro mercé la consi-
derazione della rigata razionale normale di S, da euni la F, stessa
pud dedursi come proiezione.

Abbiamo gid osservato che un sistema lineare oo® di cubiche
per un punto O doppio ed un punto A semplice non & completo,
essendo contenuto in un sistema completo di dimensione 5. La ri-
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gata razionale normale ®, di 8; é quella superficie, che & rap-
presentata sul piano in modo che il sistema delle sue sezioni iper-
piane abbia come immagine il sistema (completo) delle co® cubi-
che per O doppio ed A semplice.

La medesima rigata ®, si pud anche costruire direttamente,
a partire dalla F, con cubica gobba doppia K, osservando che
1] sistema lineare co?® delle sezioni piane di F, si lascia ampliare
in un sistema lineare completo di dimensione 5. Si considerino
infatti le oo® superficie cubiche, passanti per la cubica gobba
doppia K, e per due generatrici di F, (eche sono corde di K,).
Esse segano ulteriormente la F, in co® guartiche gobbe, fra le
quali sono perd contenute le co® quartiche sezioni piane, in cor-
rispondenza a quelle superficie cubiche, che sono spezzate nella
quadrica, contenente K, e le due anzidette generatriei, e in un
piano qualunque. Ponendo una omografia fra queste co® superficie
cubiche e gli so® iperpiani della spazio 8, otteniamo direttamente
la superficie ®,, della quale la F, & proiezione (da una retta
esterna). ‘

La ®, contiene un sistema lineare oo® di sestiche ellittiche L,
normali in §,, che hanno come immagini le oo® C, passanti dop-
piamente per O e per A e che si ottengono anche direttamente
come intersezione delle quadriche di S5 contenenti due genera-
triei di @ ,. Se si assume in §; una retta generica p, resta de-
terminata su @, una L,, Ja quale da p viene proiettata in una
cubica gobba doppia K,: questa K, sarda definita come luogo dei
punti d’appoggio delle corde di ®, che escono dai punti di p,
per un punto di S, passando wne corda di ®@,.

Per giustificare queste asserzioni, studiamo brevemente il siste-
ma delle corde di ®,.

Le corde della @, sono oo*; a priori queste corde riempiono
tutto lo spazio §,, ovvero generano una varietd a 5 — » dimensioni
(r =1), tale che per ogni punto di essa ne passino oc”. Dimo-
striamo che si wverifiea il primo caso, ossia che la varieta delle
corde di ®, coincide con lo spazio 8,, per ogni punto generico di
85 passando una sola corda.

Osserviamo percid che, se per un punto di §;, fuori della ®,,
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passano due corde di essa, il piano = di queste corde, avendo
guattro punti comuni con la superficie @,, la sega lungo una
linea L: altrimenti un iperpiano generico, passante per =, se-
gherebbe la @, in una quartica (irriducibile) razionale e normale,
per la quale esisterebbero quattro punti in un piano, cido che &
assurdo. Lia linea L deve essere una conica, giacché una retta, che
non stia completamente su @,, non pud mai avere tre punti co-
muni eon P,, potendosi, in questa ipotesi, costruire un piano
passante per quattro punti di ®,, ¢id che abbiamo visto essere
impossibile. Ne concludiamo che i punti di S, per i quali passa
pit di una eorda di ®, sono 1 punti giacenti in piani secanti
la @, secondo coniche. Ora la ®,, rappresentata sul piano dalle
cubiche per O doppio ed A semplice, contiene (in generale) un
faseio di coniche, che ha come immagine il fascio delle rette per 4.
I piani di queste econiche formamo in §; una varietd del terzo
ordine Vj, che & proiettata da una retta » di §; in una serie oo*
del terz’ordine di piani, appartenente ad un S, triplo; cid risulta
dall’osservazione che per un punto P della F, (proiezione della
superficie ®@,) passano tre piani secanti la F, secondo coniche:
¢iod i due piani che contengono la generatrice di F, per P ¢ una
seconda generatrice incidente ad essa (in un punto <’appoggio
alla cubica gobba doppia) e il piano che contiene la conica di F,
per P.

Risulta di qui che la varietd dei piani di S, secanti @, se-
condo coniche & la V2 generata dalle oo?® rette incidenti a tre
piani qualunque délla serie: invero se una retts incontra la V
(di §,) in tre punti, essa vi appartiene per intero, giaeché un
piano gualunque per essa e per un punto di V3 ha con questa
varietd pin di tre e quindi infinite intersezioni.

Ora, la varietd delle corde di @, non pud avere una dimensione
minore di tre, giacché deve contenere la V:; non pud nemmeno
avere la dimensione tre, giacché in questo easo da ogni punto
di V3 dovrebbero partire co? corde, mentre ne partono effetti-
vamente solo ool Infine la dimensione della varietd delle corde
di @, non pud essere quattro: in questo caso infatti da ogni
punto della varietd uscirebbero infinite corde, sicché la varieta
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coinciderebbe con la V'3 che & il luogo di tutti i punti di S, per
i quali passano infinite corde di @,..Ne segue che la varietd delle
corde di @, coincide con lo spazio S; da ogni punto generico
di 8§, partendo una sola corda di D ,.

Dopo cio siamo in grado di comprendere piu profondamente
come la P, venga proiettata da una retta generica p in una ¥, con
cubica gobba doppia. Infatti da ogni punto di p parte una corda
di @, : i punti d’appoggio di queste corde definiscono una curva
di @, la quale, nella proiezione di @, da p nello spazio ordinario,
da luogo alla cubica gobba doppia di F,; percid il luogo dei punti
d’appoggio delle co® corde anzidette & una curva ellittica nor-
male L;, cioé una curva di quel sistema lincare oo® che abbiamo
veduto essere rappresentato sul piano dalle oco® C,(0%4%).

Inversamente, data una sestica ellittica L; di @, (che ha come
immagine sul piano rappresentativo una quartica con O ed 4
doppi), esistono 9 rette di S, le quali godono della proprietad
che la @, proiettata da esse, dd luogo ad una F, con cubica
gobba doppia, proiezione della data L, La costruzione di queste
9 rette dipende dal problema di trisezione, che si & risoluto sul pia-
no rappresentativo e che presenta qui un chiaro senso proiettivo. Si
tratta sostanzialmente di determinare sulla L, le g, tali che le rette
congiungenti le coppie di punti coniungati si appoggino ad un’altra
retta (direttrice della rigata da esse formata): le dette 9 g; 5010
le serie dei punti di osculazione degli iperpiani biosculatori a Lg;
si definisce una di tali serie prendendo ad arbitrio sulla eurva un
punto A4, ed associandogli uno dei nove punti — B,, B,, ..., B, —
che, per proiezione dal piano osculatore in .4, danno flessi della
cubica immagine.

Vediamo dunque che fra le rette, elementi dello spazio rigzato
8;, e le curve L, formanti sopra la @, un sistema lineare oo %
intercede una corrispondenza [9, 1]: ad una retta p di 8, ri-
sponde una Ly (che viene proiettata da p in una cubica gobba K,
doppia), e vieeversa una I, nasce in generale da 9 rette di S,
definite come si & visto innanzi. Ma la @, contiene un sistema
lineare oo® di cubiche I, rappresentate sul piano dalle oo?
coniche passanti per O ed A; e le L, che si riducono ad una

e eran . o emrede A
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cubica L, contata due volte, danno luogo ad una eccezione essen-
ziale per la corrispondenza: a eiasecuna di queste L, corrisponde
non pitt un numero finito di rette p, ma il sistema oo* di. tutte
le rette, che giaceiono nello spazio §, contenente la cubiea L, (*).
Cosi fra le co® rette di §; si trovano oo™ rette particolari, definite
dall’appartenere agli co® spazi S, delle cubiche L, di®,. Proiet-
tando la @, da una di queste particolari rette si ottiene nello
spazio ordinario una rigata del quarto ordine F, con retta tripla,
che & I’'immagine della L, corrispondente alla retta p. In tal guisa
riesce ehiarito in qual modo la F, con retta tripla si presenti
come particolarizzazione della F, eon K, doppia.

OSSERVAZIONE. - Si noti che due spazi S, contenenti una cubica
gobba L, di®, non hanno a comune che la retta congiungente
le due intersezioni delle L,; percid ad un asse di proiezione p,
che non sia una corda di @, non pud rispondere che una sola
cubica gobba L,. Se poi si proietta la @, da una sua corda, nasce
evidentemente una quadrica.

28. Casi particolari di una superficie del quart’ordine con

cubica gobba doppia: proiezioni di una rigata normale
generale.

Giova ora esaminare aleuni easi particolari notevoli della no-
stra superficie F, cou K, doppia. Le possibili particolarizzazioni
si ottengono:

a) o particolarizzando la posizione dell’asse di proiezione p
rispetto alla rigata razionale normale ®, di S;, ovvero
b) particolarizzando la stessa @,

E naturalmente si possono combinare le due specie di parti-
colarizzazione.

() Vi sono altre L, (riducibili) ehe danno luogo ad una eccezione.analoga,
in quanto ad esse risponde non pid un numero finito ma infinito di assi p:

tali sono le L spezzate in una coniea ed in una quartica razionale normale,
di eui diremo piu avanti.
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Riferiamoci da prima alla @, generale ed esaminiamo le posi-
zioni particolari piul notevoli, che possono darsi all’asse di proie-
zione p. ‘ .

Se si prende 1’asse di proiezione p in modo generico, sappiamo
che le corde di @, uscenti dai punti di p si appoggiano ad una
L, irriducibile ¢ la ®, per proiezione si riduce ad una F, con
cubica gobba doppia; sul piano rappresentativo la cubica gobba
doppia & rappresentata in questo caso da una quartica ellittica
irriducibile passante doppiamente per O ed A, sulla quale le
immagini delle sezioni piane segano una g¢i, che & composta con
le coppie di una g;, dotata di quattro punti doppi. Corrisponden-
temente sulla F, la eubica gobba doppia ha un intorno irriducibile
e sopra di essa vi sono quattro punti cuspidali.

Ma la sestica ellittica I, di ®, pud spezzarsi per posizioni
particolari dell’asse di proiezione p. Senza sviluppare minuta-
mente 1’esame di questa possibilitd, osserviamo che se le curve
componenti la I, si mantengono fra loro distinte, lo spezzamento
della L, da luogo a due casi:

@) la superficie F', possiede come linea doppia una cubiea
gobba riducibile, .

b) la superficie F, possiede una cubica gobba doppia irri-
duecibile (nodale), nella quale si inerociano due falde distinte
(in senso integrale e non soltanto differenziale) della superfizie.

Si presenta ad es. il primo caso se la L, di @, si spezza in una
conica ed in una quartica: & infatti impossibile che la proiezione
di una conica da un asse p dia una cubica gobba irriducibile.

Ora si ha: Data su @, una quartice (razionale normale) L,
ed una conica L,, esistono oo retle, per proiezione dalle quali
la ®, diventa une F, con cubica gobba doppia, spezzata in wna
conica ed in unag retta, provenienti per proiezione rispettivamente
dalla L, e dalle L, di ®,. Infatti gli S, dell’S,, in cui giace
la L,, segano sulla L, una ¢}, la quale si pud bisecare in un
modo, dando luogo ad una g¢;. Esistono percid co? rette di S,
(e quindi di §;}, le quali proiettano la L, in una conica doppia.
Fra queste una semplice infinita, riesce formata da rette inei-
denti al piano = della I,: infatti, come risulta dalla rappresenta-
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zione piana, la conica L, sega la L, in una coppia di punti; e
basta prendere una ¢ determinata da questa eoppia ¢ da un’al-
tra coppia qualsivoglia di L,, per determinare una retta p, inei-
dente al piano della L, (essendo incidente alla retta che passa
per i dune punti eomuni alla L, ed alla L,) e tale che da essa la
L, venga proiettata in una coniea doppia. Dal punto comune alla
p ed al piano = della L, partono infinite corde della ®,, le guali
sono rette secanti la L,, una sola riuscendo corda anche della L,.
Risulta cosi evidente che la superficie @,, proiettata dalla retta p,
di come proiezione una vigata F, che possiede una linea doppia
composta di una conica e di una retta (ad essa incidente).

Le rette p da noi trovate risultano incidenti ol piano della
coniee L, Reciprocamente & chiaro che se sj prende una retta p,
incidente al piano di una conica di ®,, ossia incidente alla va-
rietd V? formata dai piani delle coniche did ,, e si proietta la @,
dalla retta p, si ottiene una rigata F, dotata di una conica e di
una retta doppie. ’

Riepilogando,, possiamo dungue dive: Vi sono delle sestiche
L, di @, spezzate in una quartice L, ed i una conica L,; ad
ognune di tali L, corrispondono oo assi e linsieme di questi assi
¢ caratterizzato dalla incidenza alla varieta V3 formata dai piant
delle coniche di @, (1),

Per ehi guardi al piano rappresentativo, la cubica gobba dop-
pia spezzata & rappresentata da una quartica passante doppia-
mente per O ed A, la quale risulta spezzata in una retta » per 4
ed in una cubica 6’3 passante doppiamente per O e semplicemente
per A: la retta r & l'immagine della retta doppia di F, e sopra
di essa le immagini delle sezioni piane segano una g;, che con-
tiene la coppia neutra costituita dai punti P’, P” comuni alla r ed
alla 5’; (fuori di A); la eubica C,(04) & invece immagine della

() L’esistenza di co* assi incidenti alla ¥ ? per ogni L epezzata in una I,
ed in una L, si pud giustifieare rapidamente ed a priori col seguente computo
di costanti: le rette di S, le quali sono incidenti alla varietdh ¥ sono oo7;
d’altra parte le I, di @, sono co® e le combinazioni di esse con le co® coniche
di @, o°; poich? ad ogni retta (asse) di S @ associata wne L, segue ap-
punto che ad ogai L spezzata in wna L ed in una L, corrispondono oo assi.
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conica doppia di F, e le immagini delle sezioni piane segano so-
pra di essa una g% composta con le coppie di una ¢! che contiene
la coppia neutra P, p”, )

Inversamente, data ad arbitrio una ES(OEA) ed una retta r
per A che si intersechino in due punti P, P”, & sempre possibile
(in oo' modi) costruire un sistema lineare di C,(024), rappre-
sentativo di una F,, la cui linea doppia & spezzata in una retta,
che ha per immagine la r, ed in una conica, che ha per immagine
la 53. Si consideri a questo scopo la g3 determinata sulla Z’a dalla
coppia neutra P’ P” e da una coppia di punti qualsivoglia @’ Q”.

11 sistema lineare rappresentativo della F, & costituito dalle
oo? 0, (0%4), passanti per una generica coppia di coppie della
nominata gj; questo sistema lineare |C,| sega infatti una g}
anche sulla retta r, giacché tutte le cubiche di | C; | passanti per
P’ passano di conseguenza per P”.

I due punti doppi della g; definita sulla 0_3 corrispondono
a due punti cuspidali della ¥, giacenti sulla conica doppia; ana-
logamente si hamno altri due punti doppi per la g; segata dal
sistema | Cy| sulla r ed a questi corrispondono due punti euspi-
dali della F, posti sulla sua retta doppia.

Abbiamo veduto che agli assi p, incidenti in #n punto alla
varieta V3, corrispondono le L, spezzate in una conica L, ed in
una quartica I,; reciprocamente ad ogni L, cosi spezzata corri-
spondono oo? assi. In particolare si pud scegliere un asse p, il
quale sia incidente alla varietd V3 in dwe punti. La L, risulta
allora spezzata in due coniche ed in due generatrici (*). Per i due
punti comuni alla retta p ed alla V3 passano due piani conte-
nenti due coniche di @, le quali nella proiezione divengono due
direttrici doppie (sghembe); le corde di @, che partono dai punti
di p e non sono corde delle nominate due coniche, si appoggiano
a due generatrici della ®@,, che vengono proiettate in una gene-
ratrice doppia. Giungiamo dunque ad un tipo di F, con cubica
gobba doppia, spezzata in due direttrici doppie sghembe tra loro

(*) 8i vede dalla rappresentazione piana, mella quale le L sono rappre-
sentate da € (0°4%), che wna L non pud spezzarsi in tre coniche irridueibili,
ma solamexnte in due coniche irriducibili e due generatriei.




LA SUPERFICIE DEL GUARTO ORDINE CON CUBICA ECC. i1

ed in una generatrice doppia, che ud esse si appoggia. Ed & eviden-
te che se & data a priori sulla @, wna L, spezzata in due coniche
ed in due generatrici, esistono oo® rette, appoggiate in due punti
alla Vi, per proiezione dalle gquali la @, diviene una F, con eu-
bica gobba doppia spezzata nel modo anzidetto: le oo? rette sono
quelle che si appoggiano in due punti generici alle corde delie
due coniche determinate dai punti d’incontro con le due genera-
trieil.

Nella rappresentazione piana la linea doppia della F, & rap-
pl'esehtata da una C,(0%A%), spezzata in due rette »” ed +” per O
ed in due rette s e t per A,

La retta s & immagine di una direttrice doppia e su di essa
le C,(0%A) immagini delle sezioni piane della F, segano una ¢y,
che contiene la coppia di punti, in cui la s sega le rette r’ ed +”.
Altrettanto vale per la retta ¢. La generatrice doppia della F, &
invece rappresentata dalle rette " ed ¥, le quali risnltano riferite
proiettivamente, ad ogni coppia di punti omologhi corrispondendo
un punto della generatrice doppia della F,.

Se nel piano rappresentativo sono date a priori le rette 77 ed 77
per O ed s e ¢ per A4, si pud costruire in co* modi il sistema rap-
presentativo di una F,, per la quale le s e t rappresentino due
direttrici doppie e le rette »” ed »” una (unica) generatrice doppia.
Si prenda all’uopo una coppia di punti ad arbitrio sulla s ed una
sulla #. Le nominate coppie insieme alle coppie di punti in cul
la s e la ¢ segano le rette »* ed »” determinano una g; sulla s ed
una sulla ¢. 1] sistema rappresentativo richiesto & quello costituito
dalle oo ®* €, (0*A4) contenenti una coppia della ¢ . data sulla s ed
una coppia della y, data sulla t.

Notiamo infine che la F, possiede due punti cuspidali sopra
ciascuna direttrice doppia, mentre lungo la generatrice doppia
si intersecaho due falde in generale distinte della superficie.
Lia generatrice doppia diviene cuspidale se nella rappresentazione
piana le rette associate r* ed »” divengono infinitamente vicine, ri-
ducendosi ad una retta contata due volte; in gquesto caso la gene-
ratrice doppia contiene uno dei due punti cuspidali esistenti su
ciascuna direttrice doppia. La linea doppia della F, proviene per
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proiezione da una L, di 9, spezzata in due coniche ed in due ge-
neratriel infinitamente vicine. '

Lo studioso eompleti questa discussione esaminando il caso in
cul si avvieinino indefinitamente le rette s e ¢: si otterrd qui una
F, con due direttrici doppie infinitamente vicine sghembe tra
loro ed una generatrice doppia, che, in particolare, pud viuseire

cuspidale.

OSSERVAZIONE. - Pud avvenire che 1'asse di proiezione p sia
ineidente alla ¥*, costitnita dagli o piani delle coniche di @,
in fre punti: esso & allora contenuto nella V3. Sia 'asse p con-
tenuto nella, V3, senza tuttavia essere incidente alla @, eid che
porterebbe ad un abbassamento dell’ordine della superficie proie-
zione: in questa ipotesi da ogni punto P di p partono infinite
corde della @, che sono secanti la conica L, di ®,, giacente nel
piano di V3, passante per P. Nella proiezione le coniche di @,
diventano percid delle rette doppie e quindi la F, si riduce ad
wa quadrica contata due volte.

Se in particolare l’asse p, sempre appartenendo alla V3, &
incidente alla @,, esso appartiene al piano di una delle coniche
di @, ovvero coincide con una generatrice di ®,: la @, si riduce

allora per proiezione ad una quadriea.

Abbiamo esaminato i vari casi, nei quali la superficie F,, che
proviene dalla ®, per proiezione da un asse p, ¢ dotata di una
cubica gobba doppia riducibile, proiezione di una L, di ®, anche
essa riduecibile. Ma la L, di ®, puod essere riducibile e proiettarsi
i una cubica gobba doppia irriducibile, nelle quale si tncrocino
due falde distinte (distinte non solo in senso differenziale, ma
anche secondo una veduta integrale) delle superficie. Cid succede
se la I, rappresentata da una C,(0*4%), si spgzza in due cubiche
wobbe L,, rappresentate da due coniche passanti per O ed 4.

Dimostriamo che in questo caso, ciod quando si assuma su P,
una L, costituita da una coppia di L,, esistono tre rette di 8; dalle
guali la @, viene proiettata in una F, con cubica gobba doppia,
proveniente dalla proiezione delle due L,. Infatti due eubiche gob-
be di @, (che sono rappresentate da una coppia di coniche per

e N |
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0 ed 4), s1 segano in due punti P e (); dal piano osculatore in un
punto B di una L,, ’altra L, viene proiettata in una cubica con
nodo, dotata di tre flessl, ai quali corrispondono i tre punti B’,
B”, B”; ed ¢ facile vedere che (al variare di B) le coppie di
punti BB’, BB”, BB'” si corrispondono in tre proiettivitd, Je quali
differiscono tra loro per una proiettivitd ciclica del 3° ordine, coi
punti uniti P e ¢ : infatti la corrispondenza stabilita fra i piani
osculatori delle due eubiche gobbe L, & duale di quella che si ot-
terrebbe segando due cubiche eoi piani di due fasei proiettivi,
aventi per assi le intersezioni di due coppie di piani osculatori
corrispondenti, Cid posto, vi saranno fre rette p di S, (incidenti
rispettivamente alle BB, BB”, BB”) da cui la ®, verrad proiet-
tata in una F, eon I, doppie (nodale), proiezione della coppia i
L. considerata su ®@,. Nella rappresentazione piana della super-
ficie, la cubica gobba doppia di F, avra come immagiue uns cop-
pia di coniche €/, e C”, per O ed 4; ogni conica sard immagine
di una delle falde distinte della eubica gobba doppia di F,; e le
(',(0%4) immagini delle sezioni piane di F,, segheranno sulla cur-
va €', 4 C”, una g} composta con le terne di coppie di una g},
per la quale i punti P’ e (, comuni alle (", e 0”,, contati ciaseuno
due volte, costituiranno due coppie newtre.

Viceversa, se sono date a priori due coniche (", e ”, per O
ed A, si dimostra facilmente che si pud costruire — in #re modi
diversi — un sistema lineare co® rappresentativo di una super-
ficie F, con cubica gobba doppia irriducibile, nella guale si incro-
cino due falde (integralmente) distinte, ciascuna rappresentata
da una delle eoniche ¢, e €”,. 11 problema proposto esige che le
coniche 7, e C”, siano riferite (proiettivamente) 1’una all’altra
in modo che le ¢,(0%4) seghino sopra la eurva ¢’, 4 €7, una g2,
composta con le terne di coppie di una g}, che possiede due cop-
pie neutre nei punti 7 e @', contati ciascuno due volte. 'Si vede
subito che vi sono tre soluzioni: infftti le C,(0%4), che osculano
in un punto B la (,, sezano la €, secondo una g;, che possiede
tre punti tripli, B, B”, B’”; ed associando al punto B il punto
B’ o B” o B”.si individna sulla €, 4+ €7, {che & dotata delle due
coppie neutre P, %) una g}, che — triplicata — da la ¢} se-

8
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gata da tutte le C,(0? A). 11 sistema lineare oo? richiesto & costi-
tuito dalle C(0*4), che passano per tre coppie di una delle no-
minate g,.

In quanto precede abbiamo considerato sulla @, una L, spez-
zata in due cubiche gobbe L/, ed L”, ed abbiamo tacitamente
supposto che le due L, fossero distinte. Se invece L”, diventi infi-
nitamente vicina ad [7,, dimostreremo ['esistenza di una retta p
di S, per proiezione dalla quale la ®, non diverra piu una F, con
cubica gobba doppia K,, nella guale si incrocino due falde di-
stinte, ma ‘una F, leon cubice yobba cuspidale K, ciod la svilup-
pubile generate delle tangenti alla cubica K, (%).

A questo scopo supponiamo che I/, ed L7, siano ancora di-
stinte, intersecandosi in due punti P e . Allora abbiamo dimo-
strato che le curve L’y e L”, si possono riferire proiettivamente
in tre modi diversi, in guisa che le rette congiungenti punti omo-
loghi risultino tutte incidenti ad una retta; e le tre proiettivitd
anzidette differiscono tra loro per una proiettivitd ciclica del terzo
ordine, ecoi punti uniti P e @.

Se ora, tenendo ferma la I/, le faecciamo avvieinare indefi-
nitamente la L”,, nel fascio che ha per punti base P e @, & facile
riconoscere che le tre nominate proiettivitd daranno, al limite,
una proiettiviid infiniiesima fra la L/, e la 1/, (ad essa infinita-
mente vicina) e le due proiettivitd cicliche del terzo ordine sopra
la L’;, definite dai punti uniti P e . Alla proiettivitd infinitesima
dovrad corrispondere una retta p, fuori dello S, che conticne la
L', cui saranno incidenti oo! rette tangenti a @, nei punti del-
la I’;; e dalla retta p la @, verrd proiettata in una F, con cubica
cuspidale.

() Una F irridueibile eon una eubiea gobba cuspidale K & necessaria-
mente la sviluppabile circoseritta alla X . Infatti la serie quadratica delle
coppie di punti d’appoggio di questa eurva I alle generatrici di F,_ deve
essere tale, che ogni punto di J{ appartenga ad una coppia e quiadi si ri-
durrd: o ad un’involuzione g* contata due volte, ovvero alla serie delle eop-
pie di punti eoineidenti; ma il primo caso di luogo noa gid ad wna F, irri-
ducibile, bensi ad una F,, costituita da una quadrica contata due volte. Per-
cid la sola F_ (irriducibile) per eui K, sia curva cuspidale 3 la superficie
sviluppabile generata dalle tangenti a K .
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Si deduce che tutti 1 piani tangenti ¢ O, nei punti di ung cu-
bicu L', sono incidenti ad una retta p, da cui la O, viene proiet-
tata in ung sviluppabile, che ha come spigolo di regresso la proie-
zione di L7, .

E questa retta p ¢ unica,

Invero suppongasi che vi sia una seconda retta p’, distinta
da p, cui si appoggino tutti i piani tangenti a @, nei punti di L,
Se p’ & sghemba rispetto a p, proiettando da p essa si proietterd in
una retta r dello 8, contenente F,; ma poiché ogni piano fangente
a @, ne contiene una generatrice, la » dovrebbe essere incidente a
tutte le generatrici della F, e darebbe pereid una direftrice retti-
linea di questa sviluppabile (che non esiste).

Se invece p’ sia incidente a p in un punto P, i piani che toe-
cano @, nei punti di L', dovranno passare tutti per P avvero
incontrare il piano pp’ secondo una retta. Nel primo caso, la
proiezione di @, da P darebbe una superficie dello §,, con cubica
cuspidale immagine di L’;, che & assurdo, giacche le sezioni iper-
piane di questa superficie sarebbero delle guartiche gobbe con
tre punti doppi. Nel secondo easo la proiezione F, di ®, da p
dovrebbe risultare un cono, tutte le generatrici di F, passando
per la traccia del piano pp’: conclusione incompatibile con le
condizioni per cui la F, deve possedere una cubica gobba euspi-
dale (almeno se questa, ossia la L’j, sia irridueibile).

Per chi guardi alla rappresentazione piana della F, mediante
C,(0%4), la cubica gobba cuspidale & rappresentata da una co-
niea C, per O ed A4, contata due volte; e le C;(0%4), immagini
delle sezioni piane, che passano per un punto D di C, dovranno
passare di conseguenza per un punto D, infinitamente vieino
ad esso.

Viceversa, se & data ad arbitrio una conica C, per O ed A,
¢ determinato ungvocamente un sistema lineare o3 di C,(0%4),
rappresentativo :Z”%ma sviluppabile, che ha come spigolo di re-
gresso una cubica gobbu, avenie per immagine la C,. Se questa
superficie sviluppabile esiste, si considerino infatti le sezioni
piane, ottenute con i piani osculatori allo spigolo di regresso:
esse si spezzano in una generatrice contata due volte ed in una

conica. Del sistema rappresentativo, che dobbiamo costruire, fan-
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no quindi parte le oo’ cubiche (,(0%4), spezzate in una retta
doppia per O ed in una retta per A4, intersecantisi in un punto
della C,. 1l sistema di queste cubiche & di indice tre: invero, po¥
ché il sistema (non lineare) delle rette doppie per O & d’indjee
due, per un punto £ generico del piano passa una retta » pey O,
che, contata due volte e completata con la retta passante per/ 4 e
per il punto comune ad » ed a C,, equivale a due cubiche C,{0%4)
del tipo anzidetto; e la terza cubica & spezzata nella retta s e= PA
e nella retta (econtata due volte) che passa per O e per il
comune alla s ed alla (,. Ma ‘an sistema d’indice tre di cubiche
C,(0*4) di questo tipo giace in un ben determinato sistema li-
neare oo?, che ¢ il sistema rappresentativo richiesto.

Ritorniamo dopo cid a considerare sulla @, una sestiea ellit-
tica I, spezzata in due cubiche gobbe L', ed L”,, aventi a comune
due punti P e (. Sappiamo che le curve L', ed L”, si possono
riferire proiettivamente in tre modi diversi, in guisa che le rette
congiungenti punti omologhi risultino tutte incidenti ad una
retta, e le tre proiettivitd anzidette differiscano tra loro per una
proiettivitd cielica del terzo ordine eoi punti uniti P e Q. Abbia-
mo detto inoltre che — avvicinando indefinitamente la L”, alla
L', nel fascio che ha i punti base P e § — le tre nominate proiet-
tivita danno al limite una proiettivita infinitesima fra la L/, e
la L”, e le due proiettivita cicliche del terzo ordine sopra la L/,
definite dai punti uniti P e Q.

La proiettivitd infinitesima corrisponde alla esistenza di una
retta p, alla quale si appoggiano tutti i piani, tangenti alla @,
nei punti di Ly; in rapporte a questa proprietd la retta p riesce
definita soltanto dalla cubica L’,, indipendentemente dal fascio
nel quale la L”, si fa avvicinare alla L/;; fe la proiezione della ®,
dalla retta p eonduee ad una rigata F, con enbica gobba cuspidale,

Studiamo invece le due proiettivitd cieliche del terzo ordine
definite sopra la L’; dai punti uniti P e Q. I cicli di entrambe
queste proiettivitd costituiseono i gruppi di livello di wna ¢! e
sono segati sulla L', dai piani, che giaceiono nello spazio 8, della
L', e passano per la retta polare della retta P @, ossia per la
retta p, intersezione dei due piani osculatori alla L', in P e . La
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retta p’ dipende essenzialmente dal fascio di eubiche nel quale la
L”, si & avvicinata alla I/, risultando definita in rapporto alla
I/, e ad una corda P @ di essa: la proiezione della @, dalla retta
P’ eonduce ad una rigata ¥, dotate di una rette triple, longo la
quale si intersecano tre falde della superficie, che si fondono e si
permutano tra loro solamente in due punti cuspidali doppi.

La rigata F, dotata di retta tripla, alla quale siamo cosi per-
venuti, non & la pill generale: infatti — come sappiamo — la piu
generale rigata F, dotate di vetta tripla, proiezione della L', pos-
siede quattro punti cuspidali distinti e si offiene protettando ld
D, da una retta yenerica dello spazio a cui appartiene la L.

La differenza fra le due rigate si pud illustrare cosi. Secondo
una visione di econtinuitd, possiamo rappresentarci la eubica gob-
ba doppia I/, su ®, come limite di una sestica ellittica Ly, ed allora
la g, data sulla L, dalle corde incidenti all’asse di proiezione,
diventa la corrispondenza [2,2] definita sopra L, dalla g;, che
viene segata dai piani per p’. Cosi, designando con 4, B, C, una
terna di questa g}, nel punto A si dovranno ritenere sovrapposte
due determinazioni di una funzione algebrica, che corrispondono
alle coppie ordinate AB ed AC. La nominata funzione algehrica
¢ in generale irriducibile, potendosi seambiare AB con AC, attra-
verso le coppie critiche, che rispondono alle quattro coincidenze
di B e C (punti doppi della g¢;). Fa eccezione il caso in cui la g;
sia ciclica (ed abbia quindi due punti tripli in luogo di guattro
doppi), perché allora la coppia ordinata dei punti AB, che si cor-
rispondono nella proiettivitd eciclica generatrice =, viene razio-

nalmente distinta dalla coppia dei punti AC, che si corrispon-

dono in =L

Guardando alla F, con retta tripla, la distinzione che abbiamo
fatto, si traduce cosi: nel caso generale non soltanto le tre falde
della superficie differenzialmente distinte formano una sola falda
nel senso integrale, ma anche non sono discernibili fra loro le
coppie ordinate di falde, giacché attraverso i quattro punti cuspi-
dali sempliei si possono permutare due falde, lasciando ferma
la terza, e quindi passare per continuitd da una coppia ordinata
di falde ad un’altra qualsiasi. Invece nel caso particolare, le tre
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falde si fondono sempre in senso integrale, o una sola falda, ma
le coppie ordinate di falde si distinguono tra loro, in relazione
alla trasformazione ciclica =, che permnta le tre falde, foundendole
nei due punti cuspidali <oppi; giacché non si pud passare con
continuitd da una coppia ordinata di falde eorrispondenti in = ad
una coppia ordinata di falde eorrispondenti in #* =="".

Consideriamo una cubica gobba L, della ®@,: come si & detto,
se si proietta la @, da una retta dell’S, a cui appartiene la L,
si ottiene una rigata ¥, con retta tripla. Ora la cubica gobba L,
pud spezzarsi dando luogo a particolarizzazioni della F, con retta
tripla. Pud precisamente accadere che la cubica gobba L, sia com-
posta di una conica L, (*) ¢ di una generatrice (incidente ad L,)
di @, : avviene allora ché una delle tre rette, nscenti da un punto
generico della retta tripla », cade infinitamente vicina alla »;
dei tre piani tangenti, che escono da un punto di r, due sono
variabili ed uno & fisso.

Nella rappresentazione piana di ¥, la retta tripla & rappre-
sentata da una conica C, passante per O ed 4, la quale diventa
ridueibile come la L,: precisamente essa si spezza in una retta
s per 0, immagine della generatrice di ®,, ed in una retta ¢
per A, immagine della conica L, Le cubiche C;(0%4), immagini
delle sezioni piane della F,, segano sulla eurva s 4 £ una g;, per
la quale ogni gruppo di livello & costituito da una coppia di punti
su t e da un punto su s; (la coppia contenente il punto st & asso-

ciata a questo punto stesso).

Esercizio. - Lo studioso dimostri che, data ad arbitrio una
retta s per O ed una retta ¢ per 4, esistono oo* sistemi lineari oo?
di eubiche irriducibili C,(0*4), i quali segano sulla s - ¢ una g;,
i ‘eui gruppi constino di una coppia di punti su ¢ e di un punto
su s, mentre la coppia contenente il punto st sia associata a questo

punto stesso.

() La coniea L, sard necessariamente irridueibile se — come avviene
sulla &, generale — non esiste una direttrice rettilinea,

[ .
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29. Particolari rigate normali e loro proiezioni.

Abbiamo diseusso i casi particolari della F, con cubica gobba
doppia o retta tripla, che si ottengono per proiezione dalla pit
generale rigata razionale normale di §;, particolarizzando la po-
sizione dell’asse p, da cui si proietta, Vediamo ora i casi parti-
colari, che si presentano quando si particolarizzi la @, stessa.

Conviene percid esaminare i casi proiettivi distinti a cui la @,
pud dar luogo.

Osserviamo che le rigate @, di 8; non possiedono aleun inva-
riante assoluto, risultando cosi in generale proiettivamente iden-
tiche: infatti i sistemi lineari completi di enbiche passanti dop-
piamente per un punto O e semplicemente per un punto A diverso
da O, i quali rappresentano le ®, generali, dipendono solamente
dalla seelta di O, A e risultano di conseguenza tutti birazional-
mente identiei. Ma le superficie @, possiedono un invariante re-
lativo (di peso maggiore di zero), il cui annullarsi porta una par-
ticolarizzazione, per la quale la ®, viene a possedere una diret-
trice rettilinea (ove non si riduca unlteriormente ad un cono).

La esistenza di @, particolarizzate nel modo anzidetto risul-
tera chiaramente dalla rappresentazione piana. Osserviamo pereid
che ogni @, rigata razionale di 8, pué essere rappresentate sul
piano da un sistema lUneare oo® di quartiche C, passanti triple-
mente per un punto O e semplicemente per tre punti Ty, T., T,
in guisa che le rigate razionali normali di 8, costituiscono kna
sola famiglia, dipendente da parametri variabili con confinuitd.
Per ottenere la anzidetta rappresentazione basta proiettare la @,
da tre punti generiei A,, A,, A, di essa. Si noti allora che gli S,
contenenti il piano da eui si proietta ed una generatrice della @,,
passano tutti per uno stesso 8y, che sega la @, in una linea del
terzo ordine ed il piano rappresentativo in un punto O; le gene-
ratriei passanti rispettivamente per 4,, A,, 4, si proiettano in
tre punti 7, T,, T,, 1 cui intorni sono in corrispondenza con le ge-
neratriei corrispondenti. Cid posto, le immagini delle sezioni iper-
piane della @, sono quartiche passanti semplicemente per Ty, T,
T, e triplamente per O: infatti le sezioni iperpiane della @, hanno
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un punto comune con le generatriei passanti per A4,, ., 4; e tre
punti comuni con la linea del terzo ordine, secondo la yuale la @,
& segata dall’ S, che si proietta in 0. Reciprocamente & evidente che
un sistema Uineare completo di quartiche per un punto triplo e tre
punti semplici rappresenta una ©, normale d&i S,

Tutte le particolarizzazioni possibili della @, si possono ora
leggere sulla rappresentazione mediante C,(0T,T,T,). Se 1 quat-
tro punti O, Ty, T., T, sono in posizione generica, si ha la @, gene-
rale, sulla quale esiste un fascio di coniche irridueibili, rappre-
sentato dal fascio delle coniche che passano per O, T,, 1., T,.
1l sistema delle C,(O*T,T,T,) si riduce al noto sistema delle
(C,(0%A), mediante la trasformazione quadratica che ha come pun-
ti fondamentali O, T, T,.

Se il punto 7, si avvieina indefinitamente ad O, non si ottiene
una particolarizzazione del sistema | €' ,|: infatti con una trasfor-
mazione quadratica, che ha ‘come punti fondamentali O, T, ed
un punto generico del piano, ei si pud ridurre ad un sistema di
quartiche con un punto triplo e tre punti semplici, nessuno dei
quali sia infinitamente vieino al punto triplo. Se perd due punti
sempliel 7, e 7, diventano infinitamente vieini ad O in direzioni
distinte (o succedendosi sopra un ramo cuspidale), la ®, si par
ticolarizza, aequistando una direttrice rettilinea, rappresentata
dall'intorno di 0. In guesto caso viene a mancare il fascio di
coniche per O, T,, T,, T';; questo fascio si riduce infatti al fascio
delle rette per O, cul si aggiunge la retta fissa OT,; non esiste
quindi sulla @, un faseio di eoniche irriducibili, ma un fascio di
coniche ridueibili, ciascuna delle quali & spezzata nella direttrice
semplice ed in una generatrice. I.a @, pud essere ancora rappre-
sentata da cubiche C.(0%4), giacché per ridursi a questo caso ba-
sta eseguire una trasformazione quadratica coil punti fondamentali
in 0, T, T,; ma il punto base semplice 4 cade ora infinitamente
vicino al punto doppio O.

Tuttavia pud avvenire che i tre punti T,, T,, T, diventino tutti
infinitamente vicini al punto O, secondo direzioni distinte, ovvero
(particolarizzazione ulteriore) sucecedendosi due sopra un ramo
cuspidale del secondo ordine, oppure tutti e tre sopra un ramo
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cuspidale del terzo ordine (cfr. I'osservazione a pag. 94); ed allora
viene a mancare la trasformazione quadratica riduttrice del sistema
rappresentativo della @,. La @, si riduce ad un cono, il cui vertice
& rappresentato dall’intorno del punto O: infatti il punto O rap-
presenta un punto V della ® ,, tale che le sezioni iperpiane per
esso si spezzano in quattro rette, ciod un punto guadruplo della @,
14 quale & dunque un cono di vertice V.

Un altro caso d'eccezione, in eul il sistema delle quartiche
C,(0*T.T,T,) non pud abbassarsi con una trasformazione qua-
dratiea, si ha quando i punti T,, T,, T, si avvicinino indefinita-
mente ad O suecedendosi sopra un ramo cuspidale del secondo
ordine; allora perd il sistema stesso si riduce ad un altro sisté-
ma di quartiche €, (077", 1",7",) dove T, e 1", sono vieini ad
0’, succedendosi sopra un ramo lineare, e quindi una nuova tra-
sformazione quadratica permette di abbassare l'ordine del sistema,
riuscendo cosi ad un sistema di cubiche, con un punto doppio
ed uno semplice infinitamente vieino (cfr. I'osservazione a pag. 94),

In conclusione, la rigata razionale normale del quart’ordine
di 8, pud essere sempre rappreseitata sul piano mediante um
sistema lineare di cubiche C,(0*A), con la sola eccezione del cono.

Riportandoei ora allo spazio 8; possiamo caratterizzare i casi
particolari della ®, nel modo seguente: mentre in generale gli
iperpiani per due generatriei della ®, segano ulteriormente la @,
secondo una conica irriducibile (e si ottiene eosi un fascio di
coniche irriducibili sopra la @), pud avvenire in particolare che
eli iperpiani per due generatriei contengano sempre una terza
generatrice, segando ulteriormente la @, secondo una direttrice
semplice; piu in particolare ancora puo darsi il ecaso che gli iper-
piani per due generatrici della @, seghino ulteriormente la super-
ficie secondo due generatrici: la @, si riduce allora ad wn cono.

Passiamo ora a studiare le superficie dello spazio ordinario,
che si ottengono per proiezione dalla ®,; possiamo dire subito che
proiettando una rigata razionale normale ®,, dotata di direttrice
rettilinea, da una retta p di S, si ottiene una rigate F, con cubica
gobba doppia o con retla tripla, dotata di direttrice rettilinea: la
quale verrd rappresentata sul piano da un sistema lineare oo® di
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cubiche passanti per un punto doppio 0 ed un punto semplice A
infinitamente vicino ad 0.

fia da prima 1’asse di proiezione p scelto in modo generico.
Si ottiene allora per proiezione la rigata F, -dotata di cubica
gobba doppia K, e di direttrice rettilinea. Lia cubica gobba dop-
pia IU; & proiezione di una sestica ellittica L, di @, che ha come
corde le oc! corde di @, uscenti dai punti della retta p. Nel piané
rappresentativo la eubica gobba doppia & rappresentata, come nel
caso generale, da una quartica C,, che passa doppiamente per O
ed A, che & ora infinitamente vieino ad O; in altre parole la quar-
tica C, possiede il punto O come tacnodo e la retta 04 come tan-
gente tacnodale; e viene caratterizzata dal fatto che le cubiche,
immagini delle sezioni piane, segano sopra di essa una g; com-
posta con le coppie di una gj. Vieceversa se si da a priori una
sestica ellittica L, sulla ®,, si dimostra come nel caso generale
che esistono 9 rette di §; dalle quali la L, si proietta in una
cubica gobba K, doppia; corrispondentemente, data ad arbitrio
sul piano rappresentativo una quartica ellittiea C,(0%4%), si pud
in 9 modi diversi determinare un sistema lineare oo® di C,(0°4),
il quale seghi sulla €, una ¢ composta con le coppie di una g,.

Abbiamo visto che sopra la @, generale, una L, ellittica puo
spezzarsi in una conica ed in una quartica; ora, se la @, possiede
una direttrice rettilinea, si & eondotti ad un easo, in cui la L,
s1 spezza in una quartica I, ed in una conica degenere, costituita
da una generatrice s e dalla direttrice rettilinea d di @,. Ripe-
tendo il ragionamento seguito nél caso generale, lo studioso potra
facilmente stabilire 1’esistenza di co? rette ineidenti al piano di s
e d, proiettando la @, dalle quali si ottiene una F,, la cui linea
doppia si compone di una eonieca K, doppia, proiezione della L,
di®,, e di una retta » doppia (inecidente alla K,), immagine della
conica degenere, spezzata nelle rette s e d. La direttrice retti-
linea della F, diventa qui infinitamente vicina alla retta doppia 7.

Nella rappresentazione piana, la linea doppia della superficie
& rappresentata da una retta +" per O, che & immagine della retta
doppia 7, e da una cubica C, (passante doppiamente per O e
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semplicemente per il punto infinitamente vieino A), che & im-
magine della conieca doppia K,; e le C,(0%4), immagini delle
sezioni piane della F,, segano la (', secondo una ¢ composta con
le coppie di una gi, che contiene la coppia neutra costituita dal
punto comune alla » ed alla €y fuori di O e dal punto della C,
infinitamente vicino ad O sul ramo lineare non passante per 4;
i punti dell’intorno di O sono riferiti proiettivamente ai punti
della retta ¢, in guisa che le C;(0%4) immagini delle sezioni piane
della F, contengano sempre coppie di elementi corrispondenti.

Anche nella ipotesi che la @, possegga una direttrice retti-
linea, esiste sulla superficie — come nel caso generale — un
sistema lineare o<3 di cubiche gobbe, che & qui rappresentato dal
sistema delle coniche passanti per O con la tangente fissa O4. Ora
la sestica ellittica L, pud spezzarsi in due cubiche gobbe L, di-
stinte; e, ripetendo il ragionamento gia svolto per il caso della @,
generale, si dimostra l'esistenza di tre rette di S, proiettando
dalle guali la @, si di luogo ad una rigata F,, dotate di diret-
trice rettilinea, con cubica gobba doppia irriducibile, nella guale
st inerociano due falde distinte (in senso integrale) della super-
ficie. Per chi guardi la rappresentazione piana della I, la cubica
gobba doppia ha come immagine una C,(0%4?), spezzata in due
coniche C’, e C”,, toceanti in O la retta OA, ciascuna delle quali
rappresenta una delle falde della superficie; e le C,(0%4), imma-
gini delle sezioni piane della F,, passanti per un punto di (', pas-
sano di conseguenza per un punto ben determinato di C%,: le
coniche €7, e €”, risultano cosi riferite proiettivamente l’'una al-
I’altra, ogni coppia di punti corrispondenti essendo immagine di
uno stesso punto della cubica gobba doppia di F,. In particolare,
i punti comuni a C’, ed a C”, (fuori di O ed A)'sono uniti nella
anzidetta proiettivitd, e corrispondono a due punti cuspidali dop-
pi della F,.

Ma la sestica ellittica L, pud ridursi ad una cubica gobba L,
contata dne volte; e se si proietta la ®, da una retta p, appar-
tenente allo spazio di L,, si ottiene una rigate F, dotala di una
retta (direttrice) tripla » e di una direttrice semplice s, sghemba
con la ». Da ogni punto di » escono tre generatriei rettilinee, che
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si appoggiano ad s: esse sono le proiezioni delle tre generatrici di
®, uscenti dai tre punti in cui la L, & intersecata da un piano,
passante per p.

11 faseio di piani (tangenti) di asse » si trova in corrispondenza
[3, 1] con la punteggiata #, formata dai punti di contatto.

Nella rappresentazione piana la retta tripla & rappresentata
da una conica C, per i punti O ed A (infinitamente vicini tra
loro), sulla quale le 0,(0*4), immagini delle sezioni piane della F,
segano una ¢.

Un caso particolare di quello ora trattato si ha quando la
cubica gobba L, degenera nella direttrice semplice ed in due ge-
neratriei di ®@,. La proiezione da una retta p, giacente nell’S,
determinato da questa cubica gobba degenere, conduce ad una
rigata F, con retta tripla r, da ogni punto della quale escono
due generatrici infinitamente vicine alla » ed una variabile, che
descrive la rigata. Si ha dunque una rigata F, dotate di wna
direttrice triple r ¢ di una direttrice semplice s, sghenba con
la r ed infinitamente vicing ad essa.

Da ogni punto di » escono tre piani tangenti, dei quali due
sono fissi ed il terzo variabile. La corrispondenza [3,1] fra il
fascio di piani di asse r e la punteggiata » dei punti di contatto
si riduce qui ad una proiettivitd tra il piano tangente variabile
ed il suo punto di contatto: proiettivitd definitrice della retta
sghemba infinitamente vicina.

Nella rappresentazione piana 1'immagine della retta tripla »
& costituita da una conica per O ed A, spezzata in due rette per O;
e le C,(0%4), immagini delle sezioni piane della F,, subordinano
una proiettivitd tra le anzidette due rette e 1’intorno di O.

EsEercizio. - Lo studioso ritrovi le pit notevoli particolariz-
zazioni della F, con cubica gobba doppia (o retta tripla) riferen-
" dosi non pit alla rappresentazione mediante un sistema lineare
di cubiche, ma invece alla rappresentazione con quartiche per
un punto triplo O e tre punti base semplici 4, B, C.

Nora. - T casi particolari della F, con retta tripla », dove
esistono generatrici infinitamente vicine ad r, presentano una
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evidente analogia con le particolarizzazioni per cui si passa dalla
rigata cubica generale alla rigata di CAYLEY e da questa al cono
cubico. Fra le due questioni si pud stabilire un legame diretto.
Quando una rigata di quarto gradoe F, con retta tripla » possiede
una generatrice infinitamente vicina ad », 1’involuzione g; nel
fascio di piani d’asse », le cui terne rispondono ai punti della
punteggiata » (formata dai punti di contatto), degenera, avendosi
un piano tangente fisso: rimane quindi una corrispondenza [1, 2
fra la punteggiata r ed il fascio di piani tangenti variabili, sicend
nell'intorno della retta tripla » la F, pud essere approssimata
da un piano e da una rigata eubica con r doppia, la quale contiene
4 parametri (corrispondenti alla scelta arbitraria della sna diret-
trice semplice).

Se ora si particolarizza ulteriormente la F,, assumendo che
vi siano due piani tangenti fissi secondo 7, alla rigata cubica
con »r doppia, di cui si & detto innanzi, converrd sostituire una
rigata di CAYLEY: si pud anche dire che la ¥, verra ora appros-
simata nell’intorno della retta » da due piani fissi presi insieme
con un iperboloide (di eui & data invero solamente una direttrice
infinitamente vicina ad 7, sicché restano arbitrari 3 parametri).

Un’ulteriore particolarizzazione conduce al cono con retta
tripla r, dove la superficie approssimante lungo » viene costitnita
da tre piani tangenti. ’

30. Nota storiea.

La ricerea di tutti i casi possibili che si possono presentare
nello studio i nna rigata del quarto gracdo portd verso la meta del
secolo decimonono il CayLEy (), alla scoperta della rigata dotata
di cubica gobba doppia e di aleuni suoi easi particolari. In ispeeie
il Cayrey ha rilevato il caso della rigata del guart’ordine con
retta tripla e quello in cui oltre ad una retta direttrice trifla
vi ¢ una dirvettrice rettilinea semplice. che pud in particolare

(') Cfr. A, CAYLEY: Second Memoir on shew surfaces, otherwise serolls;
« Phil, Trans,», 1864,
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cadere infinitamente vicina alla prima; il CAvLEY ha anche osser-
vato il caso in eui da ogni punto della retta tripla r partono due
generatrici infinitamente vieine alla » ed una terza variabile, che
deserive la rigata.

Tuttavia la enumerazione, che il CayLry fa dei casi particolari
della rigata I, non & priva di lacune ' fu riservato al CrEmMona (%)
(1868) il merito di dare una classificazione completa di tutte le
rigate del quart’ordine: si hanno, secondo il CrEMONA, 12 specie
di rigate sia a sezioni razionali che a sezioni ellittiche (otto
delle quali corrispondono a superficie razionali), ciascuna specie
dipendendo dalla simultanea considerazione della curva doppia e
della sviluppabile bitangente.

Oltre a questa classificazione il CrEmoNa diede anche un me-
todo di generazione delle rigate gobbe del quarto grado, dimo-
strando che ogni rigata di questo tipo puod esser~ generata dalle
rette, che eongiungono punti corrispondenti in una proiettivitd
fra due coniche (proprie o degeneri), ovvero fra una retta ed
un cnbica piana razionale.

Limitandoei infatti al easo-di una superficie dotata di eubica
gobba doppia senza direttrice rettilinea, sappiamo che sulla su-
perficie esiste un fascio di coniche e due qualunque di esse ven-
gono riferite proiettivamente 1’una all’altra, quandoe si faceiano
corrispondere punti ehe stanno sulla medesima generatrice. Inver-
samente, date due coniche C, ¢ C’,, proietiive fra loro, la super-
ficie, luogo delle rette che congiungono punti eorrispondenti,
del quarto grado, giacché la sezione piana ottenuta con il piano =
di C, consta della C, stéhsa (ehe & certamente curva semplice
della superficie) e delle due rette che congiungono i punti co-
muni a = e a ’, eon i loro corrispondenti su C,; siccome poi si
vede facilmente che, se le coniche C, e (', sono in posizione
generica, la superficie non possiede aleuna direttrice rettilinea,

(X

&

(!) Cfr. L. CrExoNA: Sulle superficie gobbe di quarto grado; « Memoria
dell’Accademia delle Scienze dell’Istituto di Belogna »; Serie IT, Tomo VIII,
1868: Opere, Tomo II, pag. 420,

— - — ot i g
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ne segue che si & ottenuta precisamente la superficie del quarto
ordine con cubica gobba doppia.

Ma questa generazione cade in difetto se la superficie F, o
possiede una direttrice rettilinea, giacché in questo caso non x
esistono coniche sulla #,. Si pud allora generare la superficie
congiungendo punti corrispondenti in una proiettivita tra una
retta ed una cubica piana razionale.

I risultati del Cremona furono tosto ripresi dal CrLesscH (7)

(1870) che dedicd alla superficie del quart’ordine con cubica gobha

doppia una lunga memoria, nella quale per la prima volta ¢ dimo-

strata la possibilitd di rappresentare la superfiecie punto per punto

su di un piano. Per questo scopo il CLesscH procedé analitica- 4
nmente, interpretando il metodo di generazione di CREMONSA, che (
permette senz’altro di serivere le equazioni parametriche del-
la F, mediante funzioni razionali di due parametri. Successi- ;
vamente lo stesso CrLEBRscH ha rappresentato in modo diretto la
F, su di un piano, valendosi della congruenza delle rette che si
appoggiano ad una generatrice ed alla eubica gobba doppia, cioé
col metodo che & stato da noi diffusamente esposto.

I1 CreBscEH ha anche dato una caratterizzazione della F,
con K, doppia dal punto di vista della geometria della retta: la
superficie si pud coneepire come 1’insieme delle corde di una cubica
gobba, che appartengono ad un complesso lineare. Se infatti si pren-
dono le equazioni della eubica gobba K, sotto la forma:

oy ==t

@y, =N =pt
Tg=nr =
=1 =1

le coordinate pliickeriane di una corda della K, sono proporzio-
nali ai minori di secondo ordine della matrice:

RS Y|
“ua ptow 1

() Cfr. A. CLESBSCH: Uber die ebene Abbildung der geradlinigen Fldchen
vierten Grades, welche eine Doppeleurve dritten Grades besitzen; « Math,
Ann.» BA. II, 1870.
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Ssieché si pud porre:

P = )\SP-’

Prg = 2uh 4+ p)
Pra =22 4 p® + M

Pu=1
P =—(A+p)
Paes = Apt.

D’altra parte la corrvispondenza simmetrica {2, 2] segnata sul-
la K, dalle corde della F'y & del tipo:

aip® 4= D 4 p) + e+ p?) + dhp + e+ ) + f = 0.

Quindi dalle formule precedenti segue che le coordinate piu-
ckeriane delle generatriei della F, soddisfanno alla relazione:

ap,s + bp,g + CPyy + [Py — €pyy + (d — PPy = 0.

Dunque: le generatrici di una superficie del quart’ordine con
cubica gobba doppia appartengono ad un complesso lineare, che
si pud riguardare come determinato da cinque generatriei gqual-
siansi della rigata. \
Nella sua memoria il CLEBSCH si limita a considerare il easo
generale di una F, econ K, doppia; in questa ipotesi le genera-
triei della superficie appartengono a un complesso lineare gene-
rale. Lo studio del caso in cui il complesso lineare & speciale
avrebbe portato molto naturalmente alla considerazione della F,
dotata di diretirice rettilinea. Ma, sebbene questa superficie fosse
gid stata notata dal CrEMoNA nella memoria eitata, i1 CLEBSCH tra-
seurd questo corollario immediato dei risultati precedenti e 1’osser-
vazione che la superficie con X, doppia e direttrice semplice si
ottiene come caso particolare della superficie generale con K, dop-
pia, quando il complesso lineare determifato dalle sue generatriei
diventi speciale, appare solo molto pin tardi per opera del Momnr-
Maxy (1) (1928), il quale ha pure notato esplicitamente che, nel-

() Cfr. H. JMomraaxx: Die Flichen vierler Ordnwung mit gewundener
Doppellurve; « Math, Ann.» Bd. LXXXIX, 1923,
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P’ipotesi in cui esista una direttrice rettilinea, la corrispondenza
siinmetrica {2, 2] segata sulla K, dalle generatrici di F, si riduce
ad una g;.

Con l’avvento della geometria iperspaziale, le F, rigate razio-
nali dello spazio ordinario appaiono tutte come proiezioni della
superficie rigata razionale normale di §;, proiettivamente definita,
che abbiamo designato con ®,. Nel primo lavoro d’insieme riguar-

" dante la geometria iperspaziale, che & la « Behandlung der pro-

jektivischen Verhiltnisse der Riume von verschiedenen Dimen-
sionen durch das Prinzip des Projizierens und ‘Schneidens » di
(. VERONESE (« Math. Ann.» Bd. 19, 1882) ¢ introdotta la rigata
razionale normale d’ordine n in un 8,4, ed & dimostrato come
ogni rigata a sezioni razionali d’ordine n dello spazio ordinario
possa considerarsi come proiezione di questa superficie normale
da uno spazio conveniente,

Nella memoria del VERONESE la rigata razionale normale d’or-
dine n in Sy, ¢& definita come luogo delle rette comuni ad n
iperpiani omologhi in n fasei proiettivi fra loro. C. Seere (') ha

.invece considerato le rigate razionali normali come luogo delle

rette congiungenti punti corrispondenti di curve tra loro proiet-
tive ed ha percid approfondito lo studic delle direttrici di queste
superficie. Il SEGrE ha trovato cosi che una superficie rigata ra-
zionale norinale @, possiede una divetirice minima il eni ordine

1 . .o
¢ vincolato dalla disuguaglianza p.ééﬂ- Se n & dispari, vi puo

. . . .1 \ .
essere al pilt una direttrice d’ordine Q('"' — 1), mentre se » & pari

~

1
e vi & una direttrice d’ordine 5 %, Ve ne sono infinite, Classifi-

cando le superficie @, a seconda dell’ordine della direttrice mi-
nima che esse possiedono, si ha che una @, con direttrice minima
d’ordine p. pud essere definita in ogni easo come luogo delle rette,
che congiungono punti corrispondenti di due eurve razionali e
normali d’ordine p. e n — w rispettivamente, proiettive fra loro.

(}) Cfr, C. SEGRE: Sulle rigate razionali in uno 8pazio lineare qualungue;
« Atti della R. Aecead. di Torino», vol. XIX, 1884.
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Per n =1 si trova in particolare che la direttrice d’ordine
minimo pud essere una coniea, una retta od un punto; la ®, pud
pereid essere di tre tipi diversi:

a) la @, formata dalle rette che congiungono punti corri-
spondenti di due coniche proiettive. Questo & il ecaso generale, nel
quale esiste sopra la @, un fascio di coniche; due qualunque co-
niche di esso possono essere prese come direttrici della ®@,;

b) la @, con direttrice rettilinea, formata dalle rette che
congiungono punti corrispondenti di una retta e di una cubica
gobba tra loro proiettive;

¢) la @, cono, luogo delle rette che passano per un punto e
si appoggiano ad una gquartica gobba razionale, normale in §,.

Il lettore riconoscera agevolmente, in questa generazione del-
la @, la traduzione iperspaziale della generazione, data dal CrE-
MoNA per le rigate dello spazio ordinario, e che noi abbiamo ri-
portata, con un cenno della dimostrazione.

Noi abbiamo esposto in dettaglio come le rigate razionali del
quart’ordine possano essere ottenute per proiezione da una P,
del tipo a) o b) o ¢) ed in particolare come una superficie con
retta tripla si possa considerare come caso limite della superficie
con cubica gobba doppia. Dal punto di vista storico la discus-
sione svolta pud ritenersi implicita nelle ampie trattazioni gene-
rali del VERONESE o del SEGrE; sebbene, nella letteratura da noi
consultata, non ei sia oceorso di trovare la discussione partico-
lareggiata della cosa ().

Per quanto riguarda la varietd V3 generata dai piani delle oo!
coniche di @,, abbiamo detto che essa & formata dalle oo? rette che
sono incidenti a tre piani. Lo studio di gunesta varietd fu compiuto

() Da un altro punto di vista, Ja classificazione delle rigate del quarto
grado dello spazio ordinario si trova in una recente nota di G. GHERARDELLI:
Sulle superficie rigate di 40 grado; « Boll. Un. Mat, It. », 1936, Considerando
I’ente raziomale oo!, formato dalle generatriei della rigata, e facendo cor-
rispondere due generatriei quando somo incidenti, si gemera una corrispon-
denza simmetrica [2,2]: lo studio dei casi particolari cui pud dar luogo
tale corrispondenza porta ad una classificazione delle rigate.
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q+1
Vet
di S2¢+1, che si ottiene come luogo delle rette che sono incidenti

1
1

delle rette che congiungono punti corrispondenti di due S, tra
loro proiettivi ovvero come luogo degli spazi §, che passano per
1 punti corrispondenti di g 4 1 punteggiate proiettive. La varieta
& costituita da oo 8, e da o<? rette. '

Per g =1 si ottengono le quadriche dello spazio ordinario.

Finalmente la varietd delle corde di @, fu considerata dal
SEVERI (2), i1 quale ha stabilito che 1’unica superficie di S; le
eni eorde non invadano lo spazio (e che quindi sia priva di punti
doppi apparenti) & la superficie di VERONESE, mentre le sole super-
ficie di §; tali ehe per un punto generico di S; passi una sola corda,
(essendo cosi dotate di un punto doppio apparente) sono la rigata
del guart’ordine razionale normale e la superficie del quinto or-

dine normale, che & rappresentata sul piano dal sistema delle
cubiche passanti per quattro punti dati.

dal SEGrE (1), il quale piu in generale ha studiato la varietd

a tre Sq ; la nominata 'VZ?: pud anche essere definita come Inogo

(¥) Ofr. C. SeerE: Sulle varidtd, che rappresentano le coppie di punti
i due piant o spazi; « Rend, Cire. Mat. di Palermo», T. V, 1891; o anche
G. BanTor: Theorie der linearen Strahlencomplexe im Raume von r Dimen-
sionem; « Journal fiir Math.» Bd. 118, 1897.

() Cfr. T, Severi: Intorno ai punti doppi impropri di una superficie
generale dello spazio a quattro dimensioni e a’ suoi punti tripli apparenti;
¢ Rend. Cire. Mat. Palermos», T. 15, 1901,
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LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE

CON CONICA DOPPIA '

31. La superficie del guart’ordine con conica doppia
e la sua trasformazione in una cubica.

Proseguiamo ad esaminare 1 sistemi lineari di cubiche piane,
rappresentativi di superficie razionali del 4° ordine: dopo i sistemi
di genere zero si presentano quelli di genere uno.

Perché un sistema lineare di cubiche di genere 1 sia di dimen-
sione 3 e grado 4, & necessario e sufficiente che esistano 5 punti
base semplici 4,, .., A5 che supporremo in posizione generica.
Non sono esclusi degli avvicinamenti, ma in ogni caso non po-
trauno mai due punti avvicinarsi ad un terzo in direzioni diverse,
giacché questo porterebbe ad un punto doppio e quindi ad un
abbassamento del genere delle curve del sistema.

Poiché per 5 punti passano oo* eubiche, i sistemi lineari oo?,
che ci proponiamo di studiare, sono #ncomglets e contenuti in si-
stemi pit ampi di dimensione 4.

La superficie razionale F,, le cui sezioni piane hauno come im-
magini eo® cubiche per 5 punti base semplici, & a sezioni piane di
genere 1 e pertanto, dovendo ogni sezione piana possedere 2 punti
doppi, la F, possiederd o una conica doppia o due rette doppie fra
loro sghembe.

Si pud senz'altro eseludere questa seconda ipotesi: la superficie
del quart’ordine con due rette doppie sghembe & certamente non
razionale. Questa superficie & infatti rigata, giacché da un suo pun-
to P generico parte una retta che si appoggia alle due rette doppie
e che, avendo 5 intersezioni eon la superficie, vi appartiene per in-
tero. Se ora la superficie fosse razionale il sistema delle sue oo!

R
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rette, che & @rrazionale di genere uno’'(come una sua sezione piana),
sarebbe rappresentato da un sistema oo® di curve, tale che per
ogni punto generico del piano ne passi una ed una sola; ma questa
‘proprietd caratterizza (') pel piano i fasci Lineari, ciod razionali,
sicehé si cade in un assurdo.

Esclusa l'ipotesi di una F, con due rette sghembe doppie resta
che un sistema lineare di oo® cubiche per 5 punti semplici 4,, ...,
A, rappresenta il sistema delle sezioni piane di una F, con conica
doppia (eventualmente spezzata in due rette incidenti).

Viceversa si pud dimostrare che la generica F, con conicy
doppia pud essere rappresentata su un piano © in guise che le sue
sezioni piane abbiano come Tmmagini oo® cubiche per 5 punti base
A,y A

Il modo pit rapido di stabilire questa affermazione & quello di
trasformare la F, con C, doppia, mediante la trasformazione bira-
zionale 'T' dello spazio, che si ottiene facendo corrispondere proiet-
tivamente al sistema delle oo® quadriche per la C, e per un punto
generico P della I, il sistema oo® dei piani.

Ricordiamo (cfr. Cap. I, n. 7) che per la T i piani di trasfor-
mano in quadriche passanti per una certa conica C’, e un certo
punto P’; le coniche passanti per P ed appoggiantisi in due punti
a C, diventano rette e le rette divengono reciprocamente coni-
che per P, che si appoggiano in dne punti a ¢’,. L’intorno di P
si trasforma nel piano di €”,, cosi come i punti del piano di C,
si trasformano mei punti dell’intorno di P’. Infine le rette che
congiungono P con i punti della conica C, hanno come immagini
i punti della conica C’, e viceversa.

Date queste premesse & facile vedere che la F, con la C, doppia
si trasforma in una F’, contenente la €”,, ma non passante per il
punto I,

Anzitutto la trasformata della I, & una F’, perchd la F, in-
contra le coniche, che passano per P e si appoggiano in due punti

() Cfr. ad es. F. ExrIQUES ed O. Cuisint: Teoria.., Vol, I, Lib, II,
Cap. 1I, pag. 231,

Y S v
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a C,, in tre punti fuori di P e di C,; invero le trasformate di
queste coniche, sono rette.

Ora la F’; passera per (', perché le rette che congiungono P
con i punti di €', incontrano la F,, fuori di P e di €}, in un unico
punto, cke ha come immagine un punto di €”,. Infine la superficie
F’, non conterra il punto I”, perche la F, & intersecata dal piano
della (', solamente in punti che fanno parte della C, stessa.
La superficie I, che cosi risulta & la pil generale F’,, passante
yper la (¥, Si pud vedere in ogni caso, che essa non pud essere
un cono, donde si deduce, che la F, di partenza & certo razionale.
almeno finche la sua conica deppia sia irriducibile. Soltanto se la
nominata eonica doppia si spezza in due rette doppie, la F, pud
ridursi ad un cono del quart‘ordine ellittico, che si trasforma qua-
draticamente in un cono cubico.

In definitiva la F, irriducibile con conica doppia si pud tra-
sformare birazionalmente in una superficie cubica F'y e risulte
di conseguenza razionale (eseluso soltanto il caso del cono quartico
con due rette doppie).

Rammentiamo ora che la F’, sipotrd sempre ritenere rappre-
sentata su di un piano = in guisa che le immagini delle sne sezioni
piane siano le eubiche per 6 punti A4,, 4,, .., 4; e la immagine
della conica (7, sia una cubica con A,, 4,, ... 4; semplici ed 4,4
doppio. Ricerchiamo. guindi, come si trasformino le sezioni piane
di F,. T piani si trasformano in quadriche per la conica €7, ed il
punto P’ e pertanto le sezioni piane di F, divengono sulla F’, le
intersezioni con le quadriche per (', e per P, ossia si trasformano
(a parte la conica (’,) in quartiche gobbe «li genere uno, cioé di
prima specie.

Nella rappresentazione plana della F’, sul piano = le inter-
sezioni complete con le quadriche sono rappresentate da sestiche
con punti doppi in A4, ..., 4,, giacche le intersezioni con le coppie
di piani (che sono delle particolari quadriche), hanno una imma-
gine composta con le immagini di due sezioni piane. Le interse-
zioni eon le oo? quadriche per (', avranno di conseguenza come

immagini delle eurve composte di una particolare ecubica con 4,
-y A5 semplici ed 4, dopplo (immagime di (,) e di e<® cubiche

PP
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per A,, .., 4; che sono nient’altro che le immagini delle sezioni
piane della F, con C, doppia.

Concludiamo dicendo che: lo generica F, con conica doppia
pud essere rappresentata su di un piano w in modo che le imma-
gins delle sue sezions piane siano cubiche per 5 punti semplici (1).

32. Le 16 rette della superficie.

Lia rappresentazione su di un piano = della F, con conica
doppia, & stata ottenuta in una maniera indiretta, e si puod desi-
derare di sostituire il metodo impiegato con un altro, il quale non
adoperi nessuna trasformazione preventiva della superficie.

Cio si puo fare semplicemente, sfrutfando il fatto che sulla F,
generale con conica doppia esistono 16 rette.

Dimostreremo questa proposizione in modo analogo a quello
tenuto per dimostrare 1’esistenza delle 27 rette sopra una super-
ficie cubica generale.

Consideriamo a questo seopo la rigata ® che ha come curve
direttrici la coniea doppia C, della F, e due sezioni piane gene-
riche €', e 0”, di essa. Le rette della I", si appoggiaiin certamente
alla conica C, e alle due sezioni piane €', e C”, ed appartengono
quindi, come generatrici, alla rigata ®; esse sono tante quante
le generatrici di @, che si appoggiano ad una terza sezione piana
generica 7, di F,, in punti che non siano intersezions di C,
conCy0C’y0C”,. .

Valutiamo il grado di @, con il teorema di SavmoN. Tenendo
conto che le eurve ', e C”, intersecano la econica C, in due punti
doppt, mentre 1 punti comuni a €', e a C”, sono quattro, il gra-
do di @ &: :
n=2.2.4.4—-4.4—-4.4—-2.4=24

Le intersezioni della ® con la sezione piana C’”, sono quindi

() La particolarizzazione della superficie per eui il sistema rappresen-
tativo diventa un sistema lineare co® di cubiche con un punto base doppio
ed uno semplice, corrisponde alla F, rigata, che contiene oltre alla conieca
doppia una retta doppia (incidense a questa).
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9244 = 96 e danno luogo, apparentemente, a 96 rette di F,. Ma
abbiamo gid avvertito che sono rette di F, solamente le genera-
triei di @ che si appoggiano a C”, in punti distinti dai punti
comuni a ¢, ¢ a C,, C',, C”,.

Per valutare il numero delle generatriei di @, che occorre
togliere, osserviamo che da ogni punto della conica C, partono
12 generatrici di @, mentre le curve ¢/, e C”, sono quadruple.
La prima parte di questo enuneiato risulta immediatamente, quan-
do si consideri che le curve €', e C”,, proiettate da un punto
generico P della conica C,, danno luogo a due coni del quarto
ordine, che si intersecano in 16 rette, delle quali solamente 12
sono generatrici della @, non essendo tali le 4 rette che da P
vanno ai punti comuni a ¢/, ¢ a C”,.

Le direttries €', e C”, sono poi guadruple; infatti un punto
di €', ad es. proietta C”, e C, secondo un cono del quarto e del
secondo ordine rispettivamente, ¢ questi due coni si intersecanc
in otto rette, delle quali solamente quattro si appoggiano a (', in
punti non comuni a €, e a C”, e sono quindi generatriei di ®.

Tenendo ora conto che C”, ha due punti dopp: a comune
con C, e quattro punti a comune con C’, e C”,, troviamo subitc

a

che il numero delle rette di F, & dato da:

n=96—12.4—4.4—4.4=16.

Nora. - L'esistenza delle 16 rette sopra una superficie del
guarto ordine F, con conica doppia si pud anche agevolmente
dimostrare, trasformando la F, in una superficie cubica F7,, me-
diante la trasformazione quadratica nello spazio 7T usata dianzi.

Supponiamo che la » sia una retta di F,; essa incontrerd cer-
tamente la eonica C,. Inocltre il piano determinato dalla r e dal
punto fondamentale P della trasformazione T, che abbiamo scelto
genericamente soﬁra F,, conterra due delle rette che conginn-
gono P con 1 punti della conieca; una di queste & la retta che
conginnge P con il punto comune alla » e alla C,, 1'altra sara
incontrata dalla » in un punto determinato. Questo secondo fatto
ci indica che la trasformata della » mediante la T incontrerd cer-
tamente la conica (’,.
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(id premesso, consideriamo il faseio di guadriche che con-
tengono la conica C,, la r ed il punto P. La T lo trasforma in
un fascio di piani, la retta sostegno del quale € la immagine di r.
Ne deriva che le eventuali rette della F, si trasformano in rette
della F”,, che si appoggiano alla eoniea C’,. Viceversa se si prende
una retta #° della F”,, che si appoggi alla €', (ma non sia com-
planare eon essa), il fascio di piani che ha per sostegno la r, & il
trasformato di un fascio di guadriche, la cui curva base & com-
posta della C, e di una ulteriore comea per P, che deve perd
spezzarsi in due rettiz, una delle quali avrd come immagine il pun-
" to comune alla + ed alla (7, e I’altra sara propriamente quella che
si trasforma nella 7.

Concludendo, possiamo dire che le rette della F, con conica
doppia sono tante quante le rette di una superficie cubica, che
si ‘appoggiano ad una conica (”, (non computando tra queste la
retta, che giace nel piano della €, la quale non si trasforma in
una retta della F,, ma in una curva infinitesima, giacente nel-
Pintorno del punto P).

Le rette di una superficie enbica sono 27 ¢ ad una retta se
ne appoggiano altre 10. Per avere dunque le rette che si appog-
giano ad una conica & necessario togliere 10 dal numero totale
27, trovando cosi che il numero & 17. Ma tra queste 17 rette
trovasi anche quella complanare eon la conica, che deve essere
scartata e quindil perveniamo al risultato che: una F, con C, dop-
pia contiene in generale 16 rette, c. v. d.

Dalla dimostrazione adoperata risulta chiaramente che lo stu-
dio della configurazione delle 16 rette di una superficie del quarto
ordine con conica doppia st pud far dipendere dalio studio della
configurazione delle 27 rette di una superficie cubica generale,
‘questa configurazione riducendosi ad una equivalente a quella,
quando si immaginino soppresse le 11 rette costituite da una retta
e dalle 10, che le si appoggiano.

Stabilito comunque che la F, possiede delle rette (in numero
di 16) possiamo sfruttare questa conoscenza per rappresentare
la F, direttamente su di un piano, senza il tramite della trasfor-
mazione 7.
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A tale seopo basta servirsi della congruenza del primo ordine
delle rette che si appoggiano alla conica doppia C, e ad una retta
di F, (incidente ad essa). Fissata infatti una retta » della F,, un
punto P qualunque dello spazio (ed in particolare della F,)
proietta questa retta secondo un piano e la conica doppia secondo
un cono quadrico. I1 piano interseca questo cono in 2 generatriei,
una delle guali & la econgiungente P con il punte comune alla
conica ed alla retta », 1’altra & invece una retta p, che si appog-
gia alla C, ed alla r in punti distinti, ed appartlene quindi alla
congruenza anzidetta.

Allora, preso un piano = qualungue, rappresentiamo immedia-
tamente la F, su =, facendo corrispondere ad ogni punto P di F,
il punto P, intersezione di = con p. Viceversa, preso un punto P/,
per esso passa una retta della congruenza, che si appoggia alla C,
ed alla r e che incontra la F, ancora in un punto P, che prendiamo
come corrispondente di P’

Per trovare le immagini delle sezioni piane, calcoliamo al so-
lito il grado della rigata O delle rette, che si appoggiano alla C.,
alla # e ad una generica sezione piana. Tenuto conto del fatto
che la C, & doppia per Ia I, e che la » incontra la sezione piana
in un punto, il erado n di © vale:

n—=2.1.2.4—-4-4-2=6.

Si riconosce, con 1 soliti metodi, che la retta » e la conica C,
sono triple per la 1'igéta @, sicche in definitiva le immagini delle
sezioni piane sono sestiche con 3 punti tripli. Perché esse si incon-
trino in soli 4 punti variabili, & necessario che esistano ancora
5 punti semplici, eorrispondenti a 5 rette della F, appoggian-
tisi alla » (L’esistenza delle quali potrebbe facilmente essere sta-
bilita in modo diretto).

Una trasformazione quadratica del piano con i tre punti tripli
come fondamentali, ei riporta immediatamente ad un sistema di
cubiche per 5 punti semplici, che & il sistema dal quale avevamo
preso le mosse.

OsSERVAZIONE. - In quanto precede, abbiamo, tacitamente sup-
posto che i tre punti tripli sieno distinti. Omettiamo 1’analisi dei
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casi particolari, in cui essi si avvieinino, dando luogo a singolarita
superiori per le C; e lasciamo allo studioso di riconoscere come
si ritrovino qui aleune particolarizzazioni della F,, gid innanzi
accennate.

33. Invarianti assoluti.

La rappresentazione piana della F, con conica doppia porta.
con facilitd a riconoscere gli invarianti assoluti da eui dipendc
la definizione proiettiva della superficie. Vediamo a questo s20po.
come venga rappresentata la conica doppia C,.

Osserviamo che questa conica contata due volte costituisee:
uha sezione piana; quindi 'immagine della conica sard una par-
ticolave cubica per 4., ..., 45, appartenente al sistema lineare co®
delle C, immagini delle sezioni piane. Ma mentre su di una gene-
rica cubica €, immagine di una sezione piana, le altre C, segano.
una g¢¢ semplice, per quella particolare cubica, che & immagine
della conica doppia, tale serie dovrd essere composta con le cop-
pie di una gi.

Pertanto il teorema che un sistema oo ® di cubiche per 5 punti
semplici 4,, ..., 4, rappresenta sempre le immagini delle sezioni
piane di una F, con C, doppia, si potrd enunciare anche cosi:
Dato un sistema lineare oo® di cubiche per 5 punti semplici A,,
ey Ay, esiste una cubica del sistema, sopra la quale le altre curve
segano una ¢: composta con le coppie di una o5

Viceversa, & facile dimostrare che: fissati 5 punti A,, .., 4,
ed una cubica C, per essi, & sempre possibile costruire in un nu-
mero finito (quattro) di modi un sistema lineare o=3 di cubiche,
che confenga la C, e seghi su di essa une g, composta con le
coppie di una. g, .

Infatti, le co* cubiche passanti per 4,, ..., 4, segano sulla data
C,, di genere 1, una serie completa g3, che si pud bisecare (1)
in 22 =4 modi diversi, -dando luogo a 4 g¢; distinte. I richiesto

() Cfr. F. ENRIQUES ed O. CHISINI: Teoria..., Vol. ITI, Lib, V, Cap. IIL,
pag. 395 ¢ Vol. IV, Libh. VI, Cap. IIT pag. 199,
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sistemia lineare oo® & quello formato dalla data curva C, combi-
nata linearmente con le cubiche di un sistema lineare o<? che seghi
sulla C, le 002 coppie di coppie di una delle quattro g, ottenute.

Cido premesso, vediamo come la rappresentazione piana delia
F, con conica doppia, in cui si & messa in evidenza 1’immagine
della C, doppia, porti a riconoscere gli invarianti assoluti da cuni
dipende la definizione proiettiva della superficie.

Abbiamo osservato che il sistema oo?® rappresentativo della
F, viene determinato (sebbene solo irrazionalmente) dalla scelta
della cubica per i einque punti 4,, ..., 4;. Gli invarianti assoluti
della F, si riconducono pereid agli invarianti di una cubiea sulla

quale si siano fissati einque punti rispetto alle trasformazioni bi-

razionali del piano. Appare di qua che una F, con conica doppia
posstede sei invarignti assoluti: uno di questi & I’invariante della
eubica ellittica, ciog il birapporto delle quattro tangenti condotte
da un punto della curva alla curva stessa.

Riportandoeci alla superficie F, nello spazio, ’invariante asso-
luto della cubica rappresenta il birapporto dei guattro punti
cuspidali esistenti (in generale) sulla conica doppia. Gli altri
invarianti verrebbero ad esprimersi in funzione dei punti d’ap-
poggio delle rette di F, con la conica doppia C,.

Ritornando ora alla rappresentazione piana della superficie,
vediamo che su di essa si possono leggere le proprietd della F .
Anzitutto risulta evidente da questo punto di vista che la
superficie possiede 16 rette. Infatti, poiché le rette fanno sempre
parte di sezioni piane, che sono rappresentate da cubiche, & chiaro
che le curve che le rappresentano non possono essere altro che
.curve infinitesime, costituenti intorni di punti base, o rette, o
coniche, 0 eubiche con un punto doppio in un punto base. Si trova
ora effettivamente che sono unisecanti le immagini delle sezioni
piane e quindi rappresentano rette:
@) i einque intorni dei punti 4,, ..., 4;;

5

b) le (3) =10 retfe 4,4, GG, k=1, ..
c) la conica 4, A, .. A,

.

[}
o

o |
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Troviamo cosi nuovamente le 16 rette della F, e contempo-
raneamente un mezzo comodo per studiare la loro configurazione.

Una proprietd fondamentale di questa é che: ad ogni retia se
ne appoggiono altre cinque. Se infatti la retta & rappresentata
dall’intorno di un punto 4,, ad essa si appoggiano le rette che
hanno come immagini la conica 4,4,4;4,4; e le rette che con-
giungono gli altri quattro punti base con A;. Se inveece la retta
¢ rappresentata dalla retta 4,4, ad essa si appoggiano le rette
che hanno come immagini le due curve infinitesime costitunite dagli
intorni di 4,e A, ‘e le tre rette che congiungono a due a due in
tutti 1 modi possibili i rimanenti tre punti basz. Se finalmente la
retta ha come immagine la conica 4,4.4,4,A4, ad essa si appog-
giano le cinque rette, rappresentate dai cinque intorni 4, ..., 4,.

Questo ragionamento pud essere abbreviato quando si osservi
che operando delle opportune trasformazioni quadratiche la stessa
retta pud essere rappresentata ora da una curva infinitesima ora
da una retta o da una conica. Se infatti si trasforma un sistema
lineare di o<® cubiche per A4,, .., 4, mediante la trasformazio-
ne quadratica che ha ad es. 4,, 4,, 4, come punti fondamentali,
si trova un sistema dello stesso tipo, nel quale perd 1'intorno del
punto A, & rappresentato dalla retta A’,4’;; con una nuova tra-
sformazione quadratica si pud trasformare la retta A°,4"; in una
coniea per cinque nuovi punti fondamentali 4”,, ..., 4”; e cosl via.

Nora. - Queste osseryazioni implicano in sostanza una pro-
prietd, che potrebbe riconoscersi anche in altri modi: cioé che
la configurazione delle 16 rette di una F, con conica doppia
contiene queste rette in modo simmetrico, anzi — in linguaggio
algebrico piu preciso — l’equazione delle 16 rette & irriducibile
(sicché il gruppo corrispondente, in dipendenza dei parametri
da cui dipende la.superficie, riesce transitivo).

Passiamo ora allo sthdio delle coniche della superficie. Poiché
una conica fa sempre parte di una sezione piana insieme ad un’al-
tra conica, e peiché le sezioni piane sono rappresentate da cubi-
che, ne viene che l'immagine di una conica deila superficie non
pud essere altro che una retta od una conica. Un facile ragiona-
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mento prova immediatamente che tutte e sole le coniche della
superficie (diverse dalla coniea doppia) sono rappresentate:

a) dalle rette del fascio che ha il punto base 4.(:=1,2, ..., 5)
come centro; .

b) dalle econiche del fascio che ha per punti base i quattro
punti base del sistema rappresentativo della superficie, diversi
dal punto 4; (i=1, 2, .., 5).

Quindi possiamo dire: sulla superficie del quart’ ordine con
conica doppiu esistono (in generale) dieci fasci di comiche, che
formano cinque eoppie di fasct contugati. Ogni faseio del tipo )
& contugato al fascio del tipo b), corrispondente allo stesso valore
dell’indice 7, nel senso che una gualunque conica del primo faseio
forma una sezione pianha della superficie insieme ad una ben de-
terminata conica del secondo fascio e viceversa.

Risulta immediatamente che due coniche della #, hanno due
o un punto in ecomune a seconda che appartengono a fasci eoniu.
zati o no. Coniche che appartengono allo stesso fascio sono invece
prive di punti comuni.

Le sezioni piane spezzate in due coniche corrispondono a piani
bitangenti alla superficie. Per un punto generico P della F, pas-
sano due piani bitaungenti, che segano la F, tn una coppia di
coniche, delle quali 'una appartiene ad un fascio del tipo a) e
Ualtra al fascio conitugato di tipo b); in totale quindr per il
punto P passano 10 piani, bitangenti alla F, e seganti la super-
ficie in una coppia di coniche: infatti se P’ & I'immagine di P,
per esso passerd una retta del faseio di tipo @) ed una conieca del
fasclo coningato di tipo b), che si possono rispettivamente com-
pletare, in modo da formare l'immagine di una sezione piana,
con una conica del fascio di tipo b) e con una retta del fascio di
tipo a).

Ora il sistemna dei piani, bitangenti alla F,, costituito dai piani
seganti la ¥, secondo coniche appartenenti ad una coppi‘a ben
determinata di fasei coniugati, inviluppa una superficie (svilup-
pabile) che & un cono quadrico: infatti per un punto generico
della F, passano due piani del sistema, sicehé 1'inviluppo riesce
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di seconda eclasse. Due piani infinitamente vicini del sistema si
segano in una retta (caratteristica) generatrice del econo inviluppo,
la quale appartiene ad un piano bitangente ad F, e passa per
i due punti di contatto, riuseendo quindi bitangente alla F,.

Possiamo percid enunciare: I piani (bitangents), secanti una
superficie del quart’ordine con comica doppia secondo coppie di
coniche formano (in generale) cingue coni quadrici snviluppo
(coni di KumMER). Le generatrici der cinque cons di KXTUMMER
.8omo rette bitangents alla F,.

34. La superficie di Segre
intersezione di due quadriche dello spazio §,.

Sappiamo che un sistema lineare di co® cubiche per 5 punti
semplici 4,, ..., 4, non costituisce nel piano un sistema completo,
essendo contenuto in un sistema lineare oo,

Cio indica che la superficie F, con conica doppia non & aor-
male, ma proviene per proiezione da una superficie normale @,
dello spazio S, a 4 dimensioni, che appunto viene rappresentata
sul piano in modo che le immagini delle sezioni iperpiange siano
le oc*C, per 4,, .., 4,

Anche direttamente sulla F, si puo vedere che il sistema li-
neare o2 delle sezioni piane si lascia ampliare in un sistema lineare
completo di dimensione 4. Si considerino infatti le co* quadriche
passanti per la conica doppia. Esse segano ulteriormente la F,
in oo * quartiche in generale gobbe, fra le quali sono contenute le co®
- quartiche sezioni piane, in corrispondenza a quelle quadriche, che
sono spezzate in un piano qualunque e nel piano della conica C..
Ponendo una omografia fra queste co* quadriche e gli oo* iper-
piani dello spazio S,, otteniamo direttamente la superficie @,,
della guale la F, & una proiezione (da un punto esterno). '

(Questa costruzione si pud anche in'terpretare nel seguente
modo. Le oo* quadriche passanti per C, si possono riguardare
come le immagini delle oo* sezioni iperpiane di una quadrica @,
di 8,, rappresentata (per proiezione da un suo punto) sullo spa-
zio ordinario. Ora il sistema doppio delle sezioni iperpiane ¢
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segato sulla quadrica @, dalle oo™ quadriche di 8,: questo siste-
ma & quindi di dimensione 13 ed & rappresentato sullo spazio
ordinario dal sistema delle oo (*) superficie del guarto ordine
con la conica C, doppia. Ne segue: Ogni superficiec del quart’or-
dine con conica doppia proviene per proiezione da unwe superficie
dello spazio a quattro dimensiom, intersezione di dwe (e guindi
di un faseio Qi) quadriche (C. SEGRE (2) 1884).

Inversamente: la superficie base di un fascio di quadriche
in 8, ¢ proiettata da un punto P generico di S, in una superficie
del quart’ordine con conica doppia. Infatti sia @, la quadrica
del fascio passante per P e = lo 8, tangente in P a (),. L.o spazio =
interseca la @, secondo nn cono quadrico A, sul quale esiste
una quartica gobba L, di prima specie, comune a tutte le qua-
driche del fascio, la guale risulta definita come intersezione della
superficie @,, base del faseio, con lo spazio =. La quartica gobba
L, & intersecata in due punti dalle generatrici del cono A, e
proiettata dal vertice P di esso da percid nello spazio ordinario
una conica doppia.

Alle quattro generatriei del cono A, che riescono tangenti
alla quartica L, rispondono 1 4 punti cuspidali della F, (giacenti
sulla conica doppia).

Si pud ora — col SEGRE — trovare per via iperspaziale tutte
le proprieta della F, con conica doppia.

Noi esporremo in breve il procedimento eon il quale si pos-

(*) I sistema lineare delle F, passanti doppiameate per una data C @
effettivamente di dimensione 13. Infatti abbiamo veduto che le F_ con C,
doppia passanti per un punto P si possono trasformare birazionalmeate con
una trasformazione T in superficie cubiche passanti per una comica € ; in-
versamente, le F/ per €/, si trasformano per la 7 in F con la C, doppia
e passanti per P. Ne segue che le F_con la C, doppia e passanti per P dipen.
dono da 12 parametri come le I, passanti per una coniea (¥, : le F, che hanno
la C, doppia somo allora =® e. d. d.

(*) Cfr. C. SEerE: Etude des différentes surfaces du 4éme ordre d conigye
double ou cuspidale (générale ow décomposée) considérées comme des pro-
Jections de Dintersection de deux variétés quadratigues de l’espace d quatre
dimensions, <« Math. Ann,», Bd., XXIV.

i0
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sono ritrovare le cinque serie di piani bitangenti, secanti la F,
in coppie di coniche.

Osserviamo a questo scopo che nel fascio di quadriche (pas-
santi per la superficie ®,) esistono in generale cingue coni di
prima specie, ossia formati dagli o<! piani che proiettano da
un punto (vertice del cono) le generatrici di una quadrica dello
spazio ordinario; i piani di uno qualunque di questi coni si divi-
dono in due sistemi e due piani del medesimo sistema si interse-
cano solamente nel vertice del cono, mentre due piani non appar-
tenenti al medesimo sistema lhanno in eomune una retta (gene-
ratrice del cono).

Cio premesso, osserviamo che un piano di un cono del faseio
¢ segato da una quadrica generica del faselo in una conica, la
guale & ecomune a tutte le quadriche del fascio e per conseguenza
giace sulla @,. Reciprocamente, se sulla @, esiste una coniea, il
piano di essa appartiene certamente ad un cono del fascio: impo-
nendo infatti ad una quadrica generica del fascio di contenere
oltre la conica un punto del piano di essa, il piano della eonica
fa parte della quadrieca, la quale diventa necessariamente un
cono.

Dunque le coniche della @, si ottengono tutte e sole segando
la @, con i piani appartenenti ai cinque coni del fascio di qua-
driche.

Ne segue: Sulla D, esistono cinque serie di coniche, ogni serie
essendo costitwita da due fasci razionali (tra loro coniugati).
Due coniche della superficie hanno due od un punto comune a
seconda che appartengono « fasei comiugati o no. Due coniche
del medesimo fascio non hanno punti comuni,

Queste affermazioni risultano evidenti quando si definiseano
come appartenenti alla medesima serie le coniche giacenti in piani
dello stesso cono; i due fasei coniugati in ciascuna serie si otten-
gono in corrispondenza ai due sistemi nei quali si dividono i
piani di ciascun cono.

Dalle proprietd delle eoniche di @, si deducono agevolmente
le proprietd, gid innanzi incontrate, delle coniche di F,.

Proiettando da un eentro P scelto genericamente in S,, gli S,

11 D
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passanti per P e contenenti un piano di uno dei einque coni, se-
gano guesto cono secondo un ulteriore piano. Ma nell’S; in eui
si proietta, i nominati S, danno Iuogo a piani, che segano la F,
in copple di coniche, risultando bitangenti alla F,; ed i piani
bitangenti cosi ottenuti inviluppano cingue coni. quadratici, che
sono i cinque coni di KUMMER.

35. Casi particolari.

Abbiamo detto che le superficie del quarto ordine con conica
doppia dipendono in generale da sei invarianti assoluti. Qualora
le nominate superficie si considerino come proiezioni da un punto
dello 8, delle superficie di SEGRE, i sei invarianti si possono rico-
noscere nei due invarianti che possiede un fascio di guadriche
in 8, (%}, e nelle coordinate del centro di proiezione. - .

Particolarizzazioni notevoli della F, con conica dcppia si
possono ottenere, sia in rapporto ad una posizione particolare del
centro di proiezione, laseciando generale la superficie di “EGre @,
che si proietta nella F,, sia in rapporto a particolarizzaziopi della
@, stessa, sia infine in relazione ad entrambe queste cireostanze.
Lo studio completo di tutte le partieolarizzazioni possibili porta
a numerosissimi tipi di F, con conica doppia, i quali trovansi
elencati nella gia citata memoria di C. SEGrE. Noi ci limiteremo
ad indicare alcuni esempi particolarmente interessanti.

Assumiamo dapprima una ®,, la quale sia comune a tutte le
quadriche di un fascio generico. Proiettandola da un punto qua-
lunque O, si & visto che la conica doppia di F, proviene come
proiezione da una quartica ellittica L,, generalmente irriducibile.
L’intorno della conieca doppia della F, costituisce quindi una
sola falda da ritenersi equivalente all’intorno di una curva ellit-
tica (eiod equivalente ad una curva doppia, sulla quale i piani
segano una g composta con una g¢y). I quattro punti cuspidali

() Un fascio di quadriche di S, da Iucgo a due invarianti: tali sono ad
es, i due birapporti ehe tre coni del faseio formano entro il fascio stesso
(considerato eome una retta) con il quarto ed il quinto como.
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dell’intorno di P’ si ottiene un fascio di cubiche razionali che
hanno il punto P’ come doppio.

Riferiamoci sempre alla @, generale e consideriamo ora un
iperpiano bitangente ad essa che passi per il vertice di uno dei
cingue coni, appartehenti al fascio di quadriche, che ha la ®,
come superficie base.

Un tale iperpiano bitangente S, sega la @, in una coppia di
coniche irriducibili I/, ed L”,, che si segano in due punti, essendo
comuni ad un faseio di quadriche. Le coniche I/, ed L”, possono
venir protettate wn una conica doppia trriducibile ovvero in una
coppia di rette doppie. Si ottiene il primo caso quando si proietfa
la @, da un punto O, che sia vertice di un cono irriducibile con-
tenente L', ed L”,; proiettando invece la @, da un punto della
retta passante per i due punti comuni alla L, ed alla L”, le due
coniche divengono due rette doppie incidenti. ’

Spieghiamo le eircostanze, che si presentano mel primo easo.
Nel fascio di quadriche passanti per L', ed L”, esistono due coni
irriducibili corrispondenti alle due prospettivitd che intercedono
fra le due coniche. La proiezione della @, dal vertice di uno qua-
lunque di codesti coni di una F, con conica doppia, lungo la
quale si intersecano due falde distinte (in senso integrale) della
F,; sulla conica doppia esistono due punti cuspidali doppi, pro-
venienti dalla coppia di punti comuni alla L', ed alla L”,. Nella
rappresentazione piana la conica doppia si pud riténere rappre-
sentata da una cubica per A,, 4., ..., A;, spezzata in una retta r
per A, ed in una conica C, per A,, 4,, 4,, A;. La retta » e la
conica €, risultano riferite proiettivamente 1’una all’altra, le
coppie di punti omologhi eorrispondendo ai punti della conica
doppia della F,; in particolare i punti comuni alla » ed alla C,
rispondono ai due punti cuspidali doppi della F,. :

Vieeversa, se & data a priori una cubiea C,, spezzata in una
retta » per 4, ed in una conica C, per A,, A4, 4,, A4, essa si
pud — in due modi diversi — considerare come immagine della
conica doppia di una F,, vappresentata da cubiche per 4,, 4., ...,
4,. Infatti, se la C, rappresenta una conica doppia, le immagini
delle sezioni piane della I, devono sezare su di essa una g; com-
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posta con le coppie di una g;; si tratta dunque di costruire le g7
per le quali il doppio sia la serie segnata sulla r 4 C, dalle
C,(4,4,..4,). Le nominate g} si- costruiscono cosi: preso un pun-
to A della C,, le Cy(4,A,...4;) che toccano la C, in 4, segano
sulla » una g4, che possiede due punti doppi A’, A”. Associando
ad A il punto 4’ (0 A”) e ad ogni punto comune ad » ed a C, que-
sto punto stesso si ottiene una proiettivitd tra la C, e la r, ciod
una gi sulla curva r + C..

Riprendiamo la considerazione della superficie ®,, sulla quale
vien data una sezione piana ridueibile in due coniche I, ed L”,,
per esaminare la F,, che si ottiene proiettando la @, da un punto
O della retta determinata dai punti P e @ comuni ad I/, e L”,.
Le due coniche L, ed L”, divengono due rette doppie, incidenti
in un punto, proiezione della coppia P{. Su ognuna delle rette
doppie vi sono due punti cuspidali: essi risultano dalla proiezione
da O dei punti di contatto delle tangenti condotte da O alle co-
niche I’, ed L”, Nella rappresentazione piana la linea doppia
della F, & data da una cubica C, per 4A,, 4,, ..., A, spezzata in una
retta r per 4, ed in una conica C, per A,, 4,, 4,, 4,; le immagini
delle sezioni piane della F, segano tanto la » quanto la C, secondo
una g, alla quale appartiene la coppia dei punti P’Q’ comuni alla
r ed alla C,. In altre parole, le immagini delle sezioni piane segano
sulla C,, spezzata nella » ¢ nella C,, una g composta con le coppie
di una g} la guale possiede una coppia neutra (contata due volte)
nei punti comuni alla » ed alla C,.

Viceversa, se & data una retta r per A, ed una conica C, per
A, A, A, A, sipud costruire in oo'modi un sistema lineare oo®
di C,(4,4,..4;), 1] quale seghi tanto sulla » come sulla C, una gj
alla quale appartenga la coppia dei punti P’ @’ comuni ad » e a C,.
Basta all’uopo scegliere una coppia i punti arbitrari ad es. sulla
C,; la coppia P’ @’ e la nominata coppia determinano una involu-
zione gi sulla C, ed esistono oo® C,(A4, A, ... A;), che segano la C,
in una coppia di questa gl I sistema lineare oo® cosi costruito
sega una g, anche sulla retta », giacché le curve che passano'per
il punto P’ devono passare necessariamente per il punto ¢,

Abbiamo considerato il caso di un iperpiano 8, che seea la @,
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in una coppia ¥i coniche irridueibili L', ed L”,, ed abbiamo tacita-
mente supposto che I, ed L”, fossero distinte. Se invece L”, sia
infinitamente vicina ad L,, 1a proiezione della ®, da un punto 0,
vertice di un cono irriducibile contenente la L, e la L”,, non
dard nna F, con conica doppia, nella juale si inerociano due falde
distinte, ma una F, con conica cuspidale. Ricerchiamo piu preeci-
samente in guali eircostanze esistono sulla ®, delle sezioni iper-
piane, spezzate 1 due coniche irriducibili infinitamente vicine:
vedremo che cio non é possibile sulla @, generale, ma tmporta una
particolarizzazione della @,, per la quale essa acquista due punts
doppi, .tali che la retta eongiungente non appartenga alla super-
ficie.

Supponiamo che sulla ®, (superficie base di un fascio di qua-
driche @, di 8,) esista una sezione iperpiana spezzata in due co-
niche infinitamente vicine L', ed L”,. Le due coniche costituiseono
Ia linea base di un faseio di quadriche, che si toccano lungo la L/y;
ed al nominato fascio appartiene un eono irridueibile di vertice O.
Gli iperpiani S, di §,, che toecano i punti di una quadrica ¢,
di 8, passante per la @,, nei punti della L’,, formano un cono
di seconda specie con un asse a, il qnale passa necessariamente
per O. Per un’altra quadrica di 8,, ./, la quale passi per ®,
si avrd un altro asse @', passante per 0. Il piano dei due assi @
ed o’ & sostegno d’un fascio d’iperpiani, fra i quali ve n’2 due,
tangenti alla L/, rispettivamente in P e @. I due nominati iper-
piani risultano cosi tangenti tanto a @, che a @’,; ne segue che le
quadriche del fascio, la eni superficie base & la @, hanno in
P (e Q) lo stesso iperpiano tangente. I due punti P e ¢ saranno
dunque doppi per la ®,; e la retta che li congiunge non puo ap-
partenere alla superficie. ’

Viceversa, se sulla @, esistono due punti doppi, P e @, tali
che la retta PQ non sia contenuta nella @,, esistono delle sezioni
iperpiane spezzate in due coniche irridueibili infinitamente vi-
eine: infatti gli iperpiani per P e @ segano la @, in coppie di
coniche ed ogni coppia di coniche della @, per P e Q appartiene
ad un iperpiano; cid avviene dungue anche per due coniche infi-
nitamente vicine.
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Come abbiamo detto, se sulla ®, esiste una sezione iperpiana
spezzata in due coniche irriducibili infinitamente vieine, la @,
proiettata dal punto O, vertice dell’unico cono irriducibile con-
tenente le nominate due coniche, diviene nello spazio ordinario
una F, con conica cuspidale sulla quale si hanno due punti chiu-
st (*) (tacnodi), provenienti dai due punti doppi P e @ della @,.
Le sezioni piane della F,, che passano per un punto chiuso sono
-(conformemente alla definizione della singolaritd « punto chiuso »)
di genere zero anziché di genere uno: esse sono infatti le proie-
zioni delle sezioni iperpiane della ®, passanti per un punto
doppio.

Nella rappresentazione piana della F, i einque punti base
non possono essere pitt generici, dovendo la @, possedere due
punti doppi, senza perd contenere la retta che li econgiunge.

Ora se la @, acquista un punto doppio, nella rappresentazione
piana si avvera una delle circostanze seguenti:

@) due puntl base si avvicinano indefinitamente;
b) tre punti base sono in linea retta. .

Quindi la @, avrd due punti doppi generiei, nei casi seguenti:

1) i punti 4,, 4, ed A,, 4, sono infinitamente vieini;

2) il punto 4, & infinitamente vicino ad 4, ed 4,, 4,, 4,
sono in linea retta;

3) i punti 4,, 4,, 4, ed 4,, 4,, A, sono allineati.

11 caso 3) si riduce al caso 1) con la trasformazione yuadratica
che ha i punti fondamentali in 4,, 4,, 4,. Ma nel caso 1) la retta
A, A, & immagine di una retta della superficie passante per i
due punti doppi e quindi le possibilitd 1) e 3) vanno scartate.
Invece nel caso 2) le sezioni piane che passano per i due punti
doppi si spezzano in dne coniche ed hanno come immagini le
coppie di rette uscenti da 4,, cui si aggiunge come parte fissa la
retta fondamentale 4,44,

Possiamo dunque dire: Nella rappresentazione piana di una
F, con conica cuspidale, mediante cubiche per 5 punti 4,, A,. ...,

(*) Cfr. F. ENrIQUES ed O. CHISINI: Teoria..., Vol. II, Lib. IV, Cap. IV,
pag. 604,
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4,, il punto A, é wnfinitamente vicino ad A, ed A, 4, A,
sono in linea retta; la conica cuspidale & rappresentate da una
C, per A,, A,, .., A, spezzata in una retta v per A, contata
due volte e nella A,4,4,. Le immagini delle sezioni piane de-
vono segare la retta doppia » in una serie di coppie di punti
coincidenti e quindi le C,(A4,4,..4;), che passano per un punto
della r, hanno ivi una tangente fissa; 1 due punti chiusi della
conica cuspidale sono rappresentati dall’ intorno del punto 4, e
dall’intorno del punto eomune alla r ed alla retta 4,4,4;.

Viceversa, se 4, & infinitanente vieino ad 4, ed 4,, A, 4,
sono in linea retta, esiste un sistema lineare oc® di C,(4,4,..4,),
che & rappresentativo di una superficie F, con conica cuspidale,
rappresentata da una retta doppia » data ad arbitrio per 4,.

Per costruire il nominato sistema rappresentativo ei riferi.
remo per semplicitd al sistema completo delle gquartiche, passanti
doppiamente per due punti 4, B e semplicemente per quattro
punti 4,, 4,, A;, A,: questo sistema si riduce, con una trasfor-
mazione quadratica che ha i punti fondamentali in 4, B, 4,, al
sistema delle cubiche per cingue punti semplici; e se nel sistema
delle cubiche due punti base sono infinitamente vieini e tre in
linea retta, potremo supporre nel sistema delle guartiche che
A, 4, ed 4, A, siano infinitamente vicini tra loro.

Cid premesso, diamo ad arbitrio una econica C, per A4, B,
A,, A,: si tratta di costruire un sistema lineare oo®| C, | di quar-
tiche, immagini delle sezioni piane di una F,, per la guale la C,
-— contata due volte — & immagine di una coniea cuspidale.
Le curve del sistema | C, |, che passano per un punto D della C,,
passano i conseguenza per un punto D’ infinitamente vicino
a D. Quindi esistera nel sistema oc® | C, | un fascio di C, con D
doppio; e, viceversa, se vi & un tal fascio la rete delle C, per D
ha di eonseguenza un punto base infinitamente vicino D’, essendo
determinata per combinazione lineare di una C, con questo
fascio.

Ora & facile mostrare che 7 fasei di C,(A4°B*4,4,4,4)), che
hanno un punto doppio sulla conica C,, appartengono ad yn ben
determinato sistema lineare o°%, rappresentativo di wna F,. Al-
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’uopo consideriamo il sistema oo? delle curve C,(4°B*4,4,4,A)
che hanno un punto doppio sulla C, e ricerchiamo 1’indice di esso.
Basta valutare quante curve del sistema passano per due punti
generiei del piano. Ora le C,(4%*B%4,4,4,4,), passanti per due
punti generici del piano, formanc una rete, che ha una curva
jacobiana C, d’ordine 9, passante cinque volte per 4 e B e tre volte
per A,, 4, (!). La C, sega la C, in 18—5—5—3-—3=2 punti,
fuori dei punti base, sicché la serie oo? delle (,(A42B%*4,4.4,4))
con un punto doppio su C, riesce d’indice due € pereid sta in un
sistema lineare oo® di C,.

Cosi & costruito 1l sistema lineare, rappresentative di una F,
con conica cuspidale, rappresentata dalla C, contata due volte.
I due punti chiusi hanno come immagini { punti A, ed A,.

Quando si sia costruito un sistema lineare c<*diC,(A’B*4,4,4,4))
rappresentativo di una F, con conica cuspidale, sembra, a prima
vista, che basti spezzare in due rette incidenti la conica C,, che
— contata due volte — rappresenta la conica cuspidale, per otte-
nere il sistema rappresentativo di una I\, con due rette cuspidali
incidenti, Ma la cosa non sta cosi: se infatti la C, si spezzi nelle
rette @ = A4, e b= BA,, le C, che hanno un punto doppio sul-
la o si spezzano nella a ed in una C,, appartenente alla rete
C,(B*A A4, A,); ma combinando linearmente le due reti
a4+ C,(B*A A AA)eb + C,(A*B A, 4,4,)si ottiene un sistema
lineare oo® con un nuovo punto base O = ab, che non & piu rappre-
sentativo di una superficie del quarto ordine.

Lia conclusione negativa da noi ottenuta & d’accordo col fatto
che una superficie F, con due rette cuspidali incidenti proviene
per proiezione da una D, la quale non possiede due ma tre punti
doppi. Se una ®, di SEGRE pud essere proiettata in una F, econ
due rette cuspidali, deve esistere un §; di §,, il guale seghi la @,

() Si rammenti che un punto base i-plo di una rete & in generale (3i-1)-plo
per la curva jacobiana; ma due punti sempliei infinitamente vieini danno
un punto triplo e non doppio. Cfr, ad es, F, ENRIQUES ed O. CHISINI: Teo-
riq.., Vol. II, Lib. II, Cap. I, pagg. 35-37.
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in due coppie di rette incidenti infinitamente vicine; in altre pa-
role il nominato 8, deve segare il fascio di quadriche di S,, pas-
santi per la @,, in un fascio di coni, che hanno i medesimi piani
tangenti lungo due generatrici ¢ e b fra loro incidenti; e basta
proiettare la @, da un punto della retta comune ai due piani
tangenti per ottenere una F, con due rette eunspidali. Ora se
esiste un S, segante la @, in due coppie di rette incidenti infini-
tamente vicine, costituenti la linea base di un faseio di coni toe-
eantisi lungo le generatrici ¢ e b, la @, possiede tre punti doppi:
infatti 1’esistenza di due punti doppi si dimostra con lo stesso
ragionamento fatto innanzi, nel quale la coniea, che ora & spez-
zata nelle due rette a e b, si supponeva irriducibile; il terzo punto
doppio & il punto P comune alle rette a e b.

Nella rappresentazione piana mediante C,(A°B*A4,4,4,4,)
non & quindi sufficiente che 4,, 4, ed 4;, 4, siano infinitamente
vicini. Ma basta prendere B infinitamente vicino ad A per far
sorgere un terzo punto doppio, il eui intorno & rappresentato dal-
D’intorno, di ‘4 ; e la costruzione di una F, con due rette cuspidalt
diventa allora possibile.

Si prendano all’uopo le rette a== A4, b= AA,: si pud costrui-
re in oc® modi un sistema lineare | C,| di C,(4?B*4,4,4,4)),
rappresentativo di una F, con due rette cuspidali, rappresen-
tate dalle rette ¢ e D contate due volte. Osserviamo percid che
il sistema oo? delle C,(A42B%2A,A,4,A,), che hanno un punto dop-
pio sulla retta @, si riduce alla e contata due volte ed al fascio
delle coniche per A,B,4,,4,. 1l fascio delle curve a* + C,(4BA,A,)
ed analogamente il faseio delle curve 5% 4 C,(A B A, 4,) devono
dunque essere contenuti in ogni caso nel nostro sistema | C, |. Se
si combinano linearmente i due fasei anzidetti si ottiene una rete
contenuta in | C, |. Il sistema rapz‘)resentatiw | C, | riesce allora
determinato combinando lineamente questa rete con una C,(A*B?
A,A,4,4,) data ad arbitrio: in questo sistema infatti le curve
passanti per un punto di @ (o b) passano necessariamente per un
punto infinitamente viecino. Le rette ¢ e b sono quindi immagini
di rette cuspidali. La costruzione anzidetta porta ad oo! sistemi,
giacché, fissato un punto di @, si pud ancora fissare ad arbitrio la
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tangente alle ecurve di | C, [, che passano per esso. Cid & in ac-
cordo con il fatto che se una @, di SEGRE pud essere proiettata in
una I, con due vette cuspidali, il ecentro di proiezione pud essere
scelto ad arbitrio su di una retta.

Dall’esame «ella rappresentazione piana risulta che sulla retta

cuspidale a (o sulla b) vi & un punto chiuso, rappresentato dal-
I’intorno di A; (o di 4,).

-

36. Nota storica.

Le superficie del quarto ordine con conica doppia furono in-
contrate dapprima in alcuni casi particolari metriei dove la conica
doppia coincide con il cerchio all’infinito delle sfere: il toro o
anello circolare, le podarie e le trasformate per raggs vettor: reci-
proct delle quadriche, le superficie di rivoluzione ottenute rotan-
do Vellisse di CassmNi e U'ovale di CARTESIO ntorno al loro asse
di simmetria, sono altrettanti esempi di queste superficie. Nel
1822 Cr. Dupw (), ricercando le superficie le cui linee di curva-
tura sono cerchi, si imbatté per il primo in una classe estesa di
superficie passanti doppiamente per il cerchiv all’infinito delle
sfere, che egli chiamd ciclidi. Le ciclidi di DupIn possiedono quat-
tro punti dcppi conici e percid non sono le pitt generali fra le
superficie del quart’ordine passanti doppiamente per il eerchio
delle sfere .

Solamente nel 1864 M. Mourarp (*), ricercando le superficie
che si trasformano in sé in una trasformazione per raggi vettori
reciproci con polo convenientemente scelto, scopri che questa
proprietd era posseduta dalla pitt generale superficie del quart’or-
dine passante doppiamente per il cerchio delle sfere, per la quale
il polo sopra detto pud anzi essere seelto in cinque maniere di-
verse. '

G. DarBoux propose di chiamare queste superficie senz’altro

(") Cfr. Cz DupIN: dpplications de Géemétrie; Parigi, 1822.

(* Cfr. M. MouTarp: Note sur la transformation par rajons vecteurs
réciproques, ¢ Sur les surfaces anallagma'tiq»ues du quatrieéme ordre; « Non-'
velles Annales de Mathématiques, Serie IT, Tomo III, 1864,
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cielidi, riservando il nome di ciclidi di Duprin alle superficie le
cui linee di curvatura sono cerchi.

Negli anni che vanno dal 1860 al 1875 la scuola geometrica
francese con a capo G. DarBoux dedied molta parte della sua
attivitd allo studio delle proprietd metriche e differenziali delle
cielidi. T risultati di queste ricerche sono stati sistematicamente
esposti dal DarBoUux stesso nella sua opera Sur une classe re-
marquable de courbes et de surfaces algébriques et sur la théorie
des imaginaires (Parigi, 1873), nella quale il lettore potra tro-
vare una estesa bibliografia e la dimostrazione delle proprietd
caratteristiche delle cielidi.

Dal punto di vista algebrico proiettivo la prima ricerca riguar-
dante le superficie del quart’ordine con conica doppia fu ecompiuta
da E. E. Kumnmer (*) (1863). 11 KuMMER incontrd la piu gene-
rale superficie del tipo che ci interessa ricercando tutte le super-
ficie del quart’ordine sulle quali esistono infiniti piani seganti
la superficie in coppie di coniche: fra queste & appunto conte-
nuta la superficie del gunart’ordine con conica doppia. Il KuMMER
seoprl che i piani seganti secondo coniche la F, inviluppano cin-
que coni quadrici, eche appunto, dal nome dello scopritore, sono
detti coni di KUMMER.

Pochi anni piua tardi (1868) A. CreBscH (*) dedied alla F, con
conica doppia una memoria, nella quale & per la prima volta di-
mostrata la possibilitd di rappresentare la superficie punto per
punto su di un piano. I1 CLEBScH riguarda la superficie in que-
stione come definita da un sistema linkare oo® di cubiche passanti
per cinque punti base semplici; questo metodo induttivo, che ri-
sale dal sistema delle immagini piane alla superficie rappresen-
tata, fu piu tardi adoperato dal NOETHER e messo esplicitamente in
rilievo dal CaproraL1 (3). .

() Cfr. E. BE. Kumuer: Uber die Flichen vierten Grades, auf welche
Schaaren von Kegelschnitten licgen; « Crelle’s Journals», Bd. 64, 1863.

() Cfr. A. CrEBscH: Uber dic Flichen wierter Ordnung, welche eine
Doppelcurve zweiten Grades besitzen; « Crelle’s Journals, Bd. 69, 1868,

(*) Cfr, E. CAPORALI: Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve
algebriche piane; « Coll. Math. in memoriam D. Chelini», 1881, pag. 144,
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La memoria del CLeBscH & riechissima di risultati particolari
sulla superficie del quarto ordine con conica doppia. Egli ritrova
i ecinque coni di KUMMER, le 16 rette della superficie (che erano
state scoperte qualche anno prima dal DarBoux) dells quali studia
la configurazione, e le cinque serie di coniche nelle quali si de-
compone ciascuno dei sistemi che eorrispondono ai cinque coni
di KuMMER., Il lettore potrd infine trovare nella memoria del
Cressc uno studio delle cubiche e delle guartiche gobbe della
superficie e delle relazioni che intercedono fra queste curve e la
conica doppia.

Il legame che passa fra la superficie del quart’ordine con co-
nica doppia e la superficie cubica generale fu scoperto da C. F.
GeISER (1), i1 guale mostro che si poteva ottenere la superficie
cubica generale trasformando la superficie del quart’ordine con
conica doppia C,, mediante una trasformazione guadratica in eni
ai piani eorrispondono le quadriche passant: per C, e per un pun-
to generico della F,.

11 CLEBscH si era limitato a studiare la F, dotata di conieca
doppia generale. Il caso in cui la superficie acquista dei punti
doppi ovvero la conica si spezza in due rette doppie incidenti,
distinte o infinitamente vieine, viene studiato da M. KORNDOR-
FER (2), seguendo la via indicata dal CLEBSCH.

Il easo particolarmente interessante in cui la conica doppia
diventa cuspidale fu messo in luce per il primo da L. CREMoNA (3);

(") Cfr. C. F. GEiskr: Uber die Flichen wvierten Grades, welche eine
Doppelcurve zweiten Grades haben; «Crelle’s Journal» Bd. 70, 1869.

(*) Cfr. M. KorNDORFER: Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung
mit ciner Doppelcurve zweiten Grades und einem oder mehreren Knoten-
punkten, « Math. Ann.» Bd. I, 1869 e Bd. II, 1870, — Die Abbildung einer
Fliche vierter Ordnung mit zwei sich schneidenden Doppelgeraden, Bd, IIT,
1871, — Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve
sweiten Grades, welche aus swei sich schneidenden unendlich nalen Geraden
bestent, Bd. IV, 1871.

(® Cfr. L. CREMONA: FRappresentazione piana di alcune superficie do-
tate di curve cuspidali; « Memorie Ace. Bologna », 1872, Serie III, Tomo IT;
Opere, Tomo III, pag. 326.
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della conica doppia provengono dai quattro punti di contatto delle
quattro tangenti, che si possono condurre da O alla L,

Nella rappresentazione piana, la conica doppia di ®, diventa
una cubica per A,, 4,, ..., 4 sulla quale le C;(4,4,..4;), im-
magini delle sezioni piane, segano una ¢} composta eon le cop-
pie di una ¢} i quattro punti doppi della nominata g, ri-
spondono ai quattro punti cuspidali della conica doppia.

Dato il punto 0, la guartica ellittica L, si ottiene segando
la @, con 1’iperpiano, tangente in O alla quadrica, che passa
per @, e per 0. Si da cosi origine ad un cono di vertice O, con-
tenente la L,: i punti della conica doppia rispondono a coppie
di punti della L,, allineati con O, sopra una generatrice del det-
to cono.

Vieeversa, una sezione iperpiana qualunque della @, é una
quartica ellittica L,, la quale si pud proiettare in una conica
doppia da quattro punti generalmente distinti. Cid & gia stato
osservato nella rappresentazione piana, quancdo abbiamo dimo-
strato ¢he su di una generiea eubica per A,, 4,, ..., A;, immagine
di una L, le C;(4,4,..4,) segano una g°, che contiene quattro
95 composte con le coppie di nna g¢;. La dimostrazione, basata
sulla bisezione della serie completa ¢%, acquista: un chiaro senso
proiettivo nell’iperspazio: infatti un S, generico sega la @, in
una L, ed il fascio di quadriche, che ha la @, come superficie base,
in un faseio di guadriche di §,, contenenti la L,; al fascio di
quadriche in 8, appartengono guattro coni e proiettando la L,
dai vertiei di questi si ottiene una coniea doppia.

Supponiamo ora di segare la @, con un iperpiano 8, tangente
ad egsa in un punto P. Sulla @, si ottiene una L, (razionale) per
cui P & doppio; e la L, & la curva base di un fascio di quadriche
di §,, toceanti in P un piano fisso =. Nel nominato fascio esistono
due coni, i cui vertiei stanno nel piano 7 e non sulla ®,: la proie-
zione della @, da uno dei due vertici dd una F, con conica doppia,
che proviene dalla proiezione della L,.

Nella rappresentazione piana la L, & data da una cubica C,
per 4,, A,, ..., 4; dotata di un punto doppio P, immagine del
punto P. Data a priori la (, essa si pud considerare in due modi
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diversi come immagine di una conica doppia di una I",, rappre-
sentata da un sistema oo® di C,(4,4,..4,). Se infatti la C,
& immagine di una conica doppia, le C,(4 4,... A,) debbono se-
warla in una g; composta con le coppie di una g, che possiede
la coppia costituita dai due punti sovrappesti in P’ come cop-
pia neutra. Cid & possibile in due modi diversi, giacché esistono
due ¢! che, raddoppiate, sono contenute nella g}, segata sulla
C, da tutte le Cy(4,4,... 4),

Le due nominate g; si costrniscono cosi. Si prendano le
C,(A,4,..4;) tangenti alla C; in un suo punto generico A; esse
segano sulla C; una g, che possiede due punti doppi 4" ed 4”;
le gi richieste sono definite dalla coppia neutra associata una
volta con la coppia AA” e una volta con la eoppia 44"

Sulla conica doppia della nostra particolare F, vi sono due
punti cuspidali distinti, che provengono dalle tangenti che si
possono condurre alla L, dal centro di proiezione. La proiezione
del punto P & invece un punto cuspidale doppio. & noto infatti (*)
che la singolaritd « punto cuspidale doppio » di una eurva nodale
risulta definita dalla circostanza, che il punto doppio infinita-
mente vicino alla curva nodale si trova nella direzione della tan-
gente a questa. Nel caso nostro le sezioni della ¥, con 1 piani
condotti per la tangente alla conica doppia nel punto @ proie-
zione di P sono effettivamente di genere zero anziché di genere
uno, giacché corrispondono alle sezioni della @, con gli iperpiani
passanti per il piano =, tangente in P alla ®,. Le nominate se-
zioni piane della P, sono quartiche con tre punti doppi, succe-
dentisi sopra un ramo lineare, che passa per il punto @, avendo
ivi come tangente la tangente alla conica doppia. Nella rappre-
sentazione piana il punto cuspidale doppio & rappresentato dal
punto P, che risulta doppio per la C,, Immagine della conica

doppia: infatti le immagini delle sezioni piane, che passano per
P’, hanno ivi una tangente fissa e costituiscono una rete; ed im-

ponendo alle curve della rete il passaggio per un punto generico

(') Cfr. ad es, F. EsrIQuEs ed O. Cmisizi: Teoria,., Vol, 1I, Lib, 1V,
Cap. IV, pagg 624-25,
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conformemente ad un metodo di eui fa uso frequentz, egli con-
sidera la superficie come trasformata, rispetto ad una trasfor-
mazione guadratica conveniente, di una superficie cubica con due
punti eonici.

Ma una revisione completa di tutti i risultati conosciuti ed
una discussione minuta di tutti i casi particolari possibili fu com-
piuta da C. SEGre (1884) nella memoria: Etude des différentes
surfaces du 4° ordre & conigue double ou cuspidale (générale ou
décomposée) considérées comme des projections de l'intersection
de deuxr variétés quadratiques de Uespace a4 quatre dimensions »
(« Math. Ann. » Bd. XXIV). Le particolaritd di una F, con conica
doppia vengono fatte dipendere, in (uesta memoria, dalle parti-
-eolaritd del fascio di quadriche in S,, dal quale la superficie ri-
sulta come proiezione della varietd base, e dalle particolarita del
centro di proiezione. -

La classificazione delle particolaritd di un fascio di quadriche
& fatta dal SEGrE in base alla caratteristica (1) del fascio. I1 SEGRE
ha osservato in ispecie che la presenza di punti doppi (con con-

seguente abbassamento della classe della 7,) & legato alla esistenza

nella caratteristica di un esponente isolato.

Lo studio del SEcrE deve considerarsi come definitivo per quel
che riguarda la enumerazione di tutti i casi particolari della P,
con conica doppia.

() Ad un faseio di quadriche corrisponde un faseio d’omografie, prodotti
delle rispettive polaritd, che contiene la omografia identica, Cosi, la elassi-
ficazione dei fasei di quadriehe si riduce a quella di questi fasei d’omografie,
che dipende in sostanza da un noto teorema di K. WEIERSTRASS. Per tale
classificazione, resa perfetta da P, PrEDELLA coll’introduzione dei punti
uniti infinitamente vieini, efr.: E, BErriNg, Introduzione alla geometria proiet-
tiva degli iperspazi; Messina (1923) Cap. V, pag. 115 e F. ENRIQUES ed
0. Caising, Teoria... Vol. II, Lib. IV, Cap. IV, pag. 65S-686.




CarrtoLo VII.

LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE
CON RETTA DOPPIA.

37. Trasformazione della superficie del quart’ ordine
con retta doppia in una eubica,

Procedianio ancora iella nostra analisi dei sistemi lineari di
curve piane rappresentativi di superficie F, razionali, Dopo avere
esaminato 1 sistemi di eoniche o di cubiche, dobbiamo passare ai
sistemi di quartiche. Ma i sistemi lineari di guartiche di grado 4
e di genere zero ed uno si riducono, in generale, a sistemi lineari
di coniche o di cubiche. Percid veniamo ora a diseutere i sistemi
lineari di quartiche di genere 2, rappresentativi di superficie ra-
zionali del quarto ordine. Un tale sistema di quartiche deve pos-
sedere un unico punto base doppio; e il grado del sistema sara 4.
se si danno 8 punti base semplici.

Le quartiche e¢on un punto doppio ed 8 punti semplici sono
ooM™3-8 =503, sicchd il sistema |C,| delle C, (0%4,4,..4,) &
completo.

La superficie I, razionale, rappresentata su di un piano in
modo che le immagini delle sue sezioni piane formino un sistema
lineare del tipo anzidetto, & a sezioni di genere 2; percid ogni s2-
zione piana possiede un punto doppio e le F, possiede una retta
doppia.

Vieeversa si pud riconoscere facilmente, eon un ecomputo di
costanti, che la pin generale I', con retta doppia & razionale e
si laseia rappresentare sul piano nel modo anzidetto. Valutiamo
percid la molteplicitd dei sistemi | C,| birazionalmente distinti
e d’altra parte il numero dei parametri da eni dipendono le F,
con retta doppia, proiettivamente distinte. Il nostro asserto sara
dimostrato se queste due molteplicita risulteranno uguali.

it
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Si ha in primo luogo: I sistem: di quartiche per un punto
doppio e otto punti base semplici dipendono da 10 moduli.

Infatti questi sistemi, essendo completi, cioé determinati dai
punti base, dipendono da tanti parametri quanti ne occorrono
per determinare 9 punti di un piano: cioé 18. Togliendo otto
parametri in corrispondenza alle oo ® omografie del piano, etteniamo
che 1 sistemi del tipo richiesto proiettivamente distinii dipendono
da 10 invarianti preiettivi; ma possono anche aversi sistemi | C, |
equivalentl per trasformazioni birazionali, sebbene proiettiva-
mente diversi. Occorre quindi esaminare le trasformazioni eremo-
niane del piano, che mutano un | C,| in un altro | C, | analogo.
E facile trovare le trasformazioni, che qui si presentano per
n=2,3 ... In relazione ai primi valori di n si ha:

per # =2, trasformazioni quadratiche, in corrispondenza
alle reti di coniche eche hanno un punto base nel punto doppio ed
altri due punti base in due punti base semplici;

per n =3, trasformazioni cubiche, in corrispondenza alle
reti omaloidiche di C, che hanno un punto base doppio in O ed
altri quattro punti base semplici in quattro punti base sempliei
di |C,], ece.

Per ogni valore dell’'ordine n si ha soltanto un numero finito
di reti omaloidiche e quindi, a meno di una omografia fattore, un
numero finito di trasformazioni, che mutano un sistema | C,| in
un sistema | C, | analogo.

D’altra parte le reti omaloidiche, che trasformano un |C,|
in un altro | C, | analogo, rispondono a reti di quartiche di secon-
da specie sulla superficie F, e poiché queste quartiche sono inter-
sezioni parziali di quadriche, appare che le dettle reti omaloidighe
devono essere contenute parzialmente nel sistema doppio del | C, |
e percid il loro ordine resta a priori inferiore ad 8. In tal guisa
si arriva a dimostrare, e¢he esiste soltanto un numero finito di
| C, | proiettivamente distinti e birazionalmente equivalenti, eosie-
ché il numero dei moduli, da cui dipendono questi | C,| & an-
cora 10.

Ora mostriamo che le F, con retta doppia proiettivamente
distinte dipendono effettivamente da 10 invarianti proiettivi.



3 . -

A—ane

LA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE CON RETTA DOPPIA 163

Percid contiamo da prima le F, con retta doppia + prefissata.

Prendiamo un piano = per » e su di esso una conica C,. Se im-
poniamo ad una F, con la » doppia di eontenere la C,, imponiamo
5 condizioni. Se la F, & costretta a passare ancora per un punto
di = fuori di r e di C,, imponiamo una sesta condizione e la F,
si spezza nel piano = ed in una superficie cubica F, per la r, giac-
ché la sezione eon un piano per » di una F, irriducibile con la r
doppia consta della r stessa contata due volte ¢ di una coniea.

Poiché le superficie cubiche per una retta sono oo®, ne risulta
che imponendo 6 condizioni ad una F, con la r doppia, la dimen-
sione delle superficie di questo tipo si abbassa a 15, ossia le F,
con la r doppia sono oo®,

Di qui segue che le F, con retta doppia non prefissate sono
00% o quindi (*) che le F, con retta doppia proiettivaniente di-
stinte sono oo?° e. v. d. .

Concludiamo che la pint generale superficie del £° ordine con
retta doppia & razionale.

Ora si priasenta il problema di trovare un metodo per eseguire
effettivamente la rappresentazione piana di una F, con retta
doppia su di un piano =, in modo che le immagini delle sezioni
piane resultino guartiche passanti per un punto doppio ed otto
punti semplici.

Si riesce facilmente a risolvere questo problema qualora si
osservi che una superficie ¥, con retta doppia 7 si pnd ottenere
come trasformata da una superficie cubica F”,;, mediante una
trasformazione quadratica di seconda specie (2).

() Tna F_con retta doppia » non pud essere trasformata in st da infinite
e quindi da un gruppo continuo co® di omografie, perche, essendovi sulla
retta r 4 punti cuspidali (efr. pag. 168) dovrebbero aversi anche infinite omo-
grafie che lascian fermi tutti i punti della r. Queste non possono essere bias-
siali perché la F_non & rigata; dovranno dunque trasformare in st le se-
zioni piane d’un fascio, ¢id ¢he — almeno in generale — & manifestamente
impossibile. :

(» Cfr. cap. I, n. 8.
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Sia invero F’, una superficie cubica dello spazio 8 (2, ¥’ ), ¢
una delle sue (ventisette) rette ed 4, B, C tre dei suoi punti. Le
guadriche, che contengono 1 e passano per 4, B, € sonooc® e costi-
tuiscono un sistema omaloidico, due quadriche del sistema segan-
dosi in una cubica gobba (che ha la #” come corda e passa per A,
B, () e tre quadriche del sistema avendo un solo punto (variabile)
comune. Facendo eorrispondere proiettivamente le.quadriche del
sistema anzidetto ai piani dello spazio S(z,y,2) si ottiene una
trasformazione quadratica T tra gli spazi §”(z, ¥/, ) ed 8(z, y, 2),
nella quale al sistema dei piani dello spazio §’ (2, 9/, 2") corrisponde
un sistema omaloidico di oo?® superficie cubiche rigate aventi una
medesima retta doppia r e tre generatrici a, b, ¢ comuni; ogni
punto della retta @, b o ¢ & il trasformato di una retta del piano
A, B, o C, passante per A, B o C, mentre la retta doppia »
¢ immagine del piano 4ABC, ogni punto di essa risultando da una
conica, appartenente al fascio, che ha come punti base i punti
A, B, C ed il punto D comune alla retta + ed al piano ABC.

Lia superficie cubica F, passante per la retta »" e per i tre
punti 4, B, C si trasforma in una superficie F, del quarto ordine,
che contiene le tre rette a, b, ¢ ed ha la retta r come retta doppia.
Infatti la trasformata della F’, & intersecata da una retta gene-
rica in guattro punti, eorrispondenti ai quattro punti (fuori di +’
edi 4, B, C) che la F', ha comuni con la cubica gobba, trasformata
della retta; la F, contiene le rette a, b, ¢, giacchd le rette del
fascio di eentro A nel pianc 4 hanno (fuori di »" e di 4) un
punto in eomune con la F,. Infine F, ha la retta r come dop-
pia. Infatti le rette incidenti ad »” (che intersecano le quadriche
per ¥ e A, B, €' in un solo punto non fondamentale) si trasfor-
mano in rette, unisecanti le rigate cubiche passanti per r, e quindi
in rette che si appoggiano ad ». Ma la F’, & incontrata dalle rette
che si appoggiano ad " in due punti (fuori di ') e eorrisponden-
temente la F, (trasformata della #”,) & incontrata in due punti
dalle rette, che si appoggiano alla r: ne segue che la » & doppia
per la F,.

Viceversa, data una superficie ', con retta doppia , i piani
per » segano la superficie secondo coniche, le quali possono, per
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posizioni particolari del piano, spezzarsi in due rette, sieché sulla
F, esistono certamente delle rette. Supponiamo infatti che la ret-
ta » sia la retta all’infinito del piano zy. L’equazione della F,
sl presenta allora nella férma:

1) 0z, ) + Yo, 9)2 + Yof, y)2® + 0,(2, y)2® -+ P2 = 0

essendo ¢, ¢,, 3. dei polinomi di secondo grado in «, y, ¢, (z, y) un
polinomio di primo grado e ¢, una costante. Posto z = X nella (1)
s1 ottiene 1’equazione di una conica e si tratta di stabilire per quali
valori di A questa risulta degenere. Percid conviene considerar il
diseriminante
[ @l

dove le a;;sono polinomi di wm certo grado in A. Precisamente,
tenendo conto delle potenze d’'ordine massimo, che si presentano,
il diseriminante, uguagliato a zero, dard origine ad un’equazione
algebrica della forma:

azt + ... b2+ ... B+ ...
bet+ ...et+ ... ff+ ... | =0,
e+ ... R gt L

cioé ad un’equazione di ottavo grado.

Ne viene che: sopra une superficie del quarto ordine F, con
retta doppia r esistono, in genmerale, otto coniche spezzate in due
rette, ossia 16 rette formanti 8 coppie di rette incidenti trdg loro
edalar.

Ora, prese tre rette sghembe a, b, ¢ di F,, incidenti alla retta r,
trasformiamo la F, mediante la trasformazione cubiea 77!, in-
versa della trasformazione adoperata precedentemente, la quale
corrisponde al sistema omaloidico delle rigate cubiche passanti
doppiamente per r e semplicemente per le tre rette sghembe so-
pranominate, La F, si trasforma tn una superficie cubica F'y:
infatti le rette sono le trasformate delle coniche comuni a due
rigate cubiche che (fuori delle rette », @, b e ¢) hanno tre punti
comuni con la F,.

La superficie F’, & generalmente razionale, e cosi viene stabi-
lita la razionalita della F, generiea con retta doppia i; in realtd
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fanno eccezione soltanto i easi in cui la F, diventi rigata acqui-
stando una ulteriore retta doppia (sghemba con r), ovivero diventi
un cono, possedendo su » un punto guadruplo.

Studiamo in quale modo venga effettivamente a rappresentarsi
la F, sul piano, ricercando le immagini delle sue sezioni piane.
Queste sezioni si trasformano per la 7! nelle sezioni della F7,
con le quadriche passanti per una certa retta »” e per tre punti
4, B, C di F’,. Ora la superficie cubica F’, si pud rappresentare
punto per punto su di un piano %, in modo che le immagini delle
sezioni piane siano delle cubiche per 6 punti base 4,, 4., 4,, 4,,
A;, O, mentre una retta » di F/, si pud sempre supporre rap-
presentata da una conica per cinque dei sei punti base, ad es.
dalla conica per 4,, 4,, 4,, A,, 4;. Riferendoci a questa rappre-
sentazione piana della F’, troviamo come vengano rappresentate
le curve, sezioni della F’;; con le quadriche contenenti + e passanti
per 4, B, . Anzitutto le curve immagini di sezioni della #’, con
le quadriche dello spazio sono le sestiche C,(A2A414342470%),
costituenti il sistema doppio delle immagini delle sezioni piane.
Percid le quadriche contenenti la ¢/, che & rappresentata dalla
conica per A4,, 4., ..., 45 e passanti per 4, B, C avranno come
immagini le quartiche C,(4,4,4,4,4,0%), passanti per i tre pun-
t1 Ay, A;, Ag, che corrispondono su = ai tre punti 4, B, C. Riepi-
logando: Nella rappresentazione indicata della superficie cubica
F, le immagini delle curve sezioni di F', con il sistema delle oo®
quadriche contenents v e ‘passantt per A, B, C, sono costituite
dal sistema delle oc?

CiA,A,A,4,4 A A, A0

Ne risulta di conseguenza: la superficie del quart’ordine F,
con retta doppia » puo essere generalmente rappresentata punto
per punto su di un piano « in guisa che le tmmagint delle sue se-
zioni pilane siano delle quartiche per otfo punti semplici A,, 4.,
<y ed un punto doppio O.

Abblamo cosl riguadagnato il sistema rappresentativo, dal
quale avevamo preso le mosse.
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38. Curve traceiate sulla superficie del quart’ ordine
con retta doppia.

Le proprieta della superficie del quart’erdine F, con retta dop-
pia 7 si possono leggere sulla sna rappresentazione piana.

Troviamo anzitutto 1'immagine della retta doppia » della su-
perficie. I piani per la retta » segano la I, in coniche, rappresen-
tate dalle rette del fascio, che ha per centro 0. L'immagine della
retta doppla & percid una curva che, completata con una retta
per O, costituisce wna C,(0*4,4,A,4,.4 A,A.A,); dunque la ret-
ta doppia r ¢ rappresentata dalla cubice C,, passante per 1 nove
punti base 0, A, A,, A,, A, A, A, A., A, Le immagini delle
sezioni piane segano sulla C,, che rappresenta la retta doppia, una
g3, le coppie della quale rappresentano i punti della retta doppia .

Viceversa, data una cubica €, e segnati su di essa nove
punti distinti 0, A4,, 4,, ..., 4, la C; sl pud sempre considerare
come immagine della retta doppia di una certa superficie F,
(proiettivamente definita) che si laseia rappresentare sul piano
in modo che il sistema delle sue sezioni piane abbia come imma-
gine il sistema complefo delle o0® O, (0*A A, A, A A, A A A)
(secanti sulla C, una g;). I’a eccezione il caso in cui i punti O
A, A, ..., Ag sieno i nove punti base di un faseio di eubiche, la
F, riducendosi allora ad una guadrica doppia in corrispondenza
al fatto ehe il sistema delle C, appartiene ad una involuzione
di coppie di punti.

Risnlta ora evidente, cid che dianzi abbiamo stabilito diretta-
mente, cioé che la &, possiede 16 rette che si appoggiano alla 7.

Invero le rette che si appoggiano alla », facendo parte di una
sezione piana, insieme alla retta r, che ha per immagine una C,,
possono essere rappresentate solamente ¢ da intorni di punti base
ovvero da rette. Un facile esame mostra immediatamente, che le
rette della superficie incidenti alla » sono rappresentate da:

@) le otto curve infinitesime, costituenti gli intorni del primo
ordine degli otto punti base A,. A.. 4, A, A, A4, A, Ag;
b) le otto rette che congiungono il punto O, con eiaseuno

degli altri otto punti base.
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Come si vede, per ogni retta incidente ad r ne esiste un’altra
ed una sola incidente ad essa. In generale, non esistono sulla F,
delle rette non incidenti alla retta r. Ma si avranno sulla F, delle
rette sopranmumerarie non incidenti la 7, in diversi casi parti-
colari: per es. se tre dei punti 4; (i=1, 2, .., 8) siano allineati,
ovvero einque di essi siano su di una conica insieme ad O, ovvero
sette di essi siano su di una cubica, che ha O come punto doppio;
cid da luogo ad una serie di casi possibili, che non importa qui
indagare.

B anche facile dimostrare che la F, possiede in generale un
npumero finito di coniche, oltre a quelle giacenti in piani per la
retta doppia r (che hanno come immagine le rette per O). Esse
sono rappresentate:

a) dalle (g) — 28 rette che congiungono a due a due in tutti

i modi possibili gli otto punti base semplici A, 4,, 4,, A, A,, A,
Ay Ag;

b) dalle (2) = T0 coniche passanti per O e per quattro degli

otto punti base sempliei;

¢) dalle (2)_—__98 cubiche, che hanno O doppio e passano

per sei.degli otto punti base semplici.

Una conica del tipo ¢) forma insieme con una ben determinata
conica del tipo a) una sezione piana completa di F,. Il sistema
delle®coniche del tipo b) & invece complementare di se stesso.

La rappresentazione piana della F, con retta doppia puod ser-
vire anche a niettere in evidenza gli invarianti assoluti della su-
perficie. Questi invarianti sono infatti i moduli rispetto alle tra-
sformazioni birazionali di una cubica C,, sulla quale si siano se-
gnati nove punti. Ne viene che la F, con retta doppia possiede
diect tnvarianti, per i quali si possono seegliere: l'invariante asso-
luto della cubieca C, ed i parametri che fissano le posizioni dei nove
punti 0, 4,, 4,, 4, A,, 4;, 4., A;, A, sulla eabica stessa (distanze
da un flesso). Riportandoci alla superficie F, nello spazio, 1’'inva-
riante assoluto della ecubica rappresenta il birapporto dei quattro
punti euspidali esistenti (in generale) sulla retta doppia; mentre
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gli altri invarianti verrebbero ad esprimersi in funzione dei punti
d’appoggio delle rette semplici di F, con la retta doppia r.

Nor4. - Si pud rappresentare direttamente la superficie F, con
retta doppia + su di un piano, usando di una econgruenza del primo
ordine, le cui rette intersechino la F, (oltre che nelle curve foeali
fisse) in un unico punto. Basta a questo scopo la conoscenza di
una curva C, della superficie la quale si appoggi n n— 1 punti
alla retta doppia e sia di conseguenza unisecante le coniche segnate
sulla F, dal fascio di piani per r: infatti da un punto P della
parte una sola retta che si appoggi alla  ed alla C,, in punti non
comuni alla » ed alla C, e questa retta (essendo la » doppiaela C,,
semplice) non incontra altrove la F,.

11 CreBscH (?), seguendo questo concetto, ha dln‘lOStl ato diret-
tamente 1’esistenza sulla F', di un numero finito di coniche che non
sono complanari con la retta doppia » e pertanto si appoggiano ad
essa in un punto. Ciascuna di queste coniche pud servire alla rap-
presentazione della superficie su di un piano.

Inoltre, il CrEBscH (*) ha mostrato come si possa dedurre 1’esi-
stenza di eurve di F,, unisecanti le coniche segnate dai piani per
r, dalle proprieti del piano doppio che si ottiene qualora si
proietti la superficie F, da un punto O della sua retta doppia su
di un piano %. Eseguendo questa proiezione, si ottiene effettiva-
mente un piano doppio, glacehé ogni punto P della superficie si
proietta in un punto P’ del piano = mentre a sua volta ogni punto
di = proviene da due punti di F,.

La curva di diramazione (luogo dei punti, che corrispondono
ad una coppia i punti infinitamente vicini su F,) ™und sestica,
che ha il punto 4 comune alla retta » ed al piano = come quadru-
plo. Infatti le sezioni piane per O, segano la superficie in una

("y Ofr. A. CLEBSCH: Uber die Abbildung algebraischer Flichen, insbeson-
dere der vierten und fiinften Ordnung; « Math, Ann» Bd. I, 1869,

(*) Cfr. A. CLEBsCH: Uber den Zusammenhang einer Klasse von Fli-
chenabbildungen mit der Zweiteilung der Abel’schen Functionen. « Math.
Amn, » Bd. ITT, 1871.
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quartica che ha il punto O come doppio e da questo punto partono
2n+42p—2=444—2=6 tangenti alla curva; ne segue
che il cono circoseritto alla ¥, da O & un cono del sesto ordine e
quindi ser & anche l’ordine della curva di diramazione, che & la
sezione del eono cireoseritto con il piano x. Il punto 4 risulta gua-
druplo per da curva di diramazione in corrispondenza al fatto che
i piani passanti per r segano la F, secondo delle coniche, sicché
per questi piani, le sei tangenti che vanno in generale alla curva
sezione si riducono a due, mentre le altre quattro sono assorbite
dalla retta r.

Le conichie del piano che passano per 4, segano la sestica di
diramazione che & di genere 4, secondo una ¢j, la quale si pud
bisecare in 222 = 2% = 256 modi, dando Iuogo a 256 coniche pas-
santi per 4 e ovunque tangenti (ciod guadritangenti) alla eurva
di diramazione.

Ad una di queste coniche, I, corrisponde sulla ¥, una curva C,
sulla quale 1 punti allineati con O sono coningati in una involu-
zione ¢;, le cui coppie sono in corrispondenza biunivoea con i
punti di . T punti doppi di questa involuzione si otterrebbero
in corrispondenza ai punti d’intersezione semplice della K con la
curva di diramazione; ma la K & tangente alla curva di dirama-
zione ovungue la incontra, sicché la K & priva di punti di dirama-
zoine e corrispondentemente la g, sulla C di F, & priva di punti
doppi. Poiché una g% sopra una curva irriducibile deve possedere
sempre almeno 2n — 2 = 2 punti doppi, ne segue che la C & spez-
zata in due curve C, e (,, che possono essere due cubiche gobbe,
aventi la rejta » come corda, ovvero una conica incidente ad #» ed
una residua quartica gobba eon punto doppioc su di essa, ulterior-
mente incidente alla r. La distinzione dei casi eche qui possone
occorrere importerebbe un esame pin delieato, sul quale non eci
fermeremo. In ogni caso le curve C, e C, sono unisecanti le coniche
di F,, sezionl dei piani per r: infatti queste coniche si proiettano
nelle rette per 4, che sono unisecanti la conica K.

OsseErvazIONE. - La considerazione del piano doppio con sestica
di diramazjone C, dotata di un punto quadruplo A permette
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anche di ritrovare sopra F, le 16 rette, incidenti alla retta dop-
pia ». A priori queste rette dovranno corrispondere alle tangenti
a (y condotte per A, per ciascuna di queste rette, venendo a
coineidere 1 due punti di diramazione, segnati da C,, in un unico
punto critico apparente. Ma poiché la C; & (in generale) di ge-
nere 4, si avranno 10 tangenti ad essa per A e se ognuna di queste
fosse immagine di una conica riducibile di F, si troverebbero
sulla superficie 20 rette, anziché 16. Lo studioso sciogliera il para-
dosso, rilevando che, quando si proietta la F, su un piano doppio
da un punto O della retta », vi sono due coniche di F, (sezioni
plane per 1), le cui proiezioni danno due particolari tangenti a
C, per A, che non rispondono effettivamente a coniche riducibili.

39. Cenno di alcuni casi particolari.

Non & nostro proposito indagare minutamente i casi pit no-
tevoli, a eui pud dar luogo la superficie I, con retta doppia r.
Ci limiteremo ad alcune semplici osservazioni.

Anzitutto 'intorno della retta doppia (rappresentato sul pia-
no dalla eubica C,(A4,4,..4,0)) & in generale irriducibile ed equi-
valente ad una curva ellittica: appunto in corrispondenza a cid
si hanno sulla » quattro punti cuspidali distinti. Ma due di questi
punti possono venire a coincidere in un punfo cuspidale doppio
se la cubica (,(4,4,..4,0) acquisti un punto doppio, fuori dei
punti base di | C, |. In questa ipotesi le C,(0%4,4.,..4;) segano
sulla C,(4,...4,0) una ¢.', che possiede la coppia neutra rispon.
dente al punto doppio.

Piili in particolare, la cubica C4(A4,4,...4,0) pud spezzarsi in
una retta ¢ ed in una conica C,; una discussione completa di que-
sta ipotesi porta a considerare tre casi possibili:

@) la retta doppia della F, & rappresentata dalla conica (.,
sulla quale le C,(0%4,4,..4,) segano una g;, mentre la retta a
& fondamentale per | C, |; »

b) la retta doppia della F, & rappresentata dalla retta ¢, sulla
quale si ha una g}, mentre la conica C, & fondamentale per | C, |;

¢) la retta a e la .conica C, rappresentano due falde distinte




172 LIBRO PRIMO

della retta doppia » di F,; le curve di | €, | che passano per un
punto di @ passano di conseguenza per un punto (coniungato) sul-
la C,, sicché sulla curva riducibile @ + C, si ha una g;, ciascuna -
coppia della quale costituisce una coppia di punti corrispondenti
in una proiettivitd, determinata fra ¢ e C, dalle curve del siste-
ma | C,|.

Diamo nel seguito aleuni esempi in eui si verifica 1'ipotesi a),
b), o ¢), lasciando allo studioso il compito di una discussione com-
pleta.

Supponiamo che la cubica C,(A4,4,..4,0) si spezzi nella
retta OA,A, e nella conica C,(4,4,4,4,4.4,) per 1 sei punti
base semplici rimanenti. La conica C, & 1'immagine della retta
doppia di F,, giacche le curve di | C, | segano sopra di essa una
gs, che possiede la coppia neutra sezione della C, con la retta
04 A, (*). Sopra la retta doppia r di F, si trovano due punti
cuspidali ordinari, corrispondenti ai due punti doppi della g
definita sopra la C, ed un tacnodo (), rappresentato dalla retta
OA,A,, la quale non ha intersezioni variabili con le immagini
delle sezioni piane e, staccata dal sistema di queste, dd come resi-
due le cubiche (ellittiche) di una rete.

Il caso ora discusso pud dar luogo ad una particolarizzazione
ulteriore se la conica anzidetta si spezza in due rette, che con-
tengamo rispettivamente le terne di punti 4,, 4,, 4;e 4,, 4., A,.
Queste due rette rappresentano due rette infinitamente vicine
alla », che appartengono a due falde distinte della superficie F,.
In questo caso la retta OA, A, continua a rappresentare un tacno-
do, mentre gli altri due punti cuspidali della » vengono a coinei-
dere in un unico punto — diciamo P — che ha per immagine nel
piano 1’intersezione P’ delle due rette A,4,4, ed A, 4,4,: il pun-
to P’ & invero punto base di una rete di C,, che in esso si toceano.

() La coniea ¢, appare cosi come una curva ellittica. Invero una curva
razionale sulla quale sia messa in evidenza una coppia neutra, si pud consi-
derare come limite di una eurva ellittica, Cfr. F. ENRIQUES ed O. CHISINI:
Teoria..., Vol. III, Lib, V, Cap. IIL, pag, 409.

- (3 Cfr. F. ENriQUES ed O. CHISINI: Teoria..., Vol, II, Lib. IV, Cap. IV,
pagg. 587-88.
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Il punto P & un ordinario punto cuspidale doppio, come quello,
che si & incontrato prima nel caso che la C, (irriducibile) abbia
un punto doppio (*).

Infine si pud considerare un’ulteriore particolarizzazione della
nostra superficie, corrispondente alla circostanza, che i punti 4,,
A;, A, vengano infinitamente vieini ad 4,, 4,, 4,, nel qual caso
Pintorno della retta doppia r verrd rappresentato dalla retta
A, 4,4, contata due volte, cosicchd la rette doppia » di F, risul-
terd cuspidale. Qui appare sopra la retta cuspidale un punto
chiuso (tacnodo) (%), che risponde all’ intersezione della retta
A A A, con la 044,

Ora abbiamo detto che la cubica C,(04,4,4,4,4A. 4. A.4)) si
pud anche spezzare in una conica C, ed in una retta ¢; per modo
che la retta a rappresenti la retta doppia » e la C, sia fondamen-
tale per | C,|. Cid avviene ad es. se la C,(04,4,4, 4,4, 4.4 A,)
si spezza in una eonica C,(0A4,4,4 4,4,4,) ed in una retta a
per A,, 4,.

Sulla retta « il sistema oo3 delle C,(0%4,4.,...4;) sega una
serie lineare di coppie di punti, che deve possedere la coppia neu-
tra segnata sulla @ dalla C, e percido & una gi. I due punti doppi
della g, rappresentano due punti cuspidali della retta doppia
di F,. Staccando invece la conica €,(0A4,4,4,4,4.4,) ¢i rimane
la rete delle coniche passanti per 0, A, 4.; ne segue che il punto
di F,, che si rappresenta nella coppia comune ad a ed alla C,, &
tale che le sezioni piane per esso sono curve di genere zero: si trat-
ta dunque di un punto triplo della superficie.

Se infine A4,, A,, 4, sono su di una retta a e 0, 4,, 4,, 4,,
A, A, su di una conica C,, siamo in un easo nel quale la retta a
e la eonica C, rappresentano due falde distinte di F,.

Le particolarizzazioni anzidette valgono come esempio di al-
cune cireostanze particolari, che possono essere offerte dalla no-

(1) Cfr. ¥. ExriQues ed Q. CHIsING: Teoriq..., Vol. IT, Lib. IT, Cap. IV,
pagg. 624-25.

(?) Cfr. F. EXrIQUEs ed O. Cmisixt: Tearia...; Vol. IT, Lib. IV, Cap. IV,
pag. 604,
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stra superficie. Lo studioso potrd approfondire utilmente lo studio
di altri casi particolari, supponendo anche che i punti base pos-
sano avvicinarsi indefinitamente.

EsErcizio. Si dimostri che, se la cubica C,(04,4,4,4,4,4,4.4,)
si spezza in una retta a per O ed in una conica

Co(d,4,4,4,4,4,4,4,),

-

(il sistema completo delle C,(0°4,4,4,4,4,4.4.4,) non rappre-
senta una superficie del 4° ordine irriducibile, ma un cono quadrico
doppio, i sisteme | C, | appartenendo ad wna involuzione piana
di coppie di punti.

OSSERVAZIONE. - Le considerazioni svolte al n. 37 valgono a
stabilire che la piu generale superficie del quart’ordine con retta
doppia é rapprésentabile sul piano in guisa che al sistema delle
sezioni piane risponda un sistema di curve del quart’ordine pas-
santi doppiamente per un punto O e semplicemente per 8 punti
4, A, .., 4. Sidomanda ora se questa conclusione si estenda ad -
ogni F, razionale, la cui linea multipla consti solamente di una
retta doppia. Per rispondere alla questione, giova osservare che
— a partire dal piano doppio con sestica di diramazione dotata
di punto quadruplo, al quale si riduce ogni F, con retta doppia
per proiezione da un punto della retta doppia (cfr. n. 38) — &
sempre possibile, se la #, non sia una rigata irrazionale, (cfr.
Lib. II, cap. I, n. 3) costruire una eurva unisecante le coniche
del fascio, segato sulla F', dai piani per la retta doppia. Proiet-
tando ogni conica di F,, che sia complanare con la retta doppia,
dal punto che essa ha a comune eon la nominata unisecante, si
viene a rappresentare la F, sul piano; ed un esame pit approfon-
dito prova che il sistema lineare rappresentativo delle sezioni pia-
ne & sempre ridneibile con trasformazioni quadratiche ad un siste-
ma, di quintiche eon un punto triplo O, un punto deppio A ed otto
punti base semplici 4,, 4,, ..., AB\. Ora un sistema «di

C,(0° A2 A, 4, .. 4,)
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& a sua volta riducibile con una o pil trasformazioni quadratiche
ad un sistema di C,(0%4,..4,); tuttavia un esame critico di tale
riduzione prova che vi & un caso d’eccezione, quando A sia infint-
tamente vicino ad O ed © punti A,, A,, ..., 4, s1 succedano sopra
un ramo lineare che abbia origine in O ¢ sia di classe due (abbia
cio¢ in O un flesso). Ma il lettore potra verificare per esercizio che
un simile sistema di quintiche, non essendo semplice, non rappre-
senta una superficie del quart’ordine irriducibile, ma un cono
quadrico doppro. Si riesce cosl a provare che tutte le F, razionali,
a seztoni plane di genere due sono rappresentabili sul piano in
modo che al sistema lineare delle sezioni piane risponda un sistema
lineare di C,(0*4 A, ... Ag).






CaprroLo VIII.

SULLE SUPERFICIE RAZIONALI DEL QUART’ORDINE
CON UN SOLO PUNTO SINGOLARE

40, Introduzione.

L’analisi sviluppata nei ecapitoli precedenti c¢i ha portato a
classificare tuite le superficie del quart’ordine, con lnea doppia
(o multipla), cioé a sezioni piane di genere = =2, 1, 0; e a rico-
noscere che esse sono razionali, fatta eccezione per la rigata con
due direttrici doppie sghembe fra loro (= =1) e pei coni di ge-
nere = =2, 1 con una o due generatrici doppie. Infatti possiamo
ricapitolare i risultati ottenuti enumerando i seguenti tipi di su-
perficie del quart’ordine con linea doppia (o multipla):

1) superficie (a sezioni di genere = = 0) con linea doppia
del terz’ordine, ciod:

a) superficie di STEINER con tre rette doppie per un punto
triplo,

b) rigate con cubica gobba doppia (riducibile a retta tripla).

I coni razionali, con tre generatriei doppie o una generatrice
tripla, sono caso particolare comune alle due famiglie a) e b);

2) superficie (a sezioni di genere = = 1) con linea doppia
del second’ordine, cioé

a) superficie razionali con conica doppia, e

b) rigate con due direttrici rettilinee sghembe fra loro (ne-
.cessariamente non razionali perché contenenti un fascio di genere
uno, costituito dalle generatriei).

I coni ellittici, non razionali, con due generatriei doppie, costi-
tuiscono un caso particolare comune alle due famiglie a) e D) ;

3) superficie (a sezioni di genere = =2) eon retta doppia.
generalmente razionali.
12
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Fa eccezione il caso particolare del cono di genere due (con
una generatrice doppia), c¢he non & razionale.

Per completare 1’analisi delle superficie razionali del guart’or-
dine vogliamo ora determinare le superficie razionali di quest’or-
dine a sezioni di genere = = 3, le quali vedremo essere caratteriz-
zate dal possesso di un punto singolare triplo ovvero doppio di
specie particolare. ‘

L’analisi delle superficie razionali del quart’ordine con punto
doppio & stata fatta da M. NOETHER in relazione ai piani doppi,
che si ottengono proiettando la superficie dal suo punto doppio,
e noi pure avremo occasione di rivedere la cosa gotto tale aspetto.
In questa nota riusciamo a costruire i sistemi lineari rappresen-
tativi delle nostre superficie in modo pit elementare e nell’ordine
di idee esposto nei capitoli precedenti.

Ineominciamo col dimostrare che wna superficie razionale del

quart’ordine @ sezioni di genere tre & necessariamente dotata di
un punto singolare.
" Sia F, una superficie del quart’ordine, priva di punti singo-
lari. Tra gli oo® piani, passanti per un punto generico 0 dello spa-
zio, ne esistono oo?, che risultano tangenti alla F,, segando questa
superficie secondo una quartica, che ha un punto doppio nel
punto di contatto. I1 luogo dei nominati punti di contatto & la
curva intersezione della I, eon la superficie cubica, polare del
punto O rispetto ad F,. Facendo variare il punto O, otteniamo
cosi un sistema lineare co® di superficie cubiche, le cui interse-
zioni con la F, sono le curve contorni apparenti della F,, vista
dagli co® punti dello spazio.

Supponiamo ora che la F, sia razionale; il suo sistema rap-
_ presentativo sard un sistema lineare, oo® semplice, d'un certo
ordine n, di genere tre e di grado quattro. Nel nominato sistema
sono contenute co® reti, ciascuna delle quali da Iuogo ad una curva
jacobiana di ordine 3% — 3. La totalitd delle curve jacobiane
costituisce un sistema lineare oo? la cui parte variabile rappre-
senta (poiché la jacobiana di una rete & il luogo dei punti doppi
delle eurve della rete) il sistema lineare delle curve contorni appa-
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renti della F,, vista dagli oo® punti dello spazio. Ma il sistema di
gueste curve & segato sulla F, da un sistema lineare oo® di super-
ficie cubiche senza punti base; ne segue che 1’ordine delle curve
immagini dei contorni apparenti della F,, dovrebbe essere 3n e non
<< 3n— 3, come si & trovato. Pertanto la F, non pud essere ra-
zionale.

Affinché la I, possa essere razionale bisognerd che le super-
ficie cubiche polari rispetto ad essa abbiano a comune almeno
un punto (doppio o triplo), al gquale rispondera snl piano rap-
presentativo una curva fondamentale da aggiungersi alla parte
variabile de]l sistema lineare delle jacobiane delle reti contenute
nel sistema delle immagini delle sezioni piane. .

Una consegnenza importante del teorema precedente & che

Y

la superficie generale del quart’ordine non é razionale (1).

41. Generalita sulle superficie razionali del quart’ordine
a sezioni piane di genere tre.

Volgiamoei dopo cid allo studio dei sistemi lineari rappre-
sentativi di superficie razionali del quart’ordine a sezioni di
genere tre.

Giova premettere alcune osservazioni {’ordine generale.

a) Sia |C,| un sistema lineare (co' almeno) d’ordine =
costituito da curve piane irriducibili di genere p > 1. Chiamasi
sistema aggiunto a |C,| il sistema lineare |C)_,|, costituito
dalle curve aggiunte a |C,|, ossia dalle curve d’ordine n— 3 pas-
santi ©—1 volte per ogni punto base 7-plo di |C,|. Fatta astra-
zione dalle curve fisse (se esistono) che formano parte di ogni

() Nella teoria delle superficie algebriche si definisce il genere geometrico
p;,, di una superficie d’ordine n come il numero delle superficie aggiunte
d’ordine n —4, linearmente indipendenti; e per la razienalitd della F, & ne-
cessario che sia p y=0. Per la F, generale risulta precisamente Py = 1
Cfr. ad es. F. ENRIQUES: Lezioni sulla teoria delle superficic algebriche
raceolte da L. CaMPEDELLI (Cedam, Padova, 1932), capp. II e IIIL.




180 LIBRO PRIMO

curva d’ordine n — 3, aggiunta a |C, |, restano oo?~' curve
variabili, le quali segano sulla eurva generica di |Cy| la serie
canonice 952, (*); il sistema lineare costituito dalle nominate
curve variabili dicesi — col CaSTELNUoOvO — sistema aggiunio
puro di | C,,|: 1l sistema aggiunto puro di | Cy | é un covariante
del sistema lineare | C,, | rispetto alle irasformazions cremoniane
del piano, ossia’ una trasformazione birazionale, che muti il si-
stema | C,, | nel sistema | Cy, |, muta 1’aggiunto puro di | C,, | nel-
D’aggiunto puro di | Cp | (3).

Rammentiamo inoltre che la serie canonica & 1’unica serie

glg’;_lz, esistente sulla C,.
- b) Dato un sistema lineare irriducibile |C,]|, oo”, di
grado m, dicesi — con C. SEGRE — serie caratteristica di | C, |
la serie lineare ¢'* segata sopra una C, irriducibile di |Cy|
dalle altre curve del sistema.

1 evidente che se la serie caratteristica di un sistema lineare &
completa, il sistema stesso & completo; invero se il sistema si
potesse ampliare, ¢id avverrebbe anche della serie caratteristica.
Piu significative sono inveee le due proposizioni seguenti, che
saranno giustificate in seguito (efr. Lib. I1, cap. 11, n. 9) (%).

La serie caratteristica di un sistema lineare completo é com-
pleta.

La serie caratteristica di un sistema lineare completo é non

speciale o speciale, secondo che il sistema é regolare o sovrabbon-
dante, ossia secondo che la sua dimensione & uguale o maggiore

. N 1 .
di -12-n(n 4+ 3) -2 5 r{r; + 1): la sovrabbondanza corrisponde

all’esistenza di legami fra i punti base; precisamente, se ¢ & 1’in-

() Cfr. ad es. ¥. ENRIQUES ed O. CHISINI: Teorie.., Vol III, Lib, V,
Cap. I, pag. 84. Delle curve fisse che si stacchino dal sistema aggiunto pos-
sono effettivamente presentarsi, come dimostra gid Pesempio delle C (4°B°)
il cui aggiunto & costituito dalle C,(4°B%, dalle quali si stacea la retta AB.

() Ofr. ad es, F. ENrRIQUES ed O. CHISINI: Teoria.., Vol. I1I, Lib, V,
Cap. II, pag. 178.

(®) Cfr. del resto F, ENrRIQUES ed Q. CHISINI: Teorig..., Vol. III, Lib. V,
- Cap. II, pag. 192.
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dice di speecialitd della serie caratteristica, fra le condizioni espri-
menti il passaggio delle curve di | Cy | per i punti base con le date
molteplicitd, ¢ saranno conseguenza delle rimanenti.

Cio premesso sia F, una superficie razionale del quart'ordine
a sezioni pilane di genere tre.

Il sistema rappresentativo di questa superficie sarid un siste-
ma lineare | C,, |, oo, di curve irridneibili di genere tre, secantisi
a due a due in quattro punti variabili; la serie caratteristica,
segnata su di una, curva generica C, di | C,| dalle altre curve
del sistema, & pereid una g%, ossia la serie canonica completa della
C,. Anche il sistema lineare | C,, | & allora completo e quindi:

Ogni superficie razionale del quart’ordine dello spazio ordi-
nario, a seziomi piane di genere tre, é normale.

In secondo luogo, la serie canonica sopra una curva & una
serie speciale con indice di specialitad 1; il sistema rappresenta-
tivo | Cy| deve percid essere sovrabbondante e precisamente:

Tra le condizioni tmposte dat punit base alle curve di un siste-
ma hineare rappresentativo di ung superficie del quart’ordine o
seziont piane di gemere tre, una é conseguenze delle rimanents.

Ora, per procedere innanzi pii speditamente conviene enun-
viare la seguente

IPoTEST SEMPLIFICATIVA: Nello studio che segue supporremo
che per 1 sistemi lineart che prendiamo in considerazione il siste-
ma aggiunto cowmcida con l’aggiunto puro, ciod che non esistano
curve fisse che si stacchino dall’agginnto. Per giunstificare questa
ipotesi occorrerd poi un esame eritico i eui i occuperemo ai
nn. 46, 47.

Indipendentemente da guesta giustificazione, 1’ ipotesi pre-
detta porta a riconoscere un certo numero di tipi di F, razi-oﬁali,
senza assicurarci a priori che la classificazione riesca completa.
Ma che in fatto non esistano altri tipi risulterd piu avanti dalla
teoria dei piani doppi (efr. altresi il suceessivo n. 47).

Ora, supponiamo che il sistema |C,| rappresenti una F,
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razionale, soddisfacendo all’ipotesi predetta. Sia C, una eurva
generica di |C,| e G4 un gruppo canonico sopra di essa. Per
il gruppo G, passa un faseio di eurve di | C,| ed una aggiunta
pura, che — per la nostra ipotesi semplificativa — sard una
curva aggiunta d’ordine n— 3, C,_;. Di conseguenza (come
risulta imponendo alle curve del faseio anzidetto di contenere
un punto della C,_;) per il G, passerd una C, di | Cy|, spez-
zata nella C,_, ed in una cubica C;, che riuseird fondamentale
per il sistema |C,|: infatti due curve di | C,|, una delle quali
sia spezzata in un’aggiunta C,_; e nella C;, si intersecano,
fuori dei punti base di |£, |, solamente in un gruppo canonico,
e percid la curva C, non ha intersezioni variabili eon le curve
di | C,|. Staceando la cubica C; dal sistema | C, |, rimane come
sistema residuo il sistema aggiunto a | C, | (*).

La C; — a prescindere da punti multipli accidentali, che
essa potrebbe avere fuor: dei punti base di | C, | — & una curva
(riducibile o irriducibile) di genere (virtuale) uno.

Sia infatti #; la molteplicitd del punto base 4, del sistema
|Cy|. Esprimendo il grado ed il genere del sistema si avrd:

n'—Zri=4

(*) E si osservi che 1’aggiunto (puro) a | €, | & certamente costitnito da
C, s firriducibili; nell’ipotesi opposta ogni C,_; dovrebbe essere spezzata
in pil curve, variabili in un faseio | ¢’ {: e ¢id porta che il sistema |C,,|
non & pil semplice, ma composto con un’involuzione del second’ordine; in
guisa che il sistema |C, | non & pid rappresentativo di umna F, irriducibile,
ma di una quadrica doppia. Invero, nella nostra ipotesi, le curve di |C,,| hanno la
serie eanonica composta e quindi somo iperellittiche, mentre le curve ¢/ se-
gano sulla generica C,, la relativa g2; (il doppio di questa g} costituisce la
serie camomica gf ). Bia P, P’ una generica coppia di punti, coniugati mella
g; esistente sulla generiea C,, di |C,, |. La coppia P, P, ingieme con una
qualsiasi delle co* coppie della 921 esistente sulla C,, da luogo ad oo gruppi
canoniei sulla C, ; e per ognuno di tali gruppi passano oot c, di ¢,
Ne segue che per la coppia P, P/ passano o2 C, di |C, |: ossia tutte le
eurve di ¢, che passano per P, passano i conseguenza per P/. Essendo
ovviamente il punto P un punto generico del piano, il sistema lineare 1O
risulta composto.

nl

A .. st
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ed
nn—3) —-Tr@ri—1) =4,
donde segue:
3n—Xrm=0.

Si osservi ora che la €, fondamentale contiene tufti i punti
base di | C, |; se invero esistesse, fuori della C,, un punto base
s-plo di | C, [, questo punto sarebbe s-plo anche per le aggiunte,
giacche ogni aggiunta insieme con la C, costituisce una partico-
lare curva di | C,|. Ma, di fatto, il detto punto non pud essere
che (s—1)-plo per le aggiunte, giacché solamente cosi le ag-
giunte possono segare sulla generieca (', di | C,, | I'intera serie ca-
nonica che & una serie prive di punti fissi (*). B dunque assurdo
che esistano dei punti base di | C,, | fuori della Cy. Ma allora dal-
I'ultima relazione si deduce che la C, passa semplicemente per
tutti i punti base di | C,, | e quindi ha (rispetto a questo gruppo
base) il genere uno.

Infine possiamo dimostrare facilmente che il sistema aggiunto.
che si ottiene dal sistema | C,| staccando la C; & di genere
n=C 2. Infatti per il genere delle curve spezzate nella C, e nelle

goiunte Cn—g si ha (%), tenuto conto che la C, & (virtualmente)
ellittica e denotando con 7 il numero dei punti doppi che acquista
una (*,, quando essa si spezza nella C, ed in una Cy—3:

1—|—1t+1—1:3,

donde, per essere ¢ =1 (%), si deduce: m < 2.

() Cfr. ad es. F. ENriQuEs ed O. CHisixi: Teoria.. Vol, III, Lib. V,
Cap. 1. pag. 87.

(*) Si rammenti ehe il gemere di una eurva spezzata che sia il limite di
una curva irridueibile C, vale p=p,+-p,+-i—1 dove p, e p, sono i generi delle
due componenti ed i & il numero dei punti doppi che non sono limiti di punti
doppi della curva irriducibile C. Cfr. F. Enriques ed O. CHisINE: Teoria..,
Vol. ITI, Lib. V, Cap. III, pag. 299.

( Cid avviene per il principio di- degenerazione, formulato da F. Ex-
RIQUES; cfr. ad es. T, ENRIQUES ed O. Cmisixi: Teoria..., Vol IIT, Lib. ¥,
Cap. ITI, pag. 405.
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Riassumendo, possiamo enunciare:

Sta | Cu| un sistema lineare irriducibile e semplice, oo®, di
curve piane, di genere p =23 ¢ grado 2p—2=14, per il quale
il sistema aggiunto sia privo di parti fisse; -esiste allora ung
cubica Cs, la quale ¢ fondamentale per il sistema lineare |C, |
e staccata da esso dd come sistema residuo il sistema aggiunto
| Cn—z|; la cubica Cy & di genere umo (rispetto al gruppo base
del sistema | Cy|) ed il sistema | C'y—s| & di genere minore di 3.

OsSERVAZIONE. - Il lettore si persnaderd facilmente che 1'ul-
timo enuneiato si lascia generalizzare nel modo seguente:

Sia | Cyu| un sistema lineare irriducibile e semplice, oo, di
curve piane di genere p e grado 2p — 2, per il quale il sistema
aggiunto sia prive di parti fisse; esiste allora una cubica Cs,
la quale ¢ fondamentale per |C,| e, staccate da esso, dd come
residuo il sistemo aggiunto | C'n_z|; la cubica C; é (virtual-
mente) di genere uno ed il sistema | C',—s| € di genere minore
di p. :

La dimostrazione di questa proposizione si ottiene ripetendo
quella svolta innanzi nel caso p = 3.

42. La superficie del quart’ordine con punto triplo.

Procediamo ad esaminare i ecasi, nei quali il possesso di un
punto singolare O rende razionale una superficie del quart’or-
‘dine F,, a sezioni di genere tre.

Ammessa 1l'ipotesi semplificativa del numero precedente, ri-
sulta che il sistema | C,|, rappresentativo della nostra F,, am-
mette una cubica fondamentale C,, staccata la quale, si ottiene
come sistema residuo il sistema aggiunto | C'n—s]; € questo sistema
¢ di genere minore di tre. Il genere di |C'u—s| sard quindi
0,102

Incominciamo col supporre che, staccata la curva C,; dal
sistema rappresentativo C,, si ottengano come curve residue
delle curve razionali. In questa ipotesi il punto singolave della
superficie, 0, il cui intorno & rappresentato dalla curva Cy, deve
essere o un punto triplo, per modo che le sezioni piane per O
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abbiano in O un punto triplo, ovvero un punto doppio tale che
tutte le sezioni piane per esso siano delle quartiche con tre punti
doppi infinitamente vicini sopra un ramo lineare (osenodo).
Escludiamo facilmente la seconda ipotesi. Infatti se il punto O
fosse doppio, due sezioni piane per esso dovrebbero incontrarsi
fuori di O in altri due punti. Nel piano rappresentativo la stella
delle sezioni piane per O sarebbe rappresentata da una rete di
curve razionali secantisi a due a due in due punti e questa rete
non dovrebbe potersi ampliare, in quanto essa coincide col siste-
ma oco? delle aggiunte a C,,. Ma la serie caratteristica della no-
minata rete & una 93 ¢iod una serie incompletqa. Per un teorema
ricordato innanzi la rete non pud dumque essere un sistema com-

‘pleto. Si cade cosi in un assurdo e percid il punto O deve essere

un punto triplo.

Se 0 & un punto triplo, dne sezioni piane per esso si segano,
fuori di O, in un sol punto. La stella delle sezioni piane per O
& percid rappresentata sul piano da una rete omaloidiea. Ma una
rete omaloidica & sempre birazionalmente equivalente alla rete
delle rette: possiamo guindi ammettere a priori che le immagini
delle sezioni piane per il punto O siano le rette del piano.

La rete delle rette & ora il sistema aggiunto puro di un siste-
ma | C, | di quartiche di genere tre. Per i nostri scopi & necessa-
rio che il | C, | sia co?, di grado quattro, e contenga una cubiea
fondamentale di genere uno, staccata la gquale rimanga cowme
sistema residuo la rete delle rette. ‘

Si possono realizzare per il | C, | tutte queste condizioni pren-
dendo convenientemente sopra una cubica C; 12 punti base sem-
plici 4,, A,, ..., A,,: & infatti evidente che se si prendessero 1
12 punti base 4,, 4,, ..., 4,, ad arbitrio sulla C,, le C,, che pas-
sano per essi sarebbero oo? e non oo?, riducendosi anzi alle (J,
spezzate nella C, ed in una retta generica. Presi invece sulla C,
undiei punti 4,, 4,, ..., 4,, ad arbitrio, la ricerca di A,. costi-
tuisce un problema determinato: infatti le C, per 4,, 4., ..., 44,
sono oo’ e segano la €, in una g, che deve essere una g2, ciod
ridursi ad an punto fisso 4,,. In altre parole le quartiche pas-
santi per i punti 4,, 4, .., A, passano di conseguenza per un
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ben determinato punto 4,, dela C,. Il sistema | C, | delle quar-
tiche per i 12 punti 4,, 4., ..., 4,, legati tra loro nel modo anzi-
detto soddisfa a tutte le condizioni imposte e la circostanza che
il passaggio per il punto base 4,, sia conseguenza del passaggio
per 4,, A,, .., A, & in accordo con un’osservazione precedente,
secondo la quale il sistema rappresentativo | C, | di una F, razio-
nale a sezioni di genere tre & sovrabbondante, una delle eondizioni
imposte alle C, dal passaggio per i punti base del sistema essendo
conseguenza delle altre.

11 legame fra i punti 4,, 4,, ..., 4, pud essere espresso affer-
mando che i punti 4,, 4,, ..., 4,, sono punti comuni alla C; e
ad una C, irridueibile (o almeno non spezzata in una retta e
nella C,). Per un gruppo di 12 punti comuni ad una C, e ad una
siffatta C, passano infatti certamente oo® quartiche: basta al-
1'nopo combinare linearmente la C, con la rete delle C, spez-
zate nella C, ed in una retta.

Riepilogando possiamo dire:

Presi sopra una cubica C; 12 punti 4,, A,, ..., 4,,, che siano
1 12 puntt d’intersezione della C, con una gquartica irriducibile
C,, esiste un sistema lineare completo | C, | co® di

Cy(A4;... Ay)

arriducibili che contiene in sé oo® C, spezzate nella C, ed in una
residua retta; il sistema | C,| é rappresentatiwo di una super-
ficte F, con punto triplo O, il cui intorno ha per immagine la
cubica C,.

Inversamente & facile dimostrare che ognt superficte del
quart’ordine F, con punto triplo O & razionale ¢ puo essere rap-
presentata dalle oco® C, passanti semplicemente per 12 punti base
giacenti su di uwna cubica C,, che rappresenta intorno di O.

Basta a questo scopo proiettare la F, dal punto triplo O sopra
un piano. Le immagini delle oo® sezioni piane di I, sono costi-
tunite da co® quartiche passanti semplicemente per 12 punti base
semplici giacenti sulla cubica, sezione del piano di proiezione
con il cono osculatore ad F, in O; i 12 punti base risultano dalle
intersezioni col piano di proiezione delle 12 rette di F,, wiacenti

e e e e —— et — ————————
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sul cono osculatore in 0. L’esistenza di queste dodici rette si
dimostra immediatamente scrivendo 1’equazione del monoide nel-
la forma:

Uy 4 uy =0,
dove u, ed %, sono dei polinomi omogenei di terzo e quarto grado
rispettivamente nelie coordinate cartesiane x, y, 2. Il cono oseu-
latore d’equazione w; = 0 interseca il cono d’equazione u, =0 in
12 generatrici, che appartengono ad F,.

Nota. - Per lo studio dei numerosissimi casi particolari eni
da luogo la F, con punto triplo, rimandiamo il lettore alla diffusa
memoria di K. Ronn: Uber die Flichen vierter Ordnung mit drei-
fachem Pumkie; « Math. Ann.» Bd. XXIV, 1884,

43. La superficie del quart’ordine con tacnodo.

- Supponiamo che |C,| sia un sistema lineare semplice, oo°,
di curve irriducibili di genere tre e grado quattro, il cui aggiunto
sia privo di parti fisse. Il sistema | C, | sard rappresentativo di
una superficie del quart’ordine F, a sezioni di genere tre; e ab-
biamo veduto che per questo | Cn| esiste certamente una cubica
fondamentale C,, staccata la quale rimane la rete delle aggiuute
a |Cy|. Abbiamo esaminato il caso nel quale le aggiunte siano
di genere zero. Passiamo ora ad esaminare il caso, nel quale le
aggiunte sono di genere uno. In questa ipotesi la curva C, rappre-
senta l’intorno di un punto O della F, tale che le sezioni piane
per esso sono di genere uno. Il punto O & dungue un taenodo,
ciod un punto doppio al quale & infinitamente vicina una retta
infinitesima doppia: un piano per O sega la F, secondo una
quartica, che ha un punto doppio in O ed un punto doppio infi-
nitamente vieino ad esso nel punto d’intersezione del suo piano
con la curva infinitesima, risultando cosi di genere uno.

La stella delle sezioni piane per O sard rappresentata da una
rete non ampliabile di curve di genere uno. Una rete di questo
tipo si pud sempre — efr. Lib. 11, cap. ITII, n. 13 — trasformare
cremonianamente in una rete di cubiche passanti semplicemente
per 7 punti base 4,, 4,, ..., 4. presi ad arbitrio.
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Possiamo dungue supporre a priori che il sistema delle sezioni
piane per O sia rappresentato da un sistema oo? di

Cy( A1 4, A A, 4A,4,A,).
11 sistema delle
Cy(dA,... 4;)

& il sistema aggiunto di un sistema | Cy | di Cy(A4:454545454547),
di genere tre.

Se ora il | C; | rappresenta una F, a sezioni piane di genere
tre che possiede il tacnodo O, il | C; | deve essere co®, di genere
tre e grado quattro, e contenere una cubica fondamentale di ge-
nere uno, staceata la quale si ottiene come sistema residuo la

rete delle
C,(A,..4,).

Si realizzeranno tutte queste condizioni prendendo sopra una
vubiea C,, clie passi per 4,, A,, ..., A,, altri quattro punti base
semplici Ag, 4y, Ao, 4., e costruendo il sistema lineare | C, | delle

Co(AAS.. . AZAgA A Ay

Se perd 1 punti 4, Ay, 4., 4, sono scelti ad arbitrio sulla
Cs il | C;| non & co® ma oo? riducendosi anzi alle co® curve
spezzate nella C, e nella rete delle C;(4,4,..4;). T punti 4,, A4,
A,,, Ay, non possono dunque essere presi ad arbitrio; ma dopo
aver seelto Ay, A, A,,, la ricerca di 4,, costituisce un problema
determinato: infatti le oc® Co(ATA;A3AIATAATAAA,,) segano
la C, in un punto, che (non potendo variare poiché la C, & di
genere uno) deve essere un punto fisso 4.,. 11 sistema | C; | delle

Co ATAZATALATAGATAsAg Ao Ar)

soddisfa allora a tutte le condizioni volute. La condizione espri-
mente il passaggio per 4,, & una conseguenza delle condizioni
esprimenti il passaggio per gli altri punti base, presi con le loro
molteplicitd: ¢id & in accordo coll’osservazione fatta preceden-
temente, circa la sovrabbondanza dei sistemi, chestiamo costruen-
do. 11 legame fra i punti 4,, 4,, .., 4,, si pud esprimere affer-
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mando che deve esistere una C, irriducibile passante doppiamente
per A,, ..., A, e semplicemente per A4, A, 4, 4,,. Per un sif-
fatto gruppo di 11 punti su di una C, esiste certamente un | C, |
del tipo richiesto: basta infatti combinare linearmente la data
C; con la rete delle C, spezzate nella

Ca(d,A,... A;Aq... Ayy) ed in una Cy{4d,4,... A

Riepilogando possiamo dire:
Presi sopra una cubica C; 11 punti A,, A,. ..., A;, 4y, ..., 44,

“n guisa che esista una C; wriducibile che passi doppiamente

per 4., .., A, e semplicemente per A, A, Ay, Ay, esiste un
sistema lineare completo oo® di

Co(4345 .. ATAsAoA A L)

irriducibili, che contiene in séoo® C, spezzate nella Cy ed in una
residua cubica per A,, A,. .., 4,; il sistema | Cy| rappresenta
una superficie del quart’ordine F, con un tacnodo O, i cui in-
torno ha per tmmagine lo cubica fondamentale C,.

Inversamente si pud dimostrare che la piu generale F, dotata
di tacnodo si pud rappresentare direttamente su di un piano in
modo che le immagini delle sue sezioni piane siano delle

Co(Al ... AZ4;... Ay)

con A,, 4,, ..., 4,, giacenti su di una cubica C,.

Si perviene a questo scopo trasformando — con L. CREMoONA —
la F, con tacnodo in una superficie eubica, mediante una trasfor-
mazione quadratica T dello spazio, nella gquale al sistema omaloi-
dico delle quadriche che contengono una conica della F, passante
per O e toceano in O il piano tacnodale della F,, si fa corrispon-
dere il sistema dei piani.

Incominciamo col far vedere rapidamente che sulla piu gene-
rale F, con tacnodo esistono 56 ecaiche passanti per il taenodo,
distribuite a coppie in 28 piani.

Si proietti pereid la F, dal suo tacnodo O sn di un piano
doppio. I.a eurva di diramazione del piano doppio sard una
quartica: infatti le sezioni piane per O segano la F, in quartiche
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di genere uno, alle guali s1 possono eondurre da O quattro tan-
genti, generatrici del cono circoseritto alla F, da O; il cono cir-
coscritto alla #, da O & quindi del quart’ordine e conseguente-
mente la eurva di diramazione del piano doppio € una quar-
tica C,.

Ad una bitangente » di C, corrisponde sulla F, una curva K,
sulla quale le coppie di punti allineati con O determinano wna
gz, prive di punti doppi: questi infatti dovrebbero provenire
dalle intersezioni sempliei della bitangente » con la £, di dira-
mazione.

Poiché su di una curva irriducibile una g; possieds sempre
almeno 2 punti doppi, ne segue che la K si spezza in due eurve K,
e I, che sono certamente due coniche. Se infatti X, fosse una
retta, non passante per 0, e K, una cubica, la K, dovrebbe avere
due punti doppi infinitamente vieini in O e spezzarsi quindi in
una retta ¢ per O ed in una conica tangente alla ¢ in O: si cade
cosi in un caso particolare del caso generale, nel quale K, e K,
sono due coniche irriducibili. '

Poiché la O, possiede 28 bitangenti, concludiamo che la pitt
generale F, con taecnodo & segata da 28 piani in coppie di coni-
che, che si toceano nrel tacnodo.

Sia ora K, una conica di F,, che passi per 0. Le quadriche,
che passano per K, e toccano in O il piano tacnodale w della F,
formano un sistema omaloidico, caso particolare del sistema oma-
loidico delle quadriche passanti per una conica e per un punto
generico e danno pereid luogo ad una trasformazione birazionale
T dello spazio S, in cui giace F,, in un altro spazio §’,. Al piani
ed alle rette di §'; corrispondono rispettivamente in 8, le qua-
driche anzidette e le coniche, che sono toccate in O dal piano
tacnodale = della F', e segano la K, in un secondo punto. Ai piani
ed alle rette di 8, corrispondono inveee ordinatamente (efr. n. 7):
le guadriche, che passano per una conica K’, ed hanno un piano
tangente =’ fisso in un punto O, e le coniche, che sono toceate
in O dal piano =’ ed intersecano la K’, in un altro punto. Al
piano di K, corrisponde 1l'intorno di O° ed all’intorno di O il
piano di K’,. Ai piani per O rispondono i piani per O’. Infine i
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punti della eonica K, si trasformano nelle rette di =" per O’ e le
rette di = per O nei punti della conica K7,.

Cié premesso, trasformiamo la F, mediante la 7. Poiché la
tangenza in O al piano tacnodale = di F, equivale per una eurva
a guattro intersezioni con la F,, una conica che toechi = in O e
seghi ulteriormente in un punto la K, ha tre intersezioni con la
F,, che non cadono in elementi fondamentali per la 7. Ne segne
che la F, di §, si trasforma per la T in una F', di 8. La F’; non
contiene la conica K’, ma ha in O come piano tangente il piano =’:
infatti le coniche tangenti a ©" in ¢ ed intersecanti nlteriormente
la K'; in un punto, essendo le immagini delle rette di S,, devono
_ncontrare la F';, fuori di elementi fondamentali per la T, in
quattro punti e cido & possibile solamente se =’ & tangente in O
alla F,. _

Viceversa se, in 8, F'y e K’, sono una superficie cubica gene-
rale ed una conica tocecate in un punto comune 0° da uno stesso
piano " e si trasforma punto per punto lo spazio 85 nello
spazio 8, in modo che ai piani di 8, eorrispondano le guadriche
passanti per K', e toceanti in O’ il piano «, si ottiene in §; una
F,, che ha il punto O come tacnodo. Infatti la superficie trasfor-
mata di F’, & nna F,, perché una conica toecata in 0’ da = ed
ineontrata in un altro punto da K’, ha con F'; altri quattro punti
comuni; la F, ha il punto O come doppio perché ogni retta per 0’
ineontra la F';, fuori di 0/ in due punti; infine poiche un piano
condotto arbitrariamente per O’ sega la F'y in una cubiea di
genere uno, ogni piano per O sega la F, in una qguartica che ha
in O due punti doppi infinitamente vicini, risultando cosi di
genere uno.

Riepilogando possiamo dire: La pid generale superficie del
guart’ordine F, dotata di tacnodo st pué trasformare birazional-
mente in una superficie cubica generale F'a, in modo che le se-
zioni plane della F, si mutino nelle seziont delle F'y con le qua-
driche, che toccano tn um punto O la F'y, passando per una
conica K',, tangente ad F', in O’

Siamo ora in grado di rappresentare direttamente la F, con
taenodo su i un piano. Supponiamo infatti di aver rappresen-
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tata la Fs su di un piano « mediante le cubiche passanti per
sei punti 4,, 4,, .., 4, Anche la F, con tacnodo, essendo rife-
ribile punto per punto alla F’;, & rappresentabile sul piano «
e le immagini delle sue sezioni piane sono le immagini delle curve
che sono segate sulla F dalle gquadriche, che toceano la F'y in
¢, passando per la conica K'; che tocca la Fy' in O’. Le anzidette
quadriche segano la F's in sestiche gobbe, che hanno un punto
doppio in 0, e passano per i quattro punti L, M, N, P comuni
alla K7, ed alla F’,, fuori di 0", Sia 4, l'immagine di 0" ed 4,
A, A, A, le immagini di L, M, N, P. Le immagini delle sezioni
piane della F, su « sono allora le sestiche che passano doppia-
mente per 4,, A4,, .., A; e semplicemente per A,, A, 4., A,.
Gl undiei punti 4,, 4., .., 4., 4, .., Ay, giaceiono su di una
cubica €, immagine della cubica sezione di Fy' con il piano della
conica K'»

Abbiamo cosi costruito direttamente ynel sistema lineare, che
dianzi abbiamo vednto rappresentare una F, con tacnodo.

OSSERVAZIONE. - Abbiamo dimostrato che la pit generale F,
con tacnodo & birazionalmente equivalente alla superficie eubica
generale. La F, pud particolarizzarsi rimanendo ancora razio-
nale. Se perd la F, acquista un secondo taenodo, essa diventa
birazionalmente equivalente ad un cono cubice ellittico e non
¢ piu razionale.

Anczitutto sopra una F, con due taenodi O ed O, esistono infi-
nite coniche, giacché un piano, ehe passa per la retta O O, deve
segare la F, in una guartica eon quattro punti doppi a due a
due infinitamente vieini: e questa quartica si spezza in una eop-
pia di coniche bitangenti. Prendendo una gualunque delle infi-
ni*e coniche per O come fondamentale per la trasformazione 7T
dianzi usata, la F, si trasforma in una F'; che & rigata, giacchd
le (infinite) coniche di F, passanti per O si trasformano in rette.
Ma la F’; non pud essere una rigata razionale: infatti alle sezioni
piane di F, per O, che sono di genere uno, debbono corrispon-

dere sezioni piane di F'y, per un certo punto (. La F', & quindi

un cono ellittico, e non razionale.

»
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Viceversa & facile dimostrare che trasformando un eono cu-
bico ellittico, mediante il sistema omaloidico delle quadriche che
toccano il econo in un punto 0’ e passano per una conica K, tan-
eente al cono in O, si ottiene wna F, con due tacnodi. Coneclu-
dendo: )

La superficie I', con due tacnodi non é razionale.

Nora STOrICA. - La superficie del gnart’ordine con tacnodo fu
fatta eonoscere per la prima volta in un caso particolare da
L. CrEmoNa (« Nachrichten» di Gottinga, 1871). Nello stesso
anno M. NorETHER, pure in una nota delle « Nachnichten » di
Gottinga, metteva in evidenza il caso generale, stabilendo anche
la razionalitd della superficie. .

Uno studio diffuso ed esauriente della F, econ tacnodo si ha
poi nella memoria (1) Sopre une certa superficie di quart’ordine
di L. Cremona (1881). I1 CrEmMONA stabilisce la razionality della
F,, trasformandola birazionalmente in una superficie cubica, come
¢ stato da noi esposto, e si trattiene anche ad illustrare, con 1’ainto
della rappresentazione piana, le relazioni intercedenti tra la con-
figurazione delle 27 rette della superficie cubica e la configurazione
delle 56 coniche della F,.

Notiamo infine la seguente generazione della F, con taecnodo
data dal CREMONA : nna superficie del quarto ordine con un tacno-
do O pno essere generata mediante due fasei proiettivi di qua-
driche, tutte toceantisi fra loro nel punto O.

44, Superficie razionali del quart’ordine
dotate di un punto doppio con un fascio di sezioni razionali.

Sia | C,| un sistema lineare irriducibile oo?® di genere tre
e grado quattro, rappresentativo i una F, razionale a sezioni
di genere tre. Se — come supponiamo — dal sistema aggiunto

(") Ofr. Collectanea Mathematica in memoriam Dominici Chelini, Milano,
Hoepli, 1881,
' 13
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a | Cu| mon si staccano parti fisse, esiste una cubica C,, fonda-
mentale per | Cy, |, staccata la quale si ottiene come residuo il
sistema lineare delle ageiunte, che risulta certo di genere minore
di tre. Dopo aver studiato il caso nel quale il sistema lineare delle
aggiunte & di genere zero o uno, passiamo a studiare il easo, nel
quale questo sistema lineare & di genere due. In tale ipotesi la
cubica C; fondamentale & immagine dell'intorno di un punto dop-
pio O che & bensi singolare, ma non tacnodale, giacché le sezioni
piane per esso sono di genere due.

Due sezioni piane per O si incontrano altrove in due punti.
Staccata percid la curva C, da | Cy |, rimane un sistema lineare
| L |, o=, di curve di genere due, secantisi a due a due in due
punti; la serie caratteristica segata su di una curva generica
di | L | dalle curve di | L | & quindi la g2 canonica. Possiamo dire
pereid, in base all’osservazione del n. 41 applicata per p = 2, che
nel sistema | L | esiste una cubica fondamentale, staccata la quale
rimane il fascio delle aggiunte alle curve di |L|; ed il detto
faseio & costituito da curve razionali ovivero da curve ellittiche.
Ne segue: per una superficie razionale del quart’ordine con pun-
to doppio O non tacnodale, esiste necessarigmente un fascio di
curve plame per 0, costituito da curve razionali o da curve el-
littiche.

Dimostriamo ora che 1 due tipi di F, razionali con punto dop-
pio non tacnodale cosi specializzato esistono effettivamente, co-
struendone i sistemi rappresentativi.

Proponiamoci da prima di costruire il sistema rappresentativo
di una F, razionale con punto doppio O non taenodale, per il
quale passa un fasecio di eurve piane razionali.

11 fascio delle eurve piane razionali per O si pud sempre rite-
nere rappresentato da un fascio di rette per un punto A : infatti
— come sard dimostrato pitt avanti (efr. Lib. IT, eap. II, n. 9) —
ogni fascio di eurve razionall si pud trasformare cremoniana-
mente in un fascio di rette.

Un fascio di rette proviene per aggiunzione da un sistema di
quartiche | C,| di genere 2, le cui curve abbiano il punto 4
come doppio ed eventualmente altri punti B,, B,, ... come semplici,
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Per i nostri scopi & necessario che il | C, | sia oo?, di grado 2,
e possieda una cubica fondamentale C,, staccata la quale si ot-
tenga comie residuo il faseio delle rette per 4.

Si possono realizzare queste condizioni prendendo convenien-
temente sopra una cubica C;, passante per 4, dieei punti base
sempliei B,, B,, ..., B,,. Le quartiche passanti doppiamente per A
e semplicemente per 10 punti B,, B,, ..., B, sono infatti di genere
due e si segano a due a due in due punti variabili. Se inoltre esi-
ste una cubica che contenga i punti 4, B,, B,, ..., B,,, essa & fonda-
mentale, perchd ha 12 intersezioni fisse c¢on le curve di | C,|.
Se perd i punti 4, By, B,, ..., B,, sono scelti ad arbitrio sulla
C,, le C,(4°B,...B,,) sono co' e non oo?, riducendosi anzi alle co'
curve mpezzate nella C, ed in una retta per 4. I punti 4, B,,
B,, .., By, non possono dunque essere scelti arbitrariamente; se
tuttavia si scelgono ad arbitrio 4, B,, B,, .., B,, il punto B,
risnlta determinato di conseguenza: infatti le C,(A*B,B...B,)
sono oo® e segano la €, in un punto che (non potendo variare
poiché la C, & di genere uno) risulta fisso. Se si prende questo
punto come B,,, il sistema | C,| delle C,(A4°B B,..B,,) soddisfa
a tutte le condizioni imposte. Il sistema | C, | & sovrabbondante
com’era del resto prevedibile, dato che la serie caratteristica se-
gata su una C, dalle altre curve di | C, | & la serie canonica, ciod
una serie speciale.

A sua volta il sistema | C, | proviene per aggiunzione da un
sistema di C; passanti triplamente per 4 e doppiamente per B,
B,, ..., B,. Poich le eurve di | C, | passano semplicemente per B,
s1 potrebbe pensare che anche il punto B,, dove:se essere doppio
per il | C;]; ma essendo per le curve dai | C,] il passaggio per
Iy, una conseguenza del passaggio per gli altri punti base presi
con le loro molteplicitd, per poter considerare il | C, | eome siste-
ma aggiunto di un |C; | si pud ritenere come virtualmente ine-
sistente il punto base B,,.

Il sistema | C; | deve essere oo, di genere tre e grado guattro,
e possedere una cubica fondamentale C,, staccata la guale si ot-
tenga come sistema residuo il | €, |. La cubica fondamentale non
puod essere altro che la Cy(4 B,B,..B,), la guale ha 21 inter.e-
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zioni fisse con le C,(A°B:... B;). Le C(A°BiB;... By) risultano poi
effettivamente di genere tre e grado quattro, se sono irriduci-
bili. Perché tuttavia esistano delle C(4%B2... B?) irriducibili, i
punti A4, By, B;, ..., B; non possono essere presi ad arbitrio so-
pra la Cg; in questa ipotesi infatti si hanno solamente oo®
C(A’BB:...B?) spezzate nella (5 ed in una curva generica
di | Cs|. Per ottenere un sistema lineare co® & necessario, dopo
aver preso A, By, B,,..., Bs arbitrariamente sulla C,, determi-
nare convenientemente B,. Cid0 si pud fare come segue. Le
C(A°B2B2... B?) sono oo e segano sopra la C; una g, la quale
possiede quattro punti doppi. Dimostriamo che si pud prendere
come By, uno qualunque di questi quattro punti doppi. Infatti
le C(A°B2B2... BY) che passano per B, cosl scelto sono oo* e risul-
tano fangenti alla C; in B,. Se si impone alle C (4°B2BZ... BB,)
di passare ulteriormente per un punto infinitamente vicino a B,,
fuori della cubica C;, si ottiene un sistema lineare oo® di curve
irriducibili C (A°B2B:...B%), il quale passa doppiamente per il
punto By.

Riepilogando i risultati ottenuti, possiamo dire:

Dati ad arbitrio sul piano 9 punti A; B,, B,, ..., By, esiste un
sistema lineare (sovrabbondante) oo® di curve irriducibili C, pas-
santi triplamente per A e doppiamente per 1 punti By, B,, ..,
By, By, il punto By essendo un punto determinafo (in quattro ma-
niere diverse) della cubica C, che passa per 1 punti A, B, B,, ..,
Bg; la cubica C, & fondamentale per il |C, | e, staccata da questo
sistema, dd come residuo un sistema lineare sovrabbondante oo®
di quartiche C, passanti doppiamente per A e semplicemente per
B,, B,, ..., By, B,,, il punto B, essendo un punto univocamente
determinato della C,; la C; & fondamentale anche per il | C,|ve,
staccata da esso, da come residuo il fascio delle rette passanmti
per A. Il sistema | C, | & V'aggiunto del | C, |. Il fascio delle rette
per A & Vaggiunto del | C,| ed il secondo aggiunto del | C,|.

1l sistema lineare | C,| rappresenta wna superficie razionale
del quart’ordine F,, a sezioni piane di genere ire, dotata di un
punto doppio O non tacnodale, per il quale esiste un fascio du
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La superficie razionale F,, rappresentata dal sistema | C; | si
suol designare come la superficie F® di NoETHER (*).

Partendo dalla rappresentazione piana della Ff’ dotata di
punto doppio O non tacnodale, per il quale passa un fascio di
sezioni piane razionali, si pud precisare la natura della singola-
ritd di questa superficie.

E chiaro anzitutto che la cubica C,, fondamentale per il siste-
ma rappresentativo | C; |, rappresenta 1’intorno del punto dop-
pio O: eid si desume dal fatto che lo staccamento della C,; da luogo
ad un sistema residuo (i genere e grado due, rappresentato dalle
C,(A%B,...B,B,,). Precisiamo la natura della corrispondenza esi-
stente fra i punti della cubica C, ed i punti dell’intorno del punto
doppio 0. Preso un punto generico di C,, per esso passano oo!
C,(A%B,B,...B,,) spezzate nella C, ed in una retta generica per 4.
Ne segue che ad un punto generico della C, corrisponde sempre
lo stesso punto O, dell’intorno di O: in altre parole le curve
passanti per un punto della C, sono immagini di curve passanti
per un punte determinato dell'intorno di O,. Ai punti dell’in-
torno di O diversi da O, corrispondono invece biunivocamente
i punti dell’intorno del punto B,,: infatti per un punto infini-
tamente vicino a B,, e non giaeente sulla C, passano oo!
C,(A%B,B,...B,,) -irridueibili, immagini delle sezioni di F, con
i piani passanti per O e per un punto infinitamente vicino ad O,
diverso da 0,. Queste oo' C,(A4%B,B,...B,,) passano per il punto
B, con un solo ramo: anche le sezioni piane di eui sono imma-
gini devono quindi passare per O con un solo ramo e pereid il

(") Si pud provare con una semplice analisi diretta che il sistema 1 Cq]
ora eostruito &, almeno in generale, semplice. Ma ¢id segue amche dal fatto
che — come si vedrd tra poco — una superficie del tipo della Fg") (irridu-
cibile ¢ non ridotta ad ura quadrica doppia) pud essere ottenuta trasfor-
mando una F dotata di una retta doppia com una opportuna trasformazione
birazionale dello spazio.
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punto O, che & un punto doppio, deve essere una cuspide. Ne
viene:

1l punto O & un punto doppio uniplanare della superficie F'?),

Tra le sezioni piane per il punto O, che sono in generale di
genere due,"ne esiste un faseio di genere zero: esse si ottengono
segando la F'?) con i piani passanti per la retta 00, e sono rap-
presentate dalle curve spezzate nella cubica C, contata due volte
ed in una retta per A. Indicheremo con 'y una sezione piana
glacente in un piano per la retta 00,. Poiché le rette per 4
segano la C, in due punti (diversi in generale dal punto B), il
punto O, & doppio per le (”,, sicehé esistono per le €/, due
rami lineari che passano per 0, toccandosi lungo la retta 00,.
Ma il genere della €', deve essere zero: ne segue che 1 due pre-
detti rami devono non solamente toeccarsi ma oscularsi in modo
che le €', abbiano tre punti doppi O, 0,, O, succedentisi sopra
un ramo lineare per 0.

Il fatto che i due rami lineari di una €, per O si osculino
risulta dalla rappresentazione piana nel modo che segue. Consi-
deriamo il sistema lineare delle curve segate sulla F* dalle qua-
driche dello spazio; esso & rappresentato dal sistema delle
C (0°B:B} ... BiB}). Imponendo alle eurve di questo sistema di
passare per B,;,, immagine dell’intorno Jdi O, si stacca la cubica
fondamentale e si ottengono delle C, (0°B3B: ... BY), che rappre-
sentano le eurve segate sulla #, dalle quadriche passanti per il
punto doppio 0. BEstraendo ancora una volta la cubica fonda-
mentale, immagine dell’intorno di O,, si ottengono infine le o’
C,(0*B:B: ... B?), che rappresentano le curve segate sulla F, dalle
oo’ quadriche, che passano per 0, avendo in O un piano tangente
contenente la retta O O,. Tra le C(A*B2B:... BY) sono contenute
le curve spezzate in una (}'7(A"‘BfB§ .. B%) ed in una retta per 4;
e poiché la C; é fondamentale per le C (4°B?... BY) la g} segata
sulla C; dalle C(A*B?... B?) coincide con la g; segata sulla C,
dalle rette per A.

Cid posto, consideriamo un punto generico A, della ¢;: le
CS(A"BfB;... B?) passanti per A, corrispondono alle intersezioni
della F ? con le quadriche passanti per 00, ed un ben determinato
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punto 0, dell’intorno di 0,. Per l’osservazione preecedente, le
C(A'B2B:.. B%) passanti per A, passano di conseguenza per
il punto A4,, ulteriore intersezione della C, con la retta AA,.
I due punti 4, ed A, corrispondono dunque al medesimo punto
0. dell’intorno di O,; e la curva sezione della F® con il piano
00,0, che ha come immagine la retta 44,4, ha per ¢onseguenza
il punto O, come doppio, ciod i due vami lineari che passano
per O avendo ivi la stessa tangente OO, hanno ivi anche lo stesso
cerchio osculatore, passando entrambi per il punto 0,. Cio spiega
come le sezioni piane ottenute coi piani passanti per la iretta
00, siano di genere zero.

Dalla discussione precedente emerge che mentre ad ogni pun-
to 4, della C, corrisponde un punto O, dell’intorno di 0,, ad
ogni punto 0, dell’intorno @i O, corrispondono due punti della
C,, allineati con A. L’intorno del punto O, & dunque costituito
da nna curva doppia infinitesima, i cui punti sonc in corrispon:
denza biunivoca con le coppie della g} segata sulla C, dalle rette
per A.

Possiamo dunque dire ricapitolando:

La singolarita della F® ¢ costitwita da un punto doppio
uniplanare O al quale & infinitamente vicino un tacnodo 0,.

Supponiamo ora che F, sia una superficie del guart'ordine,
sulla quale esista un unico punto doppio (e non triplo) O, per il
quale passi un faseio di sezioni pilane razionali. Dimostreremo
che la P, & necessariamente razionale e rappresentabile sul
piano da un sistema di C.(A°B?...B}), (econ 4, B,,...,B; su
di una C;), coincidendo cosi con la F‘f) di NOETHER.

Mostriamo anzitutto che la singolaritd della F, in O consta
di un punto doppio uniplanare, cui & infinitamente vieino in posi-
zione generica un tacnodo. Sia infatti » 1’asse del faseio di sezioni
piane per O, che risultano razionali. Se le nominate sezioni piane
si spezzassero nella retta » ed in una parte residua, questa do-
vrebbe essere razionale ed avere un punto doppio in 0. Ma cid
non & possibile, perché il punto O risulterebbe triplo. Le sezioni
piane per la retta » sono dunque irriducibili e sono quindi delle
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quartiche con O triplo, ovvero delle quartiche con tre punti doppi
successivi su un ramo lineare uscente da O con la tangente r.
Ma la prima ipotesi si esclude, perché O sarebbe ancora triplo:
rimane dunque la seconda, per la quale, infinitamente vicino ad
O vi & precisamente un tacnodo O,. Quanto al punto O stesso,
esso & uniplanare: invero un punto O, cui sia infinitamente vicino
un tacnodo 0,, & necessariamente uniplanare.

Cid premesso, si tratta di far vedere che la ¥, coincide con
la F)di NoETHER. Arriveremo a questo, mostrando — con D. Mox-
TESANO — che la nostra F, si pud trasformare, con upa trasfor-
mazione birazionale dello spazio, in una F', dotata di retta dop-
pia; e poiché della F’, & nota la rappresentazione piana, riusei-
remo a rappresentare sul piano anche la data F,. Ritroveremo
cosl il sistema | C,| rappresentativo della F(®: la F, coincide
pertanto con la F).

Ritorniamo alla F,, sulla quale sappiamo ormai che esiste un
punto doppio O, cui 2 infinitamente vicino un tacnodo 0,. Consi-
deriamo il fascio di piani, che ha per asse la retta 00,. Fra questi
piani del fascio ve n’8 un numero finito che sono tangenti alla
superficie fuori di 0. Le sezioni della ¥, con questi piani, essendo
delle quartiche dotate di quattro punti doppi, sono spezzate in
due coniche, che si osculano in O, avendo ivi la stessa tangente
00, e lo stesso cerchio osculatore, e si tagliano fuori di O nel
punto di tangenza del piano. Vediamo cosi che sulla F, esiste
un numero finito di eoniche, passanti per O con la tangente
00, (*).

Sia K, una delle coniche cosi costruite e « il piano osculatore
alla F, nel punto uniplanare 0. Trasformiamo la F, con la tra-

(*) Queste coniche sono 18 e risultano distribuite a coppie in 9 piani
per 00,. Per vederlo si pud proiettare la F da O su di un piano doppio m,
il quale viene a possedere una sestica di diramazione con il punto P, comune
a = ed alla 00, come quadruplo. Le sezioni piane della F per la retta 0O,
sono rappresentate dalle rette useenti da P. Fra queste ve ne sono 10, che
risultano tangenti alla eurva di diramazione; e precisamente per 9 di esse

N e -
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sformazione quadratica 7T, la guale trasforma nei piani di uno
spazio 8" le quadriche passanti per K, e toccanti il piano « in 0.
La superficie trasformata della F, & ancora del gquart’ordine:
F,.'. Invero le rette di & provengono dalle coniche, che si appog-
giano alla K, e toccano il piano @ in O; e queste coniche hanno
quattro intersezioni fuori di elementi fondamentali con la F,. Pro-
viamo che la F,” possiede una retta doppia. Consideriamo a questo
scopo 1 piani per la retta, determinata dal punto O e dal suo infi-
nitamente vicino O, sulla K,. Nello spazio 8 si ha una retta
analoga: O'0’y, tangente in O’ alla conica K’, (analoga alla K,);
ed i piani per 00, si mutano nei piani per 0°0’;. Ora !’intorno
del punto O, si muta nell’intorno della retta 0'0,. Ma in ogni
piano per 00’ vi & una quartica che ha tre punti doppi succes-
sivi 0, 0,, O,, il punto O, eadendo nell’intorno di 0,. T punti
della retta 0’0’y risultano cosi doppi per la F'y. La F', & dunque
una superficie del quart’ordine dotata di retta doppia. Pin pre-
cisamente: il punto 0’ & un punto biplanare della retta doppia
0’0’y della F'y; ed i piani oscnlatori alla F', in O’ sono il piano
della conica K’,, la quale appartiene alla F’, e risulta tangente
in 0" alla 0°0';, ed il piano o, analogo al piano 2, cioé trasfor-
mato della eonica K. , :

Da quanto precede risulta: le sezioni piane della superficie F,
si possono trasformare nelle curve segate su di una superficie del
quart’ordine F’,, dotata di retta doppia, dalle quadriche

@) passanti per una conica K’, di F', tangente alla retta
doppia in un punto 0, e

b) toccanti in O’ il piano osculatore alla F', diverso dal
piano contenente la K’,.

Rammentiamo ora (efr. Lib. I, eap. VII, u. 37) la rappresen-
tazione piana della superficle del quart’ordine F”,, dotata di retta

il punto di contatto cade fuori di P, mentre per la deeima esso cade infini-
tamente vicino a P. Alle 9 tangenti del primo tipo corrisponde una sezione
piana della I, spezzata in due coniche (e si ottengono cosi le 18 coniche
nominate); la deeima & la traceia sul piamo x del piano osenlatore alla F4
nel suo punto uniplanare 0, ~
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doppia. Per immagini delle sezioni piane si possono assumere
C, (04, 4,...4,) : la retta doppia & rappresentata dalla C,(0A4,... 4,),
sulla quale le nominate C, segano una g. Da O partono quattro
tangenti alla C,(0A4,..A,): esse sono immagini di coniche della
superficie, tangenti alla retta doppia. Le immagini delle sezioni
della F’, con le quadriche dello spazio sono date da curve
C,(0*4242... A?). Se imponiamo alle quadriche dello spazio di
contenere una conica della superficie tangente alla retta doppia
in un punto O, bisogna dalle C(0*A242... A2) togliere una retta
per O, tangente alla C3(0A.4....45) in un punto P. Arriviamo cosi
a delle C(0°A242... A2). Se inoltre le guadriche toceano in 0’
'altra falda della F',, bisogna che le C,(0*424} ... A2) abbiano un
punto doppio nel punto P’, coniugato di P mella g segata
sulla Cy(0A4, ... 4;) dalle C,(0%4,... Ag). (La coppia PP’ & imma-
gine del punto O'). Ma cosi siamo pervenuti a rappresentare la
primitiva F, sul piano, in modo che le immagini delle sue se-
zioni piane siano delle C (0°A242... A2P"), ove 0, 4, ..., 4q, P
stanno su di una cubica. Il sistema delle C; cosl ottenute &
rappresentativo della F® di Noermegr: concludiamo che la F,
non & altro che la F¢) di NoETHER.

45. Superficie razionali del quart’ordine
dotate di nun punto doppio con un fascio di sezioni ellittiche.

Passiamo ora alla costruzione di un sistema lineare |C, |,
rappresentativo i una superficie razionale F, a sezioni di ge-
nere tre, dotata di un punto doppio non tacnodale O, per il quale
passa un faseio i curve piane di genere uno.

Dimostriamo pit avanti (efr. Lib. II, cap. I1I, n. 14) che ogni
faseio di curve ellittiche si pud ridurre con trasformazioni cre-
moniane ad un fascio di eubiche per 9 punti base sempliei, ovvero
ad un faseio d'HALPHEN costituito da curve d’ordine 3¢(¢>1), pas-
santi ¢ volte per 9 punti giacenti su di una cubica C,. Vedremo
anche (efr. Lib. II, cap. IV, n. 17) che un faseio d’HALPHEN non
proviene mai come aggiunto puro da un sistema lineare di curve
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di genere due, d’ordine uguale a 3¢ 4+ 3, che sia ’aggiunto di un
sistema lineare oo® di genere tre, dordine 3¢+ 6, e che un
fascio di cubiche proviene per aggiunzione solamente da un si-
stema di sestiche di gemere due, passanti doppiamente per otto
punti base del fascio. Potremo pertanto- ammettere a priori che
il faseio delle eurve ellittiche piane passanti per il punto doppio
0O della F, sia rappresentato da un fascio di cubiche, passanti
per nove punti base 4,, 4., ..., 4,.

Il faseio (i eubiche per A4,, A,, ..., A, proviene per aggiun-
zione da un sistema lineare | €y | di sestiche € (4242.. A:) che
rieseono di genere due. Per i nostri scopi & necessario che il siste-
ma | C, | sia oc?, di grade due e possieda una cubica fondamen-
tale C,, staccata la quale si ottiene come sistema residuo il fascio
di eubiche per 4,, 4,, ..., 4, Si realizzano queste condizioni ag-
giungendo agli otto punti base doppi di | Cy| un punto base
semplice B,. La eubica C, che & individuata dai punti 4,, 4,, ...,
Ag, B, riesce allora fondamentale per il | Cq|: infatti le oo?
C(A2A2...A2B)) segano la Cs in un punto fisso B,, che & una
conseguenza degli altri punti base del sistema presi con le loro
molteplicitd; d’onde segue che le C (4242... A2B) hanno 18 in-
tersezioni fisse con la Cy(A:4.... AB,). Le C(A2Az... AZB B,) si
segano poi a due a due in due punti variabili in modo che il
sistema (sovrabbondante) | Cs| delle C(A242...A2B B,) soddisfa
a tutte le eondizioni necessarie.

11 sistema | C;| proviene a sua volta per aggiunzione (come
aggiunto puro) da un sistema | Cy| di C,, di genere tre, passanti
triplamente per A4,, 4,, .., 45 ¢ doppiamente per B,. La cubica
C,(4,A,.. A B),) riesce fondamentale per queste C, giacché, del-
le 27 intersezioni della C; econ le C,, 26 sono fisse e wquindi ®
anche fissa 1’ultima. In altre parole le C (43A4%... A3B?) costitui-
seono un sistema lineare oo® sovrabbondante, tutte le curve del
quale passano per un punto, B, della C,(4,4,.. 4;B,).
Il punto B & diverso dal punto B,: se cid infatti non fosse, le
C(A2A2... AB B,) avrebbero tre e non quattro intersezioni con le
C(A2%AS... A%B?B). Si verifica immediatamente che il [Cy| & di
grado quattro. Il sistema lineare | Cy| possiede percid tutte le
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proprietd necessarie per rappresentare una superficie del guarto
ordine a sezioni di genere tre.

Riepilogando i risultati potremo dire:

Presi ad arbitrio sul piano 9 punti A,, A, A,, ..., A, B, esiste
un sistema lineare (sovrabbondante) oo di curve irriducibili C,
passanti triplamente per A,, A,, .., A, doppiamente per B, e
semplicemente per un punto B, univocamente determinato, della
cubica C,, che passa per i punts A,, A, ..., As, B,; la cubica C,
¢ fondamentale per i | C, | e staccata da questo sistema da come
residuo un sistema lineare (sovrabbondante) oo di sestiche C,
passanti doppiamente per A, A, .., A, e semplicemente per
B, ¢ B,, B, essendo un punto univocamente determinato della
C,; la Cy é fondamentale anche per il | C, | e slaccata da esso dd
come residuo il fascio delle cubiche passants per 4, A,, ..., A,
e di conseguenza per un nono punto A, della C,. Il sistema | C; |
¢ UVaggiunto del | C, |. Il fascio di cubiche per A,, A,, .., A,, A,
¢ Vaggiunto del | Cy| ed il secondo aggiunto del | C, |.

Il sistema lneare | C,| rappresenta ung superficie razionale
del quart’ordine ¥, a sezioni piane di genere tre, dotate di um
punto doppio O mnon tacnodale, per il quale esiste un fascio di
seziont piane ellittiche (cubiche),

La superficie, rappresentata dal | C,| cosi costruito & la F
di NoetHer (1).

Partendo dalla rappresentazione piana della F{9 di NOETHER,
mediante il sistema | C, ] che abbiamo costruito, & possibile preci-
sare la natura della Ff) nel suo punto doppio.

I1 sistema lineare delle C(AJ42... A2B2B) contiéne una rete

spezzata nella OTS(A1 . 45 B1 B) e nelle sestiche C (42 A4:...
A2 B B,), prime aggiunte delle nominate C,. Due delle anzi-

() Si avverta che il sistema lineare |Cy| & certo semplice: invero su una
C(4,4,.4)) generiea il [Cy| segna una gg. Il sistema lineare | Cy|, prima
della ricerea di NOETHER, che eitiamo pit avanti, era stato notato di C. June
(Ofr. Ricerche sui sistemi lneari @i curve algebriche di genere p e sulla

NES- JUPR =
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dette C; si segano in due punti e quindi la F® possiede un punto
doppio 0, il cui intorno & rappresentato dalla C,(A, ... 4¢ B, B,
B). Piit precisamente: alle diverse direzioni delle sezioni piane
condotte per O, corrispondono le intersezioni (virtualmente) va-
riabili delle C;y con la C, e quindi 1’unico punto B,. Si ricava di
qua che le sezioni piane passano per O con un unico ramo: ¢l
punto 0 é un punto uniplanare.

Tra le sezioni piane per O esiste un faselo passante per una
certa retta p, che & rappresentato dalle C,;(4.,4,..4,), seconde
aggiunte delle C,, alle quali si aggiunge come parte fissa 1a cubica
6'3 contata due volte. L.e nominate C,(4,...4;) hanno fre inter-
sezioni variabill eon le C, e rappresentano quindi delle eubiche
piane di genere uno per O. Ne segue che la retia p appartiene
alla F g‘“‘). Nella rappresentazione piana la retta p viene rappre-
sentata dal punto B: infatti le C, spezzate nella 63 contata due-
volte ed in una C4{4,..4;) passano due volte per B, mentre una
generica C, passa una volta sola.

Abbiamo cosi trovato gli elementi della Ff) che sono rap-
presentati dai punti B, e B. Quanto al punto B,, esso rappresenta
una conica K, della superficie: ed il piano della K, sega ulterior-
mente la () secondo la retta p, contata due volte, riuscendo
cosi tangente alla superficie lungo tutta questa retta. Cid risulta
esaminando quella particolare C, che & spezzata nella C, contata
tre volte. A questa C, corrisponde una sezione piana che con-
tiene la K,: infatti una generica C, passa doppiamente per By,
mentre la 53 contata tre volte vi passa triplamente, La stessa
sezione piana contiene anche due volte la retta p: infatti la relta
p & rappresentata da B e, mentre una C, generica passa sempli-
eemente per B, la C, = 3C, vi passa triplamente,

Le cubiche piane, che sono segate sulla Ff) da piani per O.
non incontrano ulteriormente la p fuori di O: infatti le Cy(4,

. Ag), immagini delle dette cubiche, non passano per B, imma-
gine di p. La retta p & quindi tangente di flesso per le cubiche
che, insieme ad essa, formano wuno Segione piana della F@.

-~ ~ 4
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flesso delle cubiche piane della F{@ corrisponde sul piano il
punto A4,, nono punto base del fascio di C,(4,..4,).

Consideriamo il piano &, che sega la Ff” secondo la I, e la
p contata due volte. Poiché la K, tocca la p in O, le rette di «
“uscenti da O hanno tre delle loro intersezioni con la F{¥) assorbite
da O: il piano o contato due volte rappresenta quindi il eono
osculatore alla F'® nel punto (uniplanare) O.

Consideriamo ora gli oo® coni del second’ ordine che hanno
il loro vertice in O e che toceano la F® lungo la p. Le im-
magini delle loro sezioni con la F® son le C,(A4%A42... 42).
Infatti una sezione piana per O & rappresentata da una
C,(A2A42.. AB B)): e quindi l’immagine del sistema doppio
delle sezioni per O, che & il sistema segato dai coni con vertice
in O, & rappresentato dalle C(4?... 42B?B?). Se i coni toccano
la F(® lungo la p, essendo 1’immagine di p il punto B, si otter-
ranno le C (4% A%... A B® B2 B%): ma queste curve non sono altro
che C(A42..4% cui si aggiunge due volte la cubica C,(4,...

..A.B ,B,B).

Dalla immagine piana si ricava dunque che le sezioni della
F(f) con i coni (i vertice O, passanti per la p con il piano tan-
gente «, sono delle sestiche K, di genere due. Lie K, passano per
O con due rami ben determinati, perche le C (42 .. . A2) segano le
C,(4,. JA:B.B,) in coppie di punti distinti (equivalenti alla
coppia B;B,). I due rami della K, sono inoltre semplici, perchd
dal piano rappresentativo si deduce che una K, ha, con una se-
zione piana per O, quattro intersezioni fuori di 0. Mostriamo
ora che i due rami della K, passano entrambi per il punto O,,
infinitamente vicino ad O, sulla retta p: infatti le C (42... 42),
immagini delle I{;, non passano per B, immagine della p, e le
Cy(4,...4,), immagini delle cubiche piane di F'{® passanti per
0, 0,, hanno solo due intersezioni variabili con le C (42... A2);
ne segue che la retta p non incontra le I, fuori di O e che i piani
per la p hanno quattro delle loro intersezioni con le K, assorbite
da 0. I due rami delle K, per O si toccano dunque lungo la retta
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p: ossia gli oo coni quadrict, che hanno il vertice in O e toccano
la F© lungo la retta p, segano la F f) secondo delle K, di genere
due, che hanno in O un tacnodo, essendo la p = 0 0, la tangente
tacnodale. Infine i piano « & osculatore « due rami delle K,
uscenti da 0. Infatti le C(A?... A2), immagini delle K, non
passano né per B, immagine di. p, né per B,, immagine della K,:
le K, non hanno dungue intersezioni eon il piano « fuori del
punto O.

Giova inoltre riconoscere che le K, non osculano la K, in O.
A questo seopo troviamo le immagini delle curve segate sulla
F® dalle quadriche passanti per la K,. Le immagini delle sezioni
piane della F® sono della C(A43... A2B?B): e le immagini delle
sezioni con le-quadriche sono quindi delle C (A°... ASB B®).
Tolta I’immagine di O, rimangono delle C, (A5... A’B!B); e se
le quadriche tocecano in O la retta p, delle C (A!.. A3B?).
Poiché la I{. & rappresentata da B, le curve segate sulla F®
dalle quadriche contenenti la K, si rappresentano nelle C (4:...
A:B%). Ma le C(4%..A*B*) hanno 8 intersezioni variabili
con le C(42... A%); e pertanto solamente quattro sono assorbite
da 0. E’ quindi impossibile che le K, osculino la K,.

Dal ragionamento precedente segue che ai punti della C_'3(A1
..44B,B,B) corrispondono sulla I () degli elementi lineari, uscen-
ti da O con tangente p e piano osculatore «. Si pud quindi anche
dire che la 53 rappresenta ’intorno di 0, sul piano «. Ma la —(73
& di genere uno e il nominato intorno & di genere zero. Fra gli
elementi del secondo ordine uscenti da O, con tangente p e piano
oseulatore 2, ed i punti della C, non vi pud dungue essere corri-
spondenza biunivoeca. Proviamo infatti ¢he la nominata corri-
spondenza & [1, 2], ad ogni elemento dell’intorno corrispondendo
una coppia di punti della (73, equivalente al punto B,, contato
due volte. ,

Si consideri all’uopo la g} segata sulla C, dalle ocf C (41
.. A*B?). La nominata g & determinata dal punto B, con-
tato due volte: infatti tra le C (A4%.. AB?) sono comprese
le C (A.. A;BB?), rappresentative delle curve segate sulla
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F® Qai coni quadriei di vertici 0. Ora, le C,(4f.. A:B?)
rappresentano le curve K segate sulla F(® dalle quadriche
tangenti in O alla retta p. Presa quindi una coppia della no-
stra g3, per essa passano oo’ C (4*.. A*B?), immagini di oo®
curve segate sulla F() dalle quadriche che toccano in O la
retta p e passano per un ben determinato punto dell’intorno
di O; sul piano «. Alle coppie della g% corrispondono eosi i
punti dell’intorno di O,: e vieceversa ad un punto dell’intorno
di 0, sul piano « corrisponde una coppia della g segata sulla C,
dalle C(A*... A:B?). '

Consideriamo ora piu da vicino le Iy segate sulla Ff) dalle
quadriche, che toccano la p in O. Argomentando come sopra, si
trovera che le K; passano per O con due rami lineari, che tuttavia
hanno la tangente comune p ed il piano osculatore @« Ma i due
punti di una XK, nell’intorno di secondo ordine i O, sono Tappre-
‘sentati da una coppia della g} segata sulla 53 dalle C (4%... 4}
B?): questi due punti devono pereid coincidere. Le curve K, hauno
-dunque tre punti doppi infinitamente vieini, 1 quali si succedono
sopra un ramo lineare, che ha la retta p come tangente ed il piano
« come piano osculatore. Lie K, si distinguono tma loro appena
dal quarto punto in poi, a partire da O: e questo quarto punto
& fuori del piano a.

Riepilogando, possiamo dire che la superficie F&) possiede in
O un punto uniplanare, cus é infinitamente vicino un tacnodo 0,,
giacente nel piano a osculatore alla Ff) wm 0.

11 piano tacnodale di 0, € dunque in una posizione particolare,
che si pud caratterizzare dicendo che il pieno tacnodale di O,
contiene la retta p = 0 0,. 1l signifieato preciso di questa affer-
mazione si coglie, quando si operi una trasformazione quadratica
T di centro 0. Per 1a 7 ’intorno di O si muta in un piano «, sul
quale, in un punto O*, va a cadere il taecnodo O,. Ora il pianc
tacnodale di O* pud essere in posizione generica oppure passare
per 0. Nel primo caso la singolarita in O & costituita da un punte
uniplanare, cui & infinitamente vicino in posizione generica un

" tacnodo: & la singolaritd presentata dalla F® di NoETHER. Se
invece il piano tacnodale del taecmodo O* passa per O, si ha la
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singolaritd presentata dalla F®. I piani per O* provengono da
quadriche tangenti in O alla retta p = 0 0,: ed effettivamente
abbiamo veduto che queste quadriche segano la F® secondo curve
che hanno tre punti doppi infinitamente vicini su di un ramo li-
neare, uscente da O con tangente p e piano osculatore .

NoTa. - Abbiamo veduto ehe la superficie raziomale del quarte
ordine designata con F{? riesce caratterizzata dal possesso di una
singolaritd puntuale, costituita da un punto doppio O, cui & infi-
nitamente vicino un taecnodo 0,, il cui piano tacnodale non passa
per 0. Invece la superficie F'(*) possiede una singolaritd puntuale
costituita da mn punto doppio O, al quale & infinitamente vieino
un tacnodo O, il eui piano tacnodale passa per 0. Dal punto di
vista differenziale la seconda singolaritd & wn caso particolare
della prima; ma se si fa variare nna F{® in guisa che il piano
tacnodale in O, venga a passare per O non si ottiene la F ‘43’ gene-
rale, bensi un caso particolare di essa, nascendo in O un punto
singolare pil elevato, e precisamente un punto cuspidale doppio
sopra una retta doppia cioé un punto della linea doppia a cui
sia infinitamente vieino sopra la linea doppia stessa un taecnodo
(Ctfr. F. ExriQues ed O. Caiswi: Teoria.., Vol. IIT, Lib. IV,
Cap. IV, pag. 626).

L 'asserto & suscettibile di una verifica diretta ovvero di una
(limostrazione in cui si ricerca un sistema rappresentativo della
superficie comune ai due casi: come viene sviluppato da F. Cox-
FORTO in una recente nota lincea.

46. Digressione sulle curve, che si staceauno,
come componenti fisse,
dalP aggiunto di un sistema lineare.

In quanto precede abbiamo dimostrato 1'esistenza i quattro
tipi i superficie razionali del quart’ordine a sezioni piane di ge-
nere tre. Ora. guesti tipi sono certamente gli unici esistenti, se
si ammette V'ipotesi semplificativa che non si stacchino parti fisse
dall’aggiunto: in questa ipotesi infatti abbiamo costruito i quat-
tro sistemi lineari, rappresentativi delle nostre superficie. Se in-

14
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vece non si ammette 1’anzidetta ipotesi, pud sorgere a priori il
dubbio che esista qualche altro tipo. Nel n. seguente diremo come
51 rimuova questo dubbio. Qui vogliamo intanto esaminare in
generale la questione delle componenti fisse, 0. che si staceano
dall’agginnto di un sistema lineare, acecennando almeno ad un
teorema fondamentale che le concerne.

Incominciamo c¢on lesporre alecune proprietd di codeste
curve b, _

Sia | €| un sistema lineare, irriducibile, d’ordine n, di genere
p > 1, di dimensione maggiore di uno (che per moltiplicazione
s1 pud rendere ampio quanto si vuole) e supponiamo per sempli-
¢ita, che esso possegga (o sia gid ridotto ad avere) punti base
distinti. Ogni punto #-plo di | C | ha allora esattamente la molte-
plicith 7 — 1 per le curve (7, aggiunte alle C, d’ordine n—3;
¢hé altrimenti il sistema | C"| non potrebbe segare sopra la C
generica 1'intera serie eanoniea (priva di punti fissi). Cio posto,
supponiamo che dalle curve € si stacchi una curva fissa 9. il resto
formando il cosi detto sistema aggiunto puro, costituito in gene-
rale da curve irriducibili (ovvero composte con le curve di un
fascio). Ia curva 9 gode delle seguenti proprieta:

a) La curva 9 ¢ fondamentale per | C|: se infatti esistessero

delle intersezioni variabili della 6 eon le curve € di | €|, la serie
canonica segata sn di una €' dalle €’ avrebbe dei punti fissi, eid

che & assurdo.
Imponendo alle € di | €| di contenere un punto della 6, 1a §

si stacea da | C'| e rimane un sistema lineare, che indichiamo con
|C—8l. :

b) Se il sistema | C | & di genere p, anche il sistema | C — 6 |
ha il genere p. Si suol enunciare guesta proprietd dicendo che la
curva 6 & curva fondamentale impropria (cioé non abbassante il
genere) di | C |. La dimostrazione del teorema & immediata: 1’ag-
ginato di | C — 0 | si ottiene sottraendo la curva 6 da | ¢’ | ed ha
quindi (essendo la & comune a tutte le curve di | C’[) la stessa
dimensione p — 1 del sistema | C"|; le curve di | C—6| sono

dungue ancora di genere p.
¢) La eurva b & di genere zero éd ha unu inlersezione con le
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cwrve del sisteme | C — 8!, Sia infatti = il genere virtuale della 8
(cioe il genere valutatc tenendo conto delle molteplicitd della 6 nei
punti base di | €']) ed 4 il numero dei punti doppi. che acquista
una C, quando essa si spezza nella ¢ ed in una curva di | C—0|.
. Per la proprieta b), applicando la formula che da il genere «i una
curva spezzata (1), dovrd essere:
at+p+i—1=1p;
0s814 @

T+1—1=0;

ma per i} principio di degenerazione & i =1 ¢ quindi necessa-
riamente :
=0, i=1 e. v. .

)y La curva 9 ha grado (cioé numero delle intersezioni con
se stessa definito virtualmente dalle molteplicitd della 6 nei punti
base di | C |) nguale a — 1.

Denotiamo con iy, i,, ... iy le molteplicita del sistema | ('] nei
punti base A, A, ..., d,. Se r indica Lordine della § ed 7y, r,, ...,
r, le sue molteplicita in A, A,, ... A, essendo la § fondamentale
per | C |, sard:

e — Xy, =0,
da cui: -
rr =) — S0+ i — ) =
= 1" — S0t o — 1) — Sl — ) = 0.
Ma per la proprietd dimostrata in ¢), &:

m—r) =Sy —r)=1.
Ne segue che il grado:
e) I punti base di | C'| sopra une curva 9. presi con le loro

molteplicita, offrono alle § condizioni indipendenti, ossia &

1 .1
S +3) =3I grlr 4+ 1) =0.

(*) Cfr. le note *) e ) a pag. 183, ovvero anche F. ENRIQUES ed O, C'HI-
sINT: Teorida..., Vol. 111, Lib. V. Cap. II1. pag, 399,
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Per essere la 6 di genere zero, sara:
1 1
2'(7“— )r—2)—=3 5 ra(r, — 1) = 0.

Da gui segue:
2 N .2 . Vo —
¥ —“7;,'"37+“7h+2—0‘

Ma é:
2N,
i - 7,) == 1. )
e quindi:
37' - -‘-‘l T'h - 1 .
Ne viene:

1 .1
grr+38)—3gn(n+1)=0.

1) Le proprieti o), d), €) caratterizzano le curve irriducibils,

che si staccano dall’aggiunto del sistema | C |.
Infatti le tre proprietd nominate’si traducono nelle seguenti

uguaglianze aritmetiche :
rn— i, =0,

)

B) 1‘2——.\37‘,2':-—-],

7) i+ 3)—Iry(r, +1) =10,
o nelle eqnivalenti:

d,) rm— :: 7:h7'h =0 '

) 7'2—37‘;",:——1,

YI) 37'-——E ry = 1 .

Ora l’aggiunto a | C' | ha ’ordine # — 3 ¢ 1a molteplicita 4, —- 1
nei punti base di | C[; ed &

7‘(’"'_ 3) —_— E 7'h(7:h —_ 1) = 7'”"—}'-‘1"')1’7:), —3r + b Ty = — 1.

Ne segue che una curva che gode delle proprietd '), &), Y') ha
un’intersezione pitt del possibile con | €| e quindi si stacca da
esso. T ovvio che la eondizione B) (tenuta presente la y) pud essere
sostituita con la condizione che la § sia razionale.

(9 Cfr. F. ENRIQUES ed O. CHisINI: Teoria..., Vol. I11, Lib, V, Cap- IIL,
pag. 405.
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g Una curva 9. che si stacca dall’aggivnto di | (! | si stacca
anche dall’aggiunto dell’aggiunto puro (supposto esistente).

In virtt della proprietd f), per dimostrare ’asserto basta di-
mostrare che 1a curva 6 gode delle proprieta «7), £, ¢’) anche ri-
spetto al sistema aggiunto puro di | €' |. Ora 1’aggiunto puro a
| ¢ | ha ordine n —7r —3 ed ha in A,(h =1. 2 ... 5) le molte-
plieitd #, — r,— 1. La proprietd &) rispetto all’aggiunto puro
di | €1 porta dunque alla relazione aritmetica:

i —r —3)— Syl —r, —1)=0;

e questa tenuto conto delle &), 3"), '), ¢ effettivamente soddisfatta.

Quanto alle §’) e ¥"), esse non contengono altro che I'ordine r
della 0 e le molteplicita », nei punti base 4,, e quindi esse val-
gono a prima vista senz’altro. Senonché le sommatorie che com-
pariscono nella {') e nella ¥') sono estese al gruppo dei punti base
di | C]. Le £) e ¥') cadono dungue in difetto se si applicano al-
l’aggiunto puro di | €|, solamente se gualche punto -, che sia
punto base per | C | non sia tale per I’aggiunto puro i | (|
(id avviene se e solamente se per gualche valore di h sia
iy — 1 — 1=20, ossia r, =i, — 1. Se quest’ipotesi si verifica.
consideriamo le aggiunte pure che passano per 4, : il punto. 4,
costitnisce per tali enrve un gruppo neutro i i), punti. La serie
canonica del sistema | C'| risulta dungue composta. Ne segue ehe
le curve di | O | sono iperellitiiche ¢ che i, = 2. Ora dal seguito
(efr. pag. 218) risulta che il sistema | €' | si pud trasformare, in
modo che la 6 si riduea ad una retta; (e cid senza che nella
trasformazione si creino altre curve 0). Sulla nominata retta esi-
stono allora due punti base del sistema trasformato di |C |, le
eni molteplicita danno come somma 1’ordine m del detto sistema
trasformato. Se una di tali molteplieitd & 2, ’altra & m —2: il
sistema | C| & cosi trasformabile in un sistema di curve iperel-
littiche d’ordine m con un punto (m — 2)-plo ed un altro punto
base doppio. Ne segue che il sistema aggiunto puro si pud mm-
tare in un sistema, le cui curve sono costituite da rette uscenti
dal punte (m — 2)-plo; e yuindi non ‘esiste 1'agginnto dell’ag-
ginnto puro.
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Le ) e ') valgono dunque anche se sono estese al gruppo
base dell’aggiunto puro | (|, almeno se esiste 1’ageiunto del-
Paggiunto puro.

('id premesso, ricordiamo come una trasformaziote cremo-
niana 7' trasformi un sistema | C'| ed il suo aggiunto | "] 11
teorema fondamentale in proposito & il teorema d’invariauza del
sistema aggiunto, che si enuncia cosi:

Se una trasformazione 1 muta un sistema |[C,| in un si
stema | Cy |, ess« muta il sistema | (y_g| aggiunto a [Cy],
nel sistema | (“p—p | aggiunto a | C,y, ] intendendosi tuttana di
contare eventualmente come facenti parte di | (V| le curve
fondamentali che provengono da punti fondamentalt delln T, non
cadenti in punti base di | C,1 (le yuali figureranno come parti
fisse nel sistema | Vg ).

Tustriamo questo teorema su aleuni esempi semyplici .

C'onsideriamo ad esempio il sistema completo delle yuartiche.
che ha come aggiunto la rete delle rette. Se la T & una trasforma-
zione quadratica. che ha i punti fondamentali 4, B, C, il sistema
delle quartiche si muta in un sistema di C(A*B*C*) ¢ la rete del-
le rette mnel sistema delle coniche per 4, B, €. Ora ’aggiunto
al sistema delle C,(4*B*(*) & il sistema delle C;(A*B*C?). il gnale
si riduce al sistema delle coniche per A, B, (!, che & il trasfor-
mato per la T della rete delle rette, cui si aggiungano le rette
BC, AC, AB, trasformate rispettivamente degli intorni dei punti
A, B, C, che non sono base per il sistema delle quartiche. Si eon-
sideri invece il sistema delle C,(A4), eche ha anch’esso come ag-
giunto la rete delle rette. Per la T esso si muta nel sistema
delle (.(A*B3C?) che ha come aggiunto il sistema delle
C,(4°B*C?) = C,(ABC) + AC + AB. La retta BC non si stacea
qui dal sistema delle C,(A°B2C?) perché il punto A da cui
essa proviene per la 7 & questa volta punto base del C,(4); si
staccano invece dal C,(A*B2C?) le rette AC ed AB, che sono le
trasformate dei punti B e C, che non sono punti base del (/,(A).

Vediamo dunque che una trasformazione ecremoniana pud
creare delle curve che si staccano dal sistema aggiunto. Ed in-
versamente una trasformazione cremoniana pud eliminare una o
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pin di tali curve, riducendole a (intorni di) punti. Pit precisa-
mente possiamo dire: Una trasformazione cremoniana T altern
Pinsieme delle curve che si staccano dall’aggiunto di un dato
sistema | C |:

a) mutando in punit le curve che si staccano dall’aggiunto
di | (| e che sono fondamentali per la T';

b) mutando in curve che si staccano dall’aggiunto del si-
stema (trasformato di) | C| gli intorni dei punti fondamentali
per la T, che non sono base per | C . .

In particolare: se tutti v puniti fondamentali per la T cadono
fra 1 punti base di | C |, non si aggiunge messuna nuova curve
a quelle che st staccano dall’aggiunte del sistema (trasformato
ai) | ¢ |

Cid posto, & agevole costruire dei sistemi lineari | (|, che
posseggono curve 0, staccantisi come parti fisse dell’aggimnto
[ C"]. A tal nopo si pud partire, come negli esempi sopra de-
seritti, da un sistema | C'| che non possegga curve siffatte e ope-
rare su {i esso con una trasformazione cremoniana 7', c¢he abbia
gualche punto fondamentale che non sia base per ;| |: a cia-
seuno i guesti corrispondera una curva (razionale) fondamen-
tale, che si staccherd come jparte fissa da tutte le aggiunte del
sistema trasformato di | C'|. Ora non & eseluso «<he fra i punti
tondamentali assunti per la T ve ne siano di infinitamente vi-
cini sopra un ramo lineare o superlineare, € ¢i0 dard origine a
curve 0 connesse, che possono anche contenere componenti mul-
tiple, ciaseuna delle quali risultera una curva fondamentale iso-
novalente per | C'| (eiod una curva che importa uua sola condi-
zione per il suo staccamento) ().

(*) Consideriztmo ad es. il sistema completo delle quartiche piane di un
piano g ¢ la trasformazione cremoniana del terz’ordine 7T, che muta nella
rete delle rette di un piano o’ una rete omaloidica di € (0*ABCD) del piano
=, ove O, 4, B, C. ) sono da prima in posizione generiea. Nel piano ' vi
saranuo cinque punti 0/, 4/, B/, ¢/, D, analoghi ad O, 4, B, C, ), che sa-
rannoe tondammentali per la trasformazione inversa della 7': il sistema delle
quartiche si muterd nel sistema delle C (O7AZB7C* Dy ; all'intorne di O
corrispondera 1n coniea fondamentale €, (0’A/B'("D’) ed agli intorni di 4, B.
¢, D rispettivamente le rette fondamentali O’4’, O’B’. 0'C’, O’I/; conie il




216 LIBRO PRIMO

A priori non possiamo affermare che tutte le 6 staccantisi
come parti fisse dell 'aggiunto di un sistema lineare | ' |, possano
crearsi nel modo sopra indicato; e possiamo soltanto assumere
che V’insieme delle curve, staccantisi dall’agginnto i | C |, si
decomponga in generale in pitt eurve fondamentali monovalenti,
ognuna delle guali potrd essere composta anche con componenti
multiple (). T easo piit semplice & che vi sia una sola 0 irridu-

leitore verificherd immediatamente, tutte queste curve fondamentali si stae-
cano dall’aggiunto del sistema | C | e rappresentano delle curve § irriducibili
e {istinte. Ma supponiamo che sul pianoc = il punto D si avvicini indefinita-
mente ad O. Al limite, sul piano n/, la retta O'D’' verrd a far parte della
coniea C(0’4’B’C’D’), la quale si spezzerd eosi nella retta O’D” ed in una
retta contenente A’, B, ¢”.

Le due rette 4’B’C’ «d O'7¥ dammo luogo ad uma curva 6 riducibile e
connessa, monovalente: invero staccando dal [Cu| la 0DV (o la A’BC).
si stacea di conseguenza anche la A’B’C’ (o la 0’D’). Se poi anche C si avvi-
eina ad O e viene a succedere a D sopra un ramo cuspidale, nel piano wn', 4"
e B’ saranno infinitamente vieini ad O/ in direzioni distinte, mentre mante-
nendosi 1 a distanza finita da 0, il punto €’ cadra infinitamente vieino a V.
11 sistema lineare delle C,,(0'84'4B'4C'4D’3) ha la retta 0’D’ come fonda-
mentale; ma, staccata questa retta, rimane il sistema delle C”(O”A"B"C"D"‘),
che per scaricamento, diviene il sistema delle C (0'847B*C#1"), e da questo
sistema si stacca ancora una volta la 0’7, il sistema residuo ridueendosi
al sistema delle C,,(0"74'3 B'3 ("8 D'8), In questo csempio la retta 0’1 con-
tate due volte & una curva 8 monovalente, dotata di parti multiple.

(* Si osservi che la proprietd di una § irriducibile e semplice di essere
fondamentale per il sistema | C |, dal eui aggiunto essa si stacea, mon si
estende senz’altro ad una #, costituita da una curva 3, contata n (> 1) volte.
Tunvero la eurva X risulta bensi fondamentale per il sistema |C |, ma, stae-
cata da esso, pud non stacearsi dji conseguenza altre m»-—1 volte, ma sola-
mente ¢ volte, eon s « n—1. Valga a dimostrare ¢id 1’esempio — indicato
da G. CaSTELNUOVO — delle eurve C, d’ordine 8 e di gemere due, passanti
quattro volte per due punti 4, B e doppiamente per 7 punti C, C, ... C,,
essende 1 9 punti 4, B, C, C, ., C. i punti base d’un faseio di cubiche.
L’aggimto impuro (oo t) ¢ qui dato dalle C(A*B°CC,.C), dal quale si
stacca la retta AB; rimane cosi il sistema o ! delle C‘(A”B’CICZ....Q), i
quale si riduce perd alla retta AB ed al fasefo di cubiche CH(AB(’lCZ-..C:).
S ha qui una eurva § costituita dalla AB contata due volte.

Ora, Ia retta 4B ¢ fondamentale per il | C_|; ma, staceata da esso, di

e ey e+ e B e
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c¢ibile, come si & supposto innanzi, ovvero che vi siano pit 8 di-
stinte ed irriduecibili; a questo secondo caso si estendono le con-
siderazioni fatte inmanzi: eioé valgono per ciascuna delle 0 le
proprietd a), b), ..., g). ‘

Per il momento, adottiamo questa ipotesi semplificativa, per
dimostrare come lVordine delle § si possa diminnire fino a -
durle tutte o punti, ovvero ¢ rette, uscenti da uno stesso punto.

Il procedimento che serve all’nopo si basa sopra la possibilita
di abbassare 1’ordine di una § con suceessive trasformazioni qua-
dratiche, e ¢id senza introdwrre altre curve 9. »

Fissiamo una 0, ad es. la 8,. Essa sard una curva d’ordine »
e genere zero, che passa con molteplieitd ,, r,, ..., », per i punti
base 4,, 4, .., 4, di |C|, rimanendo determinata da questi
punti, presi con le loro molteplicita. Senza alterare la generalita
st pud supporre 7, =1, == .. =1, . )

Lia 6, pud essere considerata come un sistema regolare oc® di
curve razionali. Ora pin avanti (efr. Lib. I, cap. II, n. 9) con-
sideriamo il problema della riduzione all’ordine minimo dei si-
stemi Huneari di eurve razionmali di dimensione s >1. Tale ridu-
zione si fonda sul fatto che per simili sistemi é:

et >,

se r & 1ordine del sistema ed »r,, 7, r, le tre molteplicitd mas-
sime. Seguendo passo per passo la dimostrazione ivi esposta il
lettore non avrd nessuna difficoltd a dimostrare che la relazione
sopraseritta vale altresi per s =0, ciod per le curve razionali,
isolate, che sono determinate (dlai loro punti base presi con le loro
molteplicitd (il che porta che il grado delle nominate eurve sia

un sistema |C7| costitnito da C'.;(A3 B3 C'i Ci C;"), da eui 1a AB non si
stacea di conseguenza. :

Si osservi tuttavia che ’anzidetto sjstema |CS| si pud trasformare im-
mediatamente in un sistema privo di eurve 6. Basta all’uopo eseguire la
trasformazione quadratiea, che ha i punti fondamentali 4, B, C. I1 siste-
ma | C,| diviene cosi un sistema di sestiche con otto punti doppi, che ha
per agginnto il faseio delle enbiche per gli otto punti nominati.
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— 1). Possiame quindi riteneve senz’altro che per la 0, la somma
dell= tre molteplicitd massime superi 1’ordine #:

A S +ra>r.

Eseguiamo allora la trasformazione quadratica T, che ha i
punti fondamentali A,, A, A, Per la T il sistema | (| verrd
mutato in un nuovo sistema, che possiamo chiamare ancora | (.
per il quale il numero delle 0, che si staccano dall ‘aggiunto non
& certamente aumentato, mentre si & abbassato l'ordine della 9, :
infatti i punti 4,, 4,. 4, sono punti base del primitivo | ('] e
D’ordine della (trasformata della) 6, &:

W —r—re—r3 < r.

Basta ora ripetere il ragionamento fatto, per abbassare ul-
teriormente !'ordine della 0, ; e, se due dei tre punti, che si devono
prendere come punti base della trasformazione quadratica, non si
avvicinano mai ad un terzo, in direzioni distinte o succedendosi
sopra un ramo cuspidale (caso in cul viene a mancare la tra-
sformazone riduttrice), il procedimento si arresta solamente
gquando la 0, possiede solamente due punti base, riducendosi cosi
ad una retta; e ¢i0 senza aumentare il numero complessivo delle 6.

Ma la 6, del sistema «i partenza si pud ridurre ad una retta,
senza aggiungere altre curve 8, anche se ad un certo punto si
incontri il easo «l'eccezione gid citato, in cui venga a mancare
la trasformazione riduttrice. La dimostrazione di questo fatto
& perd abbastanza minuziosa, e — per non interrompere la ca-
tena delle mostre deduzioni — preferiamo dare solamente il con-
cetto di essa, rimandando al ragionamento analogo che si fa per
la riduzione dei sistemi lineari i curve di genere zevo.

Anzitutto 1’ordine della 9, pud essere abbassato anche nel
vaso d’eccezione. Seguendo un metodo dovuto ad O. CuIsIN (),

() Il procedimento qui accennato & stato usato dal CHISINI per la ridu-
zione i una rete omaloidica alla vrete delle vette (ecfr. F. ENRIQUES ed
O, CHisiNI: Teoria..., Vol. III, Lib, V, Cap. II, pag. 170-3). Esso si estende
ai sistemi lineari di curve razionali (salvo un caso) come mostriamo pid
avanti: efr, Lil. [[. Cap. II, n, 9.
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si ottiene 1’abbassamento della 0, coll 'eseruire un certo nwmero
2¢q di trasformazioni quadiatiche. che hanuno uno dei loro punti
fondamentali nel punto di massima molteplicitd O: e le prime ¢
di gueste trasformazioni non -abbassano 1'ordine della 6,, ma
semplificano la singolarita che la 8, ha in 0. Le altre g trasfor-
mazioni abbassano suceessivamente 1'ordine, in guisa che alla
fine del procedimento ’ordine della 6, primitiva & effettivamente
diminuito. Ova le prime ¢ delle nominate trasformazioni quadra-
tiche hanno uno dei loro punti fondamentali in un puuto wene-
rico del piano; ne segue che dopo queste g trasformazioni gua-
dratiche, & anmmentato il numero complessivo delle 6 precisa-
mente si trova che si sono aggiunte g rette, uscenti dal punto
di massima molteplicitda della 6,. Ma le successive ¢ trasforma-
zioni -fanno precisamente sparire ad una ad una (ueste g rette.
in guisa che alla fine del procedimnento & diminuito 1'ordine della
6, e non & aumentato il numero complessivo delle 6.

Dunque possiamo dire: Dato un sistema | C|, dal cui ay-
giunto st stacehina delle curve fisse 9,, 8,. .., BF distinte ed rri-
ducibili, st puo semore trasformare i sistema im modo che la 0,
direnti una retta, senze awmentare il numero complessivo delle 0.

Ridotta la 6§, ad una retta, su questa retta esistono due punti
base A, I del sistema e possono presentarsi vari casi:

a) il sistema non ha altri punti base;sin questo caso non
esistono altre 0 e la 0, non pud essere eliminata econ nessuna
trasformazione. A

Esempio: il sistema delle (7,(A*5%) che ha come aggiunto il
C(A*BY) = (C,(A, B) + 4AB;

B) il sistema ha altri punti base fuori di 4 e B. in modo
che esista una trasformazione (uadratiea con i punti fondamen-
tali in 4, B ed un terzo punto hase € del sistema. Eseguendo
questa trasformazione quadratica la 0, scompare ed il mumero
delle 6 & ridotto i una unitd. 8§ potrd allora ripetere il proce-
dimento tenuto per la 0,, sulla 0,.

¢) 11 sistema ha altri punti base, tuori di A e 2. ma non
esiste alcuna trasformazione (uadratica. che abbia i punti fon-
damentali in tre punti base del sistema. In questo caso. f3 deve
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essere infinitamente vieino ad O = A e tutti 1 punti base del
sistema (e di eventuali altre 9) possono cadere solamente nei suc-
cessivi intorni di O, che sara il punto di moltéplicitd massima
per il sistema e per ciascuna 6.

Nel caso ¢) supponiamo che esista una seconda 0, 0,. I.’ordine
della 9, potrd essere abbassato eon una successione di trasfor-
mazioni quadratiche, le quali hanno tutte nn punto fondamen-
tale in O, ¢ non alzano (i conseguenza 1’ordine (lella 0,, che &
una retta nsecente da 0. Si potra quindi ridursi al caso che 0, e
6, siano due rette distinte uscenti da 0. Lo stesso ragionamento .
s potra ripetere su una terza eventuale 6 e cosi via.

In conclusione, ammettendo !’ipotesi semplificativa delle 6
distinte ed irriducibili, perveniamo al teorema:

Ogni sistema lineare, dal cui aggiunto si stacchino delle curve
fisse 05, 0,, ..., 8, , puo essere ridotto ad un sistema | Cy |

1) privo di curve B, orrero

2) dotato di una 8 che sio una refta, congiungente due pun-
ti A, B di molteplicita r. s con v+ s = n, ed 1l sistema [Cy| non
ha altri punti base che A ¢ B; ovvero

+ 3) dotato di cg}o curve 8, ridotte a o rette distinte con-

giuvngenti un punto O di molteplicité (massima) »—r con des
punti A, 4, .. A, di molleplicité r, infinitamente vicini ad O
sulle ¢ refte predette.

(Juesto teorema sussiste sempre anche se si abbandoni lipotesi
semplificative innanzi adottata, ammettendo dungue che il si-
stema | C' | possegga delle curve fondamentali 6 monovalenti, an-
che composte con parti multiple. Ma non & facile di darne una
dimostrazione nell’ordine delle idee precedenti. K sembra almeno
che ¢id richieda 1’approfondimento di circostanze assai delicate.
Il punto essenziale & i stabilire che wune cuwrva fondamentale
monovalente O di | (' |, che si stucchi da | C’| (e supponiamo pure
connessa) piec sempre ridursi ad un punto oviero ad un tnsteme
i punti infinitamente vicini del piano. Qui non & dato affermare
— almeno a priori — che la detta 6 abbia il genere zero ed il
wgrado — 1. Si pud dire soltanto che « non abbassando il genere
del sistema residuo | (7 — 6|, deve avere il grado essenzialmente
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negativo —v (v > 0) ed il genere = =—v 4 1» (genere e grado
venendo definitl in modo virtuale dalle molteplicitd nei punti base
di | € |); infatti, se indichiamo eon v il numero dei punti doppi
che acquista vna C, quando essa sl spezza in una C — 0 e nella 0.
e eon = il genere della 0, per la formula che da il genere di una
curva spezzata, sard

gen. C =wen. (( — )+ 4v—1,
e quindi ;

€)) rT=—v+1:
e poiché, per il gia citato principio di degenerazione, v > 0. sara:

n<<0.
D altra parte da:
(C—.-6=v,

deriva, tenuto conto che la 6 & fondamentale per il sistema | C |:

(C—b) e b=C bbbz,
ossia:
(2) b-b=—v;

e quindi la 8 ha grado essenzialmente negativo.

Come si & detto, non essendo necessariamente v = 1, viene meno
il procedimento di riduzione indieato innanzi. Tuttavia si pud
indicare ancora la possibilitd di una riduzione «della § mediante
trasformazioni quadratiche, fondata sn ¢io che la curva 6 o una
parte qualunque di essa nmon possiede mai aggiunte successive
d’ordine 2n — 31 e d’indice ¢+ (¢ =1) (intendendosi qui per ag-
giunte d’indice ¢ delle eurve passanti A — ¢ volte per ogni punto
h-plo della 0, che sia anche punto base di | C |; id si giustifica
osservando che altrimenti 1'aggiunto puro di | €| coinciderebbe
con uno dei suoi aggiunti suecessivi.

La maneanza di successive aggiunte a 8 porta (*) che vi siano
tre punti di molteplicitd elevate la cui somma supera 1'ordine

(*) Ofr. ad es. . BNRIQUES ed O. CuisiNi: Teoria.., Vol TIT, Lib. Y.
Cap. IT, pag. 188.
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della 6: la gquale si pud cosi generalmente abbassare con una tra-
sformazione quadratica; ma questo abbassamento viene a man-
care se 1 tre punti si trovino sopra una retta, cid che non pud
essere eseluso, ove la O contenga questa retta come multipla.

Queste sono le difficoltd prineipali che si incontrano per effet-
tuare la riduzione di una 0. Fortunatamente si puod riuscire allo
secopo seguendo un’altra via, che qui ci limitiamo ad aeeennare,
Occorre anzitutto riconoscere che sussiste ancora la proprietd g)

" cicd: wne 9 fondamentale monovalente di | C |, che st staccht come
parte fissa dall’aggiunto | O’ | (supposto (i genere >-1) é fonda-
mentale per Vaggiunto puro | (V| e si stacca anche come parte
fissu dall’aggiunto di questo,

Anzitutto se Ta 0 si stacea come parte fissa da | €7, 1 sistemi
lineari | €| e | (' — 6| hanno lo stesso genere p e quindile curve
di |C—9 |, come le (' generiche, segano ancora le ¢ in 2p —2
punti variabili; e di qui segue che Ja 6 & fondamentale per | C” ',
in forza della relazione:

e '=C-C—HC=2p — 2,
_che. es<endo
C-O0=2p—2,
poria:
H.C"=0.

In secondo Iuogo le relazioni (1) e (2) sopra stabilite
T=—v+1, He=—v,

costituiscono non splo le eondizioni necessarie, perché la 8, fonda-
C'|, si stacchi come parte fissa da |’ |, ma anche
sufficients; perché codeste condizioni portano che il genere di
| C — 6| sia ugunale al genere di ! C'| e quindi che i due sistemi
abbiano lo stesso aggiunto puro.

Siecome le relazioni anzidette dipendono dai caratteri intrin-
seci della 6, almeno finché non si perdano dei punti base di | C']
sopra di essa, cosi essa dovrd anche staccarsi dall’aggiunto puro
di (], fatta eccezione per il caso in cui la § abbia come

mentale per
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(i —1)-plo wn punto i-plo di | € , che da luogo ad un’avvertenza

analoga a quella esposta a pag. 213, su cui non giova qui
Insistere.

Cid posto, la riduzione delle 0 appartenenti ad un sistema li-
neare | C'| si ricondnce in generale da | (' | al suo aggiunto puro
e cosl successivamente. C'on questo procedimento di aggiunzioni
successive si perviene infine a sistemi lineari di curve di genere
zero ed uno (ovvero a sistemi composti con curve del detto ge-
nere); e pertanto la riduzione di codesti sistemi, che spieghiamo
piu avanti (efr. Lib. 11, cap. IT e 1[I, nn. 9 e 13) permette di
giustificare la riduzione delle § ai tipi indieati nell’enunciato pre-
cedente: dove le componenti multiple delle § ed anche le 6 mono-
valenti ridueibili si vedono eliminate.

47. Sui tipi delle superficie razionali del quart’ordine
a sezioni di genere tre.

Ritorniamo ora alla questione dei tipi delle superficie razio-
nali del quart’ordine a sezioni di genere tre, Vogliamo dimostrare
che la classificazione da noi data & completa e pertanto che ogni
superficte razionale del quart’ordine « sezioni di genere tre up-
partiene ad uno dei quatiro tipi seguenti:

a) la superficie dotata di un punto triplo, rappresentata (a
un sistema lineare sovrabbondante di C,(Ad...A..);

b) la superficie con tacnodo FQ) rappresentata da un siste-
ma lLineare sovrabbondunte di C(A2A%.. A2ZA A A A );

¢) la superficie F () di NoETHER, dotate di un punto doppio
uniplanare, per il quale passa wn fascio di sezioni piane razio-
nali, rappresentata da un sistema lineare sovrabbondunte i
C(A’B:B;... BY);

d) la superficie F P)di NoETnER, dotata (i un punto doppio
umplanare, per il quale passa un fascio di sezioni piane spez-
zate in une retta ed in una cubica ellittica, rappresentata da un
sistema lineare sovrabbondante di C(AA3... AB2DB).

Ricordiamo inoltre che per ciascuno dei sistemi rappresenta-
tivi a), D), ¢), d) esiste una cubica ellittice fondamentale, che eon-
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tiene tutti i punti base del sistema e che rappresenta l'intorno del
punto singolare della superficie. . .

Ora i tipi anzidetti sono stati costruiti ammettendo 1'ipotesi
semplificativa che non si staechino parti fisse dall’aggiunto del
sistema rappresentativo. Se non si ammette la detta ipotesi, pud
sorgere il dubbio sull’esistenza di gualche altro tipo. Per esclu-
dere questo dubbio si possono percorrere diverse vie. Anzitutto si
presenta come naturale di valersi della riduzione delle curve fon-
damentali 0 le gquali si staccano dall’aggiunto di un sistema li-
neare, da noi esposta al n. precedente. Se si segue questa via, si
¢ condotti ad incontrare la presenza delle 0 soltanto mel caso, in
cui le sezioni piane per il punto doppio O della F, e per un
punto deppio @, infinitamente vicino ad O, siano razionali: onde
si ricade sul tipo F{¥ di NOETHER.

In secondo luogo la ricerca dei tipi delle superficie razionali
del quart’ordine con un solo punto doppio O si riconduce alla
determinazione dei tipi di piani doppi. su cui la superficie stessa

" viene rappresentata per proiezione da () : questi piani doppi sono
caratterizzati dalla curva di diramazione, che puo essere del quarto
o del sest’ordine e, nel secondo caso, deve possedere un punto
quadruplo o due punti tripli infinitamente vicini: cosi come spie-
gheremo diffusamente nel Lib. II, cap. V. Alla rete delle rette di
codesti piani doppi corrisponde, per una trasformazione (1, 2]
una rete di cubiche piane con 7 punti base, ovvero una rete di
curve di genere due, costituita da qguartiche €, eon un punto
doppio e 10 punti semplieci, appartenenti ad una cubieca, o da se-
stiche con 8 punti doppi e 2 punti sempliei, parimenti su di una
cubica ; e tali reti sono i sistemi aggiunti ai sistemi | C' | di genere
tre e grado quattro, che costituiscono i nostri tipi. Precisamente
su questa analisi dei piani doppi si & basato M. Noeruer () per
affermare che la sna classificazione delle superficie razionali del
guart’ordine con un punto singolare riesce esauriente. Ed anche

() Cfr. M. NoETHER: Uber cine Classe von auf die einfache Ebene abbilde
baren Doppelebenen e Uber die rationalen Flichen vierter Ordnung: & Math,
Ann. », Bd. XXXIII, 1889.
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ogei questa sembra essere la via piu semplice per giungere a tale
seopo, superando le difficoltd, che si presentano per altre vie (1).

Infine si pud percorrere una terza via, cercando di dimostrare
direttamente che ogni superficie razionale del quart’ordine con
un solo punto singolare rientra, come caso particolare, in uno
dei gquattro tipi a), b), ¢}, d) sopra enumerati.

Consideriamo un sistema lineare irriducibile e semplice | C, |,
oc”, di genere tre e grado quattro, la cui serie caratteristica sia
dunque la g® canonica; e siano C'y_;_s curve del sistema oo”
aggiunto puro. Per un G,, gruppo caratteristico del sistema | C,, |,
passa una (" ed un fascio di curve C, che non hanno con essa nes-
suna intersezione variabile. Costringendo una C a contenere un al-
tro punto della ¢ si avrd una curva spezzata C,,=C'_5_s+8uts,
dove la Q sard una curva fondamentale monovalente per |C,|:
infatti la ©Q non ha intersezioni con le C, fuori dei punti base, ed

() T due tipi Qi reti @i genere e grado due, dati dalle C (04 4 .4 ) e
dalle C(4%A4%..42B B,) con i punti base su di una cubies, erano stati
gid trovati, prima della ricerea di NoEeTHER, da V. MARTINETTI (cfr. Sopra
alcunt sistemi lineari di curve piane algebriche di generc due; « Rend. Cire.
Mat, di Palermo», T. 1, 1887), il quale si era proposto la determinazione
i tutti i tipi di reti sovrabbondanti di genere due, d’ordine minimo rispetto
alle trasformazioni eremoniane. I1 MARTINETTI ha trovato solamente le due
reti anzidette, e ¢id confermava, secondo lo stesso NOETHER, la compiutezza
detla enumerazione delle superficie razionali del quart’ordine con punto sin-
golare (abbassante di uno i1 genere delle sezioni piane per esso). Tuttavia
I'snalisi del MARTINETTI non & esauriente, essendovi un terzo tipo di rete
sovrabliondante di genere due e grado due, irriducibile ai precedenti, che fu
scoperte «a M. DE FrancHts (efr. Sulle reti sovrabbondanti di curve piane
di genere 2; « Rend. Cire. Mat. di Palermo», T. 13, 1899), Si tratta (efr.
Lib. [[, eap. TII, n. 16) di una rete di quintiche C,(4°B*C(C,..C ) dotata
di un punto triple 4, al quale & infinitamente vieino un punto doppio B;
inoltre dal punto triple esee un ramo lineare d’inflessione (di classe 2) sul
quale 8i susseguono dieei punti sempliei C, C,, ..., C . Per costruire la rete
basta. combinare linearmente una C,(4°B*> CC), econ 4, C, C, susseguentisi
su una retta per A, con il-fageio delle C, spezzate nella AC, contata quattro
volte ed in una retta generica per 4. Si pud perd riccmoscere che la nominata
rete di quintiche non proviene come aggiunta da nessun sistema lineare d’or-
dine pid alto e quindi non dd luogo a nuove F, raziomali,

15
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appartiene ad oco® curve C, spezzate nella Q@ ¢ nelle ('35, La
curva Q é di gemere uno, avendo come unica curva aggiunta la 6,
d’ordine s, che costituisce la parte fissa del sistema aggiunto (im-
puro) | C'y_g|: effettivamente, se, com’® lecito supporre, il sistema
| C,, | non possiede punti base infinitamente vicini, ogni punto base
i-plo per | C,| ha la molteplicita effettiva i — 1 per 1’aggiunto -
impuro | C'p_g|e, se ¢ h-plo per Q, la molteplicitd ¢ —h per le
C'»-3-s; mne segue che il nominato punto base sard precisamente
(h — 1)-plo per 8,. D’altra parte la Q, d’ordine 3 4 s, deve man-
care delle aggiunte successwe d’ordine 3 -+ s— 3t ¢ d’indice @
(2 > 1), ciod non devono esistere (per ¢ > 1) delle curve d’or-
dine 3 4~ s — 31, passanti h — { volte per ogni punto h-plo della
Q (ed altrettanto si pud dire di ogni eomponente della Q, quando
Q risulti riducibile): se invero esistesse per esempio una seconda
aggiunta €7, le curve Q” 4- ¢",_;_s sarebbero seconde aggiunte
delle € e quindi il secondo aggiunto puro coinciderebbe col primo
aggiunto puro, eid che si riconosee impossibile.

In quanto segue noi ammetteremo che da Q sia irriducibile,
o almeno contenga una componente irriducibile, @, di genere uno.
In quest’ipotesi la ® si pud ridurre birazionalmente ad una cu-
bica e «dopo cid riesce facile mostrare che un sistema |C,| per cui
la o sia una cubica rientra come caso particolare in uno dei siste-
mi a), b), ¢), d).

D’altronde la nostra analisi si estende a qualsivoglia sistema
| C,| se si ammette che, per una variazione opportuna dei punti
base di | C,|, possa ottenersi una {Q (o almeno una o) irriducibile.
E quindi per la dimostrazione della nostra tesi giova ammettere
che una curva di genere uno del piano, priva di aggtunte succes-
sive, possa ritenersi come caso particolare di una curva irridu-
cibile, la quale si ottenga dalla precedente variando con continuitd
1 suoi punti multipli (a prescindere dai punti di connessione delle
parti, che sono da ritenersi virtualmente inesistenti).

Nell'ordine di idee, in cui qui ci pogiamo, con 1’ammissione
precedente & anche leeito assumere non solo che la @ non possegga
punti multipli infinitamente vieini (che d’altronde potrebbero
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o una delle sue trasformate che si ottengono con le trasformazioni
quadratiche riduttive, di eui ora parleremo, mon abbia mai tre
punti multipli in linea retta, cosicché nel processo riduttore che
mettiamo in opera non si presentino mai punti multipli infinita-
mente vieini, ai quali si eonnettono, come & noto, particolari dif-
ficolta nella riduzione.

Cio posto, 1a possibilitd di trasformare 1a o in una cubica di-
pende dall’esistenza di tre punti multipli di molteplicitd suffi-
cientemente alta, perché la trasformazione quadratica, che pos-
siede 1 detti tre punti come fondamentali, abbassi l’ordine della
o. Per dimostrare l'esistenza dei detti tre punti, indichiamo con I
l’ordine della ©, con O il suo punto di massima molteplicita r, e
dimostriamo anzitutto che, se mancano le ultime aggiunte alla o,

. .. . l .
esiste un valore di . 1 <1 << [—3—} (1), tale che 1l punto O deve es-

sere (s — 1)-plo o s-plo per le agginnte alla o d’ordine s =7 —3¢
e di indiee 7, avverandosi 1’una o 1’altra eventualiti a seconda che
I — r sia dispari o pari.

T.e suceessive aggiunte alla © sono d’ordine ! — 3¢ ed hanno
il punto O come (r—i)-plo. Se 7 cresee (’una unitd la quantita
(I —87)— (r — ) diminuisce di due unitd, giacehé ! — 3¢ dimi.-
nuisce di tre ed r — i di uno. 1 tratta di provare che per un

certo valore (i 4, lgig[é], e I—3)— (r—i)=1 o 0.

All'uopo distinguiamo i tre casi a eui di lnogo 1’intero I, rispette
al modulo tre:

2y l=38m, Pl=38m+1, yv)Il=3m-+2

~

. l . : R
z) Se I = 3m, [ = m ¢, se la ® non & gia una cubica, sari

(2]
4 D]
m > 1. Poiché, per ipotesi, non esistono le aggiunte d’ordine zero
e d’indice m, la massima molteplicitd » non pud essere inferiore

od uguale ad m: sara quindi » > m. Per i =1 lla quantita

l ' .
(") Cou [3— indichiamo, conformemente all’uso comune, il massimo intero
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(I—8)— (r—1i)= (B3m —3i) — (r—1) vale 3m —r—2 ed &
guindi =>0; per ¢ = m la detta quantiti vale invece — (7 —m)
ed ¢ quindi megativa. Poiche essa cala di due unitad per volta,
al variare di 4 tra 1 ed m, essa sard certo 1 o 0 per um certo
valore di 7. Precisamente essa diventerd 1 se [—r & dispari e 0
se | —r € pari.

B) Se l=3m 41, [é]:m, e sard m > 1, a meno che

la » non sia una quartica con due punti doppi, che si pud ricomn-
durre ad una cubica, mediante la trasformazione quadratica, che
ha i punti fondamentali nei due punti doppi ed in un punto sem-
plice. Nel nostro caso maneano, per ipotesi, le curve aggiunte
d’indice m, che sarebbero delle rette. Ne segue che' la massima
molteplicitd » non pud essere inferiore a m 4 1, ossia r > m. Ora
la quantitd ( —3)— (r—i)=B@m 4+ 1—3i)— (r—1) &€ =0
per ¢ =1, mentre per ¢ = m vale 1 — {r —m) ed & gunindi < 0.
Si eonclude dunque come nel easo o).

3

a meno che non sia | = 5. In questa ipotesi la © sarebbe una guin-
tica dotata di cinque punti doppi ovvero di un punto triplo e
di due punti doppi. In entrambi i casi essa si pud mutare in
una cubica con una trasformazione ecremoniana. Supponiamo
dunque m > 1, Poiché non debbono esistere coniche aggiunte
d’indice m, la massima molteplicitd » sard > m. Ma allora, come
prima, la quantitd (I —3)— (r — ) = (8m + 2 —37)
& << 0 per i =1; invece, per + —= m, la defta quantitd ¢ >1. $i
pud dunque ancora concludere come nei casi precedenti.

Se quindi la curva ellittica », d’ordine I, non possiede le ul-
time aggiunte, certamente il punto O dovrebbe essere (s — 1)-plo
o s-plo per certe aggiunte d’ordine s=1-—3i e d’indice 4,

l
7) Se 1 = 3m + 2, [—} =m, e si potrd supporre m > 1,

3
Distinguiamo due casi:
a) 1=1 s

1gig[i]. -

(r—1),

e h wetaeen

T e e e e e e a
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a) Se =1, le prime aggiunte d’ordine I — 3 sono del
tipo C,(0°7") 0 C(0°), ossia del tipo C,_s(0**% o C_(019).
Per la v il punto O sard quindi (¢ — 3)-plo o (I— 2)-plo. Se
la @ & una Cf0™?) essa possiederd ancora ¢ punti tripli e d
punti doppi, in guisa da risultare ellittica. I numeri ¢ e d
saranno dunque legati dalla relazione:

I—11—2) (1—3)1—49
5 — 5 — 3 —d =1,

ossia :
3t+d=21—86.

Se la © possiede un punto triplo, 1’ordine della » si pud ab-
bassare con wna trasformazione quadratica, che abbia come punti
fondamentali il punto (I —3)-plo, il punto triplo ed un punto
semplice. Se invece la o possiede solo punti doppi sard t = 0; ma,
dalla relazione precedente, risulta, poiché si pud supporre 1 =>4,
d = 2. Dunque la o possiede certo almeno due punti doppi ed il
suo ordine si pud abbassare con la trasformazione quadratica che
ha 1 punti fondamentali nel punto (I — 3)-plo ed in due punti
doppi.

Se poi la @ & del tipo C(0*?), per essere ellittica essa dovrd
possedere altri I — 3 punti doppi; e quindi, poiché [ = 4, almeno
unt punto doppio. L’ordine della » si abbassa allora operando la
trasformaziome quadratica, che ha i punti fondamentali mel punto
(I — 2)-plo, in un punto doppio ed in un punto semplice.

b) Se 7> 1, le aggiunte alla © d’ordine s =7-— 37 e pas-
santi per O con la molteplicitd s o s — 1 per ipotesi, non esistono.
('id significa che esisteranno altri punti multipli della o, i quali
imporranno delle condizioni alle dette aggiunte C®, in guisa
da rendere impossibile la loro esistenza. Tali punti saranno al-
meno dure: se invero oltre ad O, esistesse un nnico punto multiplo
0, c¢he imponesse condizioni alle €% la molteplicitd di 0, per
le 0% garebbe al piu s; e quindi esisterebbe -certamente almeno
una C()  formata dalla retta O O, contata s volte. Dunque vi sono
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dizioni alle (.Jm' S\e Mf” ), 7 sono le molteplicitd delle Ct) ip
0, 0y, Oy, si avrd evidentemente (poiché r# =5 od s —1);

) 4D > s

.

Ma, indicando con #, 7,, r, le molteplicita della @ in 0, 0,, 0, 3

r = pli) + 7
ro= 7‘(1’:} + ¢
Ty =l 4- ¢
I = s 81;
e quindi, tenuto conto della disuguaglianza precedente,
r—4r > 1.

Dungue l'ordine della o viene abbassato dalla trasformazione
quadratica, che ha i punti fondamentali 0, 0,, 0,.

Riepilogando, la curva ellittica irriductbile o, d’ordine I e pri-
va delle successive aggiunte dell’ordine 1 — 3i e d’indice © (1 > 1),
con © punti multipli in posizione gemerica, pud essere abbassata
d’ordine con successive trasformazioni quadratiche, fino a ridursi
ad una cubica.

Sia ora | C'| un sistema lineare oo®, irriducibile e semplice,
di genere tre e grado quattro, per il quale la curva fondamentale
o sia ridotta (con il procedimento precedente o comungue in al-
tro modo) ad una eubica C,. B facile provare che il sistema | C |
¢ caso particolare di un sistema riducibile ad wno dei fipi a),
b), ¢), d).

Anzitutto 1 sistema | C | non pud avere punti base fuori dellu
cubica fondamentale C,. Supponiamo invero che il sistema | C |
possieda dei punti base di molteplicitd »,, r,, ..., r; sulla C; e, se
possibile, dei punti di molteplicitd s, s,, ..., s, fuori della C,. Se
n & Iordine di | C | dovra essere, esprimendo che il sistema | C |
& di grado quattro e genere tre:

nz—er——Z]sf: 4
n? — 3%—3"",2"*' E')‘i——-gsjz-’— ZSJ.:‘.{,

da cui:

i
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Ma la C, & fondamentale per il sistema | C |; e quindi sara:
3n—3Yr, =0.
Ne segue:
Is;=0,

ossia s;=0: il sistema lineare | C' | non possiede dunque dei punti
base fuori della C,.

Cid premesso, se il sistema | C | possiede s punti base (sulla
C,) di molteplicita +,, »,, ..., #,, si otterrd un sistema dello stesso

tipo di | C |, fissando ad arbitrio sulla C; s— 1 punti 4,, 4,,
As—, con le molteplieits r,, r.,

vy
vy Ta~, € determinando di comse-
guenza un ultimo punto base 4, di molteplicita »,, come punte
roplo della gi—1 (b =r,), determinata sulla C; dalle C, (471 4%..-
A:*f_—li). A questo sistema generico, |C|, per il quale gli s punti base
sono ovviamente tutti distinti ed anzi s — 1 di essi possono essere
dati ad arbitrio sulla Cj, ei riferiremo mel seguito: il sistema
| €| da cni abbiamo preso le mosse € un caso particolare di questo
sistema. '

Ora, il sistema | C | potrebbe possedere, oltre alla cubica fon-
damentale C,, altre curve fondamentali 6, le quali siano costi-
tuite da parti irridueibili di genere zero e di grado =<— 1 {genere
e grado essendo valutati rispetto al gruppo base di | C1) (*). Le
curve fondamentali, irridueibili, che sono razionali e di grado
— 1, possono essere eliminate tutte con suceessive trasformazioni
quadratiche. Invero abbiamo gia osservato (efr. pag. 217) che per
una curva, razionale e di grado — 1 (cioé determinata dai suoi
punti base), la somma delle tre molteplicita pih elevate & mag-
giore dell’ordine della eurva: ma i tre punti multipli di molte-
plicitd ‘piu elevata della curva corrispondono a tre punti base
del sistema | C | e possono quindi essere presi come punti fonda-
mentali di una trasformazione guadratica (non degenere), ridut-

() Giova precisare che una parte irridueibile di una § risulta di genere
zero, rispetto al gruppo base di | C |, perch? essa non possiede le prime ag-

~leisid i Fo P ninm

9291\ a norehd i1 eensra di una enrva irridoeibile non pud
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trice dell’ordine della curva; la nominata trasformazione quadra-
tica trasforma inoltre la cubica €, in una nuova cubica e non
introduce altre curve 6. Con suceessive trasformazioni quadrati-
che la 0 o la componente di essa che si & presa in considerazione
pud dungue essere ridotta ad una retta congiungente due punti
base A, B di | €|, di molteplicita rispettive r, s, con r +s=mn; e
con un’ultima trasformazione quadratica, che ha i punti fonda-
mentali in 4, B ed un terzo punto base (*) di | C| pud essere
ridotta ad un punto. Con ragionamento analogo si eliminano
tutte le altre curve fondamentali di grado — 1.

Si perviene cosi ad un sistema | C [, il quale (a priori almeno)
potrebbe possedere solamente delle curve fondamentali irriduei-
bili, razionali e di grado ={— 2. Mostriamo che di fatto queste
curve qui non si presentano: cioé il procedimento che serve ad
eliminare le curve fondamentali di grado — 1, vale anche ad
eliminare contemporaneamente le curve di grado < —1, almeno
per i sistemi | C' | aventi sulla C; punti base generiei.

All’uopo indichiamo con 8 la componente, che prendiamo in
considerazione, ed incominciamo coll’osservare che la 6 (supposta
esistente) incontra la cubica fondamentale C, soltanto in punti
base per | C |. Invero se indichiamo con k;(=0) (i=1, 2, .., s)
la molteplicitd della & nel punto base 4, di | C|, con m 1'ordine
della 6, e supponiamo che la 0 incontri la Cj, oltre che nei punti
base di | C |, in I punti (semplici), avremo:

3m =3h + L.

Inoltre, esprimendo che la 6 & di genere zero e di grado

= — 2 (rispetto al gruppo dei punti base di |C]), avremo:
m*—3m 4 2—Xh4+Ih =0,
mP—Nhi<<—2,

() Il sistema || non pud possedere soltanto i due punti base 4 e B.
In questa ipotesi, esprimendo il grado ed il genere di | C | si avrebbe:
71,2_7*2__32__:4, ne—3n —1r2 4 —s¥4-5=—4

ossia:
4 e (r a8y — N
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da cui
3m —Ah<<0(),
ossia :
1< 0,
da cui: )
1=0.

L’osservazione fatta porta che i punti 4;(¢: =1, 2, ..., §) della
(5, presi con le molteplicitd %; appartengono alla serie lineare
individuata dal gruppo:

hedy 4 hpdy 4 o 4 hLA, .

Ora due casi sono possibili: o gualeuna delle i; & nulla, ossia
vi & qualehe punto base di | C | per eui 1a 0 non passa, ovvero, per
qualunque 4, & ;== 0 ciod la § contiene tutfs i punti base di | C |.

La prima eventualitd si esclude subito, perché essa porta ad
un legame tra t<<s—1 dei punti 44, e cid & assurdo, percheé
s— 1 dei punti A; possono essere assunti ad arbitrio.

Nel secondo caso i punti A,(¢=1, 2, ..., 8) presi con le mol-
teplicitd h;, appartengono ancora alla serie lineare individuata
dal gruppo MA, + h,A, + ...+ h A, ; ma, d’altra parte, questi
stessi punti, presi con le molteplicitd r;, appartengono alla serie
individuata dal gruppo =4, + 4, -} ... +r,4,. Esprimendo
I'appartenenza ad una serie lineare come una relazione di con-
eruenza (teorema d’ABEL) si potrd porre:

1A, + rd+ ... 1,4, =0

1
W hAy + hody + o + R4, = 0 ().

() Questa relazione, non potendo essere 3m — Zh; < 0, porta che 3m —
— ;= 0, e quindi m’——zhf = —2: dunque, se la curva ‘D esiste, essa di
fatto non pud essere che di grado — 2.

( Se si vuole introdurre sulla cubica ellittica C, 1’integrale ellittico
di prima specie w, basterd nelle relazioni che precedono immaginare seritto
al posto del punto A4, il valore u(d;) che l’integrale ellittico « assume nel
punto 4, Si suppone naturalmente, come & d’uso, che l’estremo inferiore
dell *integrale » sia un flesso, in modo che per la g§ segnata sulla G dalle

s
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Ora due ipotesi sono possibili :
@) le due congruenze (1) sono distinte,
ovvero :
b) le due congruenze (1) sono identiche.
Nell’ipotesi @) & possibile ricavare dalle (1), per eliminazione,
una relazione fra i soli punti 4,, 4,, ..., As—1; e cid & assurdo
A,_; possono essere dati ad arbitrio

~

perché i punti 4,, 4,, ..,
sulla cubica C,.
Nell’ipotesi b) si deduce dalle (1):

r; = ph; (t=1,2, ..3)
Ma &:
3m = Zh;,
3n = 3y,
e quindi :
3n = pXh; = 3pm ;
onde :
n=pm.
Ma allora :

n* — Zrf = p°m’ — p"Zh = p*(m® — Zh?);
e, tenuto conto che il grado della B8 <—2

n*— Bt << — 2% < 0.

E cid6 & un assurdo perché n°— Zr? =4, essendo il grado
del sistema | C|.

Pertanto non esiste una cuwrva fondamentale 8, razionale e
di grado <<—2, la quale contenga gli s punti base del sistema
| C ['pri'vo di curve fondamentali di grado — 1 almeno quando
s—1 di questi punti siano dati ad arbitrio sulla C,.

Da quanto precede segue che un sistema lineare oo®, | C|,
irriducibile e semplice, di genere tre e grado quattro, rientra come
caso particolare in un sistema, che & trasformabile in guisa che
il trasformato possieda una cubica ellittica fondamentale C, (sulla
quale giacciono tutti i punti base) e sia privo di eurve fondamen-
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tali 0. Il primo aggiunto a | C'| coincide con 1’aggiunto puro e,
ragionando come a pag. 183, si trova che il suo genere = & << 2.
Se # =1, o 1 rimane cosi giustificata 1’ipotesi semplificativa, che
¢l ha condotto a costruire i sistemi lineari corrispondenti ai primi
due dei tipi di superficie @), b), ¢), d) elencati a pag. 223. Se
inveece = =2, il primo aggiunto a | C'| & una rete di genere e
grado due, la quale a sua volta possiede un aggiunto oo'; ed — a
priori — potrebbe sorgere il dubbio che nel passaggio dal | " |
al | C” | si presentino ancora delle 0. Accenniamo brevemente co-
me si possano eliminare anche queste 0.

11 sistema | C' | sia d’ordine » e siano 4, .., 4, i suoi punti
base (che staranno sulla C,), con le molteplicitd r,, ...,r,. I1 si-
stema | C'| sara allora costituito da curve C,_(47 .. 4%7Y).
Tenuto conto della formula che da il genere di una curva spez-
zata, seritta a pag. 183, essendo le Cy—s di genere 2, si trova che
le C,_; intersecano la C,, fuori di 4,, .., 4,, in un punto, B.
Il punto B & fisso e costituisce cosi un punto base semplice di
| €’ |, che non & un punto base di | C'|. Cid posto, imitando il ra-
gionamento gid fatto per il sistema | C |, si pud dimostrare facil-
mente che il | C’| non possiede punti base fuori della C,, per
guisa che il gruppo dei punti base di | C’| & costituito da A4,, ..,
A,, B;ed il punto B & certamente semplice. Se ora dall’aggiunto
a | €| si staccano delle curve 9, queste non possono passare pér
B (ng, se vi sono, per gli altri punti base semplici di | C'|), giac-
ché in questa ipotesi 1’aggiunto impuro a | ¢” | avrebbe il punto B
come semplice, mentre in realtd esso deve avere la molteplicita
zero. Ne viene che ogni parte irriducibile, 9, di una 6 sara:

) fondamentale per il | ¢” |,
B) di genere zero, rispetto al gruppo di punti 4,, ..., 4,
v) di grado =<— 1, sempre rispetto al gruppo 4,, ..., 4;.

Queste proprietd, indicando ancora con m l'ordine della be
con hy(=0) (=1, 2, .., s) la sua -molteplicitd in A,, si tradu-
cono nelle relazioni:

&'y m(n — 3) — Zhy(r, —1) = 0,
f) m* — 8m + 2 — Iz + Zh; = 0,
y) m® — It — 1.
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La @), tenuto conto dela ¥"), da:
3m — Ehi < 1.

Due ipotesi sono dunque possibili a secondo che sia 3m —
—Zh=001 Sed3m—2Ih=1,1a §) da m*— ZhZ=—1;
la & & cosi di grado — 1 e si pud eliminare con una successione
di_trasformazioni quadratiche, come & stato descritto preceden-
temente : e poiché i punti fondamentali delle trasformazioni qua-
dratiche cadono tra i punti base di | C| e di | C"| non si gene-
rano nuove curve 9, né per | C | né per | ¢’ |.

Se inveece 3m — Xh, =0, dalla 2') si ricava:

mn — Shyr, = 0,
mentre la §') da:
m? — ThE = — 2.

Si vede cosi che la § &, in questa ipotesi, fondamentale per
[C| e di grado — 2. Si ricade allora nella discussione prece-
dente.

Concludendo, in tutti i casi rimane giustificata 1’ipotesi sem-
plificativa, che ¢i ha condotto a costruire i sistemi lineari corri-
spondenti ai quattro tipi di superficie a), b), ¢), d) elencati a
pag. 223. Tuttavia nella nostra discussione si ¢ introdotta una
nuova ipotesi, del cui significato discorreremo nella seguente
nota.

Nora. - In cid che precede, dato un sistema lineare oo, | C |,
irriducibile ¢ semplice, di curve piane di genere 3 e grado 4 (con
serie caratteristica canonica), abbiamo veduto che esso possiede
una curva fondamentale €, di genere 1, @ — mnell’ipotesi che la
Q sia irriducibile o contenga uma parte irriducibile @ -— siamo
riuseiti a trasformare il sistema dato im un altro, 1 cui punti
base stanno tutti su di una eubica fondamentale, trasformata di o.

Se viene dato invece un sistema | C |, per cui la Q sia ridu-
cibile, abbiamo ammesso che, per una variazione opportuna dei
punti base di | €[, possa ottenersi una Q irriducibile o conte-
nente una parte irriducibile. Per giustificare 1’ipotesi cosi intro-
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di | €| in maniera da allontanare quelli di essi che cadano infini-
tamente vicini; il che sarebbe evidente se | C | fosse un sistema
regolare, ma esige invece una giustificazione trattandosi di un | C |
sovrabbondante.

S¢ si vuole prescindere dall’ipotesi semplificatrice di eui sopra
si & discorso, si pud tuttavia applicare lo stesso metedo di ridu-
zione alla o riducibile e si perviene in generale al medesimo risul-
tato. Ma si incontrano delle difficoltd, che provengono <all’even-
tuale presenza di eurve o dotate di componenti multiple, di cui
qui non vogliamo spingere avanti 1'esame.

La rappresentazione delle nostre superficie del quart’ordine
sul piano doppio (in rapporto alla teoria dei piani doppi, che
esporremo nel Lib. II, cap. V) conduce a giustificare a priori il
risultato che abbiamo in vista, cioé che le superficie razionali del
guart’ordine con un solo punto singolare rientrano tutte nelle
famiglie gid enumerate, dove il sistema rappresentativo possiede
come curva fondamentale una cubica (virtualmente) ellittica; ma
questa pud effettivamente degenerare anche in modo da contenere
parti multiple; e D'analisi di questi casi particolari dovrebbe
farsi nello stesso ordine d’idee, in cui sono stati recentemente
studiati i fasei d’HALPHEN i eui punti base appartengono ad una
cubica ellittica degenere (). '

() Cfr. F. Coxrorto: Sopra i fasci d’HALPHEN, i cui punti Dase appar-
tengono ad wuna ocubica cllittica degemere; <« Memorie della R. Ace. Naz.
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CariToLo 1.

LE SUPERFICIE CON UN FASCIO DI CURVE RAZIONALI

1. Il teorema di Noether: introduzione.

Nei capitoli precedenti noi abbiamo studiato diffusamente le
superficie rezionali dei primi quattro ordini.

Un punto di vista piu elevato si raggiunge quando non ei si
prefigga piu la rappresentazione piana delle superficie dei primi
ordini, ma si domandino proposizioni e criteri generali, atti ad
assicurare la razionalitd di estese classi di superficie algebriche.

Un passo, storicamente importante, in questo.senso & costituito
dal seguente teorema di M. NOETHER (*):

Le superficte con un fascio razionale (o lineare) di curve razio-
nalt (irriducibili) sono razionali e possono essere rappresentate su
di un piano = in modo che alle curve del fascio corrispondanc le
rette per un punto.

Per la dimostrazione basta evidentemente riferirsi a superficie
dello spazio ordinario.

Sia:

I Flo,y,2)=0
l'equazione di una superficie algebrica e:
(2) X(x,y, 2) + 2Y(x, 9, 2) =0

un fascio di superficie, le quali seghino la F (fatta eventualmente
astrazione da componenti fisse) secondo curve razionali,

(*) Cfr. M. NOPTHER: Uber Flichen welche Schaaren rationaler Curven
besitsen, < Math. Annalen», Bd. 3 (1871),

i6




242 LIBRO SECOXNDO

Posto:
X(z, y, 2)
X=zx Y=y, Z=)\-——-Y(w’ v, 2)’

possiamo trasformare la superficie F in una superficie:
(1) (X, Y,Z)=0

sulla quale il fascio di curve razionali sia segato dai piami per-
pendicolari all’asse Z.

La F” & in generale una trasformata birazionale della F. Vi
potrebbe essere eccezione solamente se le curve del fascio (2)
godessero della proprietd che la parallela all’asse delle z, uscente
da un punto gemerico di una curva qualungue del fascio, fosse
plurisecante di detta curva. Ma eid si puod evitare scegliendo in
modo generico rispetto alla superficie F la terna cartesiana di
riferimento.

Nella (1%), ogni qual volta si ponga Z = cost. si ha 1’equazione
di una curva di genere zero, la guale ammette una rappresenta-
zione parametrica, mediante funzioni raziomali:

3) X =X{u) .
Y =Yu).

Dopo ¢id sembra a prima vista, che risulti senz’altro dimo-
strata la razionalitd della F’ (e quindi della F') ponendo sempli-
demente : ‘

. X=X
(4 Y=Y
Z=).

Il teorema di NoETHER sarebbe cosi evidente!

Ma un esame piu approfondito rivela la illusione di questa
evidenza. Nei coefficienti dell’equazione della curva che si ottiene
dalla (1) ponendo Z = % interviene ancora il parametro A; ora
nella rappresentazione parametrica di una curva razionale pos-
sono a priori presentarsi delle irrazionalitd mumeriche (o relative
al ecampo dei coefficienti), sicché pud avvenire che nelle (3) il para-
metro A intervenga trrazionalinente e di conseguenza nelle (4) non
si abbia una rappresentazione mediante funzioni razionali di u, X,
ma una rappresentazione razionale nella « e irrazionale in A.




LE SUPERFICIE CON UN FASCIO DI CURVE RAZIONALI 243

Il NoeTsER ha approfondite il problema della rappresentazione
parametrica di una curva razionale ed ha effettivamente trovato
che in questa si presentanc di regola delle irrazionalitd numeriche.

Seguendo il NOETHER ineomineiamo percid a studiare queste
irrazionalitd; il risultato di tale ricerca & importante non solo
per la comprensione dell’enunciato del teorema, in quanto ei
spiega la sua fallace tevidenza, ma anche per la sua dimostrazione.

2. Irrazionalith numeriche, che intervengono nella rappre-
sentazione parametrica di una curva di zemere zero, me-
diante funzioni razionali.

Sia data una eurva raziomale d’ordine n, (7,,. Ammetteremo
da prima che essa abbia soltanto dei punti doppi; questi saranno
allora in numero di:

(n— 1n — 2)
—_—.

&

Per rappresentare la C,, sopra una retta si usa comunenmente
la g}, segata su di essa dalle curve aggiunte d’ordine n — 2, pas-
santi per n — 3 punti sempliei.

Se consideriamo una C,,_,,assoggettata alla sola condizione
di passare semplicemente per tutti i punti doppi della C,, cioé
nna C,_, aggiunta, 1 suoi coefficienti si esprimono razional-
mente per i coefficients della (,,. E vero infatti che le condizioni
lineari con le quali si impone alla C,,_, di passare per i punti
doppi della C,, contengono irrazionalmente i coefficienti della C,,
(in quanto esse sono costruite con le coordinate dei punti doppi,
che sono radici di un’eguazione algebrica di grado (————~1‘——D2(n —2)
a coefficienti appartenenti al campo di razionalitd dei coefficienti
della €, (*)); ma nelle espressioni che si ricavano per i coefficienti

(*) L’equazione, che vale a determinare gli(i:lgi_‘_z) punti doppi della

C, si costruisce come risultante di tre equazioni, corrispondenti a tre curve
polari della data, queste polari passando per i punti doppi e non avendo
in generale altri punti comuni.
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della (',,_, da queste condizioni, le coordinate dei punti doppi de-
vono intervenire simmetricamente (giacehé alla C,_. si impone
di passare per tutti i punti doppi della C,) e da qui si conclude
appunto che i coefficienti della (',,_, si costruiscono razionalmente
a partire dai coefficienti della ', .

Le medesime conelusioni si traggono anche nel caso in cut la €,
possiede punti tripli, quadrupli ece., ece. dove si prendano le ¢,,_,
aggiunte soggette a passare ¢— 1 volte, per ogni punto i-plo:
infatti nelle condizioni imposte alle aggiunte figurano simmetri-
camente i punti multipli aventi una stessa molteplictd, l'insieme
dei quali dipende razionalmente dei coefficienti di €, (i punti
1-plt essendo comuni alle polari (¢— 1)-esime).

Se ora si impongono alle co®? curve aggiunte di ordine n — 2,
n — 4 condizioni lineari arbitrarie, che non introducano aleuna
irrazionalitd numerica rispetto al campo definito dai coefficienti
della C,,, viusciamo a costruire una rete di aggiunte d’ordine n — 2,
che determina sopra la C,, una g2_,, con la quale possiamo tra-
sformare la data C,, in una eurva d’ordine n — 2; e questa nasce
dalla data, per mezzo di una {rasformazione razionale a coeflicienti
razionali.

Abbiamo cosi veduto che una curva piana razionale d’ordine n
si pud trasformare birazionalmente in una eurva d’ordine n —2
mediante una trasformazione a coefficienti raziomali.

Ripetendo ora sulla curva d’ordine # — 2 ottenuta il medesimo
ragionamento s1 perverrd alla seguente proposizione: Ogni curva
razionale puo essere mutate mediante una trasformazione birazio-

' nale a coefficients razionali o in una eubica con un punto doppio,
0 in wna conica; s’arriva al primo caso partendo da una curva
d’ordine dispari ed al secondo da una curva d’ordine pari.

Nel primo caso le coordinate del punto doppio, necessariamente
unico, si ottengono anecora razionalmente e quindi proiettando i
punti della eubiea dal punto doppio su di una retta » si riesce a
rappresentare razionalmente la cubica sulla ». Di -conseguenza,
una curva razionale d’ordine dispari puo essere mutata in una
retta mediante una trasformazione birazionale a coefficienti razio-
nali. In altre parole: Le cwrve razionali d’ordine dispari si pos-
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sono rappresentare parametricamente senza far intervenire irra-
zionalita mumeriche.

Una eurva razionale d’ordine pari puod essere inveee trasfor-
mata raztonalmente soltanto in una conica; questa conica potrd
essere riferita ad una retta per prolezione da un suo punto P, ma
per determinare P sard necessaria un’estrazione di radice qua-
drata, sicché possiamo concludere che: La rappresentazione para-
metrica di une curvae razionale d’ordine pari importa Uaggiunta
al campo dei coefficienti 'di wna 1rrazionalité quadratica.

Facile & dimostrare che questa irrazionalita & in generale ne-
cessaria. Bsistono infatti delle coniche sulle gnali & possibile tro-
vare dei punti a coordinate razionali (ad es. P(0,1) sul cerchio
«® -+ y* = 1); ¢id perd non avviene in generale, come & senz’altro
dimostrato dall’esistenza di coniche prive di punti reali ed a coef-
ficienti reali (#* + y% 4+ 1=0)! '

Lie eonclusioni ottenute valgono anche per curve razionali gob-
be. ¢he possono essere sostituite da proiezioni piane. Per il seguito
¢ importante ritenere la seguente proposizione, che consegue a
quanto precede: se una superficie F contiene un faseio lineare (o
anche irrazionale) di eurve razionali, la F si pud trasformare bi-
razionalmente in una rigata se ’ordine delle nominate curve &
dispari o in una superficie con un fascio di coniche se 1’ordine
delle curve & pari. Invero la curva generica del faseio pud essere
trasformata birazionalmente in mma retta 0 in una coniea, senza
introdnrre irrazionalitd rispetto ai coefficienti delle sue equazioni.

3. Dimostrazione del teorema di Noether.

Ritorniamo, dopo ¢id, alla superfieie (1):

F("'; U 3) =
0 alla (1):
F'(.AY,‘ Y, Z)=0.

1 -risultati precedenti ci assicurano che se il faseio di curve
razionali Z = ) & formato da eurve dordine dispari, la superficie
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F’ si pud trasformare birazionalmente in una superficie rigata
F” d’un certo ordine m, dotata di una retta (m — 1)-pla.

Se invece le curve del faseio sono d’ordine pari, la F’ si pno
trasformare birazionalmente in una superficie 7 (’ordine m con
una retta (m — 2)-pla. (4li co? piani per questa retta segamo la
F” in coniche, costituenti un fascio lineare.

Consideriamo il caso in eni la superficie F da cui siamo partiti
sia trasformabile in una rigata. Proiettando da un punto della
retta (m — 1)-pla su di un piano = otteniamo senz’altro la rap-
presentazione piana della snperficie F, che risulta perei6 razionale;
le generatrici vengono rappresentate dalle rette che passano per
il punto comune al piano = ed alla retta (m — 1)-pla.

In questo caso il teprema di NOETHER risulta cosi dimostrato.

In secondo luogo supponiamo che la F sia trasformata in una
superficie F” Q’ordine m con retta (m — 2)-pla.

Per dimostrare anche in questo caso la razionalita di I7 il
NoerHFR ha costruito direttamente sulla 7”7 una curva K unise-
cante le coniche. Proiettando ogni conica dal punto comune ad
essa ed alla I, su di un piano =, la F” viene ad essere rappre-
sentata su = in modo che le coniche «el faseio abbiano come im-
magini le rette passanti per il punto in cui la retta (im — 2)-pla
incontra =. Tutto sta dunque a costruire sulla F” una curva uni-
secante le coniche. Cid corrisponde a scegliere guella irraziona-
litd che abbiamo visto essere necessaria in generale per rappre-
sentare una conica su di una retta, in modo indipendente dal pa-
rametro del fascio.

Per dimostrare l'esistenza di una unisecante le coniche sulla
F”, considereremo il piano doppio che si ottiene quando si proietta
ogni punto di F” da un punto fisso O della retta (m — 2)-pla.
La via che qui vogliamo seguire & esattamente parallela a quella
seguita dal CLEBSCH per dimostrare ’esistenza di una unisecante
sulla superficie del quarto ordine con retta doppia (cfr. pag. 169).

Projettando la F” da O otteniamo anzitutto un piano doppio
possedente una curva di diramazione € d’ordine 2m — 2 con un
punto (2m — 4)-plo, il quale cade nel punto A, comune al piano
= ed alla retta (im — 2)-pla.
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Infatti una seziome piana generica per O dega la F” in una
curva d’ordine m e di genere:

m —1m—2) (i"_ré)Q(?ﬁ 3o

2

Quindi la g} segata dalle rette per O avra sulla curva
M4+ 2p—2=44+2m—4—2 =2m—2 punti uniti. In ogni
piano per O esistono pereid 2m — 2 tangenti alla I'”; cosi il 2ono
che proietta il contorno apparente della F” veduta da O ¢ di
ordine 2m — 2 e tale & anche l'ordine della curva di dirama-
zione C sul piano doppio. Il punto A risulta (2m — 4)-plo per
la C, giacché per le sezioni piane per la retta (m —2)-pla esi-
stono, oltre a questa retta stessa, solamente altre due tangenti alla
F”; in guisa che delle 2m — 2 intersezioni della (! con le rette
per O, 2m — 4 sono concentrate in 4, che ¢ dunque (2m — 4)9plo

. per essa.

Si pud ora dimostrare che esiste’ un numero finito di curve
d’ordine m — 2 le quali hanno A come (m — 3)-plo e sono tan-
genti alla C ovungue la incontrano, fuori dei punti multipli.

Sia dapprima la € irriducibile ed 4 il suo unico punto multi-
plo; in guesta ipotesi la eurva di diramazione (' & di genere:

@2m—3)2m—4) Gm—42m— 5
p="" g — z

— 5 =2m — 4,

e le eurve d’'ordine m — 2, ehe hanno il punto A (m — 3)-plo
segano su (i essa una gt = 9%, che si pud bisecare (1) in 227
modi distinti, dando luogo a 22Pgruppi (fom—s disequivalenti, che
corrispondono a 222—=24"—8 curve d’ordine m—2 con A(m—3)-plo
tangenti alla C ovunque la ineontrano fuori di A.

Ma la curva di diramazione C potrebbe possedere, oltre ad A.
dei punti doppi ed anche spezzarsi in due o pilt parti; si traita di
provare che in ogni caso si possono costruire delle curve tangents
alla.C ovungue la incontrano, fuori dei punti multipli.

Supponiamo dapprima che la €, pur rimanendo irriducibile.

() Cfr. ad es, F. ENRIQUES ed O. CHISINI: Teorid..., Vol. III, Lib. V.
Cap. ILL, pag. 392-5 e Vol. IV, Lib. VI, Cap. III, pag. 199.

-1
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acquisti d punti doppi 4,, 4.. .... A4, diventando cosi di genere
p = 2m — 4 — d. Si considerino allora le Copm_z (A" 24, 4,... Ag);
esse segano la C secondo una g2m—4—d — g%, e la bisezione di
queste serie permette di riconoseere 1'esistenza di 222 — 2#m—8—2d
curve C,, ,(Am—34, 4, ... Ag), tangenti alla C ovunque la incon-
trano fuori di 4, 4,, A, ..., 44 (*).

Supponiamo.ora la C riducibile. Anzitutto possiamo dispensar-
¢i dall’esaminare il caso in cui dalla C si stacchi eome componente
una curva unisecante le rette per A, fuori di 4 (?): invero, tenuto
conto che il fascio delle rette per A rappresenta il faseio delle co-
niche di F”, tale curva fornirebbe gia sopra la F” una unisecante
le coniche del fascio. Escluso questo caso, 1’'unica ipotesi possibile
& che la C si spezzi in h rette uscenti da A ed in una

02»; ..2_11(A2m—4_hA'fA§ Ag),

irriducibile e di genere p = 2m — 4 — h— d (?). Le h rette si pos-

(*) In realthd esistono anche delle C,,__, (A»—3) (uon passanti per 4,
A4, .., 4;), tangenti alla C ovunque la ineontrano. Se invero ritorniamo per
un momento al easo generale in cui la C possiede solamente un punto
(2m — 4)-plo, risultando cosi di genere p —2m —4, e, per continuitd, fac-
ciamo acquistare alla € un punte doppio A4, si vede che, al limite, le 32p
curve p.tangenti C,_, (A"*-”) tendono a 227—? 0,,,__2(Am—3A,), passanti
per 4 e (p— 1)-tangenti a C, ed a 2%P—! C,_, (4™—3) non passanti per
4, e quindi p-tangenti a C; e ciascuna delle 27— C,_, (4m—34,),
& il limite di due C,_,(4m—3) p-tangenti la C. (Cfr. L. CAMPEDELLI:
La bisezione delle serie lineari sopra una curva di genere virtuale p € ge-
nere effettivo p—1; « Bollettino della U. M. I.», 1932). Non & ora difficile
vedere eosa succede se la C acquisti un secondo punto doppio e cosl via,
Approfondendo quest’ordine di considerazioni si perviene a riconoscere che
esistono sempre delle € ,,_g{4™—3), non passanti per 4, 4, .., A4, che
toceano la € ovunque la incontrano, fuori di 4.

() In questo caso & anche compreso quello in cui il punto 4 abhia per
la ¢ molteplicity effettiva 2m—3 e mon 2m —4; la C risulta qui spez-
zata in una C,,_,(A2m—3) e nell’intorno di 4.

(") Si osservi che non pud essere it = 2m — 2. In questa ipotesi la curva
di diramazione € si ridurrebbe a 2m — 2 rette distinte uscenti dal punto A.
Sopra una retta doppia per 4 non esisterebbero allora punti di diramazione,
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sono supporre distinte, poiché una componente multipla 6 che entri

2% o 26+ 1 volte nella curva di diramazione ¢ =0 d’un piano
* doppio

[z, 4, V=, y)|
risulta rispettivamente una curva eritica apparente, che deve esser
tolta «alla ¢, ovvero equivale ad una componente semplice della
curva di diramazione propriamente detta. Invero se
d=0%Y, o Y=fi+
si ha rispettivamente :
V=0V, o VI=0tvg,

(efr. pilt avanti, Lib. T1. cap. V, n. 25, pag. 394).

Cid posto, delle i rette di diramazione, » incontrino la Ca_,_1,
fuori di 4, in due punti distinti od infinitamente vieini ed h — »
in un punto doppio. Siane B,, B,. ... B, r punti della C.,,_,_,
seelti uno su ciascuna delle rette di diramazione del primo grup-
po; A,, A,, ..., Ay _, 1 punti doppi della C,,, _»_p per cni pas-
sano delle rette di diramazione e A’,, A’,, ..., A'y_, h — 1 punti,
infinitamente vicini ad A4,, 4., ..., 4,_, rispettivamente, ciascu-
| no scelto a piacere sopra uno dei rami della C,,,,_._5 per il cor-

rispondente punto doppio (*). Si considerino ora le enrve

w

Cm_e‘Am_sAlAszzA’:’ Ah..rA’h—-rAh._r-J-l AaBle Br):
esse segano sulla

Coms_n(AP" T RAZA AA, L A2 A} A2 AB B, ..B)

~

una serie lineare
am=—4~h—d . p
wm—8—2h_2d — Gz2p’

che si pud bisecare in 2°P == 2*m—8—2d—h p6dj (eterminando

\

Da qui segue che la conica, di cui la nominata retta doppia & 1’'immagine,
dovrebbe essere spezzata in due rette. Sulla F7 non esisterebbe piit un fascio
di eoniche irriductbili, bensi la F” risulterebbe rigala.

() Se a partire ad es, da 4, si succedessero sopra un ramo lineare un
certo numero di punti doppi della C,,,_,_;, il punto 4’ sard uno dei
punti dela C,,,_o—,, che giaceiono nell’intorno dell’nltimo punto doppie

della successione.
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cosl altrettante
C»11_2(A1J2—3A1AI1A2A’2 Ah_rA,h_rAhnr+1 AdBlB:-' . Bf)

p-tangenti alla Cy,,_s_p . completata con le h rette di dirama-
zione uscenti da A.

Riassumendo vediamo dungue che esiste in ogni caso un nu-
mero finito di C,,_. tangeuti alla curva di diramazione C ovun-
que la incontrano, fuori dei punti multipli (). )

B ora importante riconoscere che le curve ¢,, , cosi costruite.
concepite come curve doppie del piano doppio, che ha la C come
curva i diramazione, visultano prive di punti di diramazione.
Si ricordi all’uopo che su di una curva doppia l'avvicinamento
di due punti di diramazione da luogo ad un punto critico appa-
rente che non ¢ piu di diramazione; e piu in generale un punto
di una curva doppia sard o no di diramazione a seconda che in
esso venga a colncidere un numero dispari o pari di punti di di-
ramazione. Ora nel nostro easo non possono essere punti di dira-
mazione di una delle curve doppie C,,_, 1 punti comuni ad essa
ed alla C, che siano semplici per guest’ultima: infatti i punti no-

() In casi particolari la costruzione delle C ,,_, p-tangenti ora indi-
cata pud ammettere un numero infinito di soluzioni. 'Cid sueeede quando la
glz’P che si tratta di bisecare sia la serie doppia di una gl'; completa, guando

esistano eiod dei gruppi di p punti che, contati due volte, appartengono alla 98,

mentre contati una volta sola sono contenuti in un gruppo ecanonico. In
questa ipotesi la bisczione della g?_,’ da luogo (cfr. . ENriquEs ed O. CHI-
siNg: Teoria..., Vol. 11I, Lib. V, Cap. II1, pag. 393) a 22p serie, una delle
quali ha la dimensione ¢ anziché zero.

Come esempio si comsideri una € (4°) di genere p == 6, che possieda una
retta guadritangente, i cui punti di contatto eon la C, siano P, r, P, P.
La bisezione della (é’p:g;’z segata sulla C_ dalle C,(4*) K& luogo a 2V serie,

una, delle quali non di Inogo ad una g:ma alla serice .(/;, il eni gruppo ge-
nerieo & costituito dalla quaterna P, P, P, P e da una coppia generica di
punti allineati con A; invero questo gruppo & contenuto nel gruppo cano-
nieco segato sulla C, dalle quattro vette AP . AP,._, AP, AP, e da una retta
generica per A; ed esiste una C (4% che tocea la C, nei punti di questo
gruppo; essa & spezzata nelle quadritangente ed in una retta per 4 contata
due volte.
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minati assorbono dwe delle intersezioni della C,,_. con la C, es-
sendo in essi la (', ., tangente alla C. Né potrebbero dar luogo a
punti di diramazione della eurva doppia ('y—. 1 punti multipli
della ¢ di molteplicitd pari; invero un ramo della ('), _., che
passi per uno di questi punti, assorbe un numero pari di interse-
zioni della (',,—. con la (. Rimangono i punti di molteplicita
dispart della C, cioé i punti doppi della Caj_ap per cui passi
una retta di diramazione uscente da A. Ma dalla nostra costru-
zione risulta, che anche in questi punti viene assorbito un numero
part di intersezioni della (', _, con la C: invero se .1, & un punto
della natura indicata, abbiamo imposto alle C,,_. il passageio per
A, eper un punto A’,, infinitamente vieino ad esso sulla (a2t
il punto A assorbe cosi quattro intersezioni della C,,_, con la C.
Ne viene che siamo riusciti a costruire delle curve doppie 'y,
prive di puntt di diramazione.

St consideri una delle curve doppie (',,_,, prive di punti di
diramazione, ora costruite. Essa @€ irridueibile o no. In guesta se-
conda ipotesi si vede facilmente che esiste sempre una sna com-
ponente che sla una enrva irridueibile d’un certo ordine s con il
punto A{s—1)-plo (*); e tale componente, considerata ecome
doppia, & auch’essa priva di punti di diramazione. Chiamiamo L
la curva (,,_, o la sua componente irriducibile anzidetta. Alla
curva I corrisponde sulla F” una curva K, sulla guale i punti
allineati con O sono coningati in una involuzione che, per la ra-
zionalitd della L, risulta razionale cioé¢ nuna g¢i. I punti doppi di

(*) Tuttavia & bene avvertire che la nominata componente pud ridursi al-
V'intorno del punto 4. Si counsideri ad es. la C(4*) per la quale due pumti
doppi 4, 4, cadano nell’intorno di 4. La costruzione sopra esposta ei porta
a ricercare le coniche bitangenti alla C, e passanti per A, 4. 4. Queste
coniche si riducono alle coppie di rette uscenti da 4, cui si aggiunge 1’in-
torno di A; di guisa che la {ﬂz’p da Dbisecare si riduce in questo caso alla yi
(doppia della g,lz canonica) segata sulla C, dalle coppie di rette per 4. Delle
16 soluzioni del problema, 15 portano alle coppie di tangenti alla C, condotte
da A alle quali si aggiunge l'intorno di A. L'ultima di le ec' eurve spezzate
nell’intorno di 4 e in una retta per 4 contata due volte. (Cfr. la nota alla
pag. precedente).
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questa involuzione si otterrebbero im corrispondenza ai punti di
diramazione della L; ma la L & priva di punti di diramazione;
eorrispondentemente la g1 sulla K & priva di punti doppi. Poi-
ché una ¢! sopra una eurva irriducibile deve possedere sempre
almeno 2n — 2 =2 punti doppi ne segue che la K & spezzata in
due curve i, e K,.

Le curve A, e K, sono unisecanti le coniche di F”, che giae-
ciono nei piani per la retta (m — 2)-pla: infatti queste coniche
si proiettano nelle rette per A, che sono unisecanti la L.

Concludendo, esistono sulla F” delle curve unisecants le coni-
che. Proiettando ogni conica dal punto commne ad essa e ad uua
unisecante, la F'” viene rappresentata su un piano = in modo che
le immagini delle coniche siano le rette passanti per il punto co-
mune a = ed alla retta (m — 2)-ple 41 F”.

11 teorema di NOKTHER rimane cosi completamente dimostrato.

OSsSERVAZIONE. - T] teorema di M. Noerarr (la cui dimostra-
zione, come si & detto, € stata pubblicata mne)] 1871) porge un eri-
terio generale, che permette di riconoscere la razionalitd di tutte
le superficie particolari considerate prima da I.. CrREMONA, da
A. CrLeBscH e da altri. Cosl ad es. la superficie cubica generale
appare razionale, appena si sappia che essa contiene una retta
(per il fatto che i piani per essa segano la superficie secondo
coniche). Le superficie del 4° ordine con cubica gobba doppia o eon
tre rette doppie per un punto risultano subito razionali per il
fatto che le loro sezioni piane sono razionali. Le superficie del 4*
ordine con conica doppia appaiono subito razionalj, quando si
sappla che contengono almeno una retta (incidente alla conica
doppia), giacché i piani per questa segano la superficie secondo
cubiche razionali. Infine la superficie del 4° ordine con retta dop-
pla costituisee il precedente storico immediato del teorema di
M. NOETHER.
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4. Le superficie con un fascio irrazionale di curve razionali.

La cireostanza che le superficie possedenti un fascio lineare o
razionale di curve razionali sono razionali & conseguenza di
due fafti:

@) ogni eurva razionale si pnod trasformare con una trasfor-
mazione birazionale a coefficienti razionali in una eonica o in
una retta;

b) dato su di una superficie un fascio lineare di coniche,
esiste una curva unisecante ogni conica del fascio.

La lineuarita o razionalita del faseio di curve razionali sopra
la superficie F, in virtl delle due proprieta a) e b), basta — come
abbiamo veduto — alla dimostrazione del teorema (i NOETHER.

Sorge dopo ¢id naturale la questione di studiare come si pos-
sano caratterizzare le superficie algebriche, le quali possiedono
un fascio wrazionale (di genere p > 0) di eurve razionali.

Anzitutto, in base alla proprietd «), la curva generica del
fascio si pud trasformare, con una trasformazione birazionale a
coefficienti razionali, in una retta od in una conica; e guindi si
ha che: una superficie F, sulla quale esista un fascio di genere
p > 0 di curve razionali, si pud trasformare birazionalmente o
in una rigata (di genere p) ovvero in una superficie con un fascio
di coniche di genere p.

Ma per quanto riguarda l'esistenza (li una eurva unisecante,
essa & stata riconosciuta soltanto in base alla linearita del faseio.
Rimane dunque aperta la questione se anche nel caso irvazionale
esista una curva unisecante le coniche del faseio. Dimostreremo
che a tale questione si deve dare risposta affermativa. Quando
Pesistenza di una simile curva unisecante sard dimostrata, potremo
immediatamente enunciare il teorema (*):

(*) Cfr. F. EnNriques: Sopra le superficie che posseggono wn fascio
ellittico di curve razionali, « Rend. R. Acc. Lincei», Vol. VIT, 5. V, 1898;
Sopra le superficie che posseggono un fascio di curve razionali, id.; e la me-
moria Sopra le superficie algebricke che contengono un fascio di curve razio-
nali, « Math., Ann.» Bd. 52, 1899,
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Ogni superficie algebrica f(z,y,2) =0, contenente un fascio
di curve razionali, st pué trasformare birazionalmente in una ri-
gata {ad es. in un cilindro o(X, Y¥) = 0), avente il genere p del
fascio.

Infatti, immaginando la superficie F trasformata in un’altra
F’ di un 8,, sulla quale le coniche siano segate da oo piani non
secanti ulteriormente la F’ basta proiettare ogni conica di F” dal
punto comune ad essa ed alla unisecante in un 8,,_, fisso, per
ottenere una rigata avente il genere del fascio ().

Alla dimostrazione dell’esistenza di una curva unisecante le
coniche di un fascio (di genere p > 0) posto su di nna superfi-
cie F, sono volte le considerazioni che seguono.

Sia F una superficie contenente nn fascio v di coniche C.,,
avente un certo genere p.

Ammettiamo la F situata in uno spazio S, ad un numero
sufficientemente elevato di dimensioni, in guisa che i piani delle
coniche (', non intersechino ulteriormente la F.

Ogni coniea C, del fascio pud essere riferita ad una retta dop-
pia per proiezione da un punto del suo piano, esterno ad essa;
e tale operazione si compie in modo razionale dati i coefficienti
dell’equazione della conica, ossia razionalmente per tutte le coni-
che del fascio. Ne viene che la superficie F si puo trasformare
birazionalmente in una rigata doppia ®. Per eseguire questa tra-
sformazione si consideri una curva arbitraria I, unisecante i pia-
ni delle coniche e si proietti ciascuna conica C, dal punto co-
mune alla L ed al suo piano, in un §,_, fissato. La conica C,
da Inogo in §,_; ad una retta doppia con due punti di dirama-
zione e. ripetendo questa operazione per tutte le coniche C, di v,

(!) Una rigata di genere p & poi sempre birazionalmente equivalente ad
un cono (eilindro) di gemere p. Per vederlo si proietti la rigata nello spazio
ordinario e si consideri in questo spazio un cono di genere p, per il quale il
sistema delle generatriei sia in corrispondenza birazionale con una sezione
piana (e quindi con il sistema delle generatrici) della rigata. Dopo di cid
si proietti da un asse generico ciascuna generatrice della rigata nella cor.
rispondente generatrice del cono.
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si trasforma la F in una rigata doppia @. la eui eurva di dira-
mazione & composta da una curva K, hisecante le generatrici,
aumentata in generale di un certo numero di generatriei «,, a.,
.y gy € leeito supporre la K irriduecibile, giaeché se la K fosse
riducibile, essa sarebbe composta di due curve unisecanti le ge-
neratrici della @ e la esistenza di una unisecante le coniche del-
la F sarebbe allora evidente.

Se la curva I possiede dei punti singolari, queste singolaritd
si possono eliminare. Si consideri all’uopo la serie completa. mul-
tipla secondo m, della serie segata sulla K dagli iperpiani. Pren-
dendo m sufficientemente grande. la nominata serie risulterd priva
di gruppi neutri (!); e la earva K si potrd cosi trasformare in
una eurva /', normale, prive di punti multipli. La curva K si
pud considerare come una proiezione della K’; e congiungendo
sulla 7 le coppie di punti, che corrispondono a coppie di punti
di I sulla stessa generatrice di @, si ottiene una nuova rigata &,
di eui la © & nuna proiezione. La curva di diramazione della rigata
doppia @' & costituita dalla K" e da p generatrici. I1 numero p
pud essere diverso da s, giacchd nella proiezione qualche genera-
trice di diramazione della @ pud mutarsi in punto e viceversa.

Si pud dunque fin dall’inizio supporre la curva K della @
normale e priva di singolaritd; altrimenti basta riferirsi alla K’
della @'

Chiamiamo = e v il genere e l'ordine @i K. Importa per il
seguito notare che il numero v si pud supporre arbitrariamente
grande rispetto ai valori fissati di = e ¢ (numero delle generatriei
di diramazione). Infatti si trasformi la @ con un sistema lineare
completo, ottenuto sommando al sistema delle sezioni iperpiane
della ® un certo numero di generatrici generiche. Lia rigata dop-

() Basta all’uopo prendere . in modo che la serie di cui si tratta sia
d’ordine n > 2n se m & il genere di K. Invero se la curva, immagine proiet-
tiva della serie avesse un punto s-plo (s=1) 0. gli iperpiani per O seghereb-
bero sulla curva una serie completa y:::;’_l. Ma, essendo # > 2x, & altresi
n—n —1>a—1. Ora una serie di dimensione > = —1 ¢ non speciale;
e per conseguenza dovrebbe essere: 7 -—m —1=p—s—mx: ’onde 8=1
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pia @ si muta in una nuova rigata doppia ® rimanendo immutati
i due numeri = e p: invero nella trasformazione le generatrici
della @ si mutano nelle generatrici della ®” e non si aggiunge al-
cuna generatrice di diramazione, non essendovi su K aleun punto
fondamentale della trasformazione, che si muti in una generatrice.
La K, trasformata della K, diventa una curva priva di singola-
ritd e d’ordine v/ = v 4+ 2r se il sistema trasformante & stato ot-
tenuto aggiungendo » generatrici al sistema delle sezioni iperpiane
di ®. Inoltre 1'ordine v 4+ 2r si pud supporre cosi alto che la
serie segata sulla K’ dagli iperpiani del suo spazio sia non speciale.
La @’ & normale e cio impliea che anche la K’ sia mormale.

Se invero la K’ non & normale essa proverra per proiezione da
una curva f”, d’ordine v/, normale, priva di singolaritd in uno
spazio a v — = dimensioni. Congiungendo sulla K” le coppie di
punti che si proiettanc in coppie di K’ giacenti sulla medesima
generatrice di @, si costruisce una nuova rigata ©” della quale
la @’ & una proiezione. Per provare ora che la K’ & normale
basta provare che le due rigate ®” e ®” hanno lo stesso grado:
si troverd cosi un assurdo, essendo la @’ normalg; ne segue che
la K" non pud essere proiezione di una K” dello stesso ordine e
quindi & normale. Procediamo quindi a dimostrare che @ e @~
hanno effettivamente lo stesso grado.

Siano u e p il grado ed il genere della rigata ®'. La formula
di corrispondenza di ZEUuTHEN (), applicata alla corrispondenza
{1, 2] che vien posta fra la serie di genere p delle generatriei di
Q' o g serie di genere = dei punti di K’, quando si faeciano cor-
rispondere generatrici di @ e punti di K’ che si appartengono,
da per il numero y delle generatrici di @’ che sono tangenti alla
I, 1’espressione: ‘
' 1) —4(p—1).

y:?(ﬁ

D altra parte consideriamo un fascio d’iperpiani ed in esso
la corrispondenza che si ottiene facendo corrispondere due piani

(* Cfr. ad es. F. ENrIQUES ed O. CHISINI: Teorig..., Vol. III, Lib, V,
Cap. I, pagg. 72-73.
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gyunando confengono due punti di A’ situati sulla medesima gene-
ratrice di @'. Si tratta di una corrispondenza [v, v'], che ha 2
elementi uniti. Questi elementi uniti provengono dagli y iperpia-
ni che vanno ai punti di contatto della K’ con le generatrici della
@’ e, a coppie, dagli » iperpiani che contengono delle generatrici
della @', appoggiantisi al sostegno del fascio. Si ha dunque:

¥+ 2n=2v.
E4 eliminando y tra guesta e la precedente, si ottiene:
V—a=n—2p+ 1.

Ora il medesimo ragionamento pud essere applicato alla rigata
@” in relazione alla bisecante K”. I numeri v, =, p si conservano
immutati; e quindi anche n. Il grado della ®” coineide cosi con
il grado della @'

Riepilogando i risultati ottenuti, possiamo dunque dire: una
superficie ¥, sulla gnale esiste un fascio v di coniche di genere p,
pud essere rappresentata su «i una rigata doppia @ di genere p,
la cui eurva di diramazione & composta :

a) di un certo numero p di generatriei;

b) di una curva normale K di un certo genere x, irriduci-
bile, senza singolarita, bisecante le generatriei di @, avente un
ordine » arbitrariamente grande, in confronto ai valori di = e g,
ed appartenente ad uno spazio S, di dimensione r=n—=. La
corva K & immagine di una curva L di F, bisecante le coniche del
fascio v; e, viceversa, ogni linea L bisecante le coniche di v di
lnogo ad una rigata @, dotata delle proprietd anzidette.

Proponiamoci ora di determinare sulla ® una sezione iper-
piana, che passi per ¢ punti 4,, 4,, .., 4, scelti fra le interse-
zioni di K colle generatrici di diramazione q,, a,, ..., ¢, {(uno so-
pra ciascuna generatrice) e sia inoltre Tangente ovunque la incon-

tra alla K.
A questo secopo si consideri la serie lineave segata sulla & dagli
H - —TT

iperpiani, passanti per 4, 4,, .., 4,. Essa & una g"-¢
17
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Per D’iperpiano, che si tratta di determinare. le n — p inter-
sezioni con la K, fuori di 4,, 4,, .., 4,, devono distribuirsi in

:2~l (n—— ¢) coppie di punti (*), eiaseuno dei quali risulta di tan-

genza alla K. Il problema proposto consiste nella bisezione della
serie gnTETT e diverrd certamente risolubile se sara:

1
2(11 —g) =

All’uopo basterd ovviamente prendere n>2n-¢ come & con-
sentito dal fatto che n pud essere preso arbitrariamente grande
rispetto a ¢ e =

Alla sezione della & con uno degli iperpiani, tangenti alla K
ovunque la ineontrano, corrisponde sulla F' (che & rappresentata
doppiainente sulla @) una curva 2, bisecante le coniche C, del
fascio v, dato sulla F': infatti una sezione piana della ® & uni-
secante le generatrici della @ che sono le immagini delle coniche
del faseio . La curva i sega ogni conica C, in due punti distinti
o ‘eventualmente in due punti sovrapposti, eostifuenti per A un
punto doppio: due punti infinitamente vieini su una delle coni-
che C, potrebbero infatti provenire solamente da una intersezione
semplice (ossia senza tangenza) della immagine di % con la cur-
va K; ma ¢i0 non & possibile, giacché detta immagine tocea la K
ovunque la ineontra.

Sopra la curva A le couniche C, del fascio v (di genere p) se-
gano una involuzione 71 di genere p, priva di punti di coin-
cidenza. Segue allora immediatamente, dalla formula di Zet-
THEN (3), che il genere della \ & il genere minimo per una bise-
cante e vale P =2p —1. l

La curva % pud spezzarsi in due curve di genere p, unisecanti

. . 1
(1) Si noti che il numere 5 (n—2) & certamente iatero. giacche n e ¢

sono entrambi pari o entrambi dispari, dovendo la curva K completata eon
p rette essere (come curva di diramazione) d’ordine pari.

() Cfr. ad es. F. ENrIQUEs ed O, CHISINI: Teoria..,, Vol 111, Lib, V,
Cap. I, pag. 72-3.
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le coniche C,; anzi cio aceade sempre se p = 0; In questo caso |
s1 ottiene subito la rappresentazione della F, punto per punto,
su di una rigata. Ma altrettanto non pud dirsi per il caso in
eui p > 0. ‘

La curva » incontra una conica €, di v in due punti 4 e B;
le tangenti in A e B si incontrano in un certo punto O (polo della
retta A B) e da O la conica stessa pud venir proiettata in una
retta doppia. Tale operazione si compie razionalmente per ogni
(', e quindi essa conduce a rappresentare la superficie F' sopra
una rigata doppia ¥, in modo che la curva di diramazione della ¥
sia ecomposta di una curva 3’ corrispondente alla 2, ])iﬁvqualche
generatrice.

Applieando allora alla %/, in relazione alla¥, i ragionamenti
&volti innanzi per la ®, in relazione alla A, si pud costruire una
nuova eurva g, bisecante le coniche del faseio vy, di genere mi-
nimo P = 2p-—1 e corrispondente ad una curva unisecante le
generatrici della ¥. La curva ¢ & in una semplice relazione con
la eurva A: le coppie di punti segate da % e o sopra una conica C,
del fascio v si separano armonicamente. La dimostrazione di que-
sta proprietd & molto semplice. Siano 4 e B i punti comuni a A
e ad una generica conica C, di v. La generatrice della ¥, che &
immagine della conica C,, si ottiene proiettando la C, dal polo O
della C, rispetto alla retta 4 B; ogni punto di questa generatrice
& quindi immagine di due punti della C, allineati con 0. La eur-
va ¢ si proietta ora in una curva unisecante le generatrici di ¥:
ne segue che i due punti comuni alla ¢ ed alla C, sono allineati
eon O, polo di 4 B, e quindi separano armonicamente la cop-
pia A B.

Esprimeremo la relazione fra le curve A e o (icendo che esse
costitniseono una coppia di bisecanti armoniche del faseio di co-
niche C,.

Riassumendo, possiamo dire: Se su di una superficie F esiste
un fascio v di coniche di gemere p, esiste aliresi una coppia di
curve di genere 2p — 1, bisecanti armoniche del fascio +. '
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5. Il caso ellittico.

Cid premesso, consideriamo da prima il caso p = 1; otterremo
sulla superficie F due biseeanti armoniche di genere uno, su cia-
senna delle guali le coniche del fascio (ellittico) segano una invo-
luzione ellittica Y. Nella ipotesi piu sfavorevole, nella quale et
poniamo, entrambe le curve A e o sono irridueibili; nel easo con-
trario & senz’altro conosciuta sulla F una curva unisecante le
coniche del faseio +.

Scegliamo ora nel faseio ellittico v (che si pud conecepire astrat-
tamente come una curva ellittica, i enl punti rappresentano le
coniche C,) una qualsivoglia g%. Otteniamo sulla F' un fascio
razionale costituito da coppie di coniche C,: ci proponiamo di
costruire sulla F una involuzione I, (di coppie di punti), che
trasformi ogni eoniea nella sua eoniugata, in guisa dungue che
coniche coningate vengano riferite l'una all’altra proiettivamente.

Osserviamo a questo scopo che alla g} nel fascio ellittico v,
corrisponde sulla eurva X (e sulla enrva o) nna serie lineare g%,
le cui quaterne di punti sono composte da coppie di punti, coniu-
gati nella involuzione ellittica Y}, subordinata sulla % (e sulla o)
dalle coniche del fascio y. La nominata g} pud (in due maniere
diverse) riguardarsi come composta colle coppie (coniugate nel-
la vi) di una gl. Cid segue dal fatto che sopra una curva ellittica
quale & la A (o la s) una involuzione ellittica Y} ed una involu-
zione razionale gl sono permutabili (*): ed infatti, se C', ¢ (7,
costituiscono una coppia particolare di coniche coniugate, che se-
gano la A nelle coppie di punti A°, B ¢ A”, B” (coniugati nella
Yi), la g% che rimane individuata sulla A quando si faccia cor-
rispondere ad 4’ il punto A” (o il punto B”), fa altresi corrispon-
dere — per la detta permutabiliti -—— al punto B’ il punto B”
(o il punto 4”); prendendo allora due altre coniche coniugate
generiche, i due punti in cui 1’'una di esse & segata dalla % cor-

() Cfr. ad es. F. ENRIQUES ed O. CHISINI: Teoria.., Vol. IIT, Lib. V,
Cap. III, pag. 263.
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rispondono ai due punti di sezione dell’altra in un modo, che &
razionalmente «eterminato appena sia fissata sulla % la nomi-
nata g}. . ]

Ripetendo per la 5 il ragionamento fatto sulla * possiamo
quindi dire: ad upa qualsivoglia involuzione razionale ¢} nel
fascio ellittico - corrisponde tanto sulla curva » come sulla eur-
va 5 una g, 1 cui gruppi di punti sono composti con dune gruppi
G, di una medesima ¢, la quale & autoconiugata rispetto alle
involuzioni ellittiche segate sulla % e sulla s dalle coniche del fa-
scio . La determinaziove della g autoconiugata sopra ciaseuna
delle eurve % e s fa intervenire una irrazionalita quadratica pu-
ramente uritmeticq. .

Cio posto, date due coniche coniugate generiche, ai quattro
punti in cui P’una di esse & segata dalla » e dalla o, si possono
far corrispondere ordinatamente i quattro punti d’ineontro del-
I’altra con le stesse due curve; ma, essendo le curve A e ¢ bise-
canti armoniche, le due guaterne di punti sono armoniche e si
eorrispondono in esse le coppie di punti coningati armoniei: ne
segue che le due coniche risultano riferite proiettivamente in un
modo determinato.

Lie coppie di punti omologhi di due coniche coningate danno
luogo sulla F alla involuzione di coppie di punti I,, che ei era-
vanio proposti di costruire.

(‘oneepiamo ora una nuova superficie F’, i punti della quale
eorrispondano birazionalmente alle coppie di punti della invo-
Tuzione I, su F. Alle coniche (!, di F corrispondono su F’ curve
razionali 7. e precisamente ogni C’ corrisponde a due coniche
coniugate. L.e ¢’ formano sulla F' un fascio lineare di curve ra-
zionali. Ma allora, come si & veduto nella dimostrazione del teo-
rema di NOETHER, si pud costruire sulla #” una curva unisecante
le . A questa corrisponde sulla F una curva unisecante le co-
niche C,.

Abhiamo gia osservato che ei0 & sufficiente per concludere che
la F & birazionalmente identica ad una rigata ellittiea.
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6. Fascio di genere qualunque.

Consideriamo ora il caso, nel quale il fascio di coniche ¢ abbia
un genere p qualsiasi; le due bisecanti armoniche A e s risultano
qui di genere P =2p—1.

Se si riflette alla dimostrazione, che abbiamo dato nel caso
p =1, si vede che il suo successo dipende dalla possibilitd di
riferire proiettivamente le coppie di coniche di vy, coniugate in
una ¢}, in guisa da costruire sulla F' una involuzione I, di eop-
pie di punti, alla quale appartenga il fascio v. Siamo riuseiti a
porre il detto riferimento proiettivo, dimostrando che alla ¢}
di v corrispondeva sulle due bisecanti armoniche k e ¢ una gj,
i cui gruppi di punti rinseivano composti con due gruppi ¢, di
una medesima g%, autoconiugata rispetto alle involuzioni ellit-
tiche segate sulle curve A e s dalle coniche di v.

Per estendere ora il procedimento al caso p > 1 & naturale
considerare una ¢ nel fascio v e vedere se sia possibile riferire
_proiettivamente le coniche, formanti un gruppo generico di gue-
sta g2 . in modo da costruire sulla F una involuzione 1, di gruppi
di punti.

Si riesce a porre un riferitnento proiettivo siffatto quando
alla g3 del faseio y corrisponda, tanto sulla » comre sulla s, una
g3, composta mediante una g} autoconiugata rispetto alle invo-
Inzioni (di genere p) segate sulle curve 2 e ¢ dalle coniche di v,
ossia quando ogni gruppo della g} , sia composto di due gruppi
G,, di una medesima g% . coniugati nelle nominate involuzioni.
Siamo dunque condotti a ricercare una g nel fascio v, la quale
goda della proprietd anzidetta. Nel seguito dimostreremo che una
simile g2, esiste effettivamente e si pud anzi scegliere in inﬁ-niti
modi. ]

Per eomodita (i linguaggio riguarderemo il fascio v come una
curva di genere p, considerando astrattamente le coniche come
dei punti; le duwe bisecanti X e s, di genere P =2p—1, sono
allora delle eurve, contenenti una stessa involuzione v di ge-
nere p senza punti di coincidenza; cioé riferite ad tna medesima
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enrva doppia <. senza elementi di diramazione. Con questo lin-
guaggio, onde dimostrare lesistenza della g2 . che ci interessa,
basta giustificare 1’enunciato seguente:

Date due curve A e o, di genere I’ = 2p — 1, contenenti una
stessa involuzione vy, priva di punti doppi, cioé riferite, senza
elementi di diramazione, ad una curva doppia v (di genere p). si
pud determiunare una g, cui corrisponda, su ciascuna delle due
curve A e g, una ¢! . ciascun gruppo della guale sia composto
con due gruppi (coniugati) di una g, autoconiugata rispetto
all’involuzione .

Lia dimostrazione di questo enunciato, si compie nel modo
seguente.

Assumiamo sopra v un generico gruppo ,, di # punti; e sia
n>p, n>2p—2: ne viene 2n > 4p —4 = 2P 2 Il gruppo
G, appartiene ad una serie lineare completa ¢»—#, che indichia-
mo con s. Ad essa corrisponde sulla & una serie s, = g»#, di
cui ciascun gruppo & composto con n coppie dell’involuzione +:
la s, & contenuta in una serie completa g2*—F = gam—apt,

Ora osserviamo che la g27~% mnon & certamente composta con
i gruppi di un’involuzione sulla eurva . Invero la g;;"’:—P nou
pud in primo luogo essére essa stessa una serie lineare sempli-
cemente infinita: si avrebbe allora 2n =14+ 1, mentre &
2% > 2p = P 4+ 1. In secondo luogo non pud eciascun gruppo
della g2"—F essere composto con piu di un gruppo di una -}
o di wna g!. Invero, se ogni punto della X determinasse altri
v—1 punti di un gruppo della g2*—?, potendosi di un gruppo
di guesta serie dare 2n — P punti ad arbitrio, dovrebbe essere
(2n — P)v << 2n. Ma, poiché 2n > 2P — 2, sard 2n = 2P 2}
{(h=0), e quindi:

(P 4+ 2h)v << 2P + 24,
ossia :
P(v — 2) << 2R(1 — v).

N

Se k>0, essendo v =2, questa disuguaglianza & manifestu-
mente assurda. Se inveee k = 0, ne viene v = 2. La ¢g2* -© potreb-
be dunque essere composta solamente con le coppie di un’invo-
luzione del second’ofdine; e ¢io quando fosse n = [’. Si vede fa-
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cilmente che questa involuzione non pud essere la = In questa
ipotesi la s,, che & la pii ampia serie composta con le coppie
della ~, che sia contenuta nella g2*—%, dovrebbe esaurire la g2i~F;
dovrebbe gnindi aversi 2n—P =n—p, ossia 2n—2p 4 1=
=n—p, daeuin=p—1: e cid & assurdo perché n > p. L’ipo-
tesi che la g;’)’:—P sia composta porta cosi che Ja s, sia composta
con nn’involuzione diversa dalla y. Ma allora sarebbe composta
con i gruppi i un’involuzione del second’ordine anche la
s = g*~P sulla curva . Ma ¢id & assurdo perche, essendo n = P,
n & dispari; e perche la s non ha punti fissi, per la genericitd del
grnppo @, che la individua. Concludendo, la 2P = g2i—2p+s
non & composta con i gruppi di un’involuzione.

Trasformiamo allora la curva A, mediante la serie g2i—*Pi1,
in una curva x° d’ordine 2n di wn Su_ppqq riferendo proiet-
tivamente gli elementi {gruppi) della serie agli iperpiani di
questo spazio. Avremo una eurva A’ trasformata in sé da un’in-
voluzione proiettiva, la v. Per yuesta involuzione si avrd un pri-
mo spazio 8,_,di punti uniti (non secante la curva), base per il
sistema oo™ ~? degli iperpiani che segano sulla )' la serie s, ; esi-
sterd dunque un secondo spazio 8,_,di punti uniti, e gli iper-
piani per esso determineranno sulla 2/, e quindi sulla A, una se-
conda serie s,, contenuta nella ¢2"—2P12 completa, di eui ciaseun
gruppo sard composto con # coppie del’involuzione v.

Ora alla serie s, corrisponde su v una serie completa s’ =g"—P
diversa dalla s, e quindi non avente con essa aleun gruppo co-
mune. Alla serie ¢2—2+2 di A corrisponde invece su v una serie
non lineare di gruppi di 2n punti, la guale comprende entro «i sé
1 gruppi della s e della s contati due volte; questa serie non Ii-
neare & perd costituita da gruppi equivalenti e guindi contenuta
in una serie lineare (completa) g2/~P contenente Je serie doppie
della s e della s

Un gruppo Gndi s ed un gruppo G, di ¥, contati due volte,
appartengono unque ad una serie lineare g3 . A questa g1 di y
corrisponide sulla A una g3 , ciaseun gruppo della quale & com-
posto con due gruppi eoniugati (in ¥) di una g%, precisamente
della ¢}, individuata dai gruppi ¢,, e G, corrispondenti a @,

e oo
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e G questi gruppi ,, e @, sono infatti equivalenti, appar-
tenendo rispettivamente alla serie s, ed s, ; e poiché sono com-
posti ciascuno di » coppie di ¥, determinano, sulla ». una ¢} tra-
sformata in s& dall’involuzione ¥, eui corrisponde sull’ente. (dop-
pio) v da g2 innanzi nominata.

Ripetendo ©li stessi ragionamenti in relazione alla curva s
otterremo sull’ente doppio ¢ un’altra serie completa s” = gh-#
diversa da s, tale che un qualsiasi gruppo G di s ed un qualsiasi
grappo 6”7 di s”, contati due volte, determinano su v una gl ,
cui corrisponderd su s una g} , claseun gruppo della quale sara
composto di due grnppi (coningati) di una ¢, autoconiugata
rispetto all’involuzione v.

Due casi possono presentarsi: le serie ecomplete s” ed s” di v
non hanno gruppi comumi oppure coincidono. Nel secondo case
(che si presenta se » e ¢ sono curve birazionalmente identiche)
la g3, di 7 cui corrisponde tanto su A come su ¢ una g, eom-
posta di una g3 autoconiugata, & determinata senz’altro da due
eruppl G, G presi rispettivamente in s, ', eontati due volte. Nel
caso generale perd A e s non sono curve birazionalmente identi-
ehe (') e corrispondentemente le serie s ed s” di ¥ non avranno
grappi comuni. Avremo percid sn ¥ tre serie eomplete ¢ —P:

’, 87, senza gruppi comuni, che contate (due volte saranno con-

s, 8, s
tenute in mna stessa ¢2—P (serie -completa doppia di s). E pel

nostro seopo basterd costruire, entro la detta ¢2i—? di v, una

gi. la guale contenga tre gruppi di » punti ciascuno, contati

2’

due volte, ed appartenenti rispettivamente alle serie s, ¢, s”:
infatti ad una tale g1, corrisponde tanto sulla A quanto sulla ¢
una gt composta colle coppie di gruppi di una ¢}, autoconiugata.

Ora si riferisecano proiettivamente gli elementi (gruppi) della

2P di v ai punti di un 8, eutro questo spazio si avranno

w—p;

() 'Cid & conforme ad un teorema di HUrRWITZ secondo il guale esistono
2% — 1 curve di genere P—=2p—1, in generale birazionalmente distinte,
rappresentate su una stessa curva doppia y, di genere p, senza eclementi di
diramazione. Cfr. A. Horwitz: Uber Riemann’sche Flichen mit gegebenen
Verzweigungspunkle; « Math. Ann.s, Bd. XXXIX. Cfr. del resto F. ENRI-
QUES ed O. CHIsmNi: Teoria.., Vol. I1I, Cap. IV, pag. 430-16.
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tre varietd 1,_,di dimensione » — p, i cui punti corrispondono
ai gruppi delle serie s, ¢, s”, contati due volte. Una retta di Szn—p
la quale si appoggi in tre punti (mecessariamente distinti) alle
tre varietd V,_p,dard entro la g*—Pla serie g%, domandata. Ora,
perché esista una retta di Szn—, la quale si appoggi a tre varieta
Vy—p di dimensione n — p (senza pumti comuni), oceorre e basta
che esistano punti comuni alla varietd costituita dalle rette, che
congiungono i punti di due delle V,,_, ed alla terza varletd V ,—;.
Basta cioé che si abbia:
) 2m - p+1+n—p=2qn—yp,
ossia ;
n=2p — 1.

Posto m = 2n, se n =2p —1 si ha un aumere finito di gk,

di ¥, a cul eorrisponde tanto sulla » quanto sulla ¢ una 4!, cont-
posta colle coppie di una g1 autoconiugata. Se invece n > 2p — 1
le predette 4. sono in numero infinito.

Poiché abbiamo supposto # > p, vimane escluso per p=1
il caso di w=1, cioé d+ m = 2. 1l ragionamento precedente po-
trebbe tuttavia applicarsi con lievi modificazioni di parole anche
a questo caso. Ma la questione & stata da noi precedentemente
trattata e precisamente ‘abbiamo fatto vedere che ad ogni ¢},
presa su ¥y, corrisponde tanto sulla A come sulla s una g% la quale
(in due modi) si pud riguardare come composta colle coppie
(econiugate mella ¥) di una .gi: cid era conseguenza della permu-
tabilitd di una involuzione ellittica e «di una involuzione razionale,
date entrambe su di una curva ellittica.

Siamo ora in grado di dimostrare che su ogni superficie F,
sulla quale & dato un fascio y di genere p di coniche (7,, esiste
una curva unisecante le C,.

Sappiamo che sulla F esistono due bhisecanti armoniche 7 e s
delle coniche di y. Consideriamo nel fascio v una g} , alla quale
corrisponda tanto sulla A quanto sulla s una g}, composta con
una gl autoconiugata. Ai gruppi della nominata g} corrispon-
dono sulla F- delle eurve riducibili L, costituite da m coniche
C,/, €y, .., C™). appartenenti ad un faseio lineare L.
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Ci proponiamo di costruire sulla F una involuzione I,, di
gruppi di m punti, alla quale il nominato faseio L appartenga,
vale a dire un’involuzione 7I,, siffatta che il gruppo di punti,
individuato da un punto di ¢,, abbia un punto sopra C,”, uno
sopra C,”, .., uno sopra ('™,

La costruzione di una tale I,, esige che le curve C;, C.', ...,
C vengano riferite 1'una all’altra con un riferimento proiet-
tivo, che sia razionalmente determinato allorché & dato il gruppo
di eoniche C,/, C.”, .., C‘g’"‘). S1pud stabilire un riferimento sif-
fatto per mezzo delle curve » e o. Osserviamo a yuesto seopo che
le coniche C,, C,”, .., C? costituiscono un gruppo G,, della
g:, che abbiamo considerato nel fascio v; al gruppo #,, corri-
spondono per ipotesi 2m punti della 2, che si distribuiscono in
due gruppi G e G"«i una g1, autoconiugata. Siano 4,, 4., ...,
A, ipunti di G, e A, A7, .., A, 1 punti di G,”; la coppia
A/, A7, sta sulla €, la coppia 4/, A,” sulla C.”, ..., 1a cop-
pia 4,,, A" sulla C. Lo stesso ragionamento si pud ripetere
sulla o, sulla quale si otterranno i due gruppi di punti By, B, ...,
B, e B, B, .., By,". Esiste ora una proiettivitd ben determi-
nata fra due coniche qualunque € e ¢ del gruppo C./, C.”,
oy €™, mella quale si corrispondono i punti A;, 4;”, B/, B/
ed i punti A/, A, B/, B/: infatti yueste due quaterne sono
entrambe armoniche, essendo le curve A e ¢ biseeanti armoniche
ed in esse si corrispondono coppie, che si separano armonicanmente.
Dopo questo, la costruzione della I,, & immediata. Preso un punto
A, della superficie F, i punti ad esso coniugati si costruiscono
cosi: per A, passa una conica C.', che individua un gruppo G,
della g considerata nel fascio vy, ossia altre m —1 coniche C.”,
c.”, ...,A(Je"”’; con l’ausilio delle due curve A e ¢ si determina,
nel modo detto, una proiettivitd tra la conica C, e le coniche
C", ), ..., C2'™ e su ognuna di esse vi & di conseguenza un
punto razionalmente determinato coniugato con A,. La totalitd
A,y oo, Ay i questi coniugati costituisce, insieme ad 4,, una
- pla della I, che c¢i siamo proposti di costruire.

Mediante la I,, possiamo ora dimostrare l’esistenza sulla F
di una curva unisecante le coniche del fascio ~.
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Costruiamo infatti una superficie 27, i punti della quale siano
in corrispondenza birazionale con i gruppi della involuzione I,,.
Alle ewrve L= () 4+ C,)'4-... + C:*"™, che costituisecone un fa-
seio lineare, corrispondono sulla F” delle curve razionali (perché
birazionalmente equivalenti ad una conica) costituenti ancora un
faseio dineare. Sappiamo allora che esiste sulla ' una eurva uni-
secante tali enrve: guesta unisecante & ovviamente immagine di
una eurva della F unisecante le coniche del fascio ~.

Abbiamo gid notato che tanto basta per asserire che la su-
perficie F & birazionalmente equivalente ad una rigata di ge-
nere p. '
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7. 1l teorema di Pieard
ed il teorema di Kronecker-Castelnuovo.

Al teorema di NoOETHER (stabilito nel eapitolo precedente)
si pud riattaccare la determinazione delle superficie a sezioni
piane razionali dello spazio ordinario che & dovuta ad E. Picarp
(1878). In forza del detto teorema gueste superficie sono razionali
ed anzi il Prcarp osserva che le sezioni piane di un faseio (con n
punti base 4,, 4,, .., A,) possono venir rappresentate nel piano
sopra le rette per un punto, la rappresentazione facendosi senz’al-
tro in modo razionale, data la conoscenza dei punti 4, 4., ..., 4,..
Dall’analisi del sistema piano rappresentativo il Pircarp deduce
il teorema:

Le superficie « sezioni piame razioncli dello spazio ordinario
sono rigate ovvero superficie di STEINER del quarto ordine con
tre rette doppie per unm punto triplo.

Noi dimostreremo il teorema di Picarp deducendolo da un
teorema pit generale, di KRONECKER-CASTELNUOVO, il quale af-
ferma:

Una superficie algebrica F di S,, wrriducibile, la quale pos-
seggu oo® seziont piane riductbili & riguta ovvero € la superficie
di STEINER.

Passiamo alla dimostrazione del teorema. .

Consideriamo una sezione piana qualunque di una superfi-
cie F; se essa, variando eon confinuitd, si spezza, acquista ne-
cessarianrente un punto doppio almeno, fuori delle eventuali linee
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doppie di F (*). Conseguentemente le co? sezioni piane spezzate,
che, per ipotesi, supponiamo esistenti su F, appartengono agli oo®
piani tangenti ad F. Sia C una sezione riducihile generica e po-
niamo € = C, 4+ (,, indicando eon (', una componente d’ordine
minimo; la componente C, potrd anche essere riducibile.

Poiché la sezione piana eontenente (" & tangente, C, e C, hanno
necessariamente un punto a comune (fuori delle linee multiple
di F¥; se per ogni sezione piana (, e C, avessero piu punti in
comume, ogni piano tangente ad F sarebbe pluritangente, e ¢id
non & possibile se il piano non toechi lungo tutta nna linea retta,
la superficie riuscendo allora una rigata sviluppabile ().

Eschiso dunque il easo in cui la F sia una rigata sviluppabile,
(', e (/, hanno per ogni sezione piana riducibile un solo punto
comune. Due casi possono allora presentarsi: al variare del piano
tangente C, descrive un sistema semplicemente infinito ovvero
doppiamente infinito.

Nel primo easo la F risulta rigeta: infatti in guella ipotesi
ogni (*, fa parte i oo? sezioni piane (riducibili) e quindi & senz’al-
tro una retta.

N secondo caso U, «leserive lo stesso sistema di C,: se in-
fatti ¢!, e C, descrivessero sistemi distinti, presi due punti gene-

(*) Cid avviene in virtl del cosi detto prineipio di degenerazione, formu-
lato dall’EnriQuEs. Cfr. F. ENRIQUES ed O. CmrsiNi: Teoria.... Vol. XTI,
Lib. V, Cap. III, pag. 403.

() La dimostrazione rigorosa dell’asserto si riconduce ad una nota
proprietd della geometria differenziale. I1 piano tangente in un punto A @
intersecato dal piano tangente in un punto infinitamente vieino 4’ secondo
una retta D, eoniugata di ¢ = 44’. Quando b risulti fissa, al variare di a per
A, il punto 4 & parabolico.

Cid posto, si ammetta che tutti i piani tangenti ad F siano ad es. bitan-
genti. Cosl il plano « per 4 toccherd la F in un altro punto B. Allora un
altro piano tangente infinitamente vicino ad «. dovri passare per 4 ¢ B e
quindi contenere la retfa 4B, che risulta dunque coningata ad ogni altra
tangente per 4. Di conseguenza il punto 4, c¢he & un punto generico di F, &
un punto parabolico e la F, essendo tutta costituita da punti parabolici,
deve essere sviluppabile.
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riei di F, per essi passerebbe almeno una curva C, e almeno una
eurva (,. Ma allora wna C, ed una C, avrebbero sempre due
punti in eomune, mentre abbiamo gid notato che €id non & pos-
sibile se C, e C, sono complanari.

Conseguentemente nel secondo caso le curve C, formano su F
una rete omaloidica, giacehe esse sono una doppia infinita e due di
esse si ineontrano in un punto. Riferendo proiettivamente le eurve
della rete alle rette di un piano %, la F risulta rappresentata punto
per punto su = in guisa che le immagini delle sue sezioni piane siano
delle coniche: infatti le sezioni tangenti hanno come immagini
delle coppie di rette, ossia delle comiche spezzate.

Concludendo, la F. nel caso in esame, & razionale ¢ le sue oo
sezioni piane possono ‘essere rappresentate da oo® coniche di un
piano =. Segue che la I & la superficie del quart’ordine di STEINER.

Vediamo dungue che una superficie F irriduecibile, la quale
possegga oo sezioni piane ridueibili, & necessariamente una rigata
ovvero la superficie di STEINER.

3

Sia ora F una superficie a sezioni piane razionali. La super-
ficie F possiede certamente oo ? sezioni piane ridueibili: infatti
le 0o? sezioni piane tangenti sono certamente ridueibili, in virtl
del principio di degeneraziome. Tenuto presente il teorema di
KrONECKER-CASTELNUOVO, segue allora immediatamente il Teo
rema di PIcarp:

Ogni superficie a sezioni piane razionali dello spuzio ordinario
é wna rigata ovvero una superficie di STEINER.

8. Le superficie d’ordine » dello spazio S, ..

11 teorema di Picarp, che abbiamo dedotfo dal teorema d:
KRONECKER-CASTELNUOVO, si pud anche dimostrare in relazione
ai sistemi lineari di eurve piane, rappresentativi di superficie a
sezioni razionali; € ¢id in due modi, c¢he danno luogo ad un inte-
ressante confronto.

8i pud in primo Inogo rilevare che ogni sistema lineare di eurve

~

piane di genere zero & eontenuto in un sistema lineare completo

ERr vt b
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(determinato dai punti base presi con le rispettive molteplicita).
Cio permette di dimostrare agevolmente che ogni superficie a
sezioni piane razionali dello spazio ordinario & proiezione di
una superficie, ®*+' 3 sezioni iperpiane razionali, d’ordine a
ed appartenente ad uno spazio ad » -+ 1 dimeunsioni. Lo studio
diretto di queste ®»*+* porta a concludere che esse sono-rigate
(razionali normali) o superficie di VEroNESE. Da qui, per proie-
zione nello spazio ordinario si perviene al teorema di Prcaro.

In secondo luogo si possono ridurre i sistemi lineari di curve
piane di genere zero a tipi d’ordine minimo, mediante trasforma-
zioni quadratiche: i sistemi completi che cosi si ottengono <i ri-
portano alle rigate razionali normali ed alle superficie di VEro-
NESE; ed 1 sistemi oo® in essi contenuti alle rigate razionali dello
spazio ordinario ovvero a superficie di STEINER.

Nel seguito ¢i proponiamo di ritrovare il teorema (11 Picaro
per ’una e per laltra via.

Premettiamo aleuni lemmi sui sistemi lineari di curve piane.

Sia | C,, | un qualsivoglia sistema lineare oc® (completo o no)
di eurve piane irridueibili d’ordine m, secantisi a due a due in n
punti variabili, ed i punti base 4,, 4,, 4., ..., 4, del sistema ab-
biano le molteplicita rispettive r,, 7, 5, oy 7.

Ricordiamo che il sistema |C,,| dicesi regolare o sovrabbon-
dante seecondo che la sua dimensione & uguale o maggiore a

1 1
Qm(m +3 -2 5 r{ri+ 1): la sovrabbondanza corrisponde dun-

gque all’esistenza di legami fra i punti base.

Cid premesso, dicesi — con C. SEGrE (*) — serie caratteri-
stica del sistema |Cyy,| la serie g3~ segata sopra una C,, geuerlﬂa
di |C,,| dalle altre curve del sistema.

Ora si ha la proposizione fondamentale: La serie caratteri-
stica di un sistema lineare completo, costituito da curve iriidu-
ctbili, ¢ completa.

(") Cfr. C. SEGRE: Sui ststemi lineart di curve piane algebriche di genere
?, « Rend. Cire. Mat. di Palermo », T, I, 1881,
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Si ricordi infatti () che le curve d’ordine m, aggiunte ad una
curva (,,. cioé passanti » — 1 volte per ogni suo punto r - plo,
segano sulla C,, una serie completa; ora la serie caratteristica
si pud ritenere segata su di una curva C,, generica di |C,, dalle
aggiunte d’ordine m, alle quali si sia imposto di contenere certi

~punti infinitamente .vieini ai punti » - pli. (Per un punto r - plo

ordinario O, basta ad esempio imporre alle aggiunte di toceare
eli » rami per 0). Si deduce che il sistema totale delle C,, seza
Sopra la C,, considerata una serie caratteristica completa.

Una seconda proposizione sulla serie caratteristica di un si-
stema lineare di curve piane irriducibili, di erande importanza °
per le sue applicazioni, & la seguente:

La serie caratteristica di un sistema lineare completo |C,y |
costituito do curve irriducibili, é non speciale o speciale secondo
che <l sistema é regolare o sovrabbondante.

Infatti echiamiamo rispettivamente n, r, p il grado, la dimen-
sione ed il genere di | C,,|; e sia ¢ 'indice di specialitd della
gn~* caratteristica. Per la proposizione precedente, tenuto conto
del teorema di RiEmaNN-RocH, si avra:

r—1l=n—p-+1
r, sono le molteplicitd dei punti base di | Cp,

Ma, se ry, 7y ..,

sard:
% m— 1)(m — 2 vorri—1)
n:mz—--lzir':?, p:(___...%_._)_?‘_‘_ 5

e da queste relazioni, tenuto econto della precedente, si ricava:

v - 1 .
pmm A8 g1
2 1 2
¢id che dimostra il teorema enunciato. Si vede anzi che la sovrab-

bondanza di un sistema completo |C,, | (ciod la differenza tra
la sua dimensione effettiva e la dimensione che esso avrebbe se

(*) Cfr. ad es. F. Engiquss ed O. CHisINI: Teorig.., Vol. IIT, Lib. V,
Cap. I, pag. 88.
18
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tutti i suoi punti base presentassero econdizioni indipendenti)
wguaglia Vindice di specialita della serie caratteristica.

Applichiamo ora i due teoremi sulla serie caratteristica di un

sistema lineare completo, che abbiamo dimostrato in generale,

al caso particolare, nel quale le curve (irriducibili) del sistema
lineare | C,, | siano razionali.

Otteniamo subito la proposizione: Un sistema lineare di curve
piane wriducibili di genere zero, che sia completo (cioé determi-
nato dai puntt base) e tale che due sue curve si inconirino in n
puntt variebili é &i dimensione s =n + 1.

Infatti la serie caratteristica deve essere nna g, completa ed
essendo una serie lineare sopra una curva razionale deve essere
una ¢..

Inoltre: un sistemo lineare completo di dimensione s=1 di
curve piane irriducibili di genere zero ¢ sempre regolare.

Infatti la serie caratteristica del sistema non pud essere spe-
ciale, perché sopra una curva razionale non esistono serie speciali.

1 sistemi lineari completi di eurve piane razionali, aventi di-
mensione s =3 e grado n, sono rappresentativi di superficie d’or-
dine 7, normali e a sezioni iperpiane di genere zero (!); e poiché
questi sistemi sono di dimensione n 11, le corrispondenti super-
ficie normali appartengono ad uno spazio 8,4 ad n 4+ 1 dimen-
sioni.

Ne viene: Ogni superficie I, d’ordine n a sezioni piane razio-
nali ¢ proiezione di una superficte normale ®*+* d’ordine u, ap-
partenente ad uno spazio ad n 4+ 1 dimensioni.

(*) 11 dubbio che queste superfieie si riducanc a superficie d’ordine » = n R
s

contate s volte, si rimuove osservando che nn sistema lineave completo, =3
almeno, di eurve irridueibili e razionali & sempre semplice (cfr. Lib. I, cap.
IV, pag. 78). Invero 1’ipotesi opposta permetterebbe di trasformare una

. . . Loon
curva generiea del sistema in una curva d’ordine 5 dello spazio ad 2 di-
. s aa n I3
mensioni. Ma eid porta —==n, ossia §=1, ¢
s



LLE SUPERFICIE A SEZIONI RAZIONALI 275

Infatti 11 sistema rappresentativo della F,, che & di grado n
e di dimensione 3<<n 1. si lascia ampliare in un sistema lineare
completo di grado n e di dimensione » 4 1, rappresentativo di
una P+,

Questo teorema generale contiene in sé molte proposizioni
particolari, che ahbiamo trovato precedentemente.

Per m =2 le F, a sezioni piane razionali sono le quadrizhe.
le quali sono esse stesse normali.

Per # =3 si ha nello spazio ordinario una superficie F, a
sezioni i genere zero, che & la rizata cubica; ed abbiamo veduto
che questa F; proviene per proiezione da una rigata cnubica &
dello spazio a quattre dimensioni.

Per n =4 abbiamo tre tipi di F, a sezioni di genere zero:

le rigate F, dotate di cubica gobba doppia,
le rigate P, dotate di retta tripla e
le superficie (i STEINER.

In accordo con il teorema generale, abbiamo veduto che 1 primi
due tipi si ottengono per proiezione di una rigata ®? normale
nello spazio a cinque dimensioni, mentre la superficie di STEINER
proviene per proiezione dalla superficie di VERONESE.

Studiamo in generale le superficie d’ ordine = dello spa-
zio S,41-

Una @#+* & sempre normale e a sezioni iperpiane di genere
zero; infatti le sezioni iperpiane sono eurve d’ordine # di uno 8,
e quindi curve razionali e normali; anche la ®"+? risulta percid
normale. La @i+ & poi sempre razionale, giacché proiettandola
successivamente da m — 2 suoi punti generici in un S, essa si ri-
duce ad una quadrica.

Dimostriamo la proposizione seguente. c¢he vale a calatterlz-
zare le ®"*! e che devesi a DEL Przzo:

Le superficie irriducibili d’ordine n appartenenti allo spazio’
Sppa SO0 rigate ovvero (nel caso in eni n =4) la superficie di
VERONESE.

Premettiamo la seguente osservaziomne: Se la proiezione di una
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~

O, di 8,4, de un suo punto gemerico sopra un 8, é un cono,
la ®, é essu stessa un cono (1)

Infatti, detto O il centro di proiezione ed M 1l vertice del
cono proiezione, per n-— 1 generatriei generiche di questo cono
passa un S, _;e quindi un §,.passante per O e contenente lg
retta O M, Le #— 1 generatrici del cono proiezione sono proie-
zioni di altrettante curve razionali, e quindi (3) di rette ovvero
di coniche passanti per O, che nel loro complesso costituiscono
l'intersezione della @*+* con §, ; non possono percio tutte le
(n — 1) generatrici essere proiezioni di comiche per 0. giacché
in questa ipotesi la sezione della @”** col piano §, avrebbe 1'or-
dine 2n — 2, ciog (per » > 2) Vordine maggiore di #. 'na gene-
ratrice almeno del cono proiezione & guindi proiezione di una
retta della ®»**: ne segue, poiché¢ O & un punto generico. che la
@I+t & rigata.

Tutte le generatrici del eono proiezione passano ora per il
punto M: ne viene che tutte le geweratrici della (1);:*'1 debbono
incontrare la retta O M. Due ipotesi possono allora darsi: o la
(I);;'H & un eono (col vertice sulla retta O M) ovvero la retta O M
¢ una direttrice. La seconda ipotesi & da escludere, perché, essen-
do O generico, la @2+ possiederebbe infinite direttrici rettilinee:
sulla @2+ esisterebbero allora due sistemi distinti di rette e la
@2+ sarebbe una quadrica ed apparterrebbe ad un S, e non
atl un 8,400

() Questa osservazione, aggiunta alla proprietd che una ¢, di S,4, &
proiettata da n— 2 suoi punti generiei in una quadrica dello spazio ordinario,
dimostra che una ®"+{ non possiede punti o linee multiple, tranune se

ki
H . 2-+1 . . . 2 .
siz un eono. Invero, se sulla <I)n+ esiste un punto multiplo 0, glico? §,, di
8,44, Passantl per 1'S,, ., determinato dagli n — 2 centri di proiezione e da
0, segano la @::‘“ secondo sezioni spezzate. La quadriea proiezione della
®"*1 in § deve quindi possedere una stella di sezioni spezzate ed essere
cosi un cono. B quindi un cono anche la ®N+1,

() Una curva razionale della @} deve essere necessariamente normale.
Se invero esistesse sulla (I>,’:'“ una curva razionale, G, d’ordine s, giacente in
un 8; eon t < s, la curva d’ordine n costituita dalla C e da n-—s generatriel
starebbe in uno spazio @i dimensioni minore di n. E ¢id & assurdo.
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Premessa questa osservazione, veniamo alla dimostrazione del
teorema, che abbiamo in vista.

Per n =2 il teorema € evidente, perché le ®. di &, sono le
quadriche, che sono rigate.

Passiamo al caso # = 3. Una @, dello §,, proiettata da un
suo punto generico O sullo spazio ordinario, di come projezione
una quadrica F,; ¢ se la @, non & un cono, in base all’osserva-
zione dianzi fatta, anche la F, non & un cono. L’intorno del pun-
to O si proietta in una retta g di F,, che & la intersezione del
piano tangente in 0 alla @, con 1’ 8, su eui si proietta. Le rette
di F, appartenenti allo stesso sistema della g (non incontrando

-la ¢} sono immagini di rette della ®@,, che & dunque rigata.

Tenuto conto che anche il cono cubico dello S, & una super-
ficie rigata possiamo quindi dire: ogni @, dello spazio a quattro
dimensioni & una rigata; e se la ®, non & un cono essa possiede
nna dirvettrice rettilinea (*).

Consideriamo ora lo spazio a einque dimensioni ¢ le @ in
esso contenute.

Proiettando una @, di §;, che non sia un cono, da un suo
punto generico ¢ in un §,. si ottiene una @, di 8, che & una
rigata, ma non un cono; e l'intorno del punto 0 si rappresenta
in una retta g della @, Due casi possono presentarsi: la retta ¢
& una weneratrice, ovvero la direttrice semplice della @, Nella
prima ipotesi le generatrici della @, (non avendo punti comuni
con la ¢ poicheé la @, non & un cono) sono immagini di rette della
@,, che risulta di couseguenza rigata. Nella seconda ipotesi le
eeneratrici della ®, (che si appoggiano alla direttrice g) somo
immagini di coniche della @, passanti per O. Per un punto ge-
nerico della @, passano quindi oo! coniche, ossia la @, contiene
oc? coniche. La @, & necessariamente (efr. Lib. T, cap. IV, n. 23)
la superficie di VERONESE.

Poniamoei ora in uno spazio a sei dimensioni.

Proiettando una @, di 8, (che non sia un cono) da un suo

() Infattiunad, di S, che non sia eono, viene proiettata da un punto
esterno in una rigata eubiea dotata di direttrice rettilinea,
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punto generico O in un S;, si ottieme una @, di §;, che non &
un eono. L'intorno del punto O si proietta in una retta ¢ della @y,
Segue che la @, non pud essere una superficie di VERONESE, la
quale non contiene delle rette; la ®, & dunque rigata. Se ora
la ¢ & una generatrice della @,, anche la ®; deve essere rigata.
Se invece la g fosse una direttrice semplice della ®,, per un
punto generico della @, passerebbero infinite coniche e la @;
possiederebbe oo® coniche: essa sarebbe allora una superficie di
VERONESE e apparterrebbe allo §; e non all’ §;; questa ipotesi
non si pud dunque verificare. Troviamo pereid che ogni @; dello
S, deve essere rigata.

B chiaro oramai che questo ragionamento si pud ripetere per
n=2=6, 7, 8 ...; il teorema di DEL PEzz0 risultando cosi dimo-
strato per induzione da n ad n 4 1.

Dal teorema di Dern PEzzo risulta come semplice conseguenza
il teorema di Picarp. Sappiamo infatti che ogni superficie F,, a
sezioni piane razionali & proiezione di una @7+ essendo ora una
@7+ una rigata o una superficie di VErONESE, la superficie F,,
che risulta da ‘essa come proiezione, € una rigata ovvero una
proiezione della superficie di VERONESE; ma una proiezione della
supenficie di VERONESE & ancora una rigata ovvero una superficie
di STEINER. Ne segue il teorema di PIcarp.

Dal teorema di Drn PPEzzo si possono anche ricavare i tipi di
sistemi lineari d ordine minimo, rappresentativi di superficie
d’ordine n dello spazio ad n 4+ 1 dimensioni; in questi sistemi
sono poi contenuti i sistemi lineari rappresentativi delle super-
ficie F, dello spazio ordinario, che sono a sezioni razionali.

Sia anzitutto la @2*' la superficie di VERONESE; sappiamo
allora che il sistema rappresentativo & costituito dal sistema -
neare completo d’ordine minimo delle co® coniche del piano.

Se invece la @¥*+* & una rigata, essa si rappresenta diretta-
mente su di un piano = proiettandola da un 8, _., determinato da
# — 1 suoi punti generici 4,, A.. ..., 4,_,. Per trovare quale sia
il sistema rappresentativo, notiamo che gli N, contenenti 1I'S,,_,
da cui si proietta ed una genmeratrice della @7+, passano tutti
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per uno stesso §,,_,, che sega la ®2**in una linea d’ordine # — 1
ed il piano %, su cui si proletta in.un punto O di =; inolire le
(n —1) gemeratrici, passanti rispettivamente per A4, A4, ..,
A, _y, si proiettano in n-—1 punti T, 7,, ..., T%,_,, i cul intornj
sono in eorrispondenza proiettiva con le generatriei corrispon-
denti.

Cid posto, & facile vedere che le tmmagini delle sezioni iper-
piane delle P"* sono curve d’ordine n passanti semplicenvente
per T,, T,, ..., T, _, ed n—1 volte per il punto O: infatti le se-
zioni iperpiane della @2** hanno un punto comune con le gene-
ratriei passanti per A,, 4., ..., 4,., ed n — 1 punti comuni con
la linea d'ordine n —1, secondo la quale la @"~' & segata dal-
'8, _; che sega = in O.

Inversamente: un sistema lineare completo di cwrve razionall
d’ordine n, passanti n— 1 wvolte per un punto O e semplicemente
per n — 1 punti base semplict T,, 1., ..., T,_. rappresenta una
rigata d’ordine n dello 8,, ,,: infatti le rette per il punto O sono
curve unisecanti le immagini delle sezioni iperpiane e quindi im-
magini di rette; inoltre due curve generiche del sistema si inzon-
frano in n—n—n—1j—m— 1) =mn
punti variabili; infine il sistema essendo completo. costituito da
curve razionali e di grado =, risulta di dimensione » - 1.

Ne segue: Le rigate razionali normali d’ordine n rispondono
ai sistemi Umeari di C,(O™7T, T, .. T,_5); e costituiscono
pertanto una sola famighia dipendente du parametri variabili con
continuitd.

Se la rigata & generale, ossia i punti O, 7', T,. ... T, —; sono
in posizione generica, il sistema delle €., (0" ' T, T,... T,,—1) pud
essere abbassato d’ordine com una successione di trasformazioni
guadratiche. Invero la trasformazione quadratica, che ha i punti
fondamentali}in O, T, 2, T, _;, muta il sistema delle C, in un
sistema di C,,— (0" * T, T, ... T, ;). sul guale si puo ripetere
una trasformazione quadratica dello stesso tipo. Se n -¢ dispari,

1 - . . . .
dopo 5 (n — 1) trasformazioni quadratiche, si perviene cosi ad
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. 1 . 5
nun sistema di C,(0*™Y), d'ordine s = 3 (n+1); se invece n &
pari, dopo 3 (n— 2) trasformazioni quadratiche si perviene ad

2

. 1 . .
un sistema di C,(0**T,), d’ordine s = 5 (n 4+ 2). T sistemi eom-
r=

pleti delle €, (0% e delle C,(0**T,) non dipendono evidente-
mente da alecun modulo; ne segue che le rigate razionali normali
d’ordine n non dipendono da aleun invariante assoluto, risultando,
in generale, proiettivamente identiche.

Giova tuttavia osservare che delle rigate razionali normali
particolari possono non essere rappresentabili dai sistemi di
C, (05 o C,(0°'T,)) dianzi ottenuti. Cid succede ad esempio
se nel sistema delle C,, (0" T, T,...T,_,), dal guale abbiamo
preso le mosse, tutti i punti T,, T, ..., Ty—1 sono prossimi ad O.
Invero la superficie 1'abpnesentata é qui un cono, proiettante da
un punto di §,,,; una curva razionale normale d’ordine n: infatti
le curve (',,(0"* T, T, .. T,_,), passanti per un punto dell’in-
torno di 0, si spezzano in = rette uscenti da O; 1'intorno di 0
rappresenta dunque il vertice d’un cono; ed una retta generica
¢ immagine di una curva (razionale normale) d’ordine n, diret-
trice del cono. Se ora il sistema delle C,, (0" *T, T, ... Ty_y),
dove T, T,. ..., T,,_, sono prossimi ad O, fosse abbassabile d’or-
dine con nna trasformazione eremoniana, esisterebbero sul eono
d’ordine n, rappresentato dal dettn sistema, delle curve irriduci-
bili (rappresentate dalle rette) d’ordine minore di n; cid che &
assurdo.

Per trovare tutti i casi, nei quali il sistema rappresentativo
di una rigata razionale normale ®"** mnon & abbassabile all’or-

.1 1 .
dine 3 (n+1)o 5(" + 2), conviene — con C. SEGRE — appro-

fondire lo studio delle direttrici di una @»':

Consideriamo in §,,,,; una rigata razionale d’ordine n € con-
duciamo un §,, per un certo numero di generatrici. L'S,, tagliera
ancora la %** in una curva, la quale potrd decomporsi in altre
generatrici, ma conterrd certamente una curva direttrice, ossia
incontrata in un sol punto dalle generatrici della rigata: invero
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ciaseuna generatrice ineontra quell’S,,. Siccome per un §,, la con-
dizione di passare per una data geuneratrice equivale alle due
condizioni di passare per due punti di questa, cosi possiamo as-

. .. . 1 .
soggettare un §,, alla condizione di passare per 5(11 <+ 1) genera-
-

tricl, se » € dispari, e per ;% genevatriei, se n & pari. L’interse-
- -
zione dell’S,, colla rigata conterrd oltre ad un certo numero di
egeneratrici una direttrice, che sard una curva razionale e nor-
. . 1 1 .
male (1), d’ordine minore o uguale ad §(n —1Daead 5 1. Ne viene:

Una rigata razionale normale d’ordine n dello spazio ad
n -+ 1 dimensioni possiede almeno una direttrice razionale e nor-

. . . .1 1
male, il cui ordine non superi 5 (n—1) ovveroe 5N @ secondy
2 2
che n sia dispari o pari.
Possiamo dunque. a priori, classificare le rigate razionali nor-
mali d’ordine n, secondo Vordine minimo m delle direttrict trac-

ciate su dv esse; includendo il caso del econo, per cui la direttrice
d’ordine minimo si riduce ad un punto (il vertice), il numero m

puo variare do O ad

1
3 (n—1), ovvero m]-;) n a secondua che n
- -

sta dispari o pardi.

Si osservi.ora che una ®*** non pud contenere due direttriei,
i euni ordini wm’ ed m” slano tali c¢he w’ -+ m” < n: altrimenti,
ogni generatrice dovendo incontrare le due direttrici, la rigata
sarebbe contenuta nell’S¢(t = m’ 4+ wm” - 1) condotto per gli Sp,
8,,+ contenenti quelle curve. Ne secue che una ort+?, la guale

. . . .. 1 N

contenga una dirvettrive d’ordine minimo m £5(n—— 1) se n &
-t

dispari, ovvero <3 1 se n e pari, non contiene altra direttrice il

-

(*) Una direttrice di una rigata razionale normale d’ordine a & razionale
come il sistema delle generatrici della rigata. Se non fosse normale, ed ap-
partenesse cosi ad uno spazio di dimensione minore del suo ordine s, la
curva d’ordine n, costituita dalla direttrice e da n—s generatriei sarebbe
contenuta in uno spazio di dimensione minore di »; e eid & assurdo.
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cui ordine sia minore di'n—,— m. Se poi, pef n pari, la ®2*' con-
tiene una direttrice d’ordine minimo %u, essa he contiene oo?,
che si ottengono segando la @!*' con gli oo' S, che passano
per én generatrici.

L’esistenza effettiva di rigate razionali normali d’ordine =,
corrispondenti ad un valore prefissato del numero e, si dimostra
cosi: nello 8,4, si considerino due spazi senza punti comuni di
dimensioni rispettive m ed n —m; e si fissi in ciascuno di essi
una curva razionale normale: ponendo una proiettivita tra le due
nominate curve razionali, e congiungendo punti corrispondenti
in tale proiettivitd, si genera una rigata razionale normale d’or-
dine n, con curva direttrice dell’ordine minimo m. Il lettore si
persuadera d’altronde facilmente che il modo deseritto & il piu
generale per costruire una @"*' con curva direttrice dell’ordine
minimo m.

Cio premesso, ecco come si pud arrivare ad una rappresenta-
zione piana (d’ordine minimo) della rigata razionale normale
d’ordine n, con eurva direttrice d’ordine minino m.

Escludiamo da prima il caso di n pari ed m = 5 n.

Abbiamo veduto che la rappresentazione sul piano di una (I);:‘*l
si ottiene proiettandola da un §,-., (eterminato da » —1 suoi
punti. Anziché scegliere i nominati # — 1 punti di ®*+* in modo
generico, prendiamone 2m sopra m generatrici della rigata (due
sopra ogni generatrice) e # — 2m —1 in modo generico: siano
questi ultimi P; (+ =1, 2, ..., n—2m —1). Le m generatrici ed
i punti P; determinano un 8, _,, il quale & contenuto in un §,,_,,
che contiene: la direttrice d’ordine minimo (', le . generatriei
e le n— 2m — 1 generatrici passanti per i punti P;. Il nominato
8,,_, Interseca il piano su cui si proietta in un punto 0O, il euni
intorno é l'immagine della C,,. eselusi certi » — 2m — 1 punti
T.. Ta o Ty—om—y (prossimi ad ), che rispoudono alle genera-
trici passanti per i punti P,. Glioc! 8,,. passanti per il predetto

e e e e ———— e e e e e ——. ———— — — — D 11§
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8._, e contenenti una generatrice della d*', segano invece il
piano di proiezione in rette uscenti da 0. Infine una sezione iper-
piana genperica (ella @'+ interseca: in un punto le m gene-
trici su cui stanno 2m dei centri di proiezioue, in un punto le
generatrici passanti per i punti P;. ed in m punti la Cy.. Per con-
seguenza essa si proietta in una curva d’ordine n — m, con O
(n — m — 1)-plo, passante semplicemente per i punti 7,, T.. ..
Ty—sm—1. Ne segue: Ung rigata razionale normale d’ordine n,

con curva direttrice d’ordine minimo m (< 5M) §i pud reppresen-

tare sul piano mediante 1l sistema, non wlteriormente abbassabile
con trasformezioni quadratiche, delle C,, (0" "—T T....T\_sm-1),
dove © punti T ,(i=1, 2, ..., n —2m —1) sono punti prossimi
ad 0, in direzioni distinte ().

. . . 1 : . . .
Ne caso escluso in cui m = 5 " prendiamo | 8,2 di proie-

=l
. . 1 ..
zione in modo che contenga é(n — 2) generatrici ed un punto P

fuori di jesse: per P passa una generatrice che viene proiettata
dallo 8,,_. mediante un §,,_, in un punto fondamentale semplice
T. Gli 8, che passano per 1'S,, ., da cui si proietta e per una
generatrice intersecano ulteriormente la rigata in una linea d’or-

. . 1, C
dine n— 1, della quale fanno parte le 5 (n -—2) generatrici gia-

centi In S, _,: la parte residua € dunque d’ordine g 15 e viene
-
. . 1 .
proiettata in un punto fondamentale 5 n-plo, 0. le sezionj iper-
piane si mutano per proiezione in curve d'ordine 5 (n 4+ 2) eon

() B ovvio che prendendo in modo particolare i punti P;, st pud ottenere
che i punti T, T, .oy Tpmsppeyg
in un modo qualunque. Si vede cosl che gli avvicinamenti dei punti T; non
corrispondono a particolarizzazioni della rigata rappresentata, ma dipendono
solamente dal modo della rappresentazione, Cid 2 confermato dal fatto che
un sistema di €,_, del tipo indicato pud sempre essere trasformato in

si snceedano su uno o pit rami cuspidali

modo che i punti T; siane prossimi ad O in direzioni distinte. Ofr. pid avanti
a pag. 297.



284 LIBRO SECONDO

1 7] : 0. *, ~' v
0 5-n-pl0 e T semplice. Ne segue: Una rigata razionale normale
-

. . . P | .
d’ordine n (pari), con cwrva direttrice d’ordine minino 5 M S

puo rappresentare sul piano mediante i sistema, non ulterior-
mente riducibile pey trasformazioni quadratiche, delle C (OS—'T),

ove § == —;(n + 2) e T ¢ un punto distinto du 0. Le oo direttrici

.1 .
d’ordine 5 n sono rappresentate dalle rette, uscenti da 7.
-

Abbiamo veduto che ogni rigata razionale normale d’ordine
puod essere rappresentata da un sistema di C,(O" T, T,..T,_,),
Questo sistema, per quanto precede, pud essere ricondotto cremo-

1
nianamente al sistema delle C,(0*%) (s =3 (n 4 1)) nel caso

. . 1 .
dispari o al sistema delle C,(0*'T) (s =5 (n 4 2)| nel caso pari,
~olamente se esista sulla rigata una diretfrice d’ordine minimo
1

. . .1 X . .
5 (11— 1) se n & dispari o d’ordine 5 e m & parl Le rigate con

. . y as .. 1 1 }
una curva direttrice d’ordine minimo 5(11——1) 0 5 1 appaiono
- -
cosi come generali. Le rigate con curva direttrice d'ordine mi-
1
nimo < : (n— 1) sono invece particolari nel senso che esse sono

rappresentate da un sistema di C,(O™" 7T, T, .. T,,—), dove i
punti T, T, ..., T,,_, sono vineolati in tal modo che dopo un
certo numero di trasformazioni quadratiche si arriva ad un si-

. 1
stema di (" y—p, (0" 2T, Tso Thoey) ('m < 5 (n— 2)) che, es-
sendo i punti 7; tutti prossimi ad O, non & pin abbdssabxle
con trasformazioni quadratiche.
Nora. - (ome si & detto, i sistemi lineari del tipo
Cho—m Q2D T, .., T sm—1)

ove T4, Ty, 4., Tu_2m—z sono prossimi ad 0, non possono essere
trasformati con trasformazioni guadratiche in sistemi d’ordine

Jl_
|
I

——— —— ] o+ e ey e



LE SUPERFICIE A SEZIONI RAZIONALI 285

minore. A rigore si potrebbe tuttavia dubitare che esistessero delle
trasformazioni cremoniane d’ordine maggiore di due che servis-
sero a questo scopo. Ii facile convincersi che cid & impossibile.
Se invero esistesse una rete omaloidica di eurve irriducibili d or-
dine s passanti per i punti 0, T, T, ..., Ty_2m—1 con le moltepli-
citd rispettive 7, 71, s, .., Pu—zm—1, 12 (uale desse origine ad una
trasformazione eremoniana trasformante il sistema ! C,_,, | in un
sistema d’ordine minore, dovrebbe essere:

stn—m)—r(h—m—1)—r—r;—..—p—ama <N—m,
ossia:
(m—my(s—r—1)r—r —r;—.. — Fy—2m— < 0.

Ma per la relazione di prossimitd & certo:

e — Ppame = 0;

r— 7'1 - 7‘2
e per l’irriducibilitd delle curve della rete omaloidica:
r<s—1.

Ne segue che la relazione, che dovrebbe essere verificata, &
assurda.

Analogamente si prova che i sistemi di curve d ordine é(n—l—Z),

1 .
con un punto base 5 n-plo O ed un punto base semplice T sono

d’ordine minimo rispetto a qualunque trasformazione cremonia-
na. Invero la rete omaloidica d’ordine s, che risponde ad un’even-
tuale trasformazione cremoniana che muti il nominato sistema
in uno d’ordine minore, dovrebbe avere in O, T molteplicita r, »,
tali che

]é(n—}— 2)s——%nr—rl< ;—(n-l- 2).

Ma da qui si deduce:
s —r—142(—rn—1)<0;

e questa relazione & manifestamente assurda.
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9. Riduzione all’ ordine minimo dei sistemi lineari
di curve piane di genere zero.

Ci proponiamo ora di ritrovare i risultati del numero pre-
cedente ed in ispecie il teorema di Picarp, determinando a
priori tutti i tipi d’ordine minimo, ai guali si possono ridurre
eremonianamente i sistemi lineari (co® almeno) di curve piane
razionali. :

Pit in generale, eseguiremo la detta riduzione per sistemi
lineari di eurve piane razionali di dimensione qualsiasi s(s = 1),

Sia |C,, | un gualsivoglia sistema lineare (completo o no) di
carve di genere zero; <enominiamo con m Uordine della curva
generica (', e con n il grado di|C,|. 11 sistema|C,,| possiede
in generale dei punti base A, 4,, 4,, ..., A, le eui molteplicita
indichiamo eon #, #,, #s. .. 7,, supponendo inoltre che sia:
P 2T,

La riduzione all’ ordine minimo del sistema |Cwm| si basa
sulla possibilitd di abbassare 1’ordine m delle curve di |Cp| con
successive trasformazioni quadratiche, fino ad arrivare ad un
sistema, birazionalmente identico a | Cp |, il cui ordine non pud
pitt essere abbassato.

Vediamo come la aceennata riduzione si eseguisca effettiva-
mente. Supponiamo che il sistema possieda almeno tre punti
base A, 4,, 4, & molteplicitd », r,, r, e dimostriamo il lem-
ma: nell’ipotesi in cui le molteplicita. r, v, 7, .., r, dei punti
buse A, A, A, .. A, sono disposte in ordine decrescente é:
rr, 4, > o

Anzitutto, poiché la eurva generica di |C,| & di genere
zero é:

rir;—1)=20.

DO =

oy é(m-—l)(_m-——2)—

=1

Il grado di [Cy )& n e quindi:

r2=—mt—n.

{2)

e e

e

RN N



[\
o
~1

LE SUPERFICIE A SEZIONI RAZIONALI

Dalle (1) e (2) si pud ricavare:

v
(1" Zri=m*—n
0
v
@) . Sphn=8m—n—2
0
ed anche:
, -
14 N2 2 2 2 o 2
(1" Tri=mt—n—rt—r —r,?
" &
2") Sr=3m—n—2—pr—r —r,.
3

Moltiplieando la (2”) per r, e sottraendo la (1”) si trova:
v v -
Py Sr — Nrt=mBry—mj—nr, - 1)—r0r +r,+ 2) 4 1t
3 3
Il primoe membro di questa disuguaglianza & certamente non
negativo e quindi si ha:

—m{m—3ry) —nr, — 1) —ry(r+r,+ 2) 4 r* 42 >0,
Se ora fosse: M Z=>r -+ r, + 1, sarebbe:

mm — 3r,) = (r 4+ ry 4+ r)(r + 14+ ry — 31y
e quindi:
— ()P —2r) -, =1 — g+ 2) e 10
ossia:
2t — e+ —ryn+ 2)=0.

Ma questa disuguaglianza € manifestamente assurda, poiché

& eertamente :
ri<rry, n<ryn—+ 2.
Negue che deve essere:

A ol A - TR c.v.d.

Il lemms precedente permette di abbaSSa;e 'ordine del si-
stema |Cp | mediante una trasformazione quadratica, che abbia
come punti fondamentali i tre punti base 4, A,, 4, di molte-
plicitd =, r,, r,: occorre soltanto che codesti tre punti siano base
per una rete {i coniche irriducibili. Cié suecede certamente se
i detti tre punti sono propri, giacché — essendo. la somma delle
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loro molteplicitd maggiore dell’ordine di}|C, |— essi non pos.
sono trovarsi in linea retta. La rete delle coniche per 4, 4,, 4,
& costituita da curve irriducibili anche se A4,, (od 4,) diventa
infinitamente vicino ad A ovvero se tanto A, quanto 4, si avvi-
einano indefinitamente ad A sopra un ramo lineare: le coniche
della rete si toccano in A nel primo caso e si osculano in A nel
secondo. Se perd A, ed A, si avvicinano ad A4 in direzioni di-
stinte o succedendosi sopra un ramo cuspidale, la trasformazione
quadratica riduttrice degenera e si ha un caso d’eccezione, che
discutiamo pit innanzi.

Nel easo generale i tre punti 4, A;, A, sono punti generici
del piano e tpasformando il sistema |C,.| con la trasformazione
quadratica, che ha 1 punti 4, 4,, 4, come punti fondamentali,
si perviene ad un sistema |C,| costituito da curve d’ordine
m = 2m — 1 —r,— 1, <.

Ripetiamo per il sistema |C,| il ragionamento fatto per il
sistema | C.| e, nell’ipotesi che le coniche passanti per i tre punti
di molteplicitda massima di |C,-| costituiscano una rete irridu-
cibile, si passeri dal sistema | Cpr| ad un sistema | Cpe|, le cui
curve sono d’ordine m” < m’ e cosi via,

Cosi seguitando, il procedimento si pud arrestare solamente
in due casi: 0 dopo nn certo numero di trasformazioni il sistema
a cul si perviene possiede meno i tre punti base, ovvero i tre
punti di molteplicita massima non possono essere presi come punti
fondamentali 4i una trasformazione quadratica. Tralaseiando per
il momento 1’esame minuto del secondo caso, che appare ‘eccezio-
nale, concludiamo rapidamente la discussione per il primo.

B infatti evidente che 1 sistemi lineari completi di ecurve razio-
nali, che possiedono nessuno od uno o due punti base, non possono
essere altro che i seguenti:

a) la vete delle rette;

b) il sistema oo delle coniche;

¢) il faseio delle rette per un punto;

d) il sistema delle eurve d’ordine n con punto (n — 1)-plo
senza altri punti base ovvero eon un altro punto base sempliee,
proprio o infinitamente vicino.
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Quanto ai sistemi non eompleti, essi si ottengono dai sistemi
completi prendendo in questi quei sistemi, che hanno dimensione
minore ed ugunal grado.

Concludiamo intanto: A prescindere dal caso d’eccezione, che
st presenta nell’analisi precedente, ogni sistema lineare di curve
razionali pué essere ricondotto, mediante trasformazioni quadra-
tiche del piano, ad uno dei sistemi a), b), ¢), d) enwmerati in-
nanzi, 0 ad wn sistema contenuto in uno di quelli.

Dobbiamo ora discutere il caso d’eccezione, in cui il sistema
lC,nj stesso o uno dei suol successivi trasformati sia tale che i
tre punti base di molteplicitd massima 4, A, A, non possano es-
sere presi come punti fondamentali di una trasformazione qua-
dratica. Cid avviene solamente se A, ed 4, sono infinitamente
vicini ad A im direzioni distinte o si suecedono sopra un ramo
cuspidale. Ci proponiamo di dimostrare che, escluso il caso in cui
il punto di massima molteplicitd sia (n— 1)-plo, 1'ordine del si-
stema pud sempre venire abbassato con una conveniente succes-
sione di trasformaziont guadratiche; il caso n cui il sistema
possiede un punto (n — 1)-plo, che si presenterd come eccezionale
nella nostra discussione, sara trattato a parte.

Giova allo seopo che abbiamo in vista premettere il seguente:

Lemma di CrisINE: () Se A & un punto base di massima mol-
teplicita r < m—1 per un sistema lineare oo' almeno |Cy,| di
curve razionali d’ordine m, ed 1 punti base del sistema A, A,.
Ay, .., Ay prossimd (P) ad A possegyono molteplicitd vy, ra, 7y vy

7¢, talt che:
R R A Phe o SR Rk 1T

allora esiste un altro punto base P (proprio v unche infinitamente

(") O. Cutsing ha stabilito questo lemma per il caso delle reti omaloidiche;
ma esso si lascia generalizzai‘e facilmente. Cfr, la nota storiea al n. 10.

() Ricordiamo ehe si dicono prossimi ad 4 quei punti infinitamente vieini
che — mediante una trasformazione quadratica col punto fondamentale 4 —
si trasformano in punti (propri od infinitamente vieini) sopra la retta fon-

damentale, omologa di A.
1o
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vicino ma non prossimo ad A) la cui molteplicita k soddisfa alle
relazione :
2k > m —r.
Incomineiamo eol dimostrare che, nelle ipotesi ammesse, esiste
certamente qualche punto base non prossimo ad 4.
"~ Premettiamo a questo seopo due osservazioni.
Prima osservazione: se m & il grado del sistema e se, come

abbiamo supposto, &:

r>m

=L~

ne segue lecessariamente: -—
n<<2m — 2.
Infatti per la somma delle molteplicita di tutfi i punti bas
del sistema si ha:

K4 '
=< )‘(22 P> .
[0} 0

Ma per la (2/):

rn=3m—n—2

EIR3

d’onde segue:
Jmn—n—2>m

ossia :
n-<2m— 2.

Seconda osservazione: in ogni sistema di curve razionali, per
cui si abbia r<m—1, ed n < 2m — 2, si ha:

rry Aty Ty,

Se infatti si congiunge il punto 4 ai punti 4,, 4,, ..., 4, eon

delle rette contate rispettivamente #,, 7, .., , volte si ba uba
\d v

curva spezzata d’ordine Zr;, che ba il punto 4 come (Zn)—plo
1 1

e nei punti A,, 4,, ..., 4, le malteplicitd virtuali »,, 7, ..., 7s
rispettivamente. Questa curva interseca uma curva generica di

Y
|Cpy| in m -« Sr; punti, dei quali, almeno
1
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-sono riuniti nei punti base di|Ch ! (}). Sard dunque:

v \3 v
mEr;=rZr,43rk

1 1 1
ovvero:
v v
m—nISrn>=3rs
. . e T 1
Ma &, per la (1'):
v
Sri=mi—n—1r
1

e quindi viene:

v
m—riSr=mt—n—r
1

Esuendo perd »n < 2m — 2 si ottiene:

v
(n—~r)Sr;>md - 2m + 2 — r%
1

v
Se ora fosse Zr;<<r ne seguirebbe: X
1 ,
(I —)er > M2 —2m+ 2 - r®
ossia :
mer>mim — 2)+ 2

che & una relazione manifestamente assurda se r< m — 1.
Si ha dunque. per r<m—1 ed n < 2m—2,

O N o A T

() Di fatto il numero delle intersezipni assorbite pud essere maggiore

v v
di r3r;+ Zr2 Se invero r; & la molteplicitd per | C,,| di un punto base A,
1 1
proprio o prossimo ad 4 (ma in quest’ultimo ecaso, non satellite di aleun
punto base prossimo ad 4A), ed r/, r., ... sono le molteplicitd dei punti base
A/, 4/, ... di |C, | che cadono nei successivi intorni di 4;, la curva spez-
zata ha la molteplicitd jeffettiva »r; -7/ + r/' 4-... in 4, e nulla in 4/,
A" .... Le intersezioni assorbite in 4, sono dunque (r;+r/+ 7" 4- . )r;;
ossia, poicheé r/<<r;, r<Cr. .., in numero maggiore o uguale a »2
+r2 41/ 4 ... Indipendentemente dall’esistenza di punti base infinita-
mente vicini si ha un numero d’intersezioni assorbite maggiore del normale,

quando due punti base 4. ed A; di molteplicitd r, ed r; siano allineati

con Aj invero la moltepllicitd effettiva della curva speRmBta in Asy Ag &

|
|
]



292 LIBRO SECONDO

Premesse queste due osservazioni, siamo in grado di dimo-
strave che, nelle ipotesi enunciate, esiste certamente un punto
base di |C,.|, non prossimo ad A.

Infatti le molteplicitd dei punti base prossimi ad A devono
essere tali che:

T i e SO o P N

Ma la somma delle molteplicita di ¢utti i punti base di|C,/,
escluso 4, & maggiore di r: ne segue che oltre ad 4, 4,, 4,, .., 4,
devono esistere altri punti base del sistema, non prossimi ad A,
e v, d.

Per il punto di massima molteplicita fuori di 4, 4,, 4,. ..., 4,
essendo, come indicano le (17), (29):

v
Zri=m*—n
0

v
ry=38m—n-—2
0

avremo: [ |
2 .2 .2 S B |
m ===l — -7

k> S .
CE8mM - —2— = — Py — . — 1,

Ma poiché per le ipotesi fatte &:
PP Ay P M
Pty T
HEM—, TSN —T, .., P<Em—r,
si avra:
m? —n— 1= (1, T A — 1)
S3m-—n—2—m =

k>

mie—n—r*—rim—r) mm-—rj—mn
= om —n — 2 — 2m—~n—2"

mim — 1) —n

Notiamo che nella frazione 5 —7"5, se r <m —1, tanto

il numeratore che iI denominatore sono positivi.
Sappiamo infatti che:

2m —n—2= 0.
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Essendo poi r<<m—2 si ha:

m—r>=2e¢ mm—r)=2mn>2m—~ 2

da cui:
mn— 1) —n>2Zm—n—2>0,

B ora facile dimostrare che, sempre nella ipotesi r<<m — 2, &:

mm—ry—n > mm —r) m—r
2m —n — 2 2m T 2

Infatti da questa disuguaglianza supposta soddisfatta, si ot-
tiene:
m— r)n + 2) = 2n,
che & evidentemente esatta, qualunque sia n, se m — r =2, ossia
se r<m—2.
Si ha dunque per il punto di molteplicita massima fuori di 4 :

k>é{m —r) ¢ v.d

OSSERVAZIONE. - Nel caso di una rete omaloidica, i1 lemma vale
anche nel caso estremo in cui r=m —1.
In questo caso si ha infatti n =1 e quindi:

nmm—r)—1 m—1

1
> e ST T3 %

Applicheremo questo lemma per ridurre con una serie di tra-
sformazioni quadratiche 1’ordine di un sistema lineare |C,| di
eurve razionali, per il guale i punti base 4,, A, di massima mol-
teplicita dopo A(r 4 r, 4+ r, > m) diventino prossimi ad A in
direzioni distinte o suecedentisi supra un ramo euspidale.

Incominciamo coll’osservare che nelle ipotesi fatte esiste cer-
tamente un certo numero di punti hase del sistema. prossimi ad A4,

la cui molteplicitd supera é(;m—~)'). Slano questi punti 4.,

Ay o 4. .

Si potrebbe ora credere che la desiderata riduzione dell’ordine
del sistema |C,,| si ottenesse trasformando il sistema con una
trastormazione ¢uadratica, che ha come punti fondamentali il
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punto A, uno dei punti A; ed il punto base I’, non prossimo ad 4
e 1 molteplicitd maggiore di 5 {(m — ), ehe esiste per il siste-

ma |Cy | in virtu del lemma di CHIsINL Questa conelusione sareb-
be perd errata, giacché la anzidetta trasformazione riesce ad es.
degenere se i punti 4,, 4., ..., A, e P sisuccedono sopra un ramo
cuspidale. ,

Un esempio valga a chiarive la cosa. Si consideri il sistema ! (g |
delle sestiche razionali (;, che hauno un punto guadruplo 4 e
guattro punti doppi 4,, 4., P, Q; supponiamo che i punti A, ed
A, siano prossimi ad 4 e si suecedano sopra un ramo cuspidale
del secondo ordine che ha il punto 4 come origine. In base a1
lemma di CHmisiNt il sistema | C,| possiede (almeno) un puntd
base nmon prossimo ad A, di molteplicitd maggiore di uno: nel
easo nostro esistono infatti i punti doppi P e ¢). Se uno di questi
due punti si mantiene proprio, il sistema | C;| si pud effettiva-
mente abbassare con la trasformazione anzidetta. Ma pud avve-
nire che i punti . e ¢ diventino suecessivi ad A, ed A, sopra il
ramo cuspidale del secondo ordine che ha l'origine in 4, ed allora
la trasformazione degenera.

Si riesce invece in ogni caso ad abbassare l'ordine del siste-
ma | C,,| semplificando preventivamente il sistema stesso, in modo
da sciogliere gli eventuali rami cuspidali passanti per 4, 4,
wey Ag- .

Eseguiamo -a questo scopo una prima trasformazione quadra-
tica T, prendendo come punti base A, 4, ed un punto generico 0,
del piano. Le curve C,, di |C,| verranno trasformate in eurve
C, di ordine:

m =2m—r—pr =m-+(m—1r—r,

passanti per A’, omologo di A4, eon la molteplicita:
Ri=m—r

e per A,, punto (omologo alla retta A O, infinitamente vicino
ad A’, eon m — »r rami lineari non osculantisi; inoltre le (", pas-
seranno per i punti (trasformati did 4,. ... A, .. con le molte-
plicitd primitive delle (*,,. lmporta notare che il punto A,” riesee
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in direzione affatto generica rispetto ai punti multipli dell’in-
torno di 4’, provenienti da quelli dell’intorno di A.

Eseguiamo ora una seconda trasformazione quadratica 7,. con
i punti fondamentali 4’, A, ed un punto generico 0, del piano;
con notazioni analoghe a quelle usate nel caso precedente, possiame
dire che le curve trasformate saranno delle curve (', d’ordine:

m’ =2 — B, — ry=m+ 2m — r) —(r, -+ 1,).
passanti: ’
By=m'—ry=m—+(m—r)—(r, +1,)
volte per un punto A”, ed m'— R, = m — r volte per un punto
.7, infinitamente vieino ad A”, nonché per i punti (trasfor-
mati di) A, 4 Ag, .. con le molieplicith primitive.
Eseguiamo analogamente le successive trasformazioni 7', ..., T,
in corrispondenza ai punti 4, ..., 4,4, che hanno molteplicita mag-

K

giore di _E(m—r); la T, & determinata dai punti base infinita-
mente ‘vieini A1, 4, e da un punto 0, generico. Arriveremo
a curve (' ) UCordine:

MO = 4 glm — ) — (r, -+ ry + o401y
passanti:

By=m+ (g —1)m— r)— (rj4 ry+ . -+ 0y)
volte per A'? ; ed al punto A'? saranno infinitamente vieini in
direzioni generiche g punti A4,,, 4,7, .., A,'? di molteplicita
m®— RB;=m—y creati dalla trasformazione, con parabole oscu-
latrici distinte, ed eventualmente altri punti multipli, i quali tutti

X T |
pero avranno una molieplicita <C é—(m — ).

Al sistema delle curve C, g si pud ora applicare il nostro
lemma, in virti del quale esiste un punto base P, di molteplicita:

1 1
5> 3 (m® — R,) =glm~—ry,

che dovra essere un punto proprio, non allineato con aleuno dei
punti (m — r)-pli.
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Conseguentemente si potra ora ridurre l'ordine delle C, g
con una trasformazione quadratica T,,,, nella quale si prendono
come punti fondamentali 49, 4, e P,: arriveremo a curve
d’ordine:

MO = 2@ — B, — (i — r)— §, =

=MA-gint — 1) — (P 0y A e Py — 8,
con un punto A“t? multiplo secondo
Boy=n+(qg—1)m—r)— (0, 4+r+..+r)—s,

nel cui intorno si avranno ¢ —1 punti (m — r)- pli, (trasfor-
mati di) 4,7, 4,7, ..., 4,9, Le curve a cui siamo pertvenuti pos-
siederanno — per il nostro lemma — un punto base P, di mol-

s 1 .
teplicita s, > 5(m——r) distinto da A9*Y, e non allineato con

aleuno dei punti (m-—7)-pli, si avrd percid una trasforma-
dione T, riducente l’ordine delle nostre curve a:

MOFD =+ gl ~— 1) — () + Py s 4= 1) — §; — S,.

Successivamente si avranno altre g — 2 trasformazioni dello
stesso tipo, che c¢i condurranno a curve d’ordine:

MED = i 4 O — 1) — (1] 4 Py + oo 1) — (§) -+ Sy + oo+ S,

Ma é:
2ry>m—r, 2s>m—r
e quindi:
QU — ) <P APy Py 8 8, L 8y
ed in definitiva:
M <.

Siamo quindi riusciti ad abbassare, mediante 2¢ trasforma-
zioni guadratiche successive, 1’ordine m di un sistema lineare | C,, |
di curve razionali, per il quale i tre punti di molteplicitd mas-
sima non possono essere presi come punti fondamentali di una
trasformazione quadratiea; questa conclusione vale per il caso
in eni il pnnto di molteplicitd massima abbia molteplicita mi-
nore di m — 1 (ed in gqualunque caso per le reti omaloidiehe).
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Riassumendo allora i risultati ottenuti, possiamo dire: se in
un sistema lineare di curve razionali il punto dt mbl.teplicitd mas-
stma ha molteplicita minore di m — 1, ’ordine del sistema st puo
sempre abbassare con trasformazioni eremoniane, stno « ridurse
al caso in cut esistano meno di tre punti base.

11 caso d’eccezione non da quindi luogo, se r < m — 1, a nuovi
tipi di sistemi lineari di curve razionali.

Ma rimane da trattare il caso in cui il sistema |C,, | o un altro,
birazionalmente equivalente ad esso a cui si pervenga con sue-
cessive trasformazioni (uadratiche, sia dotato di un punto base 4
{m — 1) - plo. Tl sistema non pud allora possedere ulteriormente al-
tro che punti base semplict e nel caso da esaminare (r--r,4-r,>m)
dobbiamoe ammettere che almeno due punti base semplici A, 4,
siano prossimi al punto (m —1)}-plo. Siano in generale 4,,
Ay o A, 1 punti base di |C,,|, prossimi ad A. Si pud supporre,
senza ledere la generalitd, che i punti 4,, 4,, .., A, siano tutti
distinti. Con i! procedimento prima esposto, si possono infatti
sciogliere 1 rami cuspidali, che hanno origine in 4. Con questo
non si altera 1'ordine di |Cy |, 2iacehd si tratta sostanzialmente
di eseguire un certo numero di trasformazioni quadratiche, che
hanno come punti fondamentali: il punto A, un punto prossimo
ad I ed un punto generico del piano. Tali trasformazioni mutano
un sistema di C,,, con A(m—1)-plo in un sistema dello stesso tipo.

Seiolti i rami enspidali, si possono fare due ipotesi: o il siste-
ma | C,, | possiede nno o pin punti base (sempliei) non prossimi ad
A, ed allora 1'ordine del sistema si pud abbassare con una trasfor-
mazione quadratiea che ha i punti fondamentali in 4, 4, ed in un
punto base sempliee non prossimo ad 4 ; ovvero il sistema ha tutti
i suoi punti base infinitamente vicini ad A in direzioni distinte:
in quest’ultima ipotesi é chiaro che nessuna trasformazione ecre-
moniana potra mai abbassare 1’ordine del sistema, sicché troviamo
che un nuovo tipo a eui si pud arrivare abbassando successiva-
mente 1’ordine di un sistema eremoniano & quello costituito dalle
curve d'ordine m econ punto (m —1)-plo e 2 <<i<<m—1 punti
base semplici infinitamente vieini ad esso.
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Aggiungendo allora yuesto tipo di sistema lineare acli altri
tipi gia ottenuti, possiamo dire:

I sistems hineari completi di curve razionali possono ridursi
con trasformazions cremoniane, ottenute come prodotto di tra-
sformaziont quadratiche, ai seguenti tips di ordine minimo :

1) Rete delle rette;

2) Sistema oc® di tutte le coniche del piano;

3) Pascio di rette passanti per un punto;

4) Sistema delle curve d’ordine m con un punto Dase
(m — 1)-plo (m=2):

a) senza altri punti base;

b) ovvero con un punto base proprio;

¢) ovvero con i << m— 1 punti base semplici infinitaniente
vicine ad A, in. direzioni che si possono sempre supporre distinte.

I tipi 1), 2), 3), 4) sono effettivamente d’ordine minimo nel
senso che il loro ordine non puo essere abbassato da nessuna tra-
sformazione eremoniana del piano. Cio € evidente per i primi tre
tipi e per il quarto risnita dalla nota a pag. 284. I tipi 1), 2), 3), 4)
sono inoltre irridueibili 1'uno all’altro; e nell ‘esaminare il caso ¢)
del tipo 4) si é tenuto conto della possibilita di sciogliere eventual-
mente — senza alzare 1’ordine di | C,, | — i rami cuspidali che la
C,, generica potesse presentare per il punto (m — 1) - plo.

I sistemi non completi di curve razionali si riducono ai sistemi
contenutl nei sistemi. completi anzidetti ed aventi dimensione
minore ed ugual grado.

OssERVAZIONE. - (onviene rilevare esplicitamente i seguenti
corollari : ,

Ogm fascio di curve razionali puo essere frasformato birazio-
nalmente in un fascio di rette per un punto.

Ogni rete di grado wno di curve razionali pué esseve trasfor-
mate con siwccessive trasformazioni quadratiche, nella rete delle
rette ().

(*) Questa proposizione equivale al teorema di NoOETHEk, affermante la de-
componibilita di ogni trasformazione cremoniana in un prodotto di trasfor-
mazioni -quadratiche. Cfr. del resto F. ENnrIQUES ed O. CHISINI: T'coria...,
Vol, TII, Lib. V, Cap. II, pag. 173,
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Partendo dalla conoseenza dei tipi d’ordine minimo ai quali
possono eremonianamente ricondursi i sistemi lineari di curve
piane razionali, & facile ritrovare il teorema di Den Pezzo ed il
teorema di PIcarp.

Alla classificazione dei tipi birazionalmente distinti di sistemi
lineari completi (i curve razionali corrisponde infatti la classifi-
cazione dei tipi proiettivamente distinti di superficie normali a
sezioni iperpiane di genere zero. Piu precisamente, ¢ un sistema
rappresentativo di una superficie normale a sezioni iperpiane di
gentere zero ogni sistema lineare completo di enrve razionali di
dimensione maggiore o uguale a tre.

D’acecordo con la distinzione proiettiva delle rigate razionali
normali, per riguardo alle loro direttrici d ordine minimo, si
trova la proposizione :

Ogni superficie nornale « seziont iperpiane di genere zero st
pio rappresentare sw di un piuno in modo che 1l sistema rappre-
sentativo delle seziomi iperpiane sia:

1) il sistema oo® delle coniche ovrery

2 4l sistema delle curve d’ordine n==" com un punto buse
(n—1) -plo:

&) senza altri punti base

h) o con un punto base proprio

¢} o con i< n— 1 punti base infinitamente vicint tn dire-
zigni distinle.

Questa proposizione equivale al teorema di Der Przzo: la
superficie rappresentata dal sistema oc® delle coniche & infatti
ta superficie di Verovese; ed una superficie rappresentata da un”
sistema di curve d’ordine # eon un punto O (n — 1) - plo & cer-
tamente rigato, giacché le rette per il punto O sono unisecanti
le immagiuni delle sezioui iperpiane e quindi immagini di rette.

Una superficie normale a sezioni iperpiane di genere zero &
quindi una rigata ovvero una superficie di VERONESE.

Per quanto riguarda le superficie a sezioni razionali dello spa-
zio ordinario, esse si ottengono in corrispondenza ai sistemi li-
neari, che sono contenuti nei tipi sopra riportati e risultano di
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ugual grado e di dimensione tre. Si trova cosi che tali superficie
somo rigate o superficie di STEINER. Ritroviamo dungue il teorema
di Picarp.

10. Nota storiea.

Abbiamo veduto che lo studio delle superficie a sezioni razio-
nali si pno fare da due punti di vista:

a) rviferendosi alle superficie proiettivamente date o alle su-

perficie normali dalle quali esse provengono per proiezione, ovvero

L) studiando direttamente la riduzione all’ordine minimo

dei sistemi lineari di curve piane razionali mediante trasforma-

zioni quadratiche.

11 primo i linea storica che si sia ocecupato delle superficie
a4 sezioni razionali fu E. Prcarp (1878) (1), il guale, riferendosi
alle superficie proiettivaniente date nello spazio ordinario, scopri
la proposizione fondamentale che le superficie a sezioni razional:
sono o rigate razionali o superficie «li STEINER. La trattazione
iperspaziale & invece dovuta a P. DEL Pezzo (1885) (2), il quale
studid le superficie d’ordine n nello spazio ad n 4 1 (dimensioni.

Nella nostra trattazione abbiamo dedotto il teorema di Picarp
dal teorema piit generale di KRONECKER-C'ASTELNTOVO. Questo tec-
rema fu comunicato nel 1886 dal KroNECKER verbalmente in nna
seduta dell’Accademia dei Lincei. La dimostrazione che ne abbia-
mo data appartiene sostanzialmente al (‘ASTEI,NTTO\'O (%) e risale

al 1894
Questa dimostrazione & stata rielaborata da E. Boapian: (*)

(*) La dimostrazione del Picarp trovasi riprodotta nel trattato: E. Picarp
e G. SivaarT: Théorie des fonctions algébriques de deun variables indépen-
dantes, Parigi, 1908, Tomo II, eap. 1I1, pag. 59 e segg.

() Cfr. P. DEL PEzzo: Sulle superficie di ordine n immerse nello spazio
ad -1 dimensioni. « Rend., Aee. di Napoli », 1885,

(% Cfr. G. CasteLNvOvo: Sulle superficie algebriche ehe wmmetiono un
sistema doppiamente infinito di sezioni piane riduttibili, « Rend. Ace. Lin-
ceiv, Vol. TII (1894),

() Ctr. E. BoxpiaNi: Il tfeorema i KRONECKER-CASTELNUOVO. « Bollet-
tino delt’Unione Matematica ltaliana» (1932). '
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e nella forma da lui esposta trovasi riprodotta nella seconda edi-
zione del noto trattato del Bervixt (%).

Per dimostrare che ogni superficie a sezioni piane razionali
& proiezione di una superficie normale @+, ¢i siamo serviti della
nozione di serie caratteristica, che fu introdotta da C. SEGRE nel
1887 e subito da lui adoperata per illustrare da un punto di vista
unitario molti risultati parziali che in quell’epoea erano stati
ottenuti da vari autori nello studio «elle superficie razionali e
dei sistemi lineari di enrve piane.

La dimostrazione, da noi presentata, del fatto che ogni @I+
¢ una rigata ovvero la superficie di VERONESE, riproduce sostan-
zialmente la dimostrazione i Dern P’Ezzo.

Lo studio approfondito delle rigate razionali normali, special-
mente in rapporto alle loro direttrici d’ordine minimo e alle loro
rappresentazioni piane, & dovuwto a C. SEcre (%)

Le ricerche sulla riduzione all 'ordine minimo di sistemi lineari
di curve piane razionali mediante trasformazioni gunadratiche in-
cominciano dal caso delle reti omaloidiche. Pare che il CLIFFORD
abbia per il primo acquistata la convinzione che ogni rete omaloi-
dica si possa ridurre con trasformazioni quadratiche alla rete delle
rette, ossia che ogni trasformazione cremoniana sia gZenerabile
mediante un numero finito di trasformazioni quadratiche, 11 Crrr-
PORD giunse a guesta scoperta per via di numerosi esempi e la
sua induzione fu eomunicata in una memoria di A. Cavrry (%)
Poco dopo (1871) M. Norrurr (*) e J. Rosaves (9) fornivano

() Cfr. E. BErTINI: Introduzione alla geometria proiettiva degli iper-

" spazi, seconda edizione (Principato Messina) 1923, pag. 403:

() Cfr. C. SEerE: Sulle rigate razionali in uno spuzio lineare qualunque,
« Ace. delle Scienze di Torino», Vol. XIX, 1884,

(*) Cfr. A, CAYLEY: On the rational Trasformation between two spaces,
« Proceedings of the London Math. Soe..», III, 1869-71.

() Cfr. M. Noermer: Uber Flichen, welche Schagren rationaler Curven
besitzen, « Math, Ann.», Bd, IIT, 1871,

() Cfr. J. Rosanes: Uber dicjenigen rationalen Substitutionen, welche
eine rationale Umkehrung anlassen, ¢ Crelle’s Journal », Bd. 73, 1871.

-
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una base razionale per la riduzione delle reti omaloidiche, di-
mostrando che Im una rete omaloidica le molteplicita dei tre
punti base di massima molteplicitd soddisfano alla disugua-
elianza » 4 », + 7, > n. In queste dimostrazioni non & consi-
derato 1l caso dei punti base infinitamente vieini, che tuttavia
veniva trattato dal Norrurr () 1’anno dopo (1872). Il NoETHER
osserva che una rete omaloidica dotata di un punto base 4 r - plo
¢on punti base prossimi in direzioni distinte, si pud ridurre me-
diante una trasformazione quadratica, la euni possibilitd risulta

. . . s 1
dall"esistenza di un altro punto base I’ di molteplicita k> 5 (n—r),

che non appartiene all’'intorno di primo ordine di 4. Questa tra-
sformazione riduttrice & ancora uou degenere se i} punto P diventa
infinitamente vieino ad 4, succedendo — sopra un ramo lineare —
ad un punto A, prossimo ad A. Ma, yuando aleuni punti base
prossimi ad A4 in direzioni distinte si avvicinino indefinitamente,
dando origine a rami euspidali, il punto P pud cadere sopra uno
di tali rami; e ¢io da luogo ad un’eecezione che fu rilevata da
(. Seere (?). La eritica del SEGrE fu rimossa da G. CasTELNUO-
vo (%), il quale fece vedere che l'ordine di una rete omaloidica,
comungue dotata di punti base infinitamente vicini, si pud ridurre
mediante una conveniente trasformazione di D JoNQUIERES, la
quale a sna volta, come fu notato dallo stesso SEGRE, si lascia de-
comporre in un prodotto di trasformazioni quadratiche, Infine
0. Cuisint (Y riusel a definire direttamente nna successione di

*) C't'r. M. NoETHER: Zur Theorie der eindeutigen Ebencntransformatio-
nen, ¢« Math. Ann.», Bd. V, 1872,

) Ctfr. (', SEGRE: Un’osservazione velative alla riducibilila delle trasfor-
mazioni erenoniane e dei sistemi lineari di curve piane per mezzo di trasfor-
mazioni quadratiche; « R, Ace. Se. Torino», 1901,

() Cfr. G. CasrELNvUova: Le trasformazioni generatrviei del (/)'e(ppo ere-
moriano nel piano, « Ace, delle Seienze di Torino », Vol, XXXVI 1900-190].

() Cfr. O. CmsiNi: Sul teorema di NoETHER velativo alla decomponi-
hilita Ai wne trasformazione cremoninna in un prodotto di irasformaszioni
yuadratiche: « Atti della societd dei naturalisti e matematiet A1 Modena »,
s. 5, vol. V1, 1921,
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‘trasformazioni quadratiche. mediante la quale si riesce ad abbas-
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sare 1’ordine di una rete omaloidica. comunque dotata di punti
hase infinitamente vieini. L'analist del CHismNi riprende e comple.
ta 'osservazione del NOETHER relativa al caso «i punti infinita-
mente vieini ad 4 in direzioni distinte. stabilendo un lemma di
cui si vale per dimostrare )’esistenza dei punti base multipli, che
oceorre considerave. Il pradotto delle trasformazioni quadratiche,
definite dal Crnrsixi, darebbe come risnltato la trasformazione di
DE JONQUIERES, considerata dal CASTELNUOVO.

Assai prima che il teorema della riduzione (mediante trasfor-
mazioni quadratiche) di ogni rete omaloidica alla rete delle rette
fosse rigorosamente provato, si estesero le ricerche alla riduzione
di sistemi lineari di eurve piane di genere zero o maggiore di zero
e di dimensione diversa. '

Nel 1871 i} NoETHER, come conseguenza immediata del suo
teorema sulle superficie che possiedono un faseio lineare di curve
razionali, seopriva che ogni faseio di enrve razionali & eremonia-
namente riducibile ad un faseio di rette. Nel 1877 E. BeErTiNI (*)
era condotto alla riduzione dei fasei di curve ellittiche dal pro-
blema di elassificare le trasformazioni eremoniane involutorie del
piano. cioé le involuzioni del seecondo ordine. Finalmente, per li-
mitarei soltanto ai sistemi di eurve di genere zero. il problema
eenevale di determinare tutti i tipi i ordine minimo ai quali pos-
sono ricondursi cremonianamente i sistemi lineari di curve razio-
nali fu risolto dal Guccia () nel 1886. Lo studio del Guccia
— basato sulla generalizzazione del metodo tenuto dal NoOETHER
per la riduzione delle reti omaloidiche — wurta nell’obbiezione
critica. sollevata dal SecrE, della ¢uale abbiamo parlato dianzi.
L’esame del caso di eccezione, istitnito dal FErreTTI (%) (1902)

(*) Cfr. E. BErTINI: Ricerche sulle trasformaziont univoche involutorie
nel piano, « Ann, di Mat, », serie II, tomo VTII, 1877.

(® Cfr. G. B. Guccia: Generalizzazione di wn teorema di NOETHER,
« Rend, Cire. Mat. di Palermo», T. I, 1877,

%) Cfr. G. FErxrrri: Sulle ri(h:zinn@ all’ordine minimo dei sistemi U-
neart di curve piang irriducibili di genere p: in particolare per i valori 0, 1, 2
Ael genere; « Rend. Cire. Mat. di Palermo». T. 16, 1902,
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— col metodo di CASTELNUOVO — ha pero escluse il dubbio eirca
I’esistenza di nuovi tipi.

Nella nostra trattazione — che riproduce sostanzialmente la

trattazione di NoETHER e di Guccia — il caso d’eccezione & stato

risolto mercé un’analisi, che generalizza quella svolta dal CHisINT
per la riduzione delle reti omaloidiche.

s




Capitoro TIL.

LE SUPERFICIE A SEZIONI PIANE ELLITTICHE.

11. Razionality delle superficie non rigate
a sezioni ellittiche.

Sia F una superficie algebrica, per la quale le oo® sezioni
piane siano eurve di genere 1. '

La superficie F sard rigata oppure no. Nel primo caso la F
& certamente non razionale: infatti, in una rappresentazione piana
della F' le generatrici dovrebbero essere rappresentate dalle curve
di un certo sistema oot v, € per un punto P generico passerebbe
ung sola curva di y; eonseguentemente il sistema vy sarebbe un
fascio e pereid razionale (*) e non di genere 1 come si & supposto il
sistema delle generatriei della F. Da questo assurdo segue che la
rigata ellittica non & razionale.

" Invece dimostreremo la seguente proposizione fondamentale:

Ogni superficie algebrica non rigate le cui sezioni piane Sono
curve ellittiche & razionale.

Sia F ,una superficie algebrica irriducibile non rigata d’or-
dine », 1a qualé sia segata da un piano generico in una curva C,
di genere 1. Tra le sezioni piane si possono trovare anche delle
curve di genere zero o delle enrve spezzate. Lia totalitad delle se-
zioni ridueibili non pud essere perd doppiamente infinita (giacché
in questa ipotesi, per il teorema di KroNEcKER-CASTELNUGVO (cfr.
Lib. II, cap. 11, n. 7) la F',, sarebbe rigata o la superficie di STEI-
NER); ne segue che per una retta generica  dello spazio non
passa aleun piano segante F, in una curva spezzata.

(® Cfr. ad es.: F. EnriQuEs ed O. CHIsINI: Teoria.., Vol I, Lib. II,
Cap, II, pag. 231 i
29
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Sja ora €, la sezione della ¥, eon un piano generico =. Come
¢ noto, esiste sul piano = una curva (,g, aggiunta alla C,,, d’or-
dine » — 3, Ja quale non sega C,, fuori dei punti multipli. Consi-
deriamo la totalitd co® di tutte le curve aggiunte alle sezioni
piane. A priori due easi possono presentarsi:

a) le oo® curve invadono tutto lo spazio e quindi per un punto
generico ne passano co’; ovvero

D) le oo® curve (,,_;sono le sezioni piane di una superficie
d’ordine n — 3 : D, _,.

Nel primo caso, poiché una €, irriducibile non & segata dalla
aggiunta (', __, fuori dei suoi punti multipli, si avranno per un
punto generico P di F, oo* sezioni piane riducibili. Ma eio porta
che 1a F,, sia una rigata non potendo essere la superficie di StEr-
NER, le cui sezioni piane sono di genere zero.

11 primo caso essendo da escludere, rimane solamente possibile
il secondo e possiamo enuneciare che:

Le 0o® curve d’ordine n — 3 aggiunte alle curve dv genere ung,
seztoni piane di una superficie F, non rigata, costituiscono wna
superficie ®,_; che passa ¢ — 1 volte per ogni linea 7 - pla del-
la F,.

La superficie @,,_; pud essere generata anche cosi: presa una
retta generiea r, le eurve d'ordine n — 3 aggiunte alle co® sezioni
(irriduetbili) della F, con gli oo piani del fascio, che ha eome
sostegno la », generano la @,,_,.

Riprendiamo la retta » ed il piano = per essa, segante la F,,
in una C , e la®d,, ., nella sua aggiunta d’ordine n — 3. La curva
C,, possiede notoriamente co”—!
e per n— 2 punti generici 4,, A4,,... 4,,_, della retta » passano
oo di queste curve. Una C,,_, & dunque individuata guando si
imponga ad essa (oltre il passaggio per gli n — 2 punti 4,, 4,, ...,
4 ,_.)una determinata tangente ¢ in uno di questi punti (sia 4,),
che potremo sempre supporte diverso da una delle n — 3 inter-
sezioni di r con la @,,_;. Possiamo fissare la ¢ come intersezione
del piano della ('), _, 2on un piano = per 4,, che non contenga la r.

Facciamo variare il piano = nel fascio che ha la » come soste-

curve aggiunte d'ordine n — 2,

¢no; per ogni posizione el piano = rimane allora completamente
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individuata una eurva di ordine n — 2, agginnta alla emrva C,,
sezione della F, con =, passante per .A,. A, ..., A, e tangente
alla £; si viene cosi a generare una superficie @. il cui ordine &
certamente non minore di »-— 2. Dimostriamo che esso & effet-
tivamente n — 2. Se infatti 1’ordine di @ fosse superiore ad n — 2,
poiché le intersezioni delle (',, _,con la retta r sono fisse, dovrebbe
esistere un piano =, per il quale la corrispondente (',,_. si spezzi
nella » ed in una €', _s aggiunta, ehe deve passare per 4,. Ma una
C,—s passante per A, non pud esistere, giacché A, non appartiene
a ®,_3; ne segue che lordine di @ & appunto » — 2. Abbiamo
cosi eostruita una superficie @,,_, che passa i— 1 volte per ogni
linea ¢-pla della F,, ed & seerata da ogni plano in una curva
ageiunta alla corrispondente sezione piana della F,,.

Le @, _, analoghe formano un sistema lineare oo™ perché le
loro sezioni sopra un piano sono le oo™ 1(C, _,agziunte alla se-
ziome di F, =d il piano fa parte di una sola &, _, spezzata che
contiene la predetta @, _ ;.

Ora Je co™ O, _, segheranno sopra la F,,. fuori delle linee mul-
tiple, un sistema lineare co™ di curve d’ordine #, essendo % il nu-
mero dei punti eomuni ad una sezione piana generica di ', e ad
una sua aggiunta C,_, (fuori dei punti multipli); e guesto sistema
lineare conterrd totalmente il sistema delle sezioni piane. Poiché
inoltre due sezioni piane di F,, si incontrano in » punti, cosi due
curve segate sulla F,, da due @, _, avranno n punti in comune.

Mediante i) sistema delle co™ superficie ®,,_,, la F,, pud essere
trasformata birazionalmente in una superficie @,, dello spazio §,,,
che risulterd come-la F,d’ordine n e potrd essere proiettata sulla
F, da uno 8,,_,. non avente punti ecomuni con essa. La superficie
®, risulta normale giacché le sue sezioni iperpiane sono curve
ellittiche dello 8,,_; e perc¢id normali. Possiamo dunque affermare :

Ogni superficie F,, d’ordine n, non vigata, a sezioni ellittiche st
pud ritenere come proiezione di una superficie normale d’ordine
n dello spuzio ad n dimensioni.

La razionalitd della F, é allora una conseguenza immediata.
Proiettando infatti una @®,, normale in §,, da un suo punto in
un S,_; si ottiene in questo §,,_, una superficie normale d’ordine
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n— 1. Ripetendo lo stesso procedimento, si pud ottenere in un
Sy, una superficie d’ordine n —2 e con successive proiezioni
ei si pud ridurre ad una superficie del terzo ordine dello spazio
a tre dimensioni.

Questo procedimento di proiezione non pud condurre ad un
cono cubico ellittico. Cido risulta subito dalla seguente osserva-
zione, Siecome la F» non @& rigata, le curve, ehe si proietterebbero
nelle generatrici del cono, dovrebbero avere un eerto ordine n > 1
e costituire sopra la ®, un fascio ellittico dotato di punti base
(cadenti in punti generici semplici della @, ). Ma un tale fascio
non pud essere ellittico, perché il gruppo delle tangenti (o, nel
caso di tangenti fisse, delle curve osculatrici) alle sue eurve in un
punto bas¢ descrive una involuzione razionale; il fascio risulta
pereid razionale in base al teorema di LitroTE (*).

In tal guisa si arriva alla conclusione:

Una superficie F,, a sezioni plane di genere uno non rigata é
birazionglmente equivalente ad una superficie cubicu, diversa dal
cono di genere uno.

E quindi si ha il

Teorema di CASTELNTUOVO: Ogm superﬁcie F . a sezions ellit-
tiche non rigata é razionale.

12. Le superficie non rigate d’ordine » normali in §,.

Le superficie (non rigate) d’ordine n, ®%, normali in §,, si
lasciano studiare (con P. DEn PEzzo) mediante il procedimento
gopra indieato, che permette di proiettarle da # — 3 punti distinti
in superficie cubiche. In particolare questo procedimento permette
subito di riconoscere che 1’ordine ha al massimo il valore 9. Infatti,
se si avesse una @y, di Sy, proiettandola da 7 punti generici si
avrebbe una F, contenente 7 rette, ciascuna delle quali rappresen-
terebbe l’intorno di un punto, a due a due prive di punti comuni.
Ma la rappresentazione piana della F, permette di riconoscere che

A Cfr ad es. F. ENrIQUES ed O. Cmsini: Teoria.. Vol. I, Lib. TI,
Cap. I, pag. 169. )
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un tale gruppo di 7 rette non pud appartenere a questa superficie
F,: date 6 rette a due a due sghembe, ogni altra retta della super-
ficie & incidente a qualecuna di queste.

Vediamo dunque che le superficie normali ®* di 8,, non ri-
gate, rispondono soltanto ai valori n =3, 4, 5,6, 7, 8, 9.

Un altro procedimento per lo studio delle superficie (non ri-
gate) d’ordine n, @, normali in 8,,, & stato indicato da F. Exri-
QUES e permette agevolmente di trovare sia la limitazione n<< 9
per l’ordine, sia il sistema rappresentativo di gueste superficie.
L’uno e 1’altro procedimento permettono di dimostrare che per
n << 9 esistono effettivamente delle superficie ®@*, normali in 8,
e nom rigate; esse costituiscono ung sola famiglia (dipendente da
parametri variabili von continuitd) salvo il caso n =8, nel quale
st hanno due famiglie distinte.

In quanto segue, riporteremo il procedimento di F. Exri-
QuESs (%)

Incomineiamo con 1'osservare che per » = 3 la superficie d’or-
dine tre, normale in S,, & la superficie cubica generale, rappre-
sentabile sul piano mediante il sistema delle cubiche per sei punti
base sempliei,

Per n=—4: ung superficie del quarto ordine normale in 8,, &
necessariamente la superficie di SEGRE, base di un fascio di qua-
driche, generalmente rappresentabile sul pieno dalle cubiche per
cingque punti base semplici. Anzitutto la sezione iperpiana gencrica
della ®, non pud essere razionale, giacché allora la ®, — per i
risnltati del eapitolo precedente — non sarebbe normale. Ne segue

che per una quartica, sezione della @, con uno 8, passano oo’

superficie del secondo ordine: se @ & una di queste, esistono oo
guadriche di 8,. le quali passano per ® (*); esse segano sulla @,

() Cfr. F. ENRIQUES: Sui sistemi lineari di superficie algebriche ad inter-
sezioni variabili iperellittiche; « Math. Ann.», Bd. 46, 1893-94.

(* Invero, imponendo alle quadriche di S, passanti per &, di contenere
un punto generico di S, (una condizione lineare), si ottiene un sistema li-
neare co4 costituito dalle quadriche spezzate nello S, ed in un iperpiano ge-
nerico di S,.
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il sistema delle co? yuartiche sezioni iperpiane. giaeché il nomi-
nato sistema, essendo la ®, normale, non & ampliabile in un si-
stema co® Per ciascuna guartica sezione iperpiana della e pas-
sano dunque co! guadriche di §,, passanti per @, e quindi vi &
una quadrica di 8,, passante per @ e contenente la @, : ne segue
che la @, ¢ la superficie base di un fascio di guadriche.

Cid premesso, il proecedimento di F. ExriQues per lo studio
delle (I)::, normali in 8, e non rigate, si fonda sulla clonsi-dera—
zione che, per » > 4, su ogni ®%esiste nna cubica gobba, ovvero
una quartiea razionale normale, segante in due punti le sezioni
iperpiane residue.

Premettiamo a questo scopo la seguente osservazione: se una
sezione iperpiana di una @ si spezza, le sue compouenti sono
curve razionali normali: se infatti vi fosse una c¢urva £, d’ordine
r < n, sezione iperpiana parziale della @X. la quale appartenesse
ad un 8, di dimensione p < r, le intersezioni residue degli iper-
piani per §, con la @ costituirebbero sulla @} un. sistema lineare
di curve d’ordine n — r, di dimensione # — s — 1 >=n—r, cid
che & assurdo, perché le sezioni (ellittiche) della @} non possono
contenere una g,—, di dimensione magegiore di n —r —1.

Ne segue che una sezione iperpiana parziale d’ordine » della
@ — ad es. la L, — determina sulla ®* un sistema lineare com-
pleto di curve analoghe la cui dimensione & r — 1. Invero la di-
mensione de] detto sistema non pud essere maggiore di » — 1, ché
allora su di una sezione iperpiana generica della @ si avrebbe una
g% con s >r—1. La detta dimensione & quindi r —1, giacche
oo™ sono gli iperpiani che passano per una geuerica ecurva d’or-
dine n—r, razionale e normale, che insieme ad 1, formi una
sezione iperpiana di @ .

Dopo ¢id sia n > 4: vi sono allora infiniti iperpiani bitangenti
alla ®F, che toccano la superficie in un dato punto generico 0.
Invero gli iperpiani tangenti in O alla @? costituiscono un sistema
lineare di dimensione maggiore di uno e cioé almeno una rete:
riferendosi ad una rappresentazione piana della @, le curve im-
magini delle intersezioni i @} con gli iperpiani tangenti in O
costituisecono gquindi un sistema lineare di dimensione due almeno,
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nel quale esistono infinite curve dotate di punto doppio (*); e
queste curve corrispondono a sezioni della @} con iperpiani tan-
genti in O ed in un ulteriore punto. Lie nominate sezioni bitau-
genti sono spezzate, essendo delle curve ellittiche normali dotate
di dne punti doppi; e — per l'osservazione precedente — lo
spezzamento avviene in due curve razionali normali, C,. e C,, pas-
santi per 0, aventi un ulteriore punto comune, nessuna delle quali
puod essere una retta, giacche la (I);: non é rigata.

Poiché la C, e la C; si incontrano in due punti, il sistena
lineare | C,.|, oo, individuato dalla (',., seza sulla C, una g.;
ed analogamente il sistema lineare | C;|, oo*~%, individuato dalla
C,, sega una g, sulla C,.. Ora due casi possono darsi: o Je di-
mensioni di | C,.| e | C,| sono entrambe << 2, ovvero una di esse
— sia quella di |C,| — & > 2: poiché | C,.| sega su una C, una ¢,
esisterd allora qualche €, che contenga una generica (', di |C,]|.
In altre parole il sistema |C,| & contenuto o coincide con il
sistema | C,.|. Se | C;| & contenuto in |C,| & s<7 e la generica
curva di C, non pud quindi contenere come parte una C,; la
dimensione di [ (;| & quindi < 2. Se invece |C,| e.| C,| coin-
cidono, la serie segata da |C,| su una generica curva (’,. &
una gg*l indicando con t la comune dimensione di |C,| e
|C,]; e sard t<C3. In tutti i easi si pud dungue asserire
che uno dei sistemi [C,|, |Cs;| ha la dimensione <3 e
guindi una delle curve, C,, C, ha l'ordine == 4. Percio, se
nessuna delie due curve & una conica, una di esse & una cubica o
una quartica razionale normale. Se invece una delle C,,, C; & una
conica, si dimostrerd l’esistenza sulla @? di una cubica gobba o
di una qguartica razionale normale, nel modo seguente.

Sia C, una conica e C; abbia l'ordine maggiore di 4 ed ap-
partenga quindi ad un sistema lineare di dimensione maggiore
di tre. In questo sistema vi sono delle curve aventi un punto

() 11 luogo dei puxnti doppi delle curve di una rete & la curva jacobiana
il cui ordine (3n—3) & sempre maggiore di zero, se » > 1; e la jacobiana
non pud risultare indeterminata finché le parti variabili delle eurve della
Tete non siano composte con le curve di un fascio.

Kot e
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doppio in un punto generico della @F, de guali si spezzano
in dune curve razionali normali d’ordine = 2 aventi (soltanto)
il detto punto commune. Ciascuna di queste due componenti ha
un punto comune con la C,; se infatti cié non fosse, una di esse,
C’, ineontrerebhe la C,. in due punti, e ’altra, £”, non ineontre-
rebbe affatto la C,.: ma cid & assurdo, perché gli iperpiani per la
C,. + (" segherebbero sulla ®* un sistema lineare di curve dello
stesso ordine di C” e della stessa dimensione di quest’ordine. Ora,
le due eurve d’ordini s" ed §”, appartengono a sistemi lineari ri-
spettivamente di dimensione s’ — 1 ed s” —1; e poiché si incon-
trano in un punto, ripetendo nun ragionamento gid esposto, se ne
deduce che almeno nno dei numeri s" ed s” & << 3. Vi & dunque
sulla ®* una cubica gobba, ovvero una delle curve ¢” o C” & una
conica. In guesta ultima ipotesi sia €’ una conica: possiamo dire
che un iperpiano speciale per la C” sega la @) secondo due co-
niche (la C, e la C’); ne segue che un iperpiano generico per C”
sega la @7 secondo una quartica razionale normale.

(Coneludendo, rimane effettivamente provata 1’ esistenza su
ogni @* di una cubica gobba o di una quartieca razionale nor-
male, segante in due punti l’intersezione iperpiana residua.

Cio posto, & facile arvivare alla rappresentazione piana di
ogni @*. Supponiamo da prima che la ®» contenga una cubica
gobba L, Un iperpiano generico per la L; sega ulteriormente la
@} in una curva irridueibile L,_; razionale normale, d’ordine
n—31in S,—3; e da questo S,_; la o) viene proiettata univoca-
mente sopra un piano: invero cid consegue immediatamente dal
fatto che gli Sy,—, di §, che passano per 1’S,_; da cui si proietta,
segano la @ secondo cubiche gobbe, che hanno due punti co-
muni con il nominato S,—g. Una generica sezione iperpiana i
@2 incontra la Ly—5 in n—3 punti: ne segue che, nella proie-
zione dall’S,—s di L,_,, la @” viene rappresentata su di un piano
da un sistema lineare di cubiche.

Supponiamo invece che sulla @) esista una quartica L, ra-
zionale e normale di 8,. Un iperpiano generico per L, sega la (I);i
in una residva Ly, razionale e normale in uno spazio Sy, Proiet-
tando la @7 dal nominato S,—, nello spazio ordinario, si arriva
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ad una quadriea F',: invero gli iperpiani per 1’S,,—, da cui si proiet-
ta intersecano ulteriormente la ®* in quartiche, che hanno due
punti in comune con la 7,,. Poiche le sezioni iperpiane generiche
della @% hanno n — 4 punti a ecomune con la Ly, le loro proie-
zioni sono delle quartiche ellittiche di F,. Dune casi sono ora pos-
sibili: o le quartiche ellittiche, proiezioni delle sezioni iperpiane
della @", hanno tntte (almeno) un punto a comune, ovvero non
vi & alcun punto comune. Nel primo caso la proiezione stereografica
della F', da uno dei punti comuni alle quartiche ellittiche, conduce
a rappresentare la @7 mediante un sistema lineare di ecnbiche. Nel
secondo caso la @, per proiezione da un punto generico della F,,
viene rappresentata su di un piano in modo che le sezioni iper-
piane siano delle quartiche ellittiche, dotate di due punti doppi
e prive di altri punti base.

Riepilogando le eose dette ed includendo anche i casi n = 3 ed
n = 4, possiamo dungue enunelare il

Teorema di DEL Przzo: Ogni superficie algebrica d’ordine n,
non rigata, normale nello spazio ad n dimensioni, & razionale e pud
rappresentarsi sul piano:

@) con un sistema lineare di cubiche con 9 — n punti base
(n=23,4,5,6,7, 8 9); ovvero

D) (per n = 8) con un sistema lineare di quartiche con due
punti base doppi.

Risulta da questo enunciato che esistono delle superficie d’or-
dine n non rigate e normali nello spazio ad n dimensioni, per gual-
sivoglia valore di 3<<n<C 9. Per n==8 esiste solamente una fami-
glia di tali superficie, rappresentate da cubiche per 9 — n punti
semplici. Per n = 8 si hanno invece due tipi distinti: le superficie
rappresentate da cubiche per un punto base e le superficie rappre-
sentate dalle quartiche per due punti base doppi. Questi due tipi
di superficie sono realmente distinti, giacch® si vede immediata-
mente che non esiste alcuna trasformazione cremoniana del piano
che muti un sistema lineare di C,(A2B?) in un sistema lineare di
C;(4).

11 risultato precedente porta di conseguenza che ogni sistema
Yineare semplice e completo (co® almeno) di curve piane ellittiche
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€ cremonianamente equivalente ad un sistema di cubiche, ovvero al
sistema delle quartiche per due punti base doppi. Cio si pud sta-
bilire anche direttamente, ricercando a priori i tipi d’ordine mi-
nimo al quali si possono ricondurre i sistemi lineari completi
di curve piane ellittiche (di dimensione tre almeno).

Nel numero seguente intraprendiamo precisamente questa ri-
cerea per sistemi di dimensione qualsivoglia.

13. Riduzione alPordine minimo dei sistemi lineari
di curve ellittiche piane.

Sia | Cp | un sistema lineare oof(s=1) di curve ellittiche
piane, n il suo grado; chiamiamo 4, 4,, 4,, ..., 4, i punti base
del sistema, », 1, 7, ..., 7, le loro rispettive molteplicita e suppo-
NAMO: r== 1 =1 = w0 = 1.

11 sistema | Cp| pud essere completo o no. Se il sistema | Cp |
non & completo, esso pud estendersi considerando la totalitd delle
curve determinate dai punti base 4, 4,, 4,. ..., A, con le loro
rispettive molteplicita e si ha cosi un sistema completo. Ora, so-
‘pra una curva generica (irriducibile) di un sistema completo di
genere 1 e grado n, le curve del sistema segano una serie earat-
teristica completa ¢2=' = g*~*. In generale la serie caratteristica
& non speciale o speciale a seconda che il sistema € regolare o so-
vrabbondante. Nel caso nostro, la serie caratteristica g:~* pud
essere speciale solamente se n=C 2p — 2 = 0, ossia solamente se
n =0, risultando allora s = 1.

Ne segue: un sistema lLineare completo di curve ellittiche di
dimensione s > 1 é sempre regolare ed il suo grado n ¢ uguale
alle sua dimensione: s -—n.

Uln sistema di dimensione uno, eioé un fuscio di curve ellit-
tiche ha il grado zero ed é sovrabbondante: fra le condizioni 1m-
poste dai punti base una & conseguenza delle rimanenti. ITnvero
la serie caratteristica sopra una curva gemerice del sistema & la
gg camonica, per cus I'indice di specialita vale 1.

10 premesso, veniamo alla riduzione dei sistemi lineari di
curve ellittiche. Il procedimento & perfettamente parallelo a quello
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gid esposto per i sistemi lineari di curve razionali. trattandosi

sostanzialmente di determinare tutti i tipi birazionalmente di-
stinti di ordine minimo.

Riferiamoei al sistema | Cy| (completo o no) di grado » con
1 punti base 4, 4,, 4,. ... A, di molteplicita r. r,, s ... n=r=>
=1 =1,

31 supponga v + 1 == 3. Dimostriamo la proposizione: In un
sistema lineare di curve piane ellittiche d’ordine m la somma del-
le molteplicita det tre punti base pit elevati é generalmente mag-
giore dell’ordine m del sistema. Fanno eccezione soltanto due casi:

a) il caso in cui, le curve del sistema essendo cubiche. si
hanno soltanto punti base semplici, e

b) il caso di un fascio in cui i tre punti base pin elevati
hanno la stessa molteplicita.

Poiché le curve di | (7,, sono ellittiche e &1 intersecano a due
a (lue in 7 punti si avra:

tm—1ym—2) 0y —1

(1) __5, —_— = 5 =1
(2) Sr@=m*—n.
da eni si deducono le
(1) Srf=m*—n,
(2) Sri=3m —n,
ovvero le:
(1 )_:]n’ =mt—n—r—rt—-rs
v
2”) Yri=8m—n—r—r —r.

3

Moltiplicando la (27) per r, e sottraendo la (1”) viene:
,21, ‘:;' 2=m(3r, — m) — mr, —l)——),(1 + r) A4t

Ora, per le ipotesi fatte, il primo membro di guesta ugua-

glianza & maggiore o uguale a zero, essendo zero solamente se
Py =7rs=..=1,. Quindi sard anche:

mBr,—m —n(r,— L —rr+ )+t =0
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Se ora & r 4 r, + ., << m, sostituendo. si ottiene:
Ar2 —rp)+n—ryn=0.

Qusta disugnaglianza, avendosi > <<rg e n—r,n=0, & ma-
nifestamente assurda, a meno che non sia contemporaneamente:

1t =0, n—rgpu=>0

Dalla prima si ha necessariamente (poiché r=r =r,):
y = r, =, La seconda pud essere soddisfatta o per n =0 ov-
vero per », = 1. Ne concludiamo che & r + r, 4 7, > m in ogni
caso, salvo le due eccezioni sopra nominate, cioé:

a) se il sistema ha solamente punti hase sempliei, ossia &
costituito dalle oo®* cubiche passanti per {= 3 punti semplici;
b) se il sistema & un fascio, per eni & r =7, =r,.

Supponiamo che il sistema lineare |C, | sia tale che
r =4 r, 4+ r, >m. Tranpe il caso particolare — che discutiamo
piil avanti — in eni 1 punti 4, ed 4, siano infinitamente vigini
al punto 4 in dne direzioni distinte ovvero si suceedano sopra
un ramo cuspidale, esiste sempre una trasformazione quadratica,
che trasforma il sistema lineare | C,| in un sistema lineare | Cy,
il cui ordine & m' = 2m —r —r, — 1, < m.

Per il sistema lineare | (5, | si pud ripetere lo stesso ragiona-
namento fatto per | Cp | e pervenire ¢osi ad un sistema C,,» d’or-
dine m” < m’. Proseguendo in questo modo, il procedimento si
puo arrestare solamente in tre casi:

a) ad un eerto punto si arriva ad un sistema, che possiede
menc di tre punti base, ovvero

b) si cade in un sistema lineare di eubiche per i = 3 punti
base semplici o in un fascio, per cui » =r», = r,, o infine

¢) i tre punti base di massima molteplicitd non possono es-
sere presi come punti base di una rete di coniche irriducibili.

Poiché i sistemi lineari completi di curve ellittiche, con meno
di tre punti base, non possono essere evidentemente altro che:

il sistema oo?® di tutte le cubiche del piano;

il sistema oc ® delle cubiche per un punto base semplice;.
il sistema oo ® delle cubiche per due punti base semplici;
il sistema oo ® delle q11a_1‘§iche dotate di due pumti doppi,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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vediamo che, tralasciando per il momento la discussione del caso
d’eccezione ¢), ogni sistema lineare completo di curve ellittiche
pud ridurst con trasformazioni quadratiche successive ad uno dei
tipi seguents:
1) sistema lineare completo delle cubiche per 0, 1, 2, 3, 4.
5, 6, 7T punti base sempliciy '
2) sistema oc® delle quartiche con due punti base doppi;
3) fascio di curve ellittiche, nel quale st ha r =v, =r,.
Daremo pilt tardi la costruzione effettiva di tutti i tipi pos-
sibili di questi fasci. ' o
I sistemi non completi di eurve ellittiche si riducono inveee
ai sistemi contenuti nei sistemi completi anzidetti. avendone grado
uguale e dimensione minore.

Passiamo ora a discutere il easo, in cui nel sistema | Cy, | stesso
o in uno dei suoi successivi trasformati i tre punti di moltepli-
citd massima non possano essere presi come punti base di una
rete di coniche irriducibilt. Dimostreremo che in questo easo 1’or-
dine del sistema pud sempre essere abbassato con una conveniente
successione di trasformazioni quadratiche, sicché perverremo al
risultato che tutti e soli i tipi, birazionalmente distinti, di sistemi
lineari di curve ellittiche sono quelli, che abbiamo trovato prece-
dentemente. La conclusione che abbiamo in vista pud essere otte-
nuta immediatamente, qualora si premetta il seguente lemma,
analogo a quello di CuisiNi dianzi usato per la riduzione dei
sistemi lineari di eurve razionali.

- LeMMa: Se A ¢é un punto base di massima molteplicita per
un sistema lineare oo almeno | Cwm| di curve ellittiche d’or-
dine m, ed © punti base del sistema A,, A,, A, .., 4, prossims
ad A posseggono molteplicitd r,, v, 75, ..., 7y tali che o

Py e Py el T

allora estste um altro punto base P (proprio o almeno non pros-
simo ad A), la cus molteplicitd k soddisfa alla relazione:

T2k >mo— .

La dimostrazione di guesto lemma & completamente analoga a
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quella gia svolta per il caso di un sistema lineare di curve ra-
zionali.

Ineominciamo col dimostrare, che esiste certamente un punto
base di | Cp |- non prossimo ad A. ’

Osserviamo a questo seopo che il grado n del sistema. nelle
ipotesi ammesse. soddisfa alla disuguaglianza:

n<<2m—1.

¢
Poiché infatti per ipotesi & Xy > m, sard altresi la somma
q
delle molteplicita di tutfr i punti base del sistema:
d d
Sir= 2 > om,
[{} 0
Ma &, per la (2):
¥
S =8m—n,
(i}
e quindi:
3m—n>m,
ossia :
n<<2m—1.
Cio premesso, & facile dimostrare che in qualsiasi sistema
lineare di curve ellittiche. per il quale sia n=<<2m —1, &

P U S SR SR S S

Con o stesso ragionamento usato nel easo in cui |[C | & un sistema
lineare di curve razionali, si dimostra infatti che:

v k4 v
M, = rEr; + Saf,
1 1 1

da cui segue, per la (1):
v
(m—rSp=m?—n—rd
1

Poiché n << 2m — 1 viene anche:

k4
' (m—r2pr;=m—2m+1—ri
1

v
Se ora fosse X.r; < r, verrebbe:
1
(m—rir=m—2n + 1 — %

ossia :
mr = mm — 2) + 1.

|
1
f,
}
4
i
%
:
!
!
|
|
'i_
|
|
|
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Questa relazione & manifestamente assurda se » < i — 1. Ma
non pud essere 7 = -— 1, perché le curve di | Cy | sarebbero
razionali. Ne viene che deve essere:

v
r< i
1

Siccome d’altra parte si ha:
¢

2iri S Vy
1
ne segue che devolo necessariamente esistere dei punti base di
| Cpy | non prossimi ad 4.
Ora per il punto di massima molteplicita fuori di A, 4,. 4.,
wes Ay, sara:

= m:—q—r:—rt—t— . —
= Bm—n—r =1 —ry— =1
e siccome:
oAb Py e - 1 >,
e o T o e I
_ M=, P, L, PHSm—
si avra:
> mt—p— it —rm— ) wfm—r) —n
< 3 —
3m —n—m 2m —n

F faeile provare che:
mm —r)—mn__num—r) m—r.
om—m = 2m 2
infatti da questa disuguaglianza, supposta soddisfatta, si trae
senz’altro: r<Cm — 2,

I! nostro lemma rimane cosi dimostrato.

Basta ora ripetere il ragionamento esposto nel caso di un si-
stema lineare di curve raziomali (), per poter senz’altro con-
cludere :

Llordine di un qualsivoglia sistema lineare di curve ellittiche,
nel quale © tre punti di molteplicita massima (diventando infini-

}

(") Cfr. eap. pree. n. 10, pag. 29:.




320 LIBRO SECONDO

tamente vicint) mon gossono essere punti fondamentali di una
trasformasione quadratica, pud sempre venir ridotto con una con-
veniente successione di trasformazioni quadratiche.

Ne segue la proposizione:

Qualunque sistema lineare completo di curve ellittiche di di-
mensione s > 1 puo ridursi, con una trasformazione cremoniana
del piano, ad un sistema di cubiche con 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, T punts
base semplici ovvero al sistema oc® delle quartiche con due punti
base doppi.

Per gquanto riguarda i fasei di curve ellittiche, possiamo dive:
ogni fascio di curve ellittiche pud essere trasformato cremoniana-
mente in un fasecio, per eui i tre punti di molteplicitd massima
hanno molteplicith ugnali (r =, =7,). Alla determinazione di
tutti i tipi di fasei di curve ellittiche sono volte appunto le con-
s'derazioni che seguono.

OSSERVAZIONE. - Giova enunciare esplicitamente la seguente
proposizione, che & contenuta in quanto precede:
Ogni rete di grado due dv curve ellittiche piane si pué tra-
-

sformare birazionalmente nella rete delle cubiche per T punts
base semplict,

14. I fasei di curve ellittiche.

Abbiamo detto che ogni fascio di curve ellittiche piane & cre-
monianamente equivalente ad un fascio, nel quale i tre punti di
molteplicitd massima hanno molteplicitd uguale: r=1r, =r,

Ricordiamo ora che per un qualsivoglia sistema lineare di
curve ellittiche, 1 eni punti base siano A, 4,, 4., .., 4, con le
rispettive molteplicita », 7y, 75, ., 1y P =T =72 =1,) si @
dimostrata la disuguaglianza (efr. pag. 315):

v v
Py BT — .;J,-r,-'-’ =mdr,—m)—n(r,— L) —r,r+r)+r+r2>=0,

pella quale vale il segno di uguaglianza solamente nel caso im cui

7‘2:7'3_——...:7'\,-

AP
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Se il sistema & un faseio (n==0) per il quale si abbia r=r =1,
la anzidetta disuguaglianza si serive:
mEr—m) =0

ossia :
3r=m.

Ma deve qui essere 3r = m, giacchd, come sappiamo, per un
faseio in eul ¥ = r, =7, non ¢

P =300 A K A7) <5

Ne segue: Ogni fascio di curve ellittiche pud esssre cremonia-
namente trasformato in un fascio, in cui tutti i punti base hanno
uguale molteplicita (r =r, = r, = ... = n,).

Siccome poi deve aversi per la (2°) del n. pree.:

v
i =8 —n=3m,
0
ne viene: :
v + Dr=3m==9,
ossia : :
v4+1=9.

D onde la proposizione: Ognt fascio di curve -ellittiche -¢ bira-
zionalmente equivalente ad un fascio di curve d’ordine 3r con
9 punti base r-pli.

La costruzione effettiva di un tal fuscio si pud dure con Iar-
PHEN, partendo da una cubica sopra cui i 9 punti base debbono
costituire un gruppo particolare, come segue.

Notiamo anzitutto che, presi nel piano 9 punti in posizione
generica, esiste unae curve d’ordine 3r che passa per essi con la
molteplicitd », la yuale si riduce alla cubica determinata dai 9
punti contata r volte; se inveece si abbia una curva irriducibile
(s, d'ordine 3r, con 9 punti » - pli 0,, 0.. ..., 0,, questa appar-
terra al fasecio determinato dalla (s, e dalla cubica C, passaunte
per O,. 0.. ... O, contata r volte. Cido & d’accordo con la osser-
vazione fatta innanzi, che i fasci di eurve ellittiche hanno la so-
vrabbondanza 1: i punti base 0,, 0, .., O, del nostro fascio
[ Cgp i non potranno assumersi ad arbitrio nel piano, o sopra la
cubica C;; anzi, dopo aver seelti su C, otto punti 0,, 0., ..., O, la

2¢
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ricerca del punto O, (appartenente alla stessa cubica) costituira
un problema determinato.

Per risolvere questo problema si considerino le curve d’ordine
3r passanti 7 volte per 0,, 0,, ..., O: esse segheranno sulla cubica
C, una g)7* la quale possiedera »* punti - pli (*): uno di questi
punti (che non sia »/h - plo per la serie segata sulla cubiea dalle
curve d'ordine 3.r/h passanti 1/h volte per 0,, 0., .., O, la
quale serie moltiplicata per h da la gr~*) costituird precisamente
uno dei punti 0, che risolvono il nostro problema. Infatti guando
imponiamo ad una ecurva (', d'ordine 3r, gid passante con le
molteplicita »r per 0., 0,, ..., O, di avere come i-plo il nominato

punto O,, si & condotti a scrivere fZr(r—{- 1) equazioni lineari,

r delle guali esprimono il contatto r-punto della C,, con la cubica
in O,; e fra queste ultime una & conseguenza delle rimanenti.
Emerge di qui che le (07 07... 01 07) sono almeno oo’ ; & poi
chiaro che esse non possono essere di piti, non avendo intersezioni
variabili ed essendo irridueibili: 1'frriducibilita delle €, segue
dall’aver escluso che O, possa costituire insieme ad 0,. O.,. ..., O
il gruppo dei punti base s-pli (di molteplicith s = »/h) per un
fascio di curve d’ordine 3s, divisore di 3r.

NorTa. - Giova notare che 1 fasei d’HavpHEN 0i Cy,, (O OF ...
... OF) sono sistemi lineari d’ordine minimo, non potendo esistere
aleuna trasformazione cremomniana, che me abbassi 1’ordine. Se
invero esistesse una tale trasformazione, essendo s l’ordine della
rete omaloidica ad essa corrispondente ed r,, r,, ..., 1y le moltepli-
citd in 0“. 0., ..., 0, rispettivamente, per abbassare 1'ordine del
fascio dovrebbe essere:

3ns — w(ry + v, + .. - ry) < 3,

() 81 rammenti che una ¢, sopra una curva di gemere p possiede:

== NS + s(:s)—_l) @ —2)

punti s—pli. Cfr. ad es. F. ENRIQUES ed O. CuisiNi: Teoria.., Vol. IIL,
Lib. V, Cap. T, pag. 69.
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ossia :

3s —3 <+ o+ 1.
Ma la somma delle molteplicitd di #wff¢ 1 punti base di una rete
omaloidica vale 3s— 3. Ne segue che 1’ultima relazione seritta &

assurda.

15. Nota sui fasei 4’ Halphen, i cui punti base appartengono
ad una cubica ellittica degenere.

Nella costruzione dei fasei ( "HALPHEN, che abbiamo ora espo-
sto, si & implicitamente fatta 1'ipotesi che la eubiea (7, determi-
nata dai nove punti base 0,, 0., ..., 04 di un fascio, sia una cubica
ellittica irriducibile. Da questa ipotesi si deduce infatti che le
C3, (07 0} ... 0F) segano sulla €, una gJ~* e non una g completa.

Si domanda ora se la costruzione sopra esposta sia ancora
possibile quando la eubiea C, degeneri, per acquisto di un punto
doppio o per uno spezzamento qualsiasi (in parti distinte o mul-

‘tiple).

Per rispondere a questa questione, incominciamo con ]’osser-
vare che una cubica Qi genere effettivo zero, cioé dotata di un
punto doppio, pud ritenersi come nna curva spezzata in due parti
razionali. una delle quali infinitesima, e percid costituenti insieme
una curva di genere virtuale uno. Piu in generale, una cubica
comunque composta i parti di genere zero (finite o infinitesime)
si pud ritenere virtualmente di genere uno o ellittica, in quanto
si consideri come limite di una curva ellittica. Ora, agli effetti
della costruzione d’JTarLPHEN sopra esposta, conviene porre la
seguente definizione:

Una cubica C; razionale o comunque spezzata in parti distinte
o sovrapposte, sulle quale siano fissati otto punti O,, 0,, .., Oy
(distintt o wnfinitamente vicind) si dud virtualmente ellittica,
quando 1l fascio delle cubiche, determinato dai detti otto punti,
sta un fascio di curve ellittiche (irridueibili), quando cioé la C,
si possa considerare come limite di una cubica ellittica passante
per O0,, 0., ..., O,. )

In base a questa definizione, la qualifiea di « virtualmente
ellittica » data ad una C, non & assoluta, ma dipende essenzial-
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mente dal gruppo di otto punti Oy, 0,, ..., O, dato sulla C;. Pren-
diamo ad esempio una cubica C, con punto doppio O e su di essa
otto punti 0,, 0,, ..., O nessuno dei.quali cada in O: la nomi-
nata C, & da considerarsi virtualmente ellittica, giacché il faseio
di cubiche ellittiche determinato da Oy, 0,, ..., O, contiene la C;
stessa. Sulla €, prendiamo invece 0, coineidente con O ed 0.,
0, infinitamente vicini ad O, ciascuno su uno dei rami passanti
per O; ed O,, O, O, 0. O siano in posizione generica sulla
C,: la C, non pué ora considerarsi come virtualmente ellittica,
giacche le oo cubiche determinate dal passaggio per Oy, O, ..., Oy
possiedono tutte il punto O come doppio e sono quindi razionali.
L’importanza della definizione ora data & messa in luce dalla
seguente proposizione: .
Condizione necessaria perché, a partire da otto punti O, 0.,
., Og dati sopra una cubica C, razionale o comunque spezzata in
parti distinte o coincidenti, si possa costruire un fascio d’HALPHEN
di curve trriducilili d’ordine 3r(r =2) ¢ che (in relazione agli
otto punti 0,, 0., ..., 0) la cubica C, sia virtualmente ellittica.
Sia infatti la C, non virtualmente ellittica e mostriamo che
in questa ipotesi il fascio d’HALPHEN non si puo costruire. ‘
Nella nostra ipotesi il faseio di cubiche, determinato da O,
0,, ..., O, & costituito da cubiche ellittiche degeneri, dotate cioé
di punto doppio o spezzate. Poiché il caso in cui esista un punto
doppio si pud considerare per una cubica (ellittica) come uno
spezzamento (nella cubica con punto doppio e nell’intorno del
punto doppio), possiamo brevemente dire, che, se la ¢, non 2
virtualmente ellittica, tutte le cubiche per 0, 0,, .., 0; sono
spezzate (in parti finite o infinitesime). Per il nostro faseio esi-
sterd dunque una parte (finita o infinitesima) comune a tutte le
curve di esso. Questa parte, staccandosi dalle eubiche per 0,, 0,,
v, O, si stacca anche dalle sestiche Cy(0202... 02) ed in generale
dalle curve Cs,. (07 O}...0%). Dunque se la C; non & virtual-
mente ellittica, non esistono curve ¢rriducibili d’ordine 3», pas-
sauti r volte per 0,, 0,, ..., Og (0, per lo meno, non esistono O,
con 8 punti multipli di molteplicitd effetfiva »); ¢ a maggior ra-
gione quindi non possono esistere dei fasei d’HALPHEN.
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La condizione enuneiata pud apparire a prima vista anche
sufficiente: effettivamente se la (,, su cui giaceiono Oy, O, ..., O,
sia virtualmente ellittica. la costruzione d’HaLPHEN dianzi esposta
si pud eseguire senza aleun inconveniente e determina (se r > 2
in pit modi) il punto 0,.

Consideriamo una cubica generica K; per O,, 0., ..., O,: essa
sard ellittica (e quindi irriduecibile). Se si vuol costruire un fascio
di sestiche, passanti doppiamente per 0,, 0., ..., Og € per un punte
0, di I,, si & tratti a considerare la serie segata sulla I, dalle
' (02 0% ... 0%): il fatto che questa serie sia una g! e non una
g2 risulta a priori perché la Iy & ellittica (ed irriducibile); ma
risulta anché da eid che la cubica K, fa parte di oo’ C4(0%02 ... 02)
spezzate, la cui parte vesidua appartiene al fascio delle cubiche
{irriducibili) passanti per 0,, 0., .., Oy: per conseguenza anche
sulla C; (0 su una parte razionale, finita ovvero infinitesima di
essa) si presenterd una g} e non una g2.

To stesso ragionamento dimostra, che le Cj, (0'1‘ oy .. 07)
segano sulla €, nna g'—* e non una g!. Ora di questa g]—* si
possono determinare i punti » - pli, i quali sono in numero di 7.
I'ne di essi & il nono punto base del fascio di cubiche, passanti
per 0,. 0., .., Og; gli altri » — 1, ripetendo lo stesso ragiona-
mento usato nel caso generale, danno invece luogo a fasei (o even-
tualmente a sistemi lineari pitt ampi) di eurve Ci,. (07 O ... O7).
Senonché occorre esaminare se 1 fasei ottenuti siano eostituiti
da curve irriducibili ovvero da eurve ridueibili. Solamente nel
primo caso si pud parlare (i un faseio d’HALPHEN, propriamente
detto.

Ora il easo in cui il fascio sia costituito da curve ridueibili
pun effettivamente verificarsi, come dimostra il semplice esempio
di una eubiea €, dotata di cuspide 0. Se infatti si prendono 0,, 0,,
... 0, in modo generico sopra nna siffatta ', le  C, (02 0% ... 02)
secano sulla ('; una glehe ha due punti doppi; uno di essi &
il nono punto base del fascio di ,(0,0....0;) e 'altro coincide
con la cuspide O, perché Je oo' O, (02 0: ... 020) sono da con-
siderarsi fungenti alla C; in O avendo la (', nell’intorno di O
due punti infinitamente vieini, eioé succedentisi sopra un ramo
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cuspidale. Il punto O, coincide cosi con la cuspide O: se ora si
impone che il punto O sia doppio, si ottiene bensi un fascio di
Ce (02 0: ... 02 0%), ma le curve di questo fascio sono spezzate
nella (', e nelle cubiche del fascio determinato da 0,. 0,, .... 0,.

La condizione che la cubica C, su cui giacciono O, 0,, .., Oy
sia virtualmente ellittica & dungque necessaria ma non sufficiente,
perché esistano dei fasci d’HALPHEN.

Ora, nn esame Ppill minuto prova che-sopra una C,, virtual-
mente ellittica rispetto agli otto punti 0,, O, ..., O, esiste sem-
pre una coppia neutra per le Csp (07-0... 0) (r=2) e che
la condizione ulteriore che deve essere verificata per la C,, affin-
ché esistano dei fasei A’HALPHEN, & che la nominatd coppia neu-
tra sie costitwita da due punti distinti (e non coincidenti).

11 lettore troveria questo esame in una memoria di F. Con-
FORTO (1). Qui basterd aceennare schematicamente come si arrivi
al risultato anzidetto.

11 metodo usato permette non solo di stabilive il risultato che
abbiamo in vista, ma anche di trovare 7 tip7, a cut si riducono
cremonsanamente, 1 fasci d’HALPHEN, che hanno 1 loro punti base
sopra una cubice ellittica degenere.

Ecco come si pud procedere:

a) Si operi da prima come se la condizione che la C, sia vir-
tualmente ellittica rispetto ad 0,, O,. ..., O, sia sufficiente ol-
treché necessaria; si ricerchino cioé tutti 1 possibili fasei i
Cy, (07 01...0Y) (r =2), che abbiano i punti base 0,. 0.. ..., Oy
su di una cubica C, virtualmente ellittica rispetto ad 0,, 0,. ..,
0., il nono punto base 0, rimanendo determinato da 0,, 0,. .... 0,
mediante la costruzione d ' HALPHEN, cioé come punto »-plo della
g7t segata dalle Cs, (07 O} ... O}) su di una parte razionale della
C,. I fasci che cosi si otterranno saranno costituiti da eurve irri-
ducibili o riducibili.

La ricerca sopraddetta equivale a determinare tutte le confi-
gurazioni di otto punti, rispetto alle quali una C, degenere in un

(*) Cfr. F. CoNrorto: Sui fasci d'HALPHEN, © cui punti base apparten.
gono ad una cubica ellittica degemere; « Memorie della E. Aec. dei Lin-
cei», 1936,
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modo determinato sia virtualmente ellittica. Essa porta ad un
gran numero di casi possibili (76), i quali tuttavia si riducono
con trasformazioni cremoniane a 6 tipi ben definiti.

b) Sn ognuno dei sei tipi nominati & facile mettere in evi-
denza una coppia neutra perle Cs, (07 07 ... OF); ed nna coppia
neutre esiste dungue anche per tutti i 76 casi, che pud presentare
una O, degenere, virtualmente éllittica.

¢) Infine si dimostra che dei sei tipi ottenuti, due possie-
dono una coppia neutra di punti distinti e gli altri una coppia
neutra, costituita «a punti coineidenti; ed un esame diretto prova
che per i tipi a ecoppia neutra distinta esistono «ei fasei d’HaLpHEN,
mentre tali fasei sono ridueibili per i tipi a coppia neutra costi-
tuita da punti coincidenti.

Si ottiene cosi il seguente risultato. che ¢l limitiamo qui ad
enunciare :

Condizione necessariv e sufficiente, perché, a partire de ofto
punti 0, 0.. ..., O, dati sopra una C, razionale o comunque spez-
zate in parti distinte o coincidentt (finite ovvero infinitesime), si
possa costruire un fascio d’HALPHEN di curve (irriducibili) d’or-
dine 3r(r=>2), é che la cubica C, sia virtualmente ellittica rispetto
al_gruppo di punti 0y, 0., ..., Og e che la coppia neutra per le
Car (07 05 ... O esistente sulle C, sia costituita da punts di-
stinti.

Ogni fascio &’ IAUPHEN di curve (irriducibili) d’ordine 3r(r=2),
passanti r volte per nove punti 0,, 0,, ..., 0, di una cubica razio-
nale 0 comungue spezzaia, & cremonianamente equivalente :

L) «d un fuseio per cui 0,. 0,, .... 0, giacciono su di una C,
now spezzata dotata di un nodo O: i nove punti 0,, 0, .... 0, sono
tutti distinti dy 0, orvero uno di essi — ad es. 0, — coincide con
0; in questo caso 0, & seguito de 1< i< 8 punti infinttamente
vicknt, dei quali | — 1 si succedono sopre uno der ramnd della C,,
passanti per 0,, mentre 1’i — esimo giace nell’intorno di O;_, , ma
HON € né 1’7 — esimo punto successivo ad O sulla C, né il punto
comune all’tntorno di Oi_y ed all’intorno di 0i_z; ovvero

2) ad un fascio per cui i punti 0,, 0,, ..., 0, giacciono su di
una G, spezzata in una conica C, ed in una retta r secantisi: il



328 LIBRO SECONDO

punto O, é un punto comune alle C, ed alla r ed & seguito da 6
puntt infinitamente vicini — 0,, O, ..., 0, — der qualt cingue,
ctoe 0,, O, ..., Oy, si succedono sul ramo della C,, uscente da 0,,
mentre 0, giace nell’intorno di O, ma non é né il sesto punto suc-
cessivo ad O, sulla C, né il punto comune all’intorno di O, ed al-
Vintorno di 0;; infine Oy ed Oy stanno sulla r.

I due tipi di faseci A’HALPHEN ora descritti sono cremoniana-
mente irriducibily Vuno all’altro (%),

16. Nota storiea.

Prima aneora di proporsi determinatamente lo studio delle su-
perfieie a sezioni ellittiche, i geometri hanno incontrato queste
superficie come superficie d’ordine n normali nello spazio ad =
dimensioni. P. DeL PEzzo le ha studiate () col procedimento, da
noi accennato, di proiezione da i — 3 punti sopra una superficie
cubica. I] DEL Pezzo ha dimostrato che delle @ non rigate pos-
sono esistere solamenti in spazi di dimensione 3 <C<n<<9, e che
queste superficie possono essere rappresentate su di un piano dalle
cubiche per 9 -— # punti base, con la sola eccezione di una certa

¢, la quale si rappresenta mediante le quartiche dotate di due
punti doppi.

Quasi contemporaneamente alle ricerche di DEL PEzzo si svol-
gono le ricerche sulla riduzione all’ordine minimo dei sistemi li-
neari di eurve piane ellittiche. Questi studi incominciano con la
riduzione dei fasei di curve ellittiche, che & dovuta ad E.. Ber-
it (%), il quale vi & stato condotto dal problema di classificare
le’ trasformazioni cremoniane involutorie del piano, cioé le invo-

() Cfr. F. ConrorTo: Sui tipi cremonianamente distinti a cui st riducono
i fasci A’HALPHEN, che hanno i loro punti base su di una cubica ellittica de-
genere, <« Rend. del Sem. Mat. dell’Universita di Roma », 1936.

(*» Cfr. P. DEL Przzo: Sulle superficie dell’n.mo ordine immerse nello
spazio di n dimensioni, «Rend. Circ. Mat. di Palermo», T. T. (1887). ’

(® Cfr. E. BERTINI: Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie
nel piano, « Annali i Matematica», T. VITI, Serie IT (1877).
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Inzioni de] secondo ordine. 11 BErTmI dimostra che ogni fascio
di curve ellittiche piane si pud ricondurre eremonianamente ad
un fascio d’HALPHEN, cioé ad un faseio di curve d’ordine 3¢ pas-
santi per 9 punti ¢- pli. T fasei di questo tipo erano gia stati con-
siderati precedentemente da G. E. HarrpHEN (1), il quale ne aveva
dato la costruzione considerando il problema come un caso di bise-
zione dell’argomento delle funzioni ellittiche. 11 caso di un sistema
lineare di eurve piane ellittiche di dimensione maggiore di uno
(e quindi regolare) & stato trattato da G. B. Guccia (?), cor il me-
todo da noi esposto, che generalizza il metodo da lui stesso seguito,
sulle traccie di NomTHER, per i sistemi lineari qualsiasi di curve
piane razionali. l.a trattazione di Guccra urta nell’obbiezione
critica, sollevata da C. SEGRE, in ordine alla possibile degenera-
zione della trasformazione quadratica definita da 3 punti infinita-
mente vicini. Questa obbiezione si potrebbe rimuovere, con le con-
siderazioni dovute al CASTELNUOvVO, di cui abbiamo parlato. Ma piu
direttamente pud essere superata applicando un lemma che, per
le reti omaloidiche, ha sviluppato il CAISINL '

Il legame tra le ricerche sulla riduzione all’ordine minimo dei
sistemi lineari di curve piane e le ricerche di DEL Przzo & stato
messo esplicitamente in luce da C. SEGRE ‘(3), il quale ha osservato
la identitd del problema della riduzione all’ordine minimo dei si-
stemi lineari completi di curve ellittiche piane e del problema di
classificare le superficie razionali e normali a sezioni di genere uno.

Dopo «ueste ricerche, era aequisito il risultato, che ogni su-
perficie a sezioni ellittiche razionale (e quindi non rigata) & proie-
zione di wna @,, normale in 8,,. Perd restava il dubbio, che tutte
le superficie a sezioni ellittiche non rigate fossero razionali. A que-

1y Cfr. G. B. HaLpHEN: Sur les courbes planes du siziéme degré d neuf
points doubles, « Bulletin de la Société math. de Franee», T. X.

(» Cfr. G. B. Guccia: Sulla riduzione dei sistemi lineari di curve ellit-
tiche e sopra un leorema génerale delle curve algebriche di genere p; « Rend.
del (fire. Mat. di Palermos, T. 1 (1887). Cfr. anche V. MARTINETTI: Sui si-
stemi lineari di genere 1; « Rend. del R. Ist. Lombardo» (1887).

() Ofr. C. SEGRE: Sui sistemi lneari di curve piane algebriche di genere
p: « Rend, del Cire. Mat. di Palermo», T. 1 (1887).
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sto problema ha risposto G. CasteELNUoOvo (*), il quale ha fatto
vedere, indipendentemente dalla razionalita, che ogni superficie a
sezioni ellittiche non rigata pud ritenersi proiezione di una ¢,
non rigata normale in 8,,.

NOTIZIA SUI SISTEMI LINEARI D’ORDINE MINIMO DI CURVE PIANE
DI GENERE DUE E TRE. - La ricerca di tutti i sistemi lineari d ordine
minimo di curve piane d’un certo genere p, pud essere affrontata
con il jprocedimento (inaugurato da M. NoETHER) di riduzione
mediante una successione di trasformazioni quadratiche. da noi
diffusamente esposto per p = 0 ed 1. Le difficoltd vanno tuttavia
crescendo notevolmente, giacché col crescere del genere p cresee il
numero dei sistemi per cui non & pit verificata la relazione fon-
damentale r 4 7, 4+ 7, > 2 ed il numero dei sistemi che riescono
sovrabbondanti: si osservi infatti che per questi ultimi sistemi il
metodo ricordato dimostra soltanto la loro possibilitd aritmetica;
l'effettiva esistenza del sistema rimaune dopo ¢id ancora dubbia
e deve esere discussa caso per caso. Tuttavia per p =2 ¢ 3, il
metodo ha dato ancora dei risultati, che c¢i proponiamo qui di
riassumere.

Quando p= 2, un sistema lineare completo oot almeno, & so-
vrabbondante solo quando sia un fascio od una rete, il suo grado
essendo inferiore od uguale a 2. Limitandoci per il momento ai
sistemi lineari regolars si trovano facilmente i seguenti tipi d’or-
dine minimo:

a) sistema lineare oo™t di grado 12 —1, delle quartiche,
dotate dv un punto base doppio e di 0 << ¢ << 9 punts base semplici ;

b) sistema lineare oo, di grado 12 — i, delle quintiche,
dotate di un punito base triplo O, di un punto base doppio A ed
eventualmente di 0<C i << 8 punti base semplici; se esistono pun-
ti base semplici, il punto A deve necessariamente essere infinita-
mente vicino ad O ed i punti semplici debbono susseguirsi su di
un ramo lineare di classe due, uscente da O ;

c) sistema lineare oo, di grado 12, delle sestiche, dotate

(*) Cfr, G. CasteLNuovo: Sulle suvcrficie alaebriche le cui sezioni niane
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di un punto buse gquadruplo O e di due punti base doppi, pros-
simi ad O;
d) sistema lineare oo®, di grado 4, delle sestiche per otto
punti base doppi. :

11 sistema d) definisce un’involuzione di coppie di punti ed &
cosl rappresentativo di una superficie doppia, che risnlta un cono
quadrico (cfr. Lib. LI, cap. 1V, n. 21).

Gli altri sistemi sono generalmente semplici, escluso il sistema
b), quando sia 7 == 8 (cfr. Lib. I, eap. VII, n. 39, osservazione).
Essi rappresentano cosi delle superficie a sezioni piane i genere
due, escluso il sistema «) per 1 =9, che, per posizioni generiche
deil punti base, risponde ad una rete regolare di grado 3.

Lo studio delle reti sovrabbondanti di cwrve piane di gemere
due fu iniziato, nel 1887, da V. MarTizerT1 (*), il quale ha trovato
i due tipi d'ordine minimo seguenti:

a) rete di grado due delle C,(A° B, B, ... By);
b) rete di grado due delle Cs(A2 AZ... A2B, B).

Perché esistano delle reti dei tipi indicati occorre e basta che
tutti i punti base siano su di una cubica ellittica: un punto base
semplice & conseguenza dei rimanenti (cfr. Lib. I, cap. VIIL
pag. 195 e pag. 203,

Al due tipi indicati M. Di Fraxcenis (%) ha aggiunto, wuel
1899, un terzo tipo costituito da C.(O0*4*B . B,..B), dove A ¢
prossimo ad O ed i punti B,. B,. ... I}, si susseguono su di un
ramo lineare i classe due. uscente da . Per la costruzione di
questa rete efr. Lib. I, cap. VILI, w. 47, pag. 225.

Infine i fasei di curve piane di genere due sono stati determi-
nati da M. pe Fraxcurs (%), (i limitiamo qui ad elencare i tipi

) Cfr, V. Magmixerri: Sopra alewni sistemi lineari di cwrve piane «lge-
brighe di gencre due; &« Rend. Cire. Mat. di Palermo», T, I, 1887, In questa
memoria sono in realtd indicati tre tipi di reti di grado 2. Ma & faeile eon-
vincersi che il tipo 17 del MARTINEPTI & un caso particolare del tipo 3.

(® Cfr. M. De FraNcHIS: Sulle reti sovrabbondanti di curve pione di

genere due; « Reud. Cirve. Mat, di Palermo», T. XIII, 1899,
) Cfr. M. DE PFraxcuis: Riduzione dei fasci di curve piane di genere
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d’ordine minimo, rvimandando il lettore alla memoria del D=
FrancHIS per la dimostrazione della loro esistenza effettiva e per
la loro costruzione piu generale. Un fascio d’ordine minimo di
curve di genere due é un fascio di:
a) Cy (4% B, B.... B,), ovvero di
b) Cy(A*B*C,(,... (), ovvero di
c) C, (AzA%.. A4A® B B, B, B), ovvero di
d) C (4°B2B.. B*), ovvero di
e) C, (43 43... A2 B2 B2 (), ovvero di
) C,(A°B:Bi.. B
La riduzione a tipi d’ordine minimo dei sistemi lineari di
curve piane di genere due, che risulta dai lavori citati, & soggetta
alla critica sollevata da C. Secrr, in ordine alla possibile dege-
nerazione della trasformazione quadratica riduttrice. Ma, come
ha mostrato il FERRETTI nella memoria citata a pag. 303, non si
presentano effettivamente altri tipi ¢’ordine minimo oltre a
quelli indicati.
Per il genere p = 3 si ha una ricerca di De Francuis (1), nella
yuale sono determinati tutti i tipi d’ordine minimo. oo? almeno.
Quando p = 3, un sistema lineare completo, che non sia wn
fascio, pud essere sovrabbondante quanda sia oc? ovvero oo e
quando il suo grado sia inferiore od uguale a 4.
Per i sistemi regolar! i1l DE FrRANCHIS ha irovato i seguenti
tipi d’ordine minimo :
a) sistema oo™~ i grado 16 — i, delle C,, passanti per
0 <<i<<12 punti base semplici, in posizione generica ;
b) sistema oo™~ di grado 16 — i, delle (0%, passants
per 0 <<4<C12 punti base semplict, in posizione generica ;
¢) sistema oo™, di grado 16, delle C(0*A?), con O ed A
distinti ;
d) sistema oo™~ di grado 16 — i, delle C,(O*A%), con A
infinitamente vicino ad O, ¢ passantt per 0 <<v << 12 punti base

() Cfr. M. DE FRANCHIS: Riduzione dei sistemi lineari ook @i curveé piane
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semplici, che st succedono su uno o due rami lineari di classe
due, uscenti da O;

e) sistema oo ~L di grade 16 — i, delle C(0°A243%), con
Ay, A, prossimi ad 0, e passanti per 0 <<¢<<10 punts base
semplici, che si succedono su di unm ramo lineare, di secondu
classe, uscente da 0 ;

f) sistema oo, di grado 16, delle C(0°A24242), con 4,,
Ay, Az, prossimi ad O ;

g) sistema oo'~!, di grado 8 — 1, delle C(A24%... A%) pus-
santi per O0<Zi<<4 punti base semplici, in posizione yenerica;

k) rete di_ grado 4 delle C (A°B2B:... B:), con i punti buse
m posizone (enerca.

Per quanto riguarda i sistemi lineari sevrabbondanti, essi
(qualora non siano dei fasci) possono essere oo e di grado 4, ov-
vero oo® e di grado 3 o 2. Ci limiteremo qui a eitare i tipi di
sistemi d ordine minimo, che sono co® e (i grado 4: fra i quali
ritroveremo qualche sistema in cui gid ei siamo imbattuti prece-
dentemente. Il DE FrancHis ha stabilito che oyni sistema lineare,
oc® e di grado 4, di curve plane di genere tre, pud essere trasfor-
mato, con una successione di trasformazions quadratiche, in un
sistema (d’ordine minimo) di

a) 'Ci per 12 punti buse semplict; ovvero di

b) C, con un punto base triplo ¢ 12 punti base semplici; ov-
vero di

¢) C, con T punti buse doppi e 4 punti base semplici; ov-
vero di

d) C; con un punto base triplo ¢ 9 punti base doppi; ov-
vero di '

e) C, con 8 punti base tripli, un punto base doppio ed uno
semplice ; ovvers di

f C, con wn punto base quadruplo, un punto base doppio
¢ 12 punti base semplici; ovvero di

g) C, con un punto base quintuplo, due punti base doppi e
12 punti buse semplici.

Per quanto riguarda la effettiva esistenza di sistemi lineari
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1) Sistemi lineari semplici dei-tipi @), ¢), d), ¢) sono stati da
noi costruiti effettivamente nel Lib. I, cap. VIII, come rappre-
sentativi di superficie del quart’ordine razionali e prive di linea
multipla: i sistemi @), ¢), d), e) rispondono rispettivamente alla
F, con punto triplo, alla F, con tacnodo ed alle superficie F),
F( i NoeraEr. Aggiungeremo solamente che, mentre un sistema
del tipo @), & sempre semplice, si possono invece costruire dei
sistemi dei tipi ¢), d), ¢), che non siano semplici.

2) Per costruire un sistema del tipo b) si assumane il punto
triplo O ed 11 punti base sempliei B,, B,, ..., B,; ad arbitrio su di
una cubiea ellittica (/. Le oo® C;(0*B,B,...B,) segnano sulla C,
una ¢¢ ossia incontrano la € in un punto fisso B,,: esistono per-
tanto oco® C,(0*B,B,..B,,). 11 sistema oo® di (;(0*8,B,..B,,) ri-
sponde a prima vista ad un nuovo tipo di superficie del quart’or-
dine razionale e priva di linea multipla. Ma non & cosi, giacché
il detto sistema non & semplice: invero la sua serie caratteristica
é la g2 canonica e riesce composta eon una g3 giacche la eurva
generica del sistema & iperellittica.

3) Nei sistemi lineari, sempre composti, dei tipi f) e ¢) i
punti base debbono cadere tutti infinitamente vicini al punto O di
molteplicitd massima e snccedersi su rami lineari di seconda classe,
uscenti da 0. Per la costruzione effettiva rimandiamo alla me-
moria citata di DE Fravcuis.

Giova osservare che la ricerca di DE FrancHIs, di cul ora
abbiamo parlato, & anteriore all’osservazione critica di SEere,
della quale ci siamo occupati pil volte; e non & stata pit ri-
presa, tenendo conto di tale critica. A rigore non si pud pertanto
escludere 1'esistenza di gualche altro tipo d’ordine minimo, il
yuale non rientri nella classificazione data dal DE I"'rancrIS: ben-
ché cid sembri poeo probabile.

Vogliamo infine citare 1’ampia ricerca sui sistemi lineari d’or-
dine minimo, compinta da G. JuNg negli anni 1887-88 (). Nelle

(*) G. JUNG: Ricerche sui sistemi lineari di curve algebriche di genere p
e sulla loro riduzione all’ordine minimo; « Memorie I e IT »; «Ann, di
Mat.», s. 11, T. XV, 1888 ¢ s, II, T. XVI, 1889,
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memorie citate sono gid notati diversi sistemi d’ordine minimo
di genere p = 2 e 3, che furono poi ritrovati in ricerche poste-
riori; vi si trovano inoltre varie proprietd generali dei sistemi
lineari d’ordine minimo ed anche aleuni tipl d’ordine minimo
di genere p = 4.

-






Carrroro IV

LE INVOLUZIONI PIANE DEL SECOND’ORDINE

17. Un lemma generale sui sistemi lineari
di enrve piane.

La riduzione dei sistemi lineari di curve di genere zero ed uno,
<he abbiamo stabilito nei capp. IT e 111, ha importanza per lo stu-
dio dei sistemi lineari di curve piane di genere gualunque e per la
loro classificazione di fronte alle trasformazioni eremoniane. Cid
avviene in forza del teorema d’invarianza delle curve aggiunte (1),
che permette di dedurre da un sistema lineare di eurve d’ordine n
sistemi covarianti d’ordine n —3, » — 6, ... giungendo infine a
sistemi di curve di genere zero od uno: infatti i sistemi lineari di
curve C, di un genere p qualsiasi si potranno classificare conside-

(*) Ricordiamo in forma precisa questo teorema: Se un sistema | C,, |
si trasforma cremonianamente in un sistema | C,, |, le curve C,_, aggiunte
alle C,, (ciod passanti i —1 volte per ogni puato base i —plo di | C, |} si
trasformano in curve d’ordine m — 3, aggiunte alle C,. Tuttavia pud acea-
dere che aleune componenti delle C,,_,, costituenti curve fondamentali del-
la trasformazione vengano mutate in punti (e cosi spariscano) o viceversa
che a qualche punto fondamentale per la trasformazione corrisponda una
componente fissa delle Cp_5. In ogni caso le aggiunte pure a C,_;, ciod le
C,—3, Private delle componenti fisse, formano un sistema lincare, che per
effetto della trasformazione viene mutato nel sistema delle aggiunte pure
di IC"lI' -

Come le prime aggiunte C,_; anche le seconde aggiunte C,_; e le
suceessive aggiunte C,_,, €ce., ecc. costituiscono sistemi covarianti di
| Cpl; e questa covarianza rispetto a trasformazioni birazionali del | C,, |
sussiste anche se manchino per es. le prime aggiunte C,_; o qualeuna delle
altre. Cfr. ad es. F. ENRIQUES ed O. CHisINI: Teoria.., Vol. III, Lib. V,
-Cap. 11, pagg. 186-7.
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rando le successive agginnte C,_s C,_q, €cc., ecc., fino all’ultimo
sistema aggiunto co' almeno che — a prescindere da eventuali
componenti fisse — risulterd costitnito o ecomposto da curve di
genere zero od uno.

In ordine alla riduzione il sistema (oc' almeno) costituito
dalle parti irriducibili variabili delle ultime aggiunte c¢i dara
a priori:

2.) nel caso del gemere zero, un sistema lineare di curve
razionali trasformabile in uno dei sistemi seguenti:

1) rete delle rette,

2) sistema delle coniche senza punti base,

3) fasclo di rette per un punto, .

4) sistema delle curve d’ordine » con un punto bhase
(n—1)-plo:

«) senza altri punti base,

D) ovvero con un altro punto base proprio,

¢) ovvero con i=Zn — 1 punti base infinitamente vieini al
punto n-plo in direzioni distinte; :

5.) nel caso del genere uno un sistema lineare di curve ellit-
tiche trasformabile;

1) in un sistema di enbiche per 9 — ¢ punti sempliei (¢ =0,
1,2, .,9),0

2} in un sistemaoco®-di quartiche dotato di due punti doppi. o

3) in un faseio d’HavrpPHEN, costituito da curve d’ordine 3=
passanti n volte per 9 punmti seelti opportunamente su di una
cubiea.

In realta si riesce a dimostrare che i1 caso del faseio d "HALPHEN
propriamente detto (# > 1) non si presenta mai quando si procede
per aggiunzione a partire da sistemi di eurve di genere maggiore
di 2; il caso del fascio di cubiche per 9 punti pud invece presen-
tarsi e si ha allora che il penultimo aggiunto & formato dalle sesti-
che (., aventi otto dei nove punti base del fascio come punti base
doppi.

(i & facile a verifieare se sl suppone che dai successivi aggiunti
non si stacchino mai parti fisse ma richiede un ragionamento deli~
cato se non si ammette questa ipotesi.
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Per 1 nostri scopi non importa di stabilire eon rigore il lemma
di riduzione nella forma sopra enunciata; basta dimostrare il teo-
fema Sseguente:

Dato un sistema lineare | C |, irriducibile, di genere p suffi-
cientemente elevato di curve piane, per mezzo di aggiunziont suc-
cessive ¢ di somme e sottrazioni si pud costruire come covariante
di esso (rispetio a trasformazionsi biraziohali):

1) wn sistema lineare ool almeno i curve razionali,

2) ovvero un sistema lineare oo® almeno di curve ellittiche,

3) ovvero un sistema lineareocc?® di genere 2 e grado 4 di sesti-
che C, per 8 punti base doppi, che ha per aggiunto un fascio di

R e

enbiche.
. Partiamo da un sistema lineare | C' | irriducibile e di genere p
'! sufficientemente alto, al ¢uale, ove oecorra si potra sempre sosti-

tuire un suo multiplo; proeediamo a costrunire il sistema aggiunto
puro e poi 1’aggiunto di guesto, similmente spogliato di eventuali
componenti fisse e cosi via. Q{lesto procedimento avra termine
: quando si giunga ad un sistema lineare oco' almeno costituito o
composto da curve di genere zero od uno, ovvero ad un sistema
lineare composto con le curve di un fasecio di generew = 2; ma,
' in quest’ultimo caso, si potra aneora procedere nell’agginnzione
a partire da queste curve di genere =, pervenendo infine ad mn
sistema lineare di curve di genere zero od uno.

In breve, ¢id che abbiamo detto pud essere concisamente rias-
sunte come segue: col procedimento delle aggiunzioni sueceessive,
dal sistema lineare | C | irriducibile di ecurve di genere p sufficien-
temente elevato si perviene sempre ad un sistema lineare covariante
oc' almeno, costituito o eomposto di curve di genere zero od uno.
Eceettuato il caso in eui 1’ultimo aggiunto sia costituito o com-
posto con le curve ellittiche di un fascio, easo, che esigerd uno
-studio particolare, esiste pertanto per ogni sistema lineare | C |
irriducibile, di genere p qualsiasi, un sistema lineare covariante
oot almeno di curve razionali o oo? almeno di curve ellittiche.

Per completare la dimostrazione del lemma enunciato, basta
dimostrare che 1’ipotesi in eui 1'nltimo aggiunto irriducibile puro
del nostro sistema lineare irriducibile di genere elevato sia costi-

Dl
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tuito o composto con le eurve ellittiche d'un faseio d’HarpHEN di
Caof(As°, As®, A4%), s ==1 pud presentarsi nel solo caso s=1:
ciod quando 1’ ultimo aggiunto sia effettivamente un fascio di
Cy(4,4,..4,), il penultimo aggiunto riducendosi ad un sistema
lineare di C(AZAZ ... A2).

All'uopo facciamo vedere anzitutto, che si pud — a priori —
supporre che il sistema irriducibile, da eui si parte abbia dei punti
base assegnati solamente in 4,, 4., ..., 4,,.

Sia | C | un sistema lineare irriducibile di ordine n,-per il quale
I’ultimo sistema aggiunto puro (o formato dalle componenti del-
1'ultimo aggiunto) sia un faseio di curve ellittiche, cioé un fascio
d'HaLPHEN (costitnito da curve d’ordine 3s passanti s volte per
9 punti 4,, 4., .... 4, di una cubiea C,) o in particolare (per s=1)
un fascio di cubiche. I1 sistema | C' | possiederd certe molteplicita
1y, Gy, oy 39 i Ay, A, ..., A4 ed eventualmente altri punti base 4,,,
Ay, ... Osserviamo che in funzione del sistema lineare | C | & razio-
nalmente definito il sistema lineare | K |, formato dalle curve d’or-
dine n assoggettate solamente a passare rispettivamente i,, %, ..., 7,
volte per 4,, 4., ..., A,. Per giustificare questa osservazione, chia-
miamo A la massima molteplicita dei punti 4,,, 4,. ... € con r il
minimo intero per cuires>>h. Il sistema lineave | K| si ottiene
allora dal sistema lineare | C | costruendo lo 7s™° aggiunto del si-
stema lineare | L| = |0 + 70y |: infatti il sistema |L| & d’or-
dine ».4 3rs, ha in 4,, A,, .., 4, le molteplicitd 7, + #s, .., 4 + s
e nei punti 4,,, 4,,, ... le stesse molteplicitd del sistema | C |; il
suo rs™° ageiunto d’ordine n ha quindi in 4,, 4,, ..., 4, le molte-
plicitd i,, 1., ..., % e (poich& »s =h) & virtualmente privo di punti
base fuori di A,, 4., .., 4,, coincidendo eosl con il sistema Ii-
neare | K | sopra definito.

Ma il sistema | K | pud possedere dei punti base, fuori di A,,
A,, .., A, i quali siano conseguenza della molteplicitd i, i A,
(h =1, 2, .., 9). Dimostriamo pert che questi punti base non si
presentano se le curve di | K | segano la cubica (o le cubiche)
C,(A,A4,..A,) fuori di A, A,, ..., 4, (0 di Ay, A, ..., Ag se 7, = 0)
in m > 1 punti; mentre si ha un punto semplice sulle cubica
C,(A,4,..4,) se, essendo s > 1, ¢ m = 1.
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Supponiamo infatti che il sistema | K | possieda un punto base
A, 5-plo, il quale sia una conseguenza dei punti 4,, 4,, ..., 4,
presi con le loro molteplicita. Si pud anzitutto escludere che 4,, sia
fuori della cubica C,(4,4,..4,). Infatti il sistema | K | contiene
il sistema spezzato nella curva C,;(4,4,..4,) e nel sistema lineare
[ K’|, aggiunto a | K | stesso, costituito da curve C,_, che nei
punti A, hanno la molteplicitd /,—1.Ora il sistema {K’| ha in
A, la molteplicita effettiva s — 1 e non maggiore (altriment; la
serie canoniea di | i | avrebbe dei punti fissi). Il punto 4,, non pud
per conseguenza essere s - plo per | i |, giacché esso & (s —1)- plo
per il sistema | K’ + C; |, contenuto in | K |.

T1 ragionamento precedente non si estende al caso in ecui il punto
A, sia sulla C,(A4,4,...4,). Per discutere anche questo caso pre-
mettiamo la seguente osservazione fondamentale :

Sia | K| un sistema lineare irriducibile, completo, di genere
maggiore di uno, costituito dalle curve assoggettate solamente alle
condizioni di passare i, volte per A, (h—=1, 2 .. 9), dove 4,
Aoy oy Ay sono [ punti base di un fascio d’HavrrEN (0 di cubi-
che); le curve di | I | segano la cubica (o le cubiche) per A,, A.,
o 2y frori di oy, A, o, Ay (o fuori di Ay, A, ., A se iy = 0)
n «m:3n—§h£h punti, che varia:izo, deserwendo une g™,

1
completa.

Incomineiamo a dimostrarve che, nelle ipotesi ammesse, & cer-
tamente m > (). Se infatti le curve di | L | non avessero interse-
zioni eon la eurva C,(4,4,..4,) fuori di 4,, A4,, ..., 4,, non avreb-
bero intersezioni fuori di 4,, 4, .., A, nemmeno con le
(i (AFAS.  Ag*); ma per ogni punto di una generica curva di
| [ | passa una curva Cy(A,°4,°... 455, la quale — se m =0 —
ha una intersezione pit del possibile con la nominata curva di
| I |: ne segne che le curve di | K | sono o le curve ellittiche Cs,
ovvero sono composte con le (y,, il sistema | K | risultando cosi
riducibile ed egualmente di genere umno. In ogni caso & assurda
I’ipotesi m = 0,

Issendo m =1 si pud quindi — ove occorra — supporre che m
sia addirittura maggiore di uno: nel caso contarrio basta infatti
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sostituire al sistema di partenza | C| — e quindi a | K | — il sup
doppio.

Ora, per dimostrare che il sistema | K| sega sulla C, una
serie completa g%, valutiamo la dimensione del sistema | K|
e la dimensione del sistema che si ottiene staccando da | K| la
cubica, C;. Per la dimensione di | K |, qualora non si escluda a
priori che le condizioni imposte dai punti base 4, 4., ..., A, pos-
sano riuscire sovrabbondanti, si ha: ‘ ‘

nn+3) 8 i3, +1)
d=—— —§h"’2 .

by

Per quanto si & gid dimostrato, il sistema | K | non possiede
punti base che giacciano fuori della cubica C,(4,4,..4,). Ne
segue che il sistema che si ottiene da | K | staccando la cubica
C4(4,4,..4,) & semplicemente il sistema aggiunto | K”|. I punti
t-pli i | K| sono (1 —1)-pli per | K| ed offrono alle eurve
di | K’ | condizioni indipendenti. Ne viene che la dimensione del
sistema completo, che si ottiene da | K | stacecando la C,, &

_(n=3n 2 (i, — 1),

d'= 5 —%‘a,‘ 5 -
Si ha dunque:
. L, nm+3) 2 46,+1) @m—38n I (i 1)
d-dz—"—F 49— — =5 +4L75 ~=

9
=38n — 12,3,‘ =m.

Da qui emerge senz’altro che la serie segata dalle curve di
| K| sulla C, & la serie completa ¢m—t; (ed anche che & effetti-

vamente :
_nan+3) 3 g, +1)
d= 5 — %h ) .

Ora il risultato ottenuto ci permette di dimostrare che il si-
stema | K | non possiede punti base che sieno conseguenza dei
punti base A,, 4,, .., d, presi con le molteplicitd 7,, <,, ..., 1, se
m > 1; mentre se m = 1 si ha un punto semplice sulla cubiza
C,(A4,4,..4,): infatti le curve di | K | segano sulla C; una g"—1
completa, la quale non pud avere punti fissi se m > 1, mentre si
riduce ad un unico punto fisso se m = 1. E poi evidente che
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questo punto fisso viene a mancare se 4,, 4,, .., 4, sono punti
base di un fascio di cubiche, giacche in questo caso il sistema | I |
dovrebbe avere un punto base semplice su ogni cubica per A,
A, .., A,

Ritorniamo ora al sistema lineare | C'| da cui abbiamo preso
le mosse: esso & costituito da eurve d’ordine n dotate delle mol-
teplicitd 4, 4., ..., 4, in A, A,, ..., A, ed ha punti di data molte-
plicitd in A,,, A,,, ... In base alla discussionie precedente vediamo
che si pud associare al sistema | C'| il sistema covariante | K i, il
quale & dello stesso ordine, ¢ definito dalle molteplicitd 4,, %, ...,
iy in A;, A,, ..., A, e possiede lo stesso ultimo aggiunto di | C|.
T successivi aggiunti di | K | si ottengono dai successivi aggiunti
di | C |, immaginando soppressi i punti base fuori di 4,, 4,, ....
A, e non possono avere altri punti base, conseguenza di 4, 4.,
e, 4, presi con le loro molteplicitd, all’infuori (al pit) di un
punto semplice sulla C,(4,4...4,), che scompare nelle ulteriori
aggiunzioui.

Partiamo da un sistema lineare completo di curve piane irri-
dueibili, di genere alto Quanto si vuole, il .quale abbia punti
base assegnati soltanto nei punti base 4., 4., ..., 4, d'un fascio
d’ HavrHeN, Procediamo per successive agginnzioni, prendentdo
ogni volta 'aggiunto puro ovvero il fascio i eurve, con le quali
& composto 'aggiunto puro. Supponiamo che si arrivi cosi ad
un ultimo aggiunto, il quale sia costituito o composto con le
curve del fascio d'HavreEEN, Si tratta di provare che ¢id & impos-
sibile tranne nel caso in cui il penultimo aggiunto puro non sia
il sistema delle sestiche passanti doppiamente per 4,, 4., ..., 4.

Consideriamo il penultimo aggiunto puro. Esso sara un siste-
ma lineare completo, !L ] di curve irriducibili d’ordine #, con
punti base assegnati solamente in A, A,, .., A,; e siano 7,
T4, .y o le molteplicitd assegnate delle eurve L in 4., 4., ..., 4A,.
L’ipotesi & che le curve aggiunte alle curve di | L | siano costituite
da (= 1) Ca(A2AY ... AF) (ove h==1), alle quali si aggiungano
eventualmente delle parti fisse 6. Se I = 1, le L sono di genere 2
ed ogni Cy (424" ... A") sega una L secondo un gruppo canonico
e quindi in 2 punti (fuori di 4., 4....., 4,). Se invece I > 1
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le L sono curve iperellittiche, per le quali la serie canonica & com-
posta con la gl. Si conclude che in tutti i casi le Cap(AlAD ... Ar)
segano su una I la gt. Ma tra le Cs,l(Al‘A,’_,‘ A’;) vi & Ja (0 una)
C, determinata da 4,, 4,... A, contata k volte. Se dunque il
sistema |L| sega sulla C; (fuori di 4., 4,, .., 4,) una g,,,
sard m« h = 2. E quindi due ipotesi solamente, sono possibili:
h=2, m =1 ovvero h=1, m = 2.

Sia da prima h =2, m = 1, ossia 1’aggiunto puro di | L | sia
costituito 0 composto con sestiche d HALPHEN passanti doppia-
mente per A4,, 4,, .., A, B anzitutto impossibile che | L | abbia
punti base solamente tra 4,, A,, ..., 4, Invero, in questa ipotesi,
’ultimo aggiunto puro dovrebbe contenere il sistema di tutte le
eurve d’ordine 6l con A,, A,, ..., 43 2l -'pli. Ma questo sistema
ha almeno la dimensione /{2l 4 1), mentre l’'aggiunto puro ad
IL| & oof. Se poi futts i punti 9Al, A,, ..., A, sono punti base
di | L |, essendo per ipotesi 371—?,4‘,- =1, sard altresi 3(n—3)—

9
——.?,-(r,——— 1) = 1, ossia anche I’ aggiunto impuro ad | L | dovra
segare la (3, fuori di A,, 4,,... 45, in wn punto. E poiché le
Co(A2 A2 ... AZ) non segano la Cy fuori di Ay, 4,,..., A, dovra
esistere qualche curva fissa irriducibile 6, appartenente all’ag-
giunto di |L{, e segante la C, fuori di A4,4,,..,4, In un
punto. La 6 sard di genere zero rispetto al gruppo 4., 4,..., 4,
giacch® in caso contrario esisterebbe un secondo aggiunto ad |L |,
che non sarebbe cosi il penultimo aggiunto. Se quindi s ed s,
82, ..., S Sono 1’ ordine e le molteplicitd della 6 in A,, 4s,..., Ao,
sard :

(s — Ljis — 2) — Bisi(s;, — 1) =0

Mo

9
38 -— Bisi = 1
1

0 anche:
9

S’ b EES,-’-:——], 33'—" .).‘ll-si:]..

1 1
Ma allora 1’aggiunto di | L | dovrebbe contenere il sistema com-
pleto delle curve d’ordine 6! 4 s che hanno le molteplicita asse-
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gnate 214 s, in 4; (=1, 2, ..., 9); e tenuto conto delle ngua-
glianze precedenti, si trova che questo sistema & almena oo,
mentre 'aggiunto ad | L | & solamente oo?, L’ipotesi h = 2, m = 1
& dunque sempre assurda.

Passiamo a discutere 1'ipotesi i = 1, m = 2, nella quale ’ag-
giunto puro ad | L| & costituito o composto da cubiche per A4,,
A, .., 4. :

Se i punti base di | L | sono solamente tra A,, A, ..., A, 1'ag-
giunto puro ad |L | deve contenere il sistema completo delle

curve d'ordine 3] con 8 punti I - pli, che & almeno di dimensione

% I(l+1): & dunque assurdo che sia I > 1, giacehé 1’aggiunto

ad | L] 2oot. Se I =1 tufti i punti 4,, 4,, ..., 4,, devono essere.
punti base di |L|, ché altrimenti 1’agginnto ad | L | sarebbe
pit che oo, Se poi vi sono parti fisse il sistema [ L | non pud -

essere che il sistema delle Cy(424%... 42). Esaminiamo se vi
]

possano essere delle parti fisse 6. Poiché 3n — 3, = 2, sara
1
S . . »
altresi 3(n — 3)— Z;(r, —1) = 1; in guisa che I’aggiunto im-
1

puro ad |L| sega la C; in un punto fuori di A4,, A.,.., A,.
Poiché ora gia le ((4,4.... 4¢) segano una C; in un punto
fuori di A,, A.,..., As, una eventuale 6 non pud avere inter-
sezioni con le (' fuori di A,, 3‘12, v, dg. Dovrd dunque essere,

con notazioni gid usate: 3s — Z,5, = 0. Ma una 0 & fondamen-
1
tale per le L, ché altrimenti la serie canonica su una L avrebbe

dei punti fissi. Sara dunque:
8
3ns — 28y ==10,
1
e quindi:
8
Bsn—r)=0
1

che & assurda, essendo r; < n. La 8 non pud dunque esistere.

Supponiamo inveee che tutti i punti 4,, 4,, ..., 4, siano punti
9 9
base di 'L,|. Da 3n— 3, = 2 si deduce 3(n — 3)— I,0, — 1)=2,
' 1 1 -
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ossia anche 1’aggiunto impuro ad | I| sega le (5 in due punti,

fuori di A, A.,..., 4,. Questi due punti debbono appartenere

alle componenti fisse 6: ma non possono appartenere ad una

stessa 6 semplice, ¢hd altrimenti la 6 apparterrebbe ad un sistema

lineare completo, che segherebbe la g eompleta sulle C;. Occorre

dunque che esistano due 6 sconnesse per cui, con notazioni evi-
9 9

denti sia: 8¢ — N,r; =1, 8¢ — 2, = 1, ovvero che vi sia
1 , 1

una 9 doppia, per cui 3s— “1.}‘-7-,- =1.

Esaminiamo 1l primo caso. Essendo le due 6 sconnesse e cia-
scuna di genere zero rispetto al gruppo di punti 4,, 4., .... 4,
tenuto conto delle precedenti, valgono le relazioni

9
SS' - Ei ; 7"" = 0
1
9 9
st—Xrf=-—1, ss*—3¥r"*=—-1

Cid posto 1'aggiunto ad | L | deve contenere il sistema completo
delle curve d’ordine 37 +s+s" con 4, I 4+ »; + /) - plo.
Ma questo sistema ha almeno la dimensione 2[, e si cade dunque

in un assurdo.
()

Se inveee vi & una 6 doppla, per cui 3s— X, = 1,
1

9
$*—ZX,r2=—1, 'aggiunto ad | L| deve contenere il sistema com-
1

pleto delle ecurve d’ordine 314 2s eon A, (2r; 4+ D -plo. Ora
guesto sistema & almeno di dimensione 2 — 1, sicché 1'ipotesi &
assurda per I > 1. Se I =1, non vi possono essere altre curve 0
oltre la 0" doppia. Per un’altra 6 dovrebbe infatti essere 3s’ —

9
— 3,1/ =0; e cid si dimostra assurdo come prima, tenuto conto
1

che 1a 0 & fondamentale per | L |. Siamo dunque condotti ad un si-
stema lineare | | d’ ordine 6 +4- 25 per cui 1’aggiunto & costituito
dalle cubiche per A4, 4;,..., A, cui si aggiunge come parte fissa una
6 d’ordine 5. di genere zero e di grado — 1 rispetto al gruppo base
A, A, .., A, confata due volte. Tale & ad es. i1 sistema delle
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Cs(df A2 A2 AL AY) dove A4y, A;, ..., 4, sono 1 punti base
d'un fascio di cubiche: lo aggiunto & qui costituito dalle C, per
A, A, .., A, a cui si aggiunge due volte la refta fissa 4,4..
Ma una 6 i genere zero e grado — 1 si pud far sparire con
trasformazioni quadratiche successive, con i punti base tra A4,.
4., .., A, senza che si generino altre 6§ (Cfr. Lib. I, cap. VIIIL.
n. 46). E quando la § & ridotta ad un punto il sistema |L | si
riduce al sistema delle Cg(A242... 42). Vediamo dunque che
sostanzialmente si & condotti solamente al sistema delle anzidette

Co(A242 .., A2).

Nora I. - In tuito il discorso, che precede, abbiamo parlato
della cubica (', passante per i punti 4., 4,, ... 4,, come se questa
sia una curva ellittica irridueibile. Ora se A,. A,, .., 4, sono i
punti base di un faseio di eubiche, queste debbono supporsi irri-
dueibili, poiché altrimenti saremmo condotti alla considerazione
di un fascio covariante di eurve razionali e quindi esiste certa-
mente una tale cubica irriducibile; e basta nei ragionamenti svolti
riferirsi costantemente h questa. Se invece 4,, A, .., 4, sono
punti base di un fascio A’ HALPHEN propriamente detto, la cubica
C,(A4,4,..A,) pud riuscire effettivamente riducibile, presentando
guei easi di ridueibilitd, di eui abbiamo fatto cenno nel Lib. II,
cap. 111 n. 15, Ma & facile convineersi che il ragionamento svolto
conserva cid nonostante il suo valore conclusivo. Invero i nostri
computi aritmetici ei permettono di affermare che in ogni ecaso
il sistema | I{ | ed il suo aggiunto | K"' segano la C, nello stesso
numero di punti m, purehé A,, 4.. ..., A, siano effettivamente
punti base di | K |; ne viene che nelle aggiunzioni successive si
dovrd sempre pervenire ad un sistema avente come punti base
A, A, .. Ag In secondo luogo la serie segata sopra la C, dal
sistema completo delle curve, che passano con data molteplicita
. per 4,, A,, ..., A, segando ulteriormente la C; in m punti, sara
sempre una serie di dimensione m — 1 (almeno) e tutt’al pid si
potra ammettere a priori che questa ¢2'~* possezza un punto
base semplice, 1 residul gruppi di mi — 1 punti variando in una
¢~ sopra una componente razionale della (';. Questa circostanza
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permette di ripetere, con breve modificazione di forma, il ragio-
namento che preecede, escludendo che 1’'ultimo aggiunto puro, a
cui si perviene, possa essere costituito o composto con le curve
di un faseio d’HALPHEN.

Nota II. - In guanto precede abbiamo determinato quali siste-
mi lineari si presentino come ultimi aggiunti a partive da un
sistema lineare di curve di genere elevato quanto si voglia o da
nn suo multiplo; ed in particolare abbiamno trovato che fra questi
ultimi aggiunti non si presentano mai dei fasei d ' HALPHEN pro-
priamente detti. Non si possono estendere senz’altro le nostre
conclusioni yuando si proceda per aggiunzione a partire da un
dato sistema lineare i curve piane irriducibili, di genere non
troppo alto, senza sostituirlo con un swo multiplo. I} problema di
determinare 1’ultimo sistema aggiunto di un sistema di curve
piane si ¢ presentato mello studio delle trasformazioni cremo-
niane cieliche o dei gruppi di esse a S. Kantor (*), e d’altra parte
appare nelle ricerche di G. CasteELNUovo (?). In queste ricerche
perd si pnd sempre supporre di partire da un sistema di curve
di genere abbastanza alto, per eui valgono le conclusioni sopra
esposte. Tuttavia A. Wiman (%), approfondendo la questione posta
dal Kanror ha determinato tutti i casi in cui un faseio di Hacr-
PHEN pud provenire per aggiunzione da un sistema lineare di
curve. In realtd vi & un solo caso, che & il seguente: il fascio delle
sestiche d’HALPHEN con nove punti doppi 4,, 4,, ..., 4, & ag-
giunto di un faseio di curve del nono ordine C,, che passano tri-
plamente per A4,, A,, ..., A4 e posseggono un tacnodo in A,; ed

3

() Cfr. 8. KaxTor: Premiers fondanients pour une théorie des transfor-
mations périodiques univoques; « Atti dell’Accademia di Napoli», serie 11,
vol. IV (1888-92), - "

(* I risultati delle ricerehe di G. CASTELNUOVO in questo campo sono
esposti in una nota aggiunta alla memoria: Sui piani doppi di genere uno,
di F. ENrIQUES; « Memorie della Societd Italiana delle Scienze », Serie III,
Tomo X.

(3 Cfr. A. Winan: Zur Theorie der endlichen Gruppen von birationalen
Transformationen in der Ebene; « Math., Ann.», Bd, 48, 1896,
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il nominato fascio proviene a sua volta per aggiunzione da una
C,, di-genere 2, passante guattro volte per 4, A4, .. A4, ed
avente in 4, un punto triplo, cui sono infinitamente vicini due
punti doppi successivi. Ma questa curva C,,, che & uniea, non
pud presentarsi come aggiunta di un sistema lineare oo! di curve
di genere uno.

Per dimostrare rapidamente l'esistenza di un fascio di ge-
nere 2, del tipo indicato, anticipiamo (viservandoei pin tardi
di giustificarla, cfr. pag. 390) la seguente proposizione: il sistema
lineare co® di genere 2 e grado 4 delle C (4} A2... A2) non &
semplice e appartiene ad una involuzione piana, rappresentando
un eono quadrico doppio; e la curva delle coineidenze della invo-
luzione, che & una curva del nono ordine (, passante triplamente
per gli otto punti 4,, 4,, ..., 4, (eni si aggiunge quale punto
isolato il punto Ay, nono punto base del fascio di C;(4,4,...4,))
si rappresenta su questo cono guadrico in una sestica di dirama-
zione I{;, trisecante le generatrici, (alla quale si aggiunge, come
punto isolato di diramazione, il vertice del cono).

Cid premesso, osserviamo che ogni punto della eurva deile
coincidenze C, pud essere preso come nono punto base d’un faszio
di sestiche d'HALPHEN, passanti doppiamente per A,, A,, .., A,:
infatti, preso nun punto P della C,, esiste una rete di G424z .. 4?)
che toceano in P la C, e per conseguenza un fascio di Cu(Ang...Ag‘)
che hfhno il punto P doppio.

Sia ora @ il corrispondente di P sulla eurva di diramazione
K, e consideriamo sul eono quadrico il fascio delle cubiche gobbe,
le quali hanno in @ un contatto quadripunto con la K, Al nomi-
nato fascio di cubiche gobbe corrisponde nel piano dell’involu-
zione un fascio di Cy, che passano triplamente per 4,, 4., ..., 4, ed
hanno un taenodo in P, la tangente tacnodale coincidendo con
la tangente in P alla curva delle coincidenze C,; e 1'aggiunto del
fascio di curve piane cosi costruito & precisamente il fascio
d’HarprEN delle C (42 Az .. ATPY).

-
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18. Classificazione delle involuzioni piane del second’ordine:
posizione del problema.

Applicheremo il lemma generale sui sistemi lineari di curve
piane, ottenuto nel n. precedente, alla classificazione delle involu-
zioni piane del secondo ordine.

Dicesi involuzione nel piano = una totalitd algebrica irriduei-
hile oo?, I, di eruppi di n» punti di %, tale che per un punto
generico di = passi wno ed un solo gruppo di I. Tl numero n &
’ordine dell’involuzione.

Se # =2 abbiamo dunque una totalitd irriducibile oo® di
coppie di punti, tale che per un punto denerico del piano passa
una ed una sola coppia e una ecoppia & costituita da due punti
P’, P” che diconsi econingati 1'uno all’altro. Ad un’involuzione
piana del secondo ordine I., & associata una trasformazione cre-
moniana, T, del piano = in se stesso, la quale si ottiene facendo
corrispondere al punto generico di = il suo coniugato in I,. La T
& una trasformazione eremoniana involutoria, tale ciod che, senza
essere identica, i punti omologhi si corrispondano in doppio mode.
Inversamente le coppie di punti omologhi di una trasformazione
¢remoniana involutoria, zenerano un’involuzione piana del secondo
ordine. Pertanto il problema della classificazione delle tras@rma-
zioni cremoniane involutorie eoincide a priori con quello della
classificazione delle involuzioni piane del second’ordine.

Sia I, una involuzione piana del secondo ordine ed § una tra-
sformazione cremoniana qualsiasi. Siano P e P una coppia di
punti coningati nella I,. Operiamo la trasformazione § ed i due
punti P e I si mutino in @ e @'. Tutte le coppie @ e @ sono
coningate in una nuova involuzione I’,, che & la trasformate della
I, mediante la §; con il lingnaggio della teoria delle operazioni
si ha:

1= SI,8—%.

Vuol dire che per andare da @ a €’ si deve prima costruire

il punto P, corrispondente di @ nella inversa della trasforma-
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zione S, poi il punto P’ coningato di yuesto P in I, e finalmente
il corrispondente di P’ nella 8, che & il punto Q"

La circostanza che una involuzione piana del secondo ordine
sia trasformata da una trasformazione cremoniana in un’altra
involuzione piana del secondo ordine suggerisce la ricerca di
tutti 1 tipi birazionalmente distinti di involuzioni piane del se-
condo ordine ossia la classificazione delle involuzioni piane del
secondo ordine cremonianamente distinte, considerando come iden-
tiche le involuzioni che si deducono una dall’altra trasformando
con una trasformazione cremoniana gualungue.

I1 problema della classificazione delle involuzioni piane del
secondo ordine, ovvero delle trasformazioni eremoniane involuto-
rie, & stato posto in questi termini da E. Bertint (1877), il quale @
rinscité pure a scoprire i tipi delle involuzioni anzi dette, sia
pure con gualche riserva.

Noi procederemo per una via che schematicamente é la se-
euente: data una qualunque involuzione piana del secondo ordi-
ne, I, esistono sempre dei sistemi lineari trasformati in sé o
invarianti per la I, Tale ad esempio risulta il sistema lineare
piu ampio, che contiene la somma di un sistema lineare gualsiasi
e del suo trasformato. Partiamo allora da nn sistema lineare | C'|
invariante per I,. Saranno invarianti per I, anche tutti i sistemi
covarianti di ~ C| rispetto a trasformazioni birazionali; in parti-
colare saranno invarianti tutti i successivi aggiunti di | C .
A questo punto ricordiamo il teorema dimostrato precedente-
mente. Dato un sistema lineare irriducibile completo di genere
alto guanto si vuole di curve piane | C |, per mezzo di aggiun-
zioni successive e di somme e sottrazioni si pud costruire come
covariante di | C |:

a) un sistema lineare (completo) oo almeno di curve ra-
zionali,

D) ovvero un sistema lineare (ecompleto)ooc® almeno di eurve
ellittiche,

¢) ovvero un sistema lineare (completo) co® di genere 2 e
grado 4, riducibile al sistema delle sestiche per 8 punti dovpi,
che ha per aggiunto un fascio di eubiche.
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In virtd di questo teorema 1’esistenza di un sistema lineare
invariante | C | porta come conseguenza per la I, 'esistenza di
un sistema lineare invaviante del tipe @) o b) o ¢).

Converra analizzare partitamente i casi in eui involuzione I,
ha come invariante un sistema lineare del tipo @) o b) o e).

19. Le involuzioni di De Jonguiéres.

Supponiamo che una involuzione piana del secondo ordine, I.,
muti in s& un fascio di eurve razionali; si pud allora dimostrare
Vesistenza di un fascio di curve razionali unite, che si pud ridur-
re con una trasformazione cremoniana ad un fascio di rette unite
per un punto.

I1 fascio unito di eurve razionali si pud anzitutto ridurre ac
un fascio unito di rette per un punto P (efr. Lib. II, cap. II,
n. 9). Ad ogni retta o per P, corrisponde per la I, una retta o
per P e le coppie ad’ formano una involuzione nel fascio di cen-
tro P. Ogni punto di « si trasforma in un punto di a’ e guindi
tra ¢ ed o’ vi & una proiettivitd. Concepiamo una superficie F,
i cul punti siano in corrispondenza binnivoca con le coppie di
punti coniugati in I,. Alla coppia di rette a, @ corrisponde su F
una eurva raztonale perché i suoi punti sono in corrispondenza
biunivoea con i punti della retta a. Al variare della coppia di
rette a, @’ si ottengono su F delle curve razionali €, che variano
in un fascio razionale, perché esso & in corrispondenza biunivoca
con le coppie di nna involuzione di rette nel faseio di centro P.

La superficie ¥, contenendo un faseio razionale di curve ra -
zionali C, & essa stessa razionale, per il teorema di NOETHER, e
si pud costruire su di essa un secondo fascio lineare di eurve K,
razionali e unisecanti le C (%)

Cid posto, alle I corrisponderanno sul piano della nostra invo-
Inzione delle curve antoconiugate, che intersecheranno le rette per

() Se la F & rappresentata sul piano in modo che alle C corrispondano
rette per un punto O (efr. Lib. II, cap. I, n. 3), si potranno determinare
lo K prendendo come jmmagini di esse curve d’ordine s del piano con
0 (n—1)-plo.
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P in un punto e le coppie di rette a, @’ in punti coniugati; quest?
curve unite saranno razionali e costituiranno un fascio, sieché
sara lecito trasformarle in rette, passanti per un punto @. Allora
1'involuzione I, sary trasformata in un’altra che possiede le rette
per @ come unite e quindi ha sopra ciascuna di queste (al pit)
due punti doppi variabili, al variare della retta. Ne segue che
Vinvoluzione I, possiede una eurva d’ordine 2 con Q({n — 2) - plo,
(o (n—1) - plo) costituita da punti uniti.

Chiameremo involuzioni di De JonqQUIERES (o del secondo
tipo di BERTINT (1)) le'involuzioni che possezzono un fascio di rette
nnite e le loro trasformate.

Possiamo dunque dire: wuna involuzione che possiede un fascio
wunito di curve razionali & una involuzione i DE JONQUIERES.

Pit generalmente si pud mostrare che una involuzione la quale
muti in s¢ un sistema lineare completo |C|oco” (r > 1) di curve
razionali & sempre una involuzione di DE JONQUIERES.

Consideriamo infatti le curve del sistema | C| come i punti
di uno spazio 8,. ad » dimensioni. Lia involuzione I, per.la quale
| €| & invariante si trasforma nello 8, in una involuzione proiei-
tiva, che ammettera percio due spazi (duali) di punti uniti. Se
=2 in uno (almeno) di questi spazi esisterd una retta di punti
uniti, che sard immagine di un fescio di curve razionali unite pey
la I,. Ne segue che la I, & una involuzione di DE JoNQUIBRES.

Concludendo. si pud dire: Tutte le involuzioni piane del se-
condo ordine, che ammettono un sistema lineare invariante di
curve razionali sono imvoluzioni di DE JoNQUIERES (o del se-
condo tipo di BERTINI); esse possono essere trasformate in invo-
luzioni, che possiedono un fascio di rette unite di centro  ed
una curva d’ordine n con @ (n— 2)-plo (o (n— 1) - plo), luogo
di punti uniti. .

(*} 11 BErTiny classifica nel primo tipe le omologie armoniehe del piano,
le quali sono involuzioni di DE JoNQUIEREs, in cui la eurva dei punti uniti
d’ordine n con Q (n — 2)-plo ha il punto @ (#—1)-plo ed n=1. La eurva di
punti uniti si riduce cosi all’asse dell'omologia (non passante per il centro Q).

23
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Passiamo ad esaminare le involuzioni che mutano in se stesso
un sistema lineare oc” (r > 1) di eurve ellittiche.

Escluderemo in un primo tempo il easo » = 2 in cui la invo-
lnzione I, lasei invariante una rete supponendo dunque r = 3.

Tn sistema lineare completo oo® almeno di curve ellittiche si
pud ridurre (cfr. Lib. TI, eap. I11, n. 13), al sistema delle cubiche
con » punti base (0 <Cr<<6) ovvero al sistema delle quartiche
con due punti base doppi.

Incomineiamo a prendere in esame il easo » = 3, in cui esista
un sistema invariante di oo® cubiche C, passanti per 6 punti
base 4,, 4., ..., 4,.

Le oo® cubiche per 6 punti base 4,, 4., ..., 44 si possono con-
siderare come le immagini delle sezioni piane di una superficie
cubica F, dello spazio 8,. La involuzione piana che lascia inva-
riante il sistema delle ; si trasforma nello spazio 8, in una invo-
luzione proiettiva, che muta in s la F.

Una trasformazione proiettiva dell’S, ordinario pud essere:

«) ’omologia armonica, in eui vi & un punto ed un piano
di punti uniti, ovvero

D) l'omografia biassiale armoniea, nella quale vi sono due
rette (sghembe) di punti uniti

Se si verifica il primo caso, ponendo il punto unito dell’omo-
logia nel punto all’infinito Z, dell’asse delle z ¢ facendo coin-
cidere il piano dei punti uniti eon il piano z = 0, ’equazione della
F, & del tipo:

& = f(, y).

Il piano all’infinito, tangente nel punto Z, a questa I, la seza
in tre rette r,, r,, », che sono unite per 1’omologia. passando per.
il suo eentro. Il fascio i piani, che ha come sostegno una gua-
Innque delle tre rette #,, 7., 7, sega sopra la F; un fascio di zo-
niche, le quali sono mutate in s& dalla omologia. La involuzione I,
lascia pereid invarianti le eurve razionmali di un fascio ed appar-
tiene pertanto al tipo delle involuzioni di DE JoxqQUIERES.
 Se invece la F, & mntata in sé da wna omologia biassiale ar-
monica, una delle rette luogo dei punti uniti deve giacere sulla
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F,, giacché le rette, che uniseono due punti coniugati della super-
ficie intersecano ulteriormente la superficie in un punto unito.
Il fascio di piani per guesta retta sega allora sulla F; un fascio
di coniche invarianti. Si eonclude percid come nel primo caso che
Finvoluzione I, appartiene al secondo tipo di BERTINL

Supponiamo ora che la I, trasformi in se stesso un sistema li-
neare di oo’ 0 oo® cubiche (!; per 5 o 4 punti base.

Le cubich2 per 5 punti base si possono eonsiderare come le
immagini delle sezioni iperpiane di una F, di 8,; 'involuzione I,
si muta nell'¥, in un’involuzione proiettiva I’ che trasforma in
séla F, &i 8;; ed esiste certamente un punto di F,, unito per I’,
che non sia centro di una stella di raggi uniti. Infatti le involu-
zioni proiettive di 8, hanmo come spazi di punti uniti o nn punto
ed un §, ovvero una retta ed un S,; nel primo caso basta prendere
un punto comuue alla F, ed all’8, di punti uniti, nel secondo un
punto comune alla F, ed all’S, di.punti uniti. Proiettando la F,
da un suo punto (che sia unito e non sia centro di una stella
di raggi uniti per I') in un S,, si perviene ad una F; di §,, tra-
sformata in sé da una omografia non identica ed involutoria. Per
quanto si & visto precedentemente, su questa F, esisterd un fascio
di coniche invarianti. immagine di un fascio di eoniche (o di eubi-
che razionali) della F',, invarianti per I'. L’involuzione /, possiede
dungue anche in questo caso un fascio i eurve razionali invarianti
ed appartiene pereid al tipo di DE JONQUIERES.

“Analogamente si argomenta, nel caso in cui 1’involuzione I,
muti in sé le co® cubiche €, per 4 punti base. Un sistema di questo
tipo si pud considerare come il sistema immagine delle sezioni
iperpiane di una F; di 84 1a quale sia mutata in sé da una invo-
luzione proiettiva I’, immagine della 1,. Esiste certamente un
punto della F'; che sia unito per I’, senza essere centro di una stella
di raggi uniti. Cio si prova come sopra se la I' ha come spazi fon.
damentali un punto ed un §,, ovvero una retta ed un S,. Se la I
ha come spazi fondamentali due §,, un S, passante per due cop-
pie di punti coniugati Ji F; sega la F, in un quinto punto, che’
& unito, giacendo di conseguenza su uno dei due S, fondamentali.

Proiettando la F; da un suo punto (che sia unito e non sia
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centro di una stella i raggi uniti per ') in un S, si cade in una £,
di §,, trasformata in s& da una involuzione proiettiva; e si pud
quindi concludere come prima che I'involuzione I, appartiene al
tipo di DE JONQUIERES.

Passiamo a considerare il caso in cui 'involuzione /., ammetta
un sistema lineare invariante i oo® cubiche per tre punti base
A, A, A, La superficie F, di §,. rappresentata sul piano dalle
oc® cubiche per A,. d,. 4, sara trasformata in s¢ da una invo-
luzione proiettiva I’ di S, e possiedera tre fasei di coniche, rap-
presentati dai fasci di rette per 4,, 4,, 4,; uno almeno di guesti
fasei sarda invariante per I’. Esiste dunyue un faseio di curve ra-
zionali. invariante per l’'involuzione I, che & dunyue del tipo di
DE JONQUIERES. ‘

Se finalmente 1'involuzione I, lascia invariante un sistema di
oo’ 0 o0® 0 oo® cubiche (' per due o uno o nessun punto base, la
I, & certamente proiettiva, perché la rete omaloidica corrispon-
dente nella [, alla rete delle rette, se non & composta di rette, deve
possedere almeno fre punti base, mentre qui ne sono disponinili
al massimo «ue. L’involuzione & percid una omologia armouniea,
che rientra nel tipo di D JONQUIERES.

Rimane da discutere il caso in cul la I, muta in sé 1l sistema
completo | C, | delle quartiche passanti doppiamente per due punti
base A e B. In questa ipotesi & invariante anche il sistema delle
coniche passanti per A e B, sistema definito dalla proprietd che
il suo doppio coincide con il C, e quindi, essendovi un sistema li-
neare di eurve razionali invariante, la involuzione I, & del tipo di
DE JONQUIERES.

Riassumendo, possiamo dire: se une involuzione I, luscia inva-
riante un sistema lineare completo oo® almeno di curve ellittiche,
essa. appartiene al tipo di DE JONQUIERES.

20. Le involuzioni del terzo tipo di Bertini.

Passiamo ad esaminare il caso precedentemente escluso. in cui
la trasformazione birazionale involutoria I, lascia invariante una
rete di eubiche (', passanti semplicemente per 7 punti base A4,,
A, .. A
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E chiaro anzitutto che. data ad arbitrio nuna siffatta rete, esiste
sempre una trasformazione involutoria 7, che la muta in se stessa:
& l'involuzione (caratteristica) che lascia ferme tutte le C, ed as-
socia sopra ciascuna (i esse le coppie della serie caratteristica gt
segata dalle rimanenti. Questa involuzione costituisce una trasfor-
mazione d’ordine 8, in eui alle rette del piano corrispondono delle
curve d'ottavo ordine g passanti triplamente per 4,, 4., ..., 4.
Lo dimostriamo cosi: Osserviamo anzitutto che !’involuzione I, la-
seia invariato il sistema lineareco® | (7, | delle (*, passanti tripla-
mente per A,, A,, ... 4., sistema triplo della rete delle ;i1 | C, |
contiene in s& la rete delle rette e come sistema residuo la rete
omaloidiea delle (y passanti triplamente per A,, 4, ... 4;. Ora
il sistema | €, | sega sopra una (', la g¢ completa, triplo della g2
caratteristica; c¢id si rivela dal fatto che il sistema residuo della
enbica € rispetto al | (", | & il sistema co® delle C; passanti dop-
piamente per A, A., .., 4, Si assuma una retta generica r del
piano e siano A, B, C le sue intersezioni con una ', e A" B, ¢’ i
punti coningati di A, B, (" nella I,: la sestina A B C A" B’ C" ap-
partiene ad oo curve del | g | fra le quali ve n’'¢ wna spezzata
nella retta » e nella residua 0y, che passa per A’, B’, (V. E facile
vedere che la trasformazione I, trasforma la vetta » per A, B, C
nella ', per A7, I¥. (" cosl costruita; invero se si fa muovere la
retta » laseiando fisso il sno punto A, la €y eorrispondente varia
entro la propria rete mnaloidica, descrivendo il faseio che ha per
punto base A’, sicche la 4('01'1'inspondenza posta tra la rete delle
rette e la rete delle Cy appare proiettiva e la trasformazione cre-
moniana che essa porta nel piano assecia i punti coningati della
nostra involnzione caratteristica.

Ma, oltre Yinvoluzione caratteristica I, potra aversi un’altra
involnzione = che trasformi in se stessa la rete | C, | senza posse-
dere come invarianti le singole curve di essa. Questo caso non @
a priori da escludersi, ma per il nostro scopo sard sufficiente di-
mostrare che una involuzione =, che lasei invariata la vete delle
(', e non le sue singole eurve & una involnzione di DE JONQUIERES,
ciod si laseia rieondurre al primo tipo.

Per giustificare I'asserto eonverra esaminare i vari casi possi-

N

hili. Alla rete delle rette, che & contenuta. come si & visto. nel
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sistema lineare ¢ (' | delle (', passanti triplamente per -,, 4, ...
A. ed ha rispetto ad essa come residuo un’altra rete omaloidica.
dovra corrispondere nella = un’altra rete omaloidica di eurve (,s,
parimenti contenuta nel | C,| ed avente rispetto a (uesta tna
rete omaloidica residua. Quindi si avra anzitutto ¢ << 8§, saranio
ciog a esaminare i casi s =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8.

Se s =1, la = & una involuzione proiettiva, ossia una omologia
armonica; essa € pertanto fma particolare involuzione di Dg Jox-
QUIERES.

Se s =1, la = & una involuzione proiettiva. ossia una omologia
per tre punti base d,. d,, 4, Tl sistema somma della rete delle
rette e delle coniehe per A,, A,. A, & invariante per la = e costi-
tuito dalle oo® cubiche per 4,, 4., 4, La = lascia dunque inva-
riante un sistema lineare oo’ di curve elhttlche e quindi & del
tipo di DE JONQUIERES.

Passiamo al easo x = 3. Alle rette eotrnpondono le 'y, pas-
santi doppiamente per A, e semplicemente per d,, 4, 4, s

Il sistema somma delle rette e delle Cy(Aid.d,d,4;) & il si-
stema delle:

C (AT A,4,4,4)),

che sara invariante per la =; ma 'aggiunto di esso & il fascio delle
rette per A,, e quindi, esistendo un fascio di curve razionali in-
variante, la = & del tipo (i DE JONQUIERES.

Se s = 4. abbiamo due casi possihili. Alle rette corrispondono
le C,(ATASAZA A A,) ovvero le (', (A3 A,d.4,4,444;). Nel primo
caso @ invariante per la = il sisteta delle (', (4 PAZAZA A A, che
ha per aggiunte le oc* C,(d,4.4,); nel secondo caso & invariante
il sistema delle:

p:. ( A?. A :4‘1 ::A :A .'.Ar.‘i'r)

che ha le sue uggiunte composte con le coppie delle rette del fa-
scio di centro -A,. I due sistemi primi aggiunti ottenuti essendo
invarianti per la =, questa appartiene conseguentemente al tipo
di D JONQUIERES,

[ casi s == 5. G, 7, § si trattano facilmente, tenendo conto del
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fatto che la rete di curve omaloidiche corrispondente alla rete
delle rette ha come residuo una rete omaloidica del sistema | C, |
delle C,(AiAb... A7). In base a questa osservazione possiamo
affermare senz’altro che nel caso s =5 le sole reti da prendere
in considerazione sono: la rete delle C;(A3A245434.4,4;) e la
rete delle Cy(AjA34;454545) residue delle C, prima nominate.

Per l'involuzione w somo invarianti i sistemi lineari somma
delle reti anzidette e della rete delle rette. B pereid invaviante nel
primo caso il sistema delle:

(A3 AT AL AL A A AL
€ nel gecondo caso il sistema delle:

O, (AT A3 AS AL AT A3).

by

11 sistema aggiunto di questi due sistemi & rispettivamente
costituito dalle oo®:
C,(A3 A, A, L)
e dalleco®:
Co(4, 4, 4, A, A5 Ay).

L’involuzione = lascia dunque invariato un sistema lineare di
curve razionali o un sistema oo® di eurve ellittiche e (uindi &
sempre del tipo di DE JONQUIERES. ‘

Passiamo a discutere il caso s = 6. Li’involuzione = muta la
rete delle rette nella rete delle: '

C, (A A3 A5 AT A7 AG AY)
e muta in sé il sistema delle:
' C, (A AS A AL AG A5 A)),
il eui primo aggiunto & formato dalle co*:
C,(ATAZA, A, A, Ay).

Si ha dunque un sistema lineare invariante formato da oot
curve ellittiche; per conseguenza siamo sempre nel secondo tipo
di BERTINL
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Sia § = 7. La rete delle rette diviene la rete delle:
3 3 3 2 2 2
(AT A5 Az A5 AT A A7)
e rimane invariante il sistema delle:
3 3 2 3 2 2 2
Co(d1 4, A5 45 4; A6 A7),
il cui primo aggiunto, pure invariante, & formato dalle oo®:
. 2 2 2 2
ClA A, Ag Ay A AG AL,
il secondo aggiunto, anche esso invariante, & un faseio di coniche
per 4,, A,, A,, A,. I’involuzione = muta in s& un fascio di eurve
razionali e (uindi appartiene al tipo di DE JoNQUIERES.
Sia finalmente s = 8. A priori abbiamo una involuzione =
d’ordine 8, diversa dalla I,, che fa corrispondere alla rete delle
“ . s 3 3 3
rette del piano la medesima rete omaloidica delle (5 (A7 4:4;
3 N N '
AL A A} 43). T1 prodotto =1, & una omografia T che d’ altra
parte & anche involutoria perché la = trasforma in sé la rete delle

Co(A, A, A, A, 4, 4, A.) e quindi la sna involuzione caratteri-
stica. Pertanto la = I, & una omologia armonica, che trasforma

In se stessa la rete delle:
C, (A1 4.4, 4, 4; 4, A'.'\' .

Notiamo fin d ora. che essendo (1):

T==l,=1,x,
ne verra anche:
== IT.

Diseutiamo le varie possibilitd che si affaceiano in ordine ai
punti base della rete | O, | rispetto all'omologia armonieca T, che
la trasforma in se stessa.

1) Puo darsi che vi sia un punto A unito (nel ecentro del-
I’omologia o in un punto dell’asse) che sia base per | Cy | e a cui
sia infinitamente vieino un altro punte base. Da questa ipotesi se-

() 8i rammenti che la condizione di permutabilitd di due trasformazwm

involutorie & che i1 prodotte sia invelutorio.
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gue ehe le cubiche € aventi il punto 4 come doppio formano un
fascio di curve razionali (o spezzate in parte fissa e eurve razio-

nali) invariante per la T, e quindi anche per la = = 1,7. La in-
voluzione = & in guesto caso riconduecibile ad wuna involuzione
di DE JONQUIERES,

2) Esclusa ’ipotesi 1), si pud avere un punto base nel centro
dell’omologia A : siccome vi sono altri 6 punti base, di cui 3 al
pitt sull’asse g, vi sard certamente una coppia di punti base B, B,
eoningati in 7', fuori dell’asse «, e percid allineati con . Ne viene
allora che il fascio di eurve razionali, residuo della retta fonda-
mentale A B B’ rispetto a C, & invariante per la T e quindi an-
che per la == 1,7. In questo caso la = € dunque ancora del
tipo di DE JONQUIERES.

3) Se non & verificata né I'ipotesi 1) ne 1'ipotesi 2), resta da
esaminare solamente il caso in cui la rete | C,| possegga al piu
3 punti base sull ‘asse ¢ dell’omologia 7 e un numero pari di pun-
ti base fuori di a (e del centro A) distribuiti in tante coppie di
punti coningati allineati eon A: saranno dunque 6 o 4 punti
base i questa specie (non necessariamente distinti).

a) Se esistono 6 punti base di | C,| fuori di a e di A, essi
stanno su di una conica C, fondamentale. che da un fascio di
curve razionali invariante per la T e guindi per la x=1,7. La =
appartiene al tipo di DE JONQUIERES,

b) Nel caso in cui esistano 4 punti base di | €y | fuori di a
e di A, vi sono 3 punti hase sull’asse a: il faseio residuo della
retta «, che & allora fondamentale, & costituito da curve razionali
ed & invariante per la = Segue che la = & sempre del tipo di
DE JONQUIERES.

Nora, - Si puo chiarire per esercizio le c¢ircostanze della di-
mostrazione precedente, analizzando 1 casi a eni da luogo una
rete di:

Co(d, A, 45 4, AgAg As)

trasformata in s& da una omologia armonica T, almeno nella ipo-
tesi dei punti base distinti
Supponiamo pereid che il punto 4, sia centro dell’omologia
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e sia uno ei punti base della rete | C;|. Gli altri 6 punti base
possono essere o tutti e 6 fuori dell’asse « e quindi costituire 3
coppie di punti coniugati su di una conica C,. ovvero due sull’asse
e quattro distribuiti in due ecoppie di punti coniugati per la 7T

Nel primo caso tutte le (', sono unite per la 7. hanno un
flesso in A, e risulta evidente che le rette per A, segano su ogni Cj
una g le cul coppie (di punti coniugati in 7) coincidono con
le coppie dell involuzione caratteristica I,. Infatti le rette per 4
insieme alla conica (', fondamentale sono tra le cubiche della
rete | C; |. ]

Questo fatto potra apparire un paradosso, quando si rifletra
che la 7T, essendo nna omologia armonica, € una trasformazione
cremoniana d’ordine 1. mentre si & detto che la 7, & una trasfor-
mazione cremoniana diol piano d’ordine 8, nella quale alle rette
corrispondono delle C, passanti triplamente per A,, .A,. A, A,
Ag A A, Come ¢ possibile chie la 1, equivalga ail ‘omologia T?
Perché cid accada bisogna che la rete delle U, sia composta di
una curva fondamentale fissa

C.(A3A3A5 ... 43).
e di rette variabili.

Vediamo come queste circostanze si verifichino nel nostro
caso. Avendo chiamato A, il eentro dell’'omologia, gli altri 6 pun-
ti base siano a coppie coniugati e quindi allineati eon A, : otter-
remo ¢osi le coppie A.4,, A.A;, A4, Poiche A, A, A, A;, A, A;
stanno su (i una conica C, vediamo che effettivamente 1'omo-
logia T si pud considerare come una trasformazione dell ordine
8 nella quale alle rette corrispondono le rvette, aumentate della
curva fissa costituita dalla comica C, contata due volte e dalle tre
rette A.d,. A,d,, 4.4, Tanto la C, quanto yueste tre rette sono
infatti fondamentali per la rete di cubiche: '

C; (A1A2A3A4A5AGA7)-

Restando fissa l'ipotesi che A, sia il centro dell ‘'omologia pud
anche avvenire che due dei punti base (4, e .1;) cadano sull asse
a mentre gli altri quattro (A, 4; e A,. 4;) sono a coppie co-
ningati in-T e quindi allineati con A,.




- —— = — ——=

LE INVOLUZIONI PIANE DEL SECONDO ORDINIE 363

In questo caso le cubiche della rete | .| sono certamente
non tutte unite, giacché non & unito il punto d’intersezione che
una di esse ha con la retta A, A, all’infuori di 4, e 4,. Dunque
la I, & diversa dalla T e si ha nella = = 1,7 un tipo effettivamente
esistente di trasformazione dell’ottavo ordine, che trasforma in
séla|C,l -

Passiamo a diseuteve 1'ipotesi in eui il centro dell’omologia
non sia un punto base della rete | C,|: due casi possono presen-
tarsi (restando esclusi punti base infinitamente vicini):

a) Sull’asse ¢ vi & un punto base A, e gli altri 6 sono su
una conica C, e a coppie allineati eon il centro O dell ‘'omologia;

b) sull’asse a esistono tre punti base 4,, A., 4, ¢ gli altri
gnattro (A,. <; e A, A;) sono a coppie allineati con 0.

Nel caso «) & certamente I,==T. Infatti le C; della rete non pos-
sono essere tutte nnite, giacché 'omologia T permuta tra loro le
rette per  4,, le quali insieme alla conica fissa 4, A, A, A; A; A4,
formano cubiche appartenenti alla rete | C, |.

Nel caso b) le eubiche (', per 4, A, A, A, A; A, A, sono del
pari nion tutte unite. Consideriamo infatti il fascio di ¢, appar-
tenenti a | C, | ed aventi un ottavo punto base in 0. Se le (, di
questo fascio fossero mutate in sé dalla omologia T, le rette A,0,
A,0, 4,0 dovrebbero essers tangenti a tutte le €, o in O o nel
punto d’incontro A, eon 1’asse ¢. Ma c¢id & manifestamente im-
possibile. .

Secue che & auche qui 7, == 7.

II risultato degli sviluppi precedenti si pud formulare nella
seguente proposizione:

Se una involuzione I, lascia invariate una rete | Cy| di cubi-
che, passanti semplicemente per sette punti base A,, A,, ..., A,
senza essere riducibile ad un’omologia armonica o al secondo tipo
di BERTINI, essa coincide con l'involuzione caratteristica della
rete. '

Si pud riconoscere che una rete siffatta non possiede in ge-
nerale come covariante un fasecio di curve (i genere zero: e per
¢id 1'involuzione caratteristica di una rete di (‘, con T punti base

N
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¢ generalmente irriducibile al tipo i De JoxqQUIkRES; essa costi-
tuisce dunque un tipo nuovo, che designeremao eol nome di terzo
tipo del BErRTINI, Invero le curve di un tal faseio dovrebbero com-
portarsi simmetricamente rispetto ai punti base A,, A, ... 4.
avendo in essi la stessa molteplicitd # e per nessun ordine »n &
possibile determinare = in fguisa ehe ¢id succeda.

21. Le involuzioni del quarto tipo di Bertini.

-

L’unico easo. che ¢i rimane ancora da esaminare & quello di
una involuzione, la quale muti in sé il sistema lineare co?® delle se-

-stiche passanti doppiamente per 8 punti base A, A4, ... 4,

E chiaro anzitutto ehe per un siffatto sistema di €, (A A2
A:... A:) esiste sempre una trasformazione involutoria, che lo
muta in se stesso. Infatti tale sistema non & semplice: se si sce-
glie un punto 7 generico del piano. le co®(’, passanti per P
passano di conseguenza per un altro punto /7, ed assoclando al
punto /7 il punto P’ si erea nel piano una involuzione I,, la (male
muta in sé ciascuna delle €, di | ¢, |, ed & 1'involuzione, con lu
quale & composta la serie caratteristica del sistema | (', |.
~ 11 fatto che il sistema | €y | non & semplice si pud dimostrara
facilmente nel modo seguente: consideriamo le cubiche (', pas-
santi per i punti base A, A, ... dg; esse costituiscono un fascio
che avra un nono punto base A,. Le €, segheranno sopra una (',
qnalsiasi una serie lineave 41, poiché ogni ('; fa parte di co'C,
riducibili. Prego allora un punto P generico del piano, per esso
passerd une (', del fascio che ha i punti base in 4,4, ., 4 ele

1. segheranno sopra questa (', una gy uella quale al punto P
corrispondera il punto P’. Segue che le (', passanti per un punto
P di 'y passano i conseguenza p2r il punto [, coniugato di P
nella ¢! nominata. 1l sistema visulta cosi appartenente all'invo-
luzione delle coppie (PF”) e riferendo proiettivamente le o0®*C,, di
| Cs | ai piani di un 8, si ottiene una superficie doppia, rappre-
sentata sul piano dal sistema delle C, stesse. Poiché il sistema
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| Cs 1 & di grado 4, la superficie doppia & una quadrica, la gquale
risulta anzi un cono, le cui generatrici corrispondono alle cubiche
C, del fascio con ¥ punti base A,, A, 4. ... A, A, questo fascio
essendo autoresiduo rispetto al sistema ' ('; . (In questa rappre-
sentazione il vertice del econo corrisponde al nono punto base A,
del fascio | (';)).

L’involuzione caratteristica I, del sistema ' (7, | costituisce una
trasformazione eremoniana d’ordine 17. nella quale alle rette cor-
rispondono C,,, passanti sei volte per d4,, A, A, .., A, Consi-
deriamo. infatti wna €, del fascio coi punti base 4, A, ..., .1,
Essa sard incontrata da una retta generica r in tre punti 4, 13, C,
ai quali corrisponderanno per la [, tre punti della stessa curva;
A’, B, (. Le enrve d’ordine 18 passanti 6 volte per 4,, 4., ...
A, costitniscono un sistema lineare oo™ e segano sulla (; la ¢S
completa, come si rivela dal fatto che il sistema residuo della cu-
bica C, rispetto al sistema completo delle Cyg & il sistema delle
oo®(!,, passanti cinque volte per A,. A, .., 4, La sestina di
punti 4, B, C, &’, B’, (' appartiene ad oo* (', tra le quali ve
n’s una spezzata nella 7 ed in una C,, (4%, A3, ..., A2). Infatti
la retta » incontra le (3 in 18 punti, tre dei guali sono in
A, B, C e guindi si pud ottenere lo staccamento della » con ’'im-
posizione di 16 condizioni lineari.

Dunque involuzione caratteristica 1. a ¢ni  appartiene il
siste..a lineare delle C (45 ASAATASASAZAL) ¢ una trasforma-
zione cremoniane nelle gquale olle rette corvispondono le curve
C,:(ATA7 ... A3): ¢id si vede come a pag. 356.

Ma oltre l'involuzione caratteristica I, potrd aversi un’altra
involuzione % che trasformi in s& il sistema co® | Cy | senza posse-
dere come invarianti le singole curve. Questo caso non & a priori
da escludersi, ma per il nostro scopo sard sufficiente dimostrare
che una involuzione = che lasei invariato il sistema oo® | €', | e non
le sue singole curve & riconducibile al primo o al secondo tipo.

Pongasi che linvoluzione = trasformi in se stesso il sistema
lineare oo® delle curve Cy (1] 45 ... 45) e quindi il fascio delle
cubiche aggiunte C (4, 4,..4,4,). A priori si possono fare
due ipotesi: .

b



366 . LIBRO SECONDO

1) le cubiche C, sono tutte trasformate in se stesse da =;

2) ovverog esse vengono permutate da = secondo una involu-
zione gt del fascio, che associa le cubiche coniugate.

Nell’ipotesi 1) si avrd sopra eciasenna (!; una involuzione su-
bordinata da =, che — a priori — potrebbe essere ellittica o ra-
zionale. Ma essa non pud essere nna v} ellittica, perché possiede
un punto unito nel punto A, (*):+dovra dunque essere una ¢,
anzi la g che ha per punto doppio 4,, cioé J’involuzione carat-
teristica segata sulla C, dalle C,.

Nell’ipotesi 2) la rete delle C, spezzate in due C, contiene sol-
tanto un faseio di curve unite per =, costituite da coppie di cu-
biche C; coningate, e fra queste due sestiche ottenute contando
due volte le cubiche unite 63 e C,; di pin vi sard almeno un fascio
di €, unite frriducibili, la trasformazione involutoria del | Cy | in
se stesso (che &, astrattamente, un’omografia involutoria dello 8,
omologia o omografia biassiale armonica) possedendo una rete o
dne fasei di eurve unite. Ora, sopra una C, unita irriducibile, la
nostra = subordinerd un’involuzione che, a priori, potra essere:

a) la g} eanoniea,

) ovvero una involuzione ellittica y2, dotata di due punti
doppi coningati nella g2 e possedente inoltre una coppia comune
colla g} M.

Nell'ipotesi @) risulta senz’altro che l’'involuzione = coineide
con D’involuzione caratteristica cui appartiene il sistema oo®| C, |.
Approfondiremo 1’esame dell’ipotesi b). _

In questa ipotesi le C, unite incontreranuo la 0, (o la C,) nei
due punti doppi della yi, e l’altra, C, (o 5’3), in una coppia di
punti coningati per ¥ e per = Si avrd dunque una curva di pun-

ti uniti o doppi per =, cioé la cubica 63 (o a).

(*) Cid appare nel modo pitt semplice, eonsiderando il cono quadrico dop-
pio rappresentato dal sistema lineare co® delle C: al punto A corrisponde
il vertice del cono, eche & certo uaito per le trasformazioni proiettive della
superficie.

(3 Cfr. F. ENr1QUES ed O. CisiNi: Teoria.., Vol, TIT. Lib. V, Cap. I,
pagg. 72, 73, 76. ’
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L’involumione prodetto di = per 1'involnzione caratteristica di
C, (che sono pelmntablh‘ avra invece come curva di punti
dnpp1 la ('3 (() fa (0, ;) e subordinera la g3 caratteristica sopra la
cubica unita (', (o ('9). _

Si pud <ubitare che alla eubica (._'3 (o €,) si aggiunga una
curva di punti doppi di = che sia fondamentale per | (', | (p. es.
una retta per i punti 4,, 4,. 4, o una conica per A, .1, A, A,
A4, A, 0 una cubica per A7, A, daody 4 4, A 4); main
tal caso staccando (uesta curva fondamentdle da ! C, | si avrebbe
una rete di curve ellittiche invariante per =: 1111v01u710ne = 81
ricondurra quindi al tipo IT di BErTINT

Dobbiamo esaminare le varie possibilitd a eni eondnce 1’ipo-
tesi che 1'involuzione = possieda una eurva di punti uniti, costitui-
ta unicawente dalla cubica (.

La = fard corrispondere alle rette del piano delle curve C,
d’un eerto ordine n, ciaseuna delle guali incontrera la retta omo-
loge, » nei 3 punti unitd, intersezioni di » con C,, e in ¥%(n— 3)
coppie di punti coningati appartenenti alla »; pereid (¥ (n — 3)
essendo la classe di =) »n é dispari. “

Ora la m,deve trasformare in sé il sistema lineare |3C,| =
= (,,(AT A5 ... 43), che contiene la rete delle rette e la rete
omaloidica complementare delle curve residue; si deduce che an-
che la réte omaloidica delle ecurve €, coningate alle rette in =,

dovra essere contenuta in | C4|, rispetto a cui avrd anzi una
rete omaloidica residua. complementare. Di qui segue:

n < 17.

Ma lipotesi n = 17 si searta a priori, perché l'involnzione
prodotto di =,; per l'involuzione caratteristica di | € | dovrebbe
essere un'omologia (armonica) e non potrebbe quindi avere come
curva di punti doppi la cubica (';, d’accordo con 1’osservazione
fatta innanzi.

Si conelude :
n=3,3 7,9, 11, 13 15.

L’analisi di questi casi possibili s1 compie pitt brevemente
grazie ad aleune osservazioni preliminari: =
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2) 1 easi » =11, 13, 15 corrispondono alle reti comple-
mentari i quelle che si hanno per n = 7, 5. 3; sicché basta limi-
tarsi al casi:

-

n=3,5 79

8) Ad ogni rete omaloidica di (/y, trasformante in sé il | C; |,

risponde una rete complementare di curve dello stesso ordine (e

pereid una seconda soluzione delle equazioni indeterminate che
caratterizzano yuesto problema), dove le molteplicita ¢ dei punti
A, A, .., 4 per le (, sono cambiate in 6 — ¢,

Le reti omaloidiche « ¢, |. 1 cui punti basé cadono tra i punti
A, A, ... A, (base per | (5[), sono caratterizzate dalle seguenti
relazioni arvitmeticlie.

Si indichi con s; il nunero dei punti base i-p/i della rete | €', |;
dove 1 =0, 1 2. ., I e sia & ’ordine di molteplicitd piu elevato.
Si avra auzitutto:

(1) So+ s1+ 24 o + 8, = 8.

Pol. scerivendo che le ', hanno 3 intersezioni variabili colle
C,(A,4,.Ad,):
(2) $; -+ 28, + ..+ hspy, = 3n— 3.

Ed infine, scrivendo che le ', formano una rete omaloidica,
cioé che 1 punti base assorbono »* — 1 intersezioni fisse di due (,, :

@ s1+ 48 + .+ Risy = —1.

Ora le relazioni 2) e 3} caratterizzano tutte le trasformazioni
cremoniane aritmeticamente possibili, e per la loro esistenza effet-
tiva non ¢’'¢ che da aggiungere la condizione d’irriducibilitd delle
Cp (*); perceid: le reti | (] corvispondenti a trasformaziont invo-
lutorie del sistema | C, | in se stesso, sono caratterizzate dalle rela-
ziond 1), 2), 3), aggiunta la condizione d’irriducibilite delle (',
stesse.

(*) Cfr. ad es. I'. ENRIQUES ed O. CHISINI: Teoria.., Vol. IIL, Lib, V,
Cap. 1L, pagg. 157-8 »
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Procediamo ad esaminare i casi possibili delle nostre trasfor-

mazioni, per:
a= 3,5, 17,9 11, 13, 15.

Caso n = 3. - La rete trasformante & del tipo:
C (424,44 A),

dove sono evidentemente soddisfatte le relazioni 1), 2), 3).
Osserviamo ora che:

v) Per n>5 la rete |C,| non pud avere un punto
(n—1)-plo (eioé appartenere al tipo di DE JoNqQUIERES). Infatti,
nell’ipotesi che esista un tale punto (n — 1)-plo, per la irridueci-
bilita delle C,, ,

sp =1, h=n—1;
“quindi le relazioni 1) e 2) divengono:

30'{‘31:7
5 =0Bn—3)—n—1)=2n—2,
In—2<7

¢

n£é<5 c. d. d.

Caso n=35. - BEscluso il tipo di DE JoNQUIERES (oss. 7) si
hanno, per n = 5, i due noti #ips di trasformazioni eremoniane :
C(A%A2AZA2A A A)

C(A24242424242)

1278 44§

che soddisfano alle relazioni (1), (2), (3) e alla condizione di irri-
dueibilita.
Osserviamo dopo ¢id che:
) Per n =T la rete | €, non pud avere un punto base
(n— 2)-plo. Infatti nell’ipotesi che esista un tale punto (n — 2)-
plo, si avrid anzitutto, per l’irriduecibilita delle €,

Sh:]., 71:"—2'

r

24
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quindi le relazioni (1), (2), (3) divengono:

Sot+ s+ 8,=17

5+ 28, =2n—1

$; + 4s, = 4n—5H,
e sottraendo se ne deduce :

da cui:

n<<6<T e. d. d.

Caso n="T. - BEssendo escluso che 1a rete delle C, abbia un
punto base sestuplo o quintuplo (osservazioni Y e 2) il massimo
ordine di molteplicitd sara:

h=4.
Distinguiamo le due ipotesi possibili per C; irriducibili:

h=4, s, =1,
ed -
h<4, 84:0.‘

Le (1), (2), (3) divengono :
Sot+sitstss+s=38
sy + 28, + 352 -+ 4s, = 18
sy -+ 48, + 9s5 4 165, = 48,
e, nella prima ipotesi:

1) Sot+ 8+ +8=7
') §; 4 25, + 35, = 14
(3" 8y + 4s, 4 9s; = 32,
da cui si deduce:

4" 2s, + 6s; = 18.

Di qui ricaviamo per s, quattro valori possibili:

$5 =13, $5 =2, $5=1, $3=0;

DV e i . B . E - e i — —— ——n. — i — . s — — — . S Ao, i . oo ——
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Ma due di questi valori, s, =0 e s; = 3, si seartano subito,
perché danno rispettivamente:

s, =19 incompatibile eolla (17),
ed:

s, = 0 donde per la (2) s, =5,
valori similmente incompatibili colla (1), perehé; clarebbero:
8 + s, + s, = 8!
Restano cosi da esaminare i valori:
s =2, sy =1.

Ora s, = 2 da, per la (4):

$, =3
e quindi per la (27:
5, =2,
e per la (1'):
- s =20,

valori che soddisfano anche alla (3') e rispondono al tipo:
CAIASASAZAZAZA A).
Invece 3 =1 da, per la (4):
$, =6,

valore che contraddice alla (2 (dando: 2s,+ 3s; = 15 > 14 ),
Passiamo alla seconda ipotest :

S*:O.

Le nostre relazioni fondamentali (1), (2), (3) diventano ora:

1" So+ s+ 82+ 8=28
2" ) s1 + 25, + 3s, = 18
(3" $1 -+ 4s. + 95, = 48,

da cui si deduce :

") 285 4 65, = 30, S2+ 35, = 15.
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Di qui ricaviamo per s, set valori possibili:

ss=25, 4, 3, 2, 1, 0,
e corrispondentemente :
. =0, 3, 6, 9, 12, 15;

ma i quattro valori s;=238, 2, 1, 0 sono da scartare, portanco:

S34 5> 8
in contraddizione alla (1”)."
Restano cosi da esaminare i due casi:

S = 5; s, =0,
S5 =4, $, = 3.
11 primo caso da per la (27):
;=3 eperla (1) s,=0,
valori che soddisfano anche alla (3") e condurrebbero al tipo:
C(APASATAZARA A A);

ma le €, di questo tipo sono riducibili, essendo incontrate in

15 punti dalla conica :
Cy(d,14.4:4,45).

Il secondo caso (s =4, s, = 3) da:
§ = 0 3 So = 1.
valori che soddisfano pure alla (3") e eonducono al tipo:

C(AIA3ATASAZARA?).

Caso m=9. - Essendo escluso che la rete delle C; abbia un

punto base di molteplicitd 8 o T (osservazioni v e &), il massimo
ordil.le di molteplicitd sard h << 6. D’altra parte le C, che hanno
punti tripli in tutti gli 8 punti 4,, 4,, ..., A, sono di genere 4;
per conseguenza le Cy di una rete omaloidica dovranno avere in
qualeuno di guesti punti una molteplicith superiore o alieno

e e e m—e e e e —dbmphtnl
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nguale a 4. Cid posto, avremo per una rete di C, irridueibili:
h=6 o h=5 o h=4.
La prima ipotest, tenuto conto dell’irriducibilitd delle C,, da:
) ¢ =1, 8 =0, s, =10

e quindi le relazioni fondamentali (1), (2), (3) diventano:

1) So+ st St 8. =7
2" Sy 4 28, + 355 = 18
(3’) $, - 45, + 955 = 80 — 36 = 14
da cui:
2s; + 653 = 26
ossia :
4) s, -+ 3s; =13 . .

Ora, (tenendo presente 1’osservazione {), notiamo che la rete
complementare della nostra | C, | dovrd avere un punto sestuplo,
in uno dei punti 4,, 4,, ..., 45 che non appartengono alle C, e un
punto guintuplo in un punto base semplice della | C, |; pereid:

S+ <1,
ossia:
Sp+ s, =0 ovvero: s, 4+ s =1,
Assumendo s, + s, = 0 si trova dalla (17):
$,+ 8, =7
e confrontando con la (4'):
s;=3 , s,=4;

valori che non soddisfano alla (3%).
Se invece si pone:

So+ 81 = 1
viene:
$p + 83 = 6
e risulterebbe:
28, =17

che & impossibile, dovendo s, essere intero, Cosl resta scartata
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l'ipotesi s =1 e — avuto riguardo all’osservazione 8) — da
sg = 0 si ricava anche 5, = 0.
Passiamo dunque ad esaminare la seconda ipotesi:
h=256 , s=1,
(eon s, = 0). ‘ o
Le nostre relazioni fondamentali divengono:

(1" St s 85+ 85,=17

2" Sy + 28, 4 385 + 45, = 19

(8" s, + 45, + 985 -+ 168, = 55.
Da qui si deduce;

4" S0 = 285 + 35, = 12

e:

(57) 25, 4 6s; + 125, = 36

e quindi:

(6”) 25, + 65, = 12

cioe : 4 ’ -

(7" S3 485, = 6. i

Quest 'ultima uguaglianza da per s, tre valori possibili:
’

5, =2, 1,0
cul eorrisponde :
s,=0, 3,6

1
e quindi per la (47):
s, = 6, 3, 0.

Ma la prima terna di valori s, =2, 5,=0, 5,=0 & incompa-
tibile con la (17).

Invece le altre due terne conducono rispettivamente a s, = 0.
s, = 1, valori che soddisfano alla (3”) e quindi eonducono a due
tipi aritmeticamente possibili:

CAAZALATATATAT A,

C(ASASAIABASASARA).

Ma il secondo di questi & composto di eurve riducibili aventi
28 invece che 27 intersezioni con la ;
2
Ca(AlAzA::A-LAsAsAr)'

;oo




LE INVOLUZ!ONI PPIANE DEL SECONDO ORDINE 375

In conclusione l’ipotesi s, = 1 porta ad un solo tipo di (,
irridueibili, per cui non solo s, = 0, ma anche s, = 0.
Resta da esaminarve la ferza ipotesi:

h = 4.

Tie nostre relazioni fondamentali, tenuto conto che 39:(),
damno ora:

(1”’) s;+ 5.+ ss+ s, =8
(2") Sy = 28, + 3sy + 45, = 24
(8") 8y + 45, 4 9s, 4 165, = 80.

Possiamo subito determinare le soluzioni del problema che
rispondono a s, = 1, giaeché qui si presenta la rete complemen-
tare della C, con un punto 5-plo, esaminata innanzi. Si avrd
dunque per s, = 1: )

s$s=1, § =3, s, =3,

a cul corrisponde il tipo:
C(A1A2A%A34243424.).

Ora lasciando da parte il valore s, = 1, sl avra: s, = 0 e quindi
le equazioni precedenti si ridurranno a

1) St Sa+ 8, =28
@ 25, + 35, 4 4s, = 24
(3”,) 482 + 933 + 1654 = 80.

Di qui si ricava:
$s+ 28, =8
3s; + 854 == 32
28, = 8, s, — 4
e quindi :
835 =20
S, = 4.

Questi valori soddisfano anche alla (3”) e conducono al tipo:

C(A*ALA%AAZAA2AY).

T~ )
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Caso n = 11. - In virth dell’osservazione «) sono possibili i
tipi eomplementari di | C; [, cioé:

Cn(AiAgAgA:AgAgAgAg)
Cu(AgA;A;A:AgAgAgAg).

Caso n = 13. - Analogamente si avranno gui due tipi com-

plementari delle C;: '
O (AJAZATATATATAZAY
C (ASASAIAALAAZAY).

Caso n = 15. - Si ha il tipo complementare della rete delle Cs:
C (ASASASATAIASAZAY).

RIASSUNTO DELL’ANALISI PRECEDENTE. - La nostra avalisi porta
che le eventuali involuzioni trasformanti in sé il sistema | C, | e
diverse dalla sua involuzione caratteristica debbono appartenere
ad uno dei 13 tipi definiti dalle reti omaloidiche d’ordine

n=3,5 109,11, 13, 15

sopra indicate.

Queste involuzioni lascieranno invariato il sistema lineare che
si ottiene sommando alle rette le curve C,, coniugate e quindi un
sistema lineare appartenente ad uno dei seguenti tipi:

C,(A24,4,4,4)
C(i (AiAgA:AiASAﬁA’{)

C, (A2A2A24%424?)

1278

C, (ATASATAZAPAPA A)
Cy (Aj434343434740)

O, (ASALASASASAZA2A?)
C (A*ALAIA3ASAPARA)
Cio(d;4;4,4;43434740)
C(ASATAIALAIA3A3AY)
C (ASALAIALAZA3A3AY)
CL (A4 ASALAZA A 47
C (ASAAIATALALALAY

C,(ASASASATASASASAL).

2778746
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Procedendo per aggiunzioni successive, dedurremo che le no-
stre eventuali trasformazioni involutorie del | C,| dovranno la-
sciare invariato um sistema lineare co! almeno di eurve razionali,
ovwvero un sistema lineare oo? almeno di eurve ellittiche e percio
saranno ridueibili ai tipi secondo e terzo di BERTINT.

Infatti dai sistemi invarianti precedentemente indicati si dedu-
cono rispettivamente i seguenti:

Fascio delle rette per il punto A,,

‘Sistema oo® delle cubiche razionali:

C(A24,4 . 4).
Sistema oo® delle C, ellittiche :
Coldrd A4, 4:A,).
Sistema oc® delle (; ellittiche:
C(A2A2424 4 A).
Fascio delle coni«:hé C.(A,4,4,4,).

Rete delle curve composte della retta 4,4, e delle cubiche
razionali C (A4, 4 4 A) '
Rete delle quartiche razionali:

ClA242A24 A A).
Sistema oc?, doppio del fascio di coniche :
CoAd,4:4;4,).

Sistema oo* delle sestiche ellittiche :

CABABAZATAZA A).
Sistema o<* delle sestiche ellittiche :

CAIA2AZA2A A A A).
Rete delle yuintiche razionali :

C(AA2A2424 A A).

Rete delle curve composte della vetta 4,4, e delle quar-

A,

)

S -
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tiche ellittiche :
6’4(45A§A3A4A5A6A7A8)'

Fascio delle quartiche razionali:
Ci(AfA§A§A4A5A6A7)'

In conclusione possiamo enunciare :

Le itwvoluzioni, trasformanti in sé il sistema lineare delle
C(A24% ... AY), le quali mon coincidano con Uinvoluzione caratte-
ristica, sono riducibili ai primi fre tipt di BERTINI

22, Nota storica,

Nella teoria delle trasformazioni cremoniane del piano si &
affacciato assai presto il problema delle trasformazioni involu-
torie e delle trasformazioni cicliche, cui si riferiscono i primi
lavori di E. Caporarl, di E. Berminy, di C. F. (GEisERr, di L. BEr-
zoLARL e di altri (%), dove le dette trasformazioni e piu in ge-
nerale le involuzioni piane di qualunque ordine (siano esse o
no generate da una trasformazione cremoniana ciclica) vengono
considerate dal punto di vista proiettivo. Nei lavori di questo
indirizzo, che sono proseguiti anche piu tardi, le proprietd delle
involuzioni del secondo ordine si studiano in ispecie in relazione
alla classe (numero delle coppie di punti coniugati giacenti su di
una retta generale), ai punti fondamentali ed ai punti uniti. Ma
una veduta pin elevata si affaccia col BErTINT nel 1877, il quale
propone la questione generale di determinare i tipi d’involuzioni
piane del second ordine, birazionalmente distinti. A gquesto pro-
blema sono dedicate le Ricerche sulle trasformazioni univoche in-
volutorie del piano (« Ann. di Mat. », Tomo VIII, Serie II, 1877)
nelle quali il BErRTINI & riuscito effettivamente a scoprire i tipi
che qui presentiamo, ciod:

() Per la estesa bibliografia sull’argomento rimandiame all’articolo di
L. BERZOLARI: Algebraische Transformationen und Korrespondenzen nella
< Eneyklopiidie der Mathematischen Wissenschaften», 1IT e. 11, nn. 60-61,



LE INVOLUZIONI PIANE DEL SECONDO ORDINE 379

il tipo I: involuzioni di DE JONQUIERES, le quali posseggono
un faseio di rette unite di centro O ed una enrva di coincidenza
di un certo ordine n con O (n — 2)-plo (o in particolare (n — 1)-
plo ed unito) (); :

il tipo IT: involuzione definita dalla rete (di grado 2) delle
cubiche C, che passano per 7 punti fissi A,, 4,, A,. A,, 4. A, 4,

il tipo ITI: involuzione definita dal sistema non semplice e
triplamente infinito delle sestiche C, passduh per 8 punti doppi
A, A, A, A, A AL AL A,

I1 tipo 11 era gia stato indicato da (. I°. GEIseEr (%), che con-
sidera la rete delle cubiche per 7 punti 4,4...4; come immagine
delle sezioni piane di una superficie cubica passanti per un punto.

L’analisi del BERTINT importa yualche westrizione, che 1’autore
non poté eliminare; fu tuttavia generalmente ammesso dopo il
BEerTINL, che la classificazione cosl offerta fosse effettivamente
completa, cioé che non si dessero altri tipi di involuzioni del se-
cond’ordine irriducibili ai precedenti. Convalidava questa convin-
zione i} fatto che i tipi delle involuzioni debbono corrispondere ai
tipi dei piani doppi razionali e 1'esame «i guesti — fatto da
M. NoETHER (*) — portava soltanto ai tipi del BERTINL Perd an-
che 1'analisi di M. NoETHER in proposito restava, secondo l'autore
stesso, non esauriente.

Col progresso della geometria algebrica si & affacciata piu
tardi la visione del metodo che si basa sull’invarianza dei sistemi
aggiunti ad un sistema lineare. 8. Kaxtor (*) e (. CASTELNUOVO
hanno proposte di valersi di quest’osservazione per determinare

(*) 11 BERTINT elassifica a parte 1’omologia urmonica, che tuttavia si pud
far rientrare nel tipo I, come caso particolare (n=1),

(3 Cfr. ¢. ¥, GEISER: Uber zwei geometrische Probleme; « Crelle's Jour-
nal», Bd. 67, (1867).

() Cfr. M. NoerHEk: Uber die ein-zweidcutigen Ebenentransformatio-
nen; « Sitzungsberichte der physik. mediein. Soe., zu Erlangen» (1878).

(") Cfr. S. Kantor: Premiers fondaments pour une théoric des tzansfor-
mations périodiques umivoques; « Atti dell’Accademia di Napoliw, serie IT,

vol. IV (1888-92).
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le involuzioni del second’ordine e le trasformazioni eremoniane
cicliche d’ordine superiore.

In particolare il CasTELNUOvVO, che anche in altri sensi ha
largamente adoperato il detto teorema d’invarianza, ha rilevato
esplicitamente ¢id che esso importa di diverso in confronto al
teorema d’invarianza della serie canonica per trasformazioni
birazionali della curva e non del piano, con cui 8. KaNTOR aveva
ereduto erroneamente di identificario.

In quest’ordine di eonsiderazioni il CASTELNUOVO si convinse
che 1’analisi delle trasformazioni involutorie a partire da un
sistema lineare (i curve invariante potesse rendersi perfetta; tut-
tavia questa analisi non sembra mai essere stata sviluppata da
lui in maniera completa, anche perché il risultato veniva nel
frattempo messo fuori contestazione in base alla trattazione dei
piani doppi razionali c¢he — econ 1o stesso metodo dei sistemi
aggiunti — istituirono G. CastELNUOvO ed F. Exriques (%)

Nel corso degli studi sopra accennati e anche nella tratta-
zione i altri problemi relativi alla teoria delle superficie. & oe-
corso «li esaminare quali sistemi lineari si presentino effettiva-
mente come ultimi aggiunti a partire da un sistema lineare di
curve dato ed il CASTELNUOVO in una nota che accompagna un
lavoro di F. Exriques (®). ha in particolare avvertito come il
faseio A’HaLPHEN d’ordine 3s (s > 1) noun nasca mai per aggiun-
zione da sistemi i curve d’ordine superiore che sieno oc® almeno.
Ritroviamo cosi 1'origine del lemma sul covarianti razionali di
un sistema lineare di genere elevato. che abbiamo messo a capo
di questo capitolo; il nominato lemma non & nuovo per la so-
stanza ma solo per la forma, assai pinu semplice ed elementare.
A partire dal detto lemma anche tutta 1’analisi, che conduce a
tipi del BERTINI, riesce notevolmente semplificata ed ordinata
secondo un disegno sistematico.

(® Ofr. G. CasTELNUOVO ¢ F. ExrIQuES: Sulle condizioni di razionalita
det piani doppi; « Rend. Cire. Mat, di Palermo », T. XIV (1900).

(® Ofr. F. ENrIQUES: Sui pieni doppi di genere wno; « Memorie della
Sceieta Italiana delle Seienze » (detta dei XL), Serie I1T, T. X (1896).
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Abbiamo gid accennato ad altre applicazioni notevell del
metodo basato sull’invarianza dei successivi sistemi aggiunti di
un sistema lineare che si trovano nelle aicerche di 8. Kaxtor (%)
ed A. Wnarax (%), nelle quali si mira alla determinazione i tutti
i tipi birazionalmente distinti di gruppi finits di trasformazioni
birazionali del piano. L'analisi del KaxTorR ripresa successiva-
mente con maggior rigore dal Winmay, il gunale ha anche scoperto
aleuni tipi, sfuggiti al KANTOR, porta a riconoscere che:

Ognit yruppo finito di trasformazioni birazionali piane é equi-
valente: '

a) ad un gruppo finito d’omografie, ovvero

b) ad wn gruppo (chiamato dal Kaxtor di DE JONQUIERES)
che trasforma in sé un fascio di rette, ovvero

¢) ad un gruppo di trasformazioni quadratiche, che mutano
n $& un sistema lineare di coniche per due punti, ovvero

d) ad un gruppo che muta in s¢ un sistema di cubiche per
3, 4, 5, 6, 7, punti base, ovvero

e) ad un gruppo, che muta in sé un sistema di sestiche per
8 puntt doppi e qivindi il fascio di cubiche aggiunte a questo
sistema.

Per 1’esame particolareggiato dei vari grappi, che apparten-
gono a questi tipi, rimandiamo il lettore alla citata memoria di
A. WIaN. '

Lo stesso metodo dell invarianza dei sueccessivi aggiunti di un
sistema lineare permette anche di determinare i ygruppi continui
di trasformuzioni cremoniane del piano. Basta a questo scopo
osservare che la serie dei trasformati di un dato sistema lineave
per le trasformazioni di un gruppo continuo & nna serie continua,
la guale appartiene ad un sistema lineare completo invariante per
il gruppo: risultano di consegnenza invarianti anche 1 successivi

() Ctr. 8. Kantor: Theorie der endlichen Gruppen von eindeutigen Tran-
sformationen in der Ebene (Mayer e Miiller, Berlino, 15895).

() Ofr. A. Winan: Zur Theortc der endlichen Gruppen von birationalen
Transformationen in der Ebene; « Matl. Ann.», Bd. 48, 1896.
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sistemi aggiunti ecc., ece. L’analisi completa ¢ stata svolta da
F. Enriques (%) e conduce al seguente risultato:

I gruppi continwi di trasformazioni cremoniane del prano st
possono ridurre cremonianamente ad wno dei tre gruppi tiprer

seguenti o ad un loro sottogruppo:

a) gruppo oo® delle omografie;

b) gruppo o® delle trasformazioni per raggi wvettori reci-
proct, ovvero (prescindendo da particolavitd metriche) delle tra-
sformazioni quadratiche, che lasciano invariante il sistema oo®
delle eoniche per due punti;

¢) gruppo oo™ *® delle trasformazioni i DE JONQUIEKES
d’ordine n, che lasciano imvariato 1l sistemq lineare delle curve
A’ordine n, con un punto (n— 1)-plo ed (n—1) tangents fisse.

dufine giova anticipare che il metodo dell'invarianza dei suc-
cessivi sistemi aggiunti permette di trattare certe questioni di
geometria delle superficie: cosi F. ENriques (*) ba determinato
le irrazionalitd da cui pud farsi dipendere Ja risoluzione d’una
equazione algebrica f(z, y, 2) = 0 con funzioni razionali di due
parametri; e G. CasteELNvovo (*) ha potuto dar risposta affer-
mativa alla questione della razionalita delle involuzioni piane non-

ché determinare le condizioni necessarie e sufficienti per la razio.
nalita di una superficie algebriea. '

Alemne di queste importanti applicazioni saranne sviluppate

per disteso pin avanti.

() Cfr. F. ENRIQUES: Sui gruppi continuwi di trasformagioni cremoniane
nel piano; « Rend. Ace. Lincei», Vol, 1T, 1893 e: Sopre un gruppo continuo
di trasformazioni di PE JOXQUIERES nel piano; Id., Vol. II, 1893.

(3) Cfr. F. ENRIQUES: Sulla irrazionelitdé de cui pud farsi dipendere la
risoluzione d’una equazione algebrica f(x, y, z) = 0 con funzioni razionali di
due parametri; « Math. Ann.», Bd, 49, 1895,

() Cfr, G. CasTELNUOVO: Sulle superficic di generc zevo; « Memorle della
Soeietd Italiana delle Scienze », detta dei X3+ Serie III, Tomo X, 1896.
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I PIANT DOPPI RAZIONALI

23. Rappresentazione delle involuzioni del second’ordine
su di un piano doppio.

Risulta dagli sviluppi del capitolo precedente che ogni invo-
Juzione piana del second’ordine, I,, pud essere birazionalmente
trasformata in un’involuzione appartenente ad uno dei tre tipi
seguenti:

Treo T o di DE JoNQUIBRES: Inuvoluzione nella quale vi & un
faseio di retfte unite per un punto O ed una curva di punti uniti C’
d’ordine m con il punto O (m—2)-plo o (m—1)-plo (che in
questo caso risulta unito sopra tutte le rette che vi passano).

Trro II, corrispondente al terzo ‘tipo della classificazione di
BerTINI: Involuzione definite dalla rete di grade 2 delle cubi-
che C,, che passano per sette punti fissi A, A, 4,, A, A, A, 4.:
le curve della rete si intersecano a due a due in due punti eo-
niungati.

Mo I1I, corrispondente al quarto tipo della classificazione
di Berrini: Involuzione definita dal sistema lineare non semplice
e triplamente infintlo delle sestiche C passanti doppiamente per
otto punti A,, A, A, A, A;, Ay, A; Ag; le curve del sistema oc®
che passano per una coppia di punti coniugati costituiseono una
rete di eurve secantisi a due a due in due punti coniugati.

Questi tre tipi corrispondono futti ad involuzioni razionali, cioé
per ciascuno di essi la varietd delle coppie di punti coniugati si
pud porre in corrispondenza birazionale con un piano punteggiato
7, sieché ad una coppia generica di punti coniugati corrisponda
un punto del piano = e viceversa.

.

('id discende in modo immediato per le involuzioni piane de]
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primo tipo dal teorema (i NorrHer; infatti su di una superficie
F che rappresenti con i suoi punti le coppie di punti coniugati
nell’involuzione I, il fascio di rette unite per O diviene un fascio
lineare di curve razionali, sicchd la F risulta razionale.

Quanto alle involuzioni del secondo e terzo tipo, la loro razio-
nalitd risulta evidente dal fatto che le coppie di punti coniugati
in esse si ottengono come intersezioni di eurve i una rete di grado
due: se infatti si pone una corrispondenza proiettiva fra la rete
di queste curve e la rete delle rette 'di un piano, ad ogni punto
del piano (centro di un fascio di rette) éorrisponde una coppia
di punti coniugati (per la quale passano oo?! curve della rete di
grado 2).

Lia rappresentazione delle coppie di punti coniugati i un’in-
voluzione I, sopra un piano = ¢ondnee a considerare quest ultimo
come un piano doppio in corrispondenza [1, 2] col piano o, che
contiene la 7.

Le corrispondenze [1. 2] fra due piani (e fra due spazi) sono
state studiate sistematicamente da R. pE Paouis.

Alle rette di = rispondono in o le curve di una rete di grado 2;
e due curve della rete si intersecano (fuori dei punti base) in due
punti, che sono coniugati nella I,. Viceversa alle rette del piano o
corrisponderanno sn = eurve razionali A costituenti un sistema oc®
Q’indice 4: infatti le curve I che passano per due punti 4 e B
di = sono immagini delle quattro rette A,B,, A,B,, 4,B,, 4.B.,
di ®, che unisecono in tutti i modi possibili i punti delle coppie
A, A, e BB, corrispondenti rispettivamente ad 4 e B.

Nel piano © dell’involuzione I, esiste una curva ¢ luogo dei
punti uniti per I,: ad essa risponde sul piano doppio = una certa
curva C, che dicesi la curvae di dirwnazione (o eurva limite) del
piano doppio. ,

Una eurva K di = si deve ritenere come doppia e ad essa eorri-
sponde in ® una cwrve K, unita nell’involuzione I,, tale ciod che
insieme ad ogni suo punto P’ contenga il coningato P”. T punti
P’ e P” costitniscono coppie dell‘involuzione «; subordinata dalla
1, sulla K. Le intersezioni della A con la curva di diramazione (-
di = sono, in generale, i punti di diramazione della curva doppia
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I e ad essi corrispondono sulla K semplici coincidenze della Yl
Se due punti di diramazione di K vengono a coincidere — la K
toecando la € — due diramazioni spariscono e danno lnogo ad un
punto critico apparente a cui corrisponde sulla K un punto dop-
pio. Se in particolare la curva K, omologa di K, si spezza in due
parti i’ e K” coniugate nella I,, la A non avrad piu punti di dira-
mazione e quindi dovra risultare tangente alla curva di dirama-
zione C, ovunque la incontri. Ne segue che 'immagine su = di
una curva di o, non appartenente all’involuzione I,, & una curva
tangente, ovunque la incontri, alla eurva di diramazione C del
piano doppio =.

Se quindi si interseca la curva di diramazione C con una retta
r, si avra sul piano = una retta doppia, alla guale corrisponde
su o una curva iperellittica sopra cui la I, subordina la g2. Tale
gL avrd un numero necessariamente pars di coincidenze, corrispon-
denti ai punti di diramazione della r. Poiché i punti di diramazione
della r sono nelle sue intersezioni con la C, ne segue che la curva
di diramazione del piano doppio ha un ordine mecessariamente

part ().
24. 1 tipi di piani doppi razionali.

(10 premesso, vediamo quali piani doppi si ottengano dalla
rappresentazione su di un piano doppio delle involuzioni dei tipi
di BERTINI.

Consideriamo, per incomineiare, 1’ involuzione di De Jox-
QUIERES.

La sua rappresentazigne su di un piano doppio si ottiene im-
mediatamente cosi. Sia C,, la curva dei punti uniti sul piano della
involuzione. Essa possiede il punto O come (m — 2)-plo (o0 come
(m — 1)-plo), ed & incontrata cosi dalle rette unite passanti per O
in due punti variabili (o in un punto variabile e nel punto fisso O).
Prendiamo una curva K’ d’ordine s con il punto 0 (s —1)-plo e
sia A la sua coniugata. Sopra ogni retta unita ¢ uscente da

() Tuttavia essa pud figurare come curva d’ordine dispari nel piamo
metrico quando contenga come parte la retta all’infinito.
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0, la I, subordina un’involuzione, nella quale sono punti doppi i
due punti di intersezione con la C,, fuori di O {ed eventualmente
il punto O e l'intersezione variabile con C,,) € sono coniugati il
punto P’, in cui la @ incontra K’ (fuori di O) ed il punto P” co-
mune alla e ed alla K” (fuori di O). Facciamo corrispondere
proiettivamente 1 punti di e alle coppie dell "involuzione subordi-
nata da I, su a, per modo che ai punti doppi rispondano le coppie
costituite dai punti stessi contati due volte e per esempio a P’
risponda lascoppia P’ P”. Cosi, variando @, si viene a rappresen-
tare l’involuzione I, sopra il piano doppio che ha per curva di
diramazione la C,, stessa, eventualmente completata con alcune
rette .'per O: queste rette sono, in generale, quelle che da O proiet-
tano 1 punti comuni alla C,, ed alla K’

T1 fatto che le rette proiettanti da O i punti comuni alla C,,
ed alla I, entrino, in generale, a far parte della enrva di dira-
mazione del piano doppio, nella costruzione indicata, si pud gin-
stificare facilmente per via analitica. Ed invero, ponendo il punto
O nel punto all’infinito dell’asse delle y, 1’equazione della ., e
della I’ sono rispettivamente della forma:

A;;L—2y2+ 24,1y -+ Ay =0
Bs—yy + B, =0,

dove le A e B sono polinomi in =z, dei gradi indicati dal loro
indice, ed s & l'ordine della curva K’. Ora la costruzione esposta
porta alla determinazione, sulla generica parallela all’asse delle y,
di nna corrispondenza [1, 2], per guisa tale che ad un punto di
ordinata Y rispondono due punti y,, 3, costituenti una coppia
dell’involuzione subordinata su tale retta dalla I,, mentre ad un
punto di ordinata y, risponde un solo punto di ordinata Y. Ana-
liticamente la nominata corrispondenza sard della forma.-

1) (Ay® - oy + V)Y = (A + y + Vi),

ove Ay, fg, Vi, Agy Mg, Vo sono funzioni raezionali della z. Per deter-
minare, & meno di un fattore moltiplicativo, le funzioni razionali
Ay, .- Yo, basta imporre le cinque condizioni seguenti:

A

a) quando Y & 1’ordinata di un punto appartenente alla C,,,

11
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¢ioé quando

Y A”l—l \/ A?ﬂ:—l A"!«—-ZAPM
=Y = A ’
‘ m—2

I’equazione di secondo grado in y, fornita dalla (1), deve posse-
dere la radice doppie y = vy, s ;
%) quando y = — B,/Bs_,, & altresi ¥ = — B,/B;_,.
Determinate cosi le %, ..., v, si risolva la (1) rispetto ad .
S$i otterrd in definitiva:
A, BY+4 A B

y=— m—zs mos—1
Am—zBs—1Y - Am—zBs + 2Am—1Bs— 1
(2)
o v (Am—zB;_2Am—1BsBs—1+A1:LB;—1)(Am72Yz+2Am—1Y+Am)

Am—zBs _Y—4,, B+ 24,,_1Bs_4

La (2), aggiunta alla
r=X,

da la rappresentazione sul piano doppio XY della totalita delle
coppie di punti coniugati nell’involuzione I,, data sul piano zy.
La curva di diramazione consta della curva € , d’equazione:

Am—2Y2 + 2Am——1—Y + A, = 0

ed, in generale, delle m 4 25 — 2 rette rappresentate complessi-
vamente dall’equazione: '

(3) A, B:—24 BB, +A B =0;

m—2"3 m8—1 "

~

gquesto gruppo di rette & costituito precisamente dalle rette che
da O proiettano i punti comuni alla C,, ed alla K. Si & detto che
le nominate rette fanno parte della curva di diramazione in gene-
rale: piu precisamente una retta fa parte della curva di dira-
mazione soltanto guando essa entri semplicemente o con moltepli-
citd dispari nel gruppo (8); invero i fattori quadratiei che si
possono estrarre dal gruppo (3) possono portarsi fuori dal segno
di radieale, dando luogo al fattore inessenziale del diseriminante
della (2).

Se la C,, & d’ordine pari (m = 2n) ed ha il punto O come
(m —2)-plo, si pud secegliere la K’ in modo che le rette proiet-
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tanti da O i punti comuni alla C,,ed alla K’, non entrino g far
parte della curva di diramazione. Basta a questo scopo che la
K’ sie tangente alla C,, ovungue la incontri (fuori di 0) (1), con-
dizione che si pud certo realizzare nelle ipotesi ammesse; invero
laC,, ela I’ si intersecano, fuoridi O, in ms —(m — 2)(s — 1) =
=2+ m—2=2(s+n—1) punti; e per s sufficientemente
alto esisteranno delle curve K,(0°"?) per cui questi punti si
distribuisecono in s + n~—1 contatti. .

Se invece m = 2n 4 1, i punti comuni alla C,, ed alla K” fuori
di O sono 2(s +n—1) 4+ 1, cioé in numero dispari; e guindi,
contunque si scelga la K’) nella curva di diramazione entra sem-
pre a far parte (almeno) una retta. Tuttavia questo caso pud essere
ricondotto al precedente, trasformando ¥’involuzione I, mediante
la trasformazione quadratica 7, che ha i punti fondamentali nel
punto O, in un punto genefico A della C,,;,ed in punto generico
B del piano. La T muta I’involuzione I,, in una nuova involuzione
I, per la quale la curva dei punti uniti ¢ d’ordine pari.

Rimane da discutere il caso, in cui il punto O sia di moltepli-
citd effettiva m—1 per la C,,. Se m & pari ia discussione & com-
pletamente analoga a quella gid svolta, purché si prenda s dispari;
se m & dispari basta trasformare la I, mediante la trasformazione
quadratica, che ha i punti fondamentali nel punto O ed in due
punti generici del piano; l'involuzione trasformata ha come curva
di punti uniti una C,,(0™'), dove m & un numero pari.

Riassumendo possiamo dire:

Le involuzioni di DE JONQUIERES si possono rappresentare su
di un piano doppio con curve di diramazione, C, d’ordine 2n con
un punto (2n — 2)-plo (0o (2n — 1)-plo); la curva C puod risultare
riducibile, ma in questo caso st pud supporre che da essa mon si
stacchino delle rette uscenti da O.

Passiamo a considerare 1’involuzione del terzo tipo di BERr-
TiN1, eioé !'involuzione determinata da una rete di cubiche per
7 punti base semplici 4,, 4,, ..., 4,.

? [

(" In questa ipotesi infatti) 1’equazione (3) si riduce ad un quadrato
perfetto,



I PIANI DOPPI RAZIONALJI 389

~ Le coppie dell’involuzione I, appartenenti ad una generica
cubica C, della rete, determinata dai punti base 4,, 4,, 4, 4,, 4,.
A,, A, costituiseono la gl caratteristica segnata su di essa dalle
altre curve della rete; tale gl possiede guattro punti doppi e la
curva luogo delle coincidenze della I, interseca ogni (7, della rete
in questa quaterna. La nominata curva delle coincidenze non &
altro che jacobiana della rete e percid & una sestica di genere tre
passante doppiamente per i punti base A,, A, A, A, A,
Ag. A4 ()

Se quindi riferiamo proiettivamente le rete delle cubiche alla
rete delle rette di un piano, l'involuzione viene rappresentata su
di un piano doppio con una curva di diramazione incontrante le
rette in quattro punti che rispondono alle quattro coincidenze della
g% subordinata sopra le C, dalla I,.

Ne segue: linvoluzione piana del secondo tipo di BERTINT si
pud rappresentare sopra un piano doppio dotato di quartica i
diramazione, di genere tre.

Veniamo infine alle involuzioni dell’nltimo tipo. Presa una
C; generica del sistema delle C (42 A2 A? A2 A2 42 A2 A2), le
coppie di punti coniugati nella I, sono segate sopra di essa dal
fascio delle cubiche C (4,4, ... A.), (passanti ulteriormente per un
nono punto base A,). Le cubiche del fascio segano sulla C; la ¢}

() Invero. se P & un punto di una C,, che sia doppio per la !,'13 seguata
sopra la C, dalle C(4 4..4), per P passano =' cubiche che ivi si
toccano e quindi una C_ dotata in P di un punto doppio. Imversamente, se
esiste una cubiea per 4, 4, ..., A che abbia un punto doppio in P, le ect
cubiche C, (4, 4,..4 P) hanno ivi una tangente fissa e la serie caratte-
ristiea g} segnata su una di queste C, dalle o2 C (4, 4,...4) ha in P un
punto doppio. Dunque, tenuto conto che la rete delle C (4 4,..4) non
possiede in generale delle curve fondamentali (le quali farebbero parte della
jacobiana), la curva delle coincidenze della I, coincide eon la jacobiana (luo-
go dei punti doppi delle curve) della nominata rete. Si rammenti poi che
la jacobiana di una rete di curve d’ordine n & d’ordine 3n—3, mentre un
punto sempliee della rete & in genere doppio per la jacobiana, Cfr, F. Ex-
RIQUES ed O. CHISINI: Teoria.., Vol. II, Lib, III, Cap. T, pagg. 31 e 39.
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canonica, che — essendo la C, di genere 2 — possiederd sei coinei-
denze. La sestupla di questi punti & il gruppo jacobiano della g
canonica; e percid & un gruppo della serie somma della serie ca-
nonica e del doppio della ¢! stessa (*), ossia appartiene alla serie
tripla della g}, e viene seg:;ta sulla C, dal sistema triplo del fa-
scio delle €, (aggiunte a Cy): ne segue che la curva delle con-
cidenze dell’involuzione I, fa parte di questo sistema e quindi
¢ ung cwrva del mono ordine C,, passante triplamente per
(ﬁfi otto punti base A,, 4,, .., A; (*). La curva C, avendo tre (e
non pin) intersezioni con le €, fuori di 4, non passa per 4,; ma
il punto Ay é un punto umito isolato che si aggiunge alla curva
delle coincidenze, costituendo un punto doppio della I, sopra cia-
scuna cubica per A,, 4,, ..., 4.

Riferendo proiettivamente il sistema oc® delle C; ai piani
“dello spazio S;, il piano dell’involuzione I, si pud rappresen-
tare (cfr. pagg. 364-65) su di un cono guadrico doppio F', sopra
il quale le sezioni piane corrispondono alle C, (A2 A%...42), le
generatrici alle C,(4, A.... As) ed il vertice al mnono punto
base Ay del fascio delle C;(A4, 4:.. 4s). La eurva delle coin-
cidenze C (A3 A3... A?) da luogo sul cono ad una curve di
diramazione, che incontra le coniche sezioni piane in tantl punti
quante sono le coincidenze della I, sopra ogni C,. La curva di
diramazione sul cono doppio F, & percid una sestica, per la quale
le generatrici di F, sono trisecanti e giacente per conseguenza su
di una superficie cubica, La sestica di diramazioue non contiene

(") Si rammenti che la serie jacobiana di una serie data & data dalla
somma della serie eamonica ¢ del doppio della serie data. Cfr. ad es.
F. ExriQues ed O. Cmisini: Teorig.., Vol III. Lib. V. Cap. I, pag. 57):
¢ si applichi questa osservazione alla serie cancnica stessa,

(*) A questa stessa conelusione si pud anche giungere cosi: dato un punto
P generico del piamo, per esso passano oo Co(d%43..42), che si intersecano
ulteriormente nel punto P’ coniugato di P in I, e costituiscono una rete di
grado 2, la cui involuzione caratteristica coincide eon la 1,. La curva jaco-
biana di questa rete & una C, (4547 4] 454l 47 4T AT PP, dalla quale,
come si. vede facilmente, si stacea la C (4 4.4 PP’) contata due volte,
siech® rimane in definitiva una Cy(4343 ... 43),
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il vertice del cono, il quale perd si ageiunge ad essa come punio
dt diramazione isolato.

Ricapitolando, possiamo dire: inyoluzione del quarto tipo di
BERTINI si puo rappresentare sopra wn cono quadrico doppio con
sestica di diramazione appartenente ad una superficie cubica, a/lu
quale si aggiunge, come punto isolato di diramazione, il vertice '
del cono.

Proiettando il eono doppio F, da un suo punto generico su di
un piano =, si ottiene un piano doppio, con sestica di diramazione
C; dgtata di due punti tripli 0, 0" infinitamente vicini (imma-
gine della sestica del ‘cono, trisecante le generatrici).

Riassnmendo, possiamo quindi dive:

I tre tipi di involuzioni piane del second’ordine, si possono
rappresentare su di un piano doppio, il quale ha come curva di
diramazione una curva d’ordine 2n con un punto (2n — 2)-plo.
ovvero una quartice, ovvero una sestice con due punti tripli infi-
nitamente vicing,

25. Generalith sui piani doppi.

L'esistenza di una corrispondenza [1, 2] fra i punti di mn
plano = ed i punti di un piano o ci ha tratti a definire (con il
CLEsscH) il piano = come un pigno doppio, ogni punto del ¢uale
sia immagine di due punti di ® mentre un punto di @ da origine
ad un solo punto di =.

Questa definizione si pud generalizzare ogni gualvolta si abbia
una corrispondenza [1, 2} fra ¢ punti di un piano = ed i punti di
wna superficie F (razionale o 10) ovvero — cid che ¢ lo stesso —
ogni qualvolta sopra una superficie F si abbia un’involuzione
razionale di coppie di punti. Se invero sopra F esiste un’involu-
zione razionale 1, di coppie di punti, ponendo una corrispondenza
birazionale tra la totalitd di queste coppie ed i punti di un
piano =, si da origine ad wuna corrispondenza, nella quale ad
ogni punto di = corrispondono due punti di F, coniugati nella I..
mentre ogni punto di F ha un corrispondente in = I piano =
apparisce cosl come doppio e si definird ovviamente come curvu
d! diremmazione di esso l'immagine della curva dei punti di coin-
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cidenza dell’involuzione I, sopra la F. La curva di diramazione
sara dordine 22 4-2p — 2 =129 4 2 ge alla rete delle rette
su = risponde sulla F' una rete (di grado 2) di curve di genere p.
Dette z, y le coordinate di un punto P di =, la determinazione
delle coordinate X, ¥, Z dei due punti di F, corrispondenti a P,
dipendera in definitiva dalla risolnzione di un’equazione di secon-
do grado, a coefficienti funzioni razionali di x, y, il eui diserimi-
nante — che si pud sempre supporre ridotto a forma intera —
sard una certa funzione f(z,y) della z e della y. Ne segue che ie
coordinate di un punto variabile sy F si esprimono in fungione
razionale di z,y ¢ Vf(z,y), ossia dei punti della superficie :

2t =f(=, y).

Poichg, reciprocamente, & immediato che le coordinate di un
punto 'della 2* = f(z, y) si esprimono ranonalmente per X, Y, Z,
ne condludiamo ehe la superficie

zng(x, ¥)

¢ n corrispondenze birazionale con la F.

La superficie F’ d’equazione 2> = f(z, y), & una superficie
d’ordine #, se n & 1'ordine della curva f(z, y) == 0; ed il punto
all'infinito dell’asse delle 2, che indichiamo con O, & per essa un
punto (n— 2)-plo particolare. La rete di eurve di grado due, che
sulla F dava luogo all’involuzione I,, si muta sulla F” nella rete
delle sezioni piane condotte per il punto O: infathi ad ogni punte
(x, y) del piano doppio =, corrispondono sulla F’ due punti conin-
eati, ed allineati con O, in guisa che le rette del piano = rispon-
dono alle sezioni piane della F”, condotte per O. Insomma, « par-
tire dalla F', il piano doppio = st costruisce per proiezione dal
punto (n— 2)-plo O.

Ora, a prima vista, la curva di diramazione del piano doppio
= & costituita dalla f(z, y) = 0, eventualmente completata con la
retta impropria di =: invero, solamente per i punti della f(x, y)= 0
e per i punti impropri la 2 assume due valori coincidenti. Convies
ne tuttavia precisare la questione con le censiderazioni che seguono.

[In piano generico a per O sega la F” secondo una curva iper-
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ellittica, di genere p, che, per proiezione da O, si rappresenta
su di una retta doppia a del piano =, con 2p - 2 punti di dira-
mazione, distinti. Lia retta « sega la f(x, y) =0 in » punti; ed
un punto di diramazione della ¢ pud cadere fra questi # punti,
ovvero nel punto all’infinito della ¢. Pia precisamente, un punto
di diramazione al finito cade solamente in un punto semplice o
in un punto di molteplicitd dispari della f(z, y) = 0. Ne segue
che la effettiva curva di diramazione di = contiene, semplicemente,
tutte le componenti semplici o di molteplicita dispari delle
flz, y) =0, mentre non contiene le componenti di moltepliciti
pari; se le componenti di molteplieitd dispari danno come somma
una curva, C, d’ordine pari, tale ordine & 2p -+ 2, e la C esaurisce
la eurva di diramazione di =; se invece la ' riesce d’ordine di-
spari, tale ordine & 2p + 1, e la effettiva curva di diramazione del
piano doppio & ecostituita dalla C, cus si aggiunge la retta impro-
pria di = Tutto cid riesce evidente quando si osservi che le com-
ponenti doppie della f(x, y) = 0 corrispondono a curve doppie
non cuspidali della F”, le componenti quadruple a eurve taenodali
(a carattere non cuspidale) della F’ e cosl via: tali componenti
di molteplicitd pari entrano soltanto impropriamente a far parte
della curva di diramazione di %, in quanto un punto di una linea
doppia non cuspidale di F” non corrisponde ad un’effettiva coin-
cidenza dell invelnzione I,, ma solamente ad una coppia di punti
coniugati, che casualmente si sono venuti a sovrapporre. Invece
una componente ad es. tripla della f(z, y) = 0 corrisponde sulla
F’ ad wna curva doppia cuspidale: la componente tripla entra
une volta nella curva di diramazione, giacché in un punto di una
linea euspidale di F” vengono effettivamente a coincidere due punti
coniugati nella I..

Riassumendo, possiamo dunque dire: Il piano doppio, che st
ottiene proiettando sul piano zy dal punto all’infinito dell’asse
delle z la superficie 2* = f(z, y), possiede come curva di dirama-
zione tmproprie la f(z, y) = 0 (eventualmente ecompletata con la
retta all’infinito, se 1’ordine della f & dispari); le effettira curve
di diramazione st oftiene sopprimendo un numero pari di volte le
components multiple della f, in guisa da ottenere una curra sem-
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plice o composta dv parti semplici {(ed aggiungendo la retta im-
propria, se [ordine della f & dispari).

L:’analisi svolta porta a riconoscere che la curva di diramazione
di un piano doppio pud sempre supporsi prive di componentt mul-
tiple. Questa conclusione pud lumeggiarsi anche dal punto i
vista analitico, mostrando come la superficie 22 = f(x, y) possa
trasformarsi birazionalmente in una superficie 2? == F(z, y), ove
F(x,y) & un polinomio, privo di fattori multipli. Sia invero
flz, )= ¢*(x, y) fi(x, y), esiponga s = X,y = Y, 2 = ¢(z, y)Z.
Si tratta di una trasformazione birazionale, la quale muta la
2* = f(x, y) nella Z°* = f, (X, Y). Procedendo similmente per le
altre componenti multiple, si arriva alla conclusione voluta.

Altrp risultato dell’analisi che precede, & che lu curvae di dira-
mazione di un piano doppio é sempre d’ordine pari: essa pud ap-
pavire come curva d’ordine dispari nel piano metrico, ma allora
si aggiunge ad essa la retta impropria, contata una volta. B poiché
la retta impropria pud esser portata a distanza finita con una
omografia, ne segue che anche nel piano metrico la curva di dira-
mazione di un piano doppio pud sempre supporsi d’ordine pari.

Abbiamo detto che quale curva di diramazione di un piano
doppio si pud assumere una curva semplice o composta di parti
semplici, d’ordine pari. Ora si pud osservare che, data ad arbi-
trio una curva f(x, y) = 0 che soddisfaceia alle nominate condi-
zioni, essa sl pud sempre considerare come curva di diramazione
del piano doppio, che si ottiene, proiettando sul piano zy, dal
punto all’infinito dell’asse delle 2, 1a superficie 2* = f(«x, y). Inol-
tre due superficie rappresentabili su di un piano doppio = con la
stessa curva di diramazione f(z, y) = 0 sono birazionalmente iden-
tiche, appartenendo alla classe, che ha per modello proiettivo la
superficie

22 =F (=, y).

Ne segue che une curva arbitraria f(z, y) =0 (che si pud
immaginare priva di componenti multiple e d’ordine pari) deter-
mina una classe di superficie, costituita da tutte le superficie che
si possono rappresentare sul piano doppio che ha la f(x, y) =0



I PIANI DOPPI RAZIONALI 395

come eurva di diramazione. Le equazioni parametriche di queste
superficie si ottengono ugnagliando le coordinate di punto a fun-
zioni razionali di z, y, V f(z, yj. 8i indica ¢io brevemente dicendo
che il piano doppio determina la classe delle superficie, aventi
per campo di razionalitd x, y, V f(z,y). Con il simbolo:

L2y, Vi@ i,

si intendera il piano doppio che ha per curva di diramazione la
f(r, y) =0, ed anche ogni superficie della classe, da esso deter-
minata.
Supponiamo ora di eseguire sul piano una trasformazione
cremoniana :
X = Xz, y)
Y = Y(=, y),

la quale muti la curva di diramazione, f(x, y)= 0, nella curva
¢(X,Y)=0. Se alle relazioni precedenti si aggiunge la Z =z,
si ottiene una trasformazione cremoniana dello spazio (xyz) nello
spazio (XYZ), la gquale muta la superficie 2* = f(z, y) nella
superficie 22 = ¢(X, ). (Ed anzi queste due superficie sono non
solamente identiche birazionalmente, ma la trasformazione che
muta 1'una nell’altra, muta 'involuzione I, segnata sulla prima
dalle parallele all’asse delle 2, nell’involuzione analoga, che sulla
seconda segano le parallele all’asse delle Z). Ne segue: quando
esiste una trasformazione cremoniana. che mutt la cwrva @i
diramazione del piano doppio

iz, 9, VF(z, )|
nella curvae di diramazione del piano doppio
| X, 7, VoX, D1,

i due plani doppi sono da considerarsi identici nella geometria
delle trasformazioni birazionali.

Sia ' una curva d’ordine pari, ed assumiamo la C come curva
di diramazione di un piano doppio =. Quando si eseguisca sulla
(' una trasformazione cremoniana, conviene precisare come si
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debbano considerare le curve fondamentali che nascono dalla
trasformazione, in corrispondenza a punti partieolari.

Supponiamo che la trasformazione muti nella rete delle rette
una rete omaloidica di curve a punti base distinti, avente un punto
base i-plo in un punto 4, che sia s-plo per la C. Allora 1'intorno del
punto A si muta in una curve fondamentale ¢ Q’'ordine 7, che fa
parte s volte della trasformata della C. Solitamente, nel conside-
rare la trasformata della C, si prescinde dalle componenti che
naseono in corrispondenza a punti della €, che si trasformano
in eurve fondamentali. Ma quando la C & la curva di dirama-
zione di un piano doppio, questa regola non pud essere man-
tenuta inalterata: altrimenti una curva d' ordine pari potrebbe
essere trasformata in una curva d’ordine dispari. Necessita quin-
di,, quando la C sia la eurva di diramazione di un piano dop-
pio, di considerare la trasformata complete, C’, della C; tutta-
via, per quanto precede, se una componente della €', che sia la
trasformata di un punto della ¢ ha una molteplicitd pari. essa
pud essere soppressa; mentre deve essere considerata semplice-
mente, se abbia una molteplicitd dispari.

Questa osservazione porta alla seguente regola: in une tra-
sformazione cremoniana di un piane doppio, con punti fonda-
mentali distinti, si deve computare come facente parte (unw
volta) della cwrva di diramazione, ogni curva fondamentale pro-
ventente da un punto di moltepliciti dispari della curva di dira-
nazione primativd.

Trasformando la C con questa regola, la sua trasformata &
sempre una curva {’ordine pari. Una conseguenza immediata
della regola anzidetta & anche la seguente: la curva di dirmmna-
zione C d’ordine 2n, si puo sempre trasformare in un’altra d’or-
dine pari e dotata soltanto di punti multipli distinti di moltepli-
cita part.

Invero, eseguiamo una trasformazione ¢uadratica, che abbia
un punto fondamentale A in un punto s-plo di C, ed i due rima-
nenti punti fondamentali 4, ed 4, affatto generici. Supponiamo
che s sia dispari. La trasformata della C consta di una parte (¥,
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proveniente propriamente da C, e della retta fondamentale ¢,
che rappresenta 1'intorno di 4.

Ne A’, A’,, A’, sono rispettivamente i trasformati delle rette
A4, AA, AA, (in guisa che a=A4",4",), la curva ¢’ ha in
A’ un punto 2n-plo ed in A, A, punti multipli di molteplicita
dispari 2n — s; inoltre essa possiede sulla retta @ altri punti mul-
tipli, provenienti dallo scibglimeuto dell’intorno del prim ‘ordine
di A ed aventi la stessa molteplicitd, che hanno per C. Ne segue
che la nuova curva di diramazione €’ + ¢ ha in 4’ un punto
2n-plo, ed in 4°), 4’, due punti di melteplicitda pari 2n—s 4 1;
come pure ha dei punti di molteplicita pari in quelli (di molte-
plicita dispari per €’) che provengono da punti di C appartenenti
all'intorno del prim’ordine di A ed aventi molteplicita dispari.
C'osl i soli punti multipli dispari della ¢ 4+ a sono gli omologhi
dei punti multipli di molteplieitd pari dell’intorno di A, oltre a
quelli che provengono da punti di € non prossimi ad 4 e di mol-
teplicitd dispari. Trattando ora i punti propri di molteplicitd
«lispari come A, con successive trasformazioni guadratiche, si per-
viene ad una trasformata della € che ha solo punti di molteplicitd
pari, ovvero punti di molteplicitd dispari infinitamente vieini a
punti di molteplicitd pari. Ma questi punti di molteplicitd dispari
si possono trasformare in punti propri d’ordine dispari econ una o
piu trasformazioni quadratiche; e quindi possono essere trattati
come i precedenti punti di molteplicitd dispari. Cosi proseguendlo
si perverra infine ad una curva di diramazione dotata di soli punti
multipli di molteplicita pari. Da questo punto in poi si pud ado-
perare 1'ordinario procedimento di NorTEHER () per lo sciogli-'
mento delle singolarita, operando sempre con trasformazioni qua-
dratiche, che, avendo per punti fondamentali punti di moltepli-
¢ita pari ovvero punti generiei del piano, portano sempre a curve
d’ordine pari con punti di molteplicitd pari. Si perviene cosi ad
una eurva di diramazione dotata solamente di punti multipli di
molteplicitd pari, distinti.

() Cfr. ad es. F. ENrRIQUES ed O. CuIsINI: Teoria.., Vol. 11, Lib, IV,
Cap. 1T, pag. 417.
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La ecircostanza che la curva, trasformata dell’intorno di un
punto, 4, di molteplicitd dispari per una curva di diramazione,
C, entri a far parte della'trasformata della C, si pud interpretare
dicendo che la curva infinitesima, costituente Uintorno di A, fa
parte dt C. Di questo fatto ei si pud rendere ragione a priori,
senza trasformare la C. Se l'ordine della C & 2n e la molteplicita
del punto A 2s 4+ 1, una retta generica del piano & una retta
doppia, dotata di 2n punti di diramazione. Se ora la retta tende
a passare per 4, al limite essa deve sempre possedere un numero
part di punti di diramazione ; di questi 2»n — 2s — 1 cadono fuori
di A ed uno nell’intorno di A. Tutto va dunque come se il punto
(25 + 1)-plo fosse effettivamente 2s-plo ed alla C si aggiungesse
Uintorno di A.

Questa semplice osservazione si generalizza al caso in cui la C
possegga dei punti multipli infinitamente vieini ad un punto pro-
prio, offrendo un criterio per decidere quali siano i punti di C,
per 1 guali l'intorno faecia parte della C, trasformandosi even-
twalmente in una curva, che fa parte della trasformata della C,
quando siano presi come fondamentali per una trasformazione
cremoniana. N

Supponiamo che il punto multiplo A, della C sia infinitamente
vieino al punto A. Se la molteplicita di A & dispari, U'intorno di
A fa parte della C. Ma che cosa si deve dirg dell’intorno di 4,?
Consideriamo qui le parabole del second’ordine passanti per 4,
A,. Se la molteplicity di 4, & dispari, il punto A assorbe un nu-
mero pari di punti di diramazione delle nominate parabole; 1'in-
torno di 4, non fa quindi parte della C. Se invece la molteplicita
di 4, & pari, il punto A assorbe un numero dispar: di punti di
diramazione; e 1’intorno di A, fa parte della C. Cosi Uintorno
del punto A,, (infinitamente vicino al punto di molteplicita di-
spari A) fa parte della curva di diramazione o no, a seconda che
la molteplicité di A, sia pari o dispari.

Allo stesso risultato si arriva anche ragionando cosi: se 4 &
di molteplicitd cdispari 2s 4 1, 'intorno di A fa parte della C ed
il punto 4 & come se fosse 2s--plo; lo staccamento dell ’intornq di
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4 porta I'innalzamento di un’unitd di tutti i punti di C, prossimi
ad A; se A, & uno di questi, di molteplicitd dispari, esso diviene
di molteplicitd pari, e quindi il suo intorno non fa parte della
C; se invece 4, & di molteplicitd pari, esso diviene di moltepli-
citda dispari ed il suo intorno entra cosi a far parte della (.
Questo ragionamento equivale in fondo ad eseguire suceessiva-
mente due trasformazioni quadratiche, di eni una sciolga 1’intorne
di A e la seconda quello di 4,.

Le cose dette si estendono a tutti i easi, sia in rapporto alle
parabole ed iperparabole approssimanti i vari rami della C
uscenti da A, sia in rapporfo alle suceessioni di trasformazioni
gquadratiche, che sciolgono i sueccessivi intorni dei punti della ',
infinitamente vicini ad A; e 1’esecuzione effettiva delle nomi-
nate trasformazioni puod essere evitata, tenendo conto che una
trasformazione «uadratica che muti in una retta l’intorno di
un punto A di C, lascia inalterate ovvero inmalza di un™unita
le molteplicitd dei punti di C prossimi ad 4, a secorida che A
sia di molteplicitd pari o dispari.

Ci limiteremo qui a chiarire la cosa con un esempio. Per la
curva di diramazione di un piano doppio il punto A sia di mol-
teplieitd 11; prossimi ad esso e suceedentisi su di un ramo cuspi-
dale del terz’ ordine vi siano 4, quadruplo, 4, quadruplo, A4,
doppio; ed inoltre un punto B semplice, tale che la direzione
AR sia diversa dalla direzione 4A4,; al punto 4, sia infine pros-
simo (ma non satellite) nn punto A, doppio (neecessariamente non
prossimo ad A). Quali sono gli intorni che fanno parte della
curva di diramazione C?

Anzitutto della C entra a far parte l'intorno del punto 4,
di molteplicitd dispari. Cid porta un innalzamento delle molte-
plicitd dei punti prossimi ad 4. Precisamente 4,, 4,, 4,, I di-
ventano rispettivamente di molteplicitd 5, 5, 3, 2. L’intorno del
punto B di molteplicitd pari non fa parte della C'; invece 1'in-
torno di 4, fa parte della € e quindi la molteplieitd di 4, si in-
nalza ancora e diviene 6. Cid mostra che ’intorno di 4, non fa
parte della C. Invece l'intorno di 4, (di molteplicitd 3) & parte
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della C; e, staccandosi, alza la molteplicita di 4,, che diviene
triplo. Ne segue che anche 1’intorno di A4, fa parte della C. Con-
cludendo possiamo dire: alle cuwrva di diramazione C si aggiun-
gono le parti infinitesime, costituite dagli intorni di A, 4,, 4,,
A,. Gli intorni di B e di 4, non fanno inveee parte della C.

Riassumendo la nostra analisi, possiamo enunciare: Se si.
assume come curve di diramaezione di un piano doppio una curva
d’ordine pari C, dotata di singolarita qualsiasi, la effettiva curva
di diramazione del piano doppio consta della C, alla quale si ag-
giungono certe parti infinitesime, costituite dagli intorni dei punts
propri di molteplicitd dispari o dei punti che si possono mutare
in punti di wmolteplicita dispari con una swccessione di trasforma-
ziont quadratiche.

In quanto segue, quando parleremo della curva di diramazione
di un piano doppio, intenderemo sempre la curva completa, alla
quale sia‘no ciod aggiunte le nominate parti infinitesime.

Le considerazioni che precedono portano sostanzialmente a
stabilire alcune convenzioni per le quali alla molteplicita effet-
tiva di un punto della curva di diramazione, C, di un piano dop-
pio = si sostituisce una molteplicitd virtuale secondo i criteri
seguenti.

a) Gli intorni dei punti propri di molteplicitd dispari fan-
no parte della C e quindi diminuisce di un'unitd la molteplicita
di tali punti e si innalza di un’unitd quella dei punti prossimi;
un punto proprio di molteplicitd effettiva 2s 4 1 ha quindi mol-
teplicita virtuale 2s (salvo un caso di eui discorriamo pit avanti);

b) gli intorni dei punti propri di molteplicitd pari non
fauno invece parte della C; e quindi per questi punti moltepli-
¢ita effettiva e molteplicitd virtuale coincidono; ed i punti pros-
simi ad un punto proprio di molteplicita pari si trattano come
punti propri;

¢) se un punto prossimo riceve, per i eriteri precedenti.
una molteplieitd pari, tale & la sua molteplicitd virtuale; se invece
esso riceve una molteplicitd dispari 2 4+ 1, il suo intorno fa
parte della C e quindi la sua molteplicitd virtuale & 2 e si innalza
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di un’unita la molteplicitd dei punti ad esso prossimi (che risul-
tano, in generale, in un intorno del second’ordine rispetto al
punto propi‘io);

d) si prosegue in tal modo, attribuendo una molteplicita
virtuale a tutti i punti che si succedono sui vari rami della C,
nseenti da un punto proprio.

I criteri a), b), ¢), d) permettono in tutti i easi il caleolo della
molteplicitd virtuale di un qualsiasi punto, proprio od infinita-
mente vieino ad un punto proprio, della curva di diramazione.
Tuttavia vi & un caso in cui conviene discostarsi dal criterio a);
e ’opportunitd di questa eccezione riesce evidente esaminando il
comportamento in un punto proprio della C, supposta di ordine
2n, delle ageiunte d’ordine 2n — 6 ¢ d’indice 2.

Osserviamo anzitutto che le osservazioni fatte precedentemente
cirea il modo con cui si trasforma la curva di diramazione C di
fronte ad una trasformazione cremoniana, portano che il teorema
d'invarianza delle curve aggiunte & ancora valido, purché le
molteplicitd imposte alle aggiunte siano caleolate in base alle mol-
teplicitd virtuali della C. Cio si dimostra facilmente, partendo
dal caso elementare in cui la C abbia solamente punti multipli
distinti di molteplicitd pari — caso, in cni le aggiunte coincidono
con le aggiunte definite al modo solito — ed indagando come si
trasformino le aggiunte guando si eseguisca una trasformazione
cremoniana che muti in un punto di molteplicitd dispari una
componente della C. Da questo caso si passa poi, con facile gene-
Talizzazione, al easo generale.

Cido premesso, sia O un punto multiplo proprio della C ed
A, 4, .., A; 1 punti ad esso prossimi. Sia 2k la molteplicita vir-
tuale di O; indichiamo inoltre con %, %,, ..., ¢, le molteplicita vir-
tuali e con Iy, R, ..., kb, le molteplicita effettive di 4,, 4., .... 4;.

Se imponiamo alle successive aggiunte della C le molteplicita
ad esse dovute gquando si considerino i punti multipli della € con
le loro molteplicitd wvirtuali, le molteplicitd imposte alle seconde
aggiunte alla C nei punti 0, 4,, 4,, ..., A, saranno rispettiva-
mente: 2h—2, 1, —2, 4, —2, ..., 1,— 2. Mostriamo che queste
molteplicitd soddisfano alla relazione di prossimita, escluso il

26
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easo In eni O sia di molteplieitd effettiva 2k 4~ 1 ed infinitamente
vicino ad esso vi sia un altro punto (2h + 1)-plo. & tratta in so-

stanza di provave che, escluso il easo citato, &. b

]
M — 2=, (i — 2).
~ 1
Distinguiamo due casi: ) la molteplicitd effettiva di O per
la O & 2h; b) la detta molteplicitd & 2k 4- 1, I
@) Se la molteplicita effettiva di O per la C & 2, si avra: '

3
oh =X, h,.
t

Ma, come segue immediatamente dalle convenzioni che servono
a caleolare le molteplicith virtuali, nella nostra ipotesi é:
8 8
Sk ’l:k = >-“k Fx
1 1
ne segue:

8
2h = -?k 23
ed @ fortiori:

o — 2= -‘;‘k(in —2).

b) Se la molteplicita effettiva di O perla C & 2h+1 si

avrd: - ,
oh + 1= Sl
‘;Ek'l:k = Ejk(h" +1)
ossia: .
}:]k (ip— D= %“hk )
Ne segue:

8 . 1
2k 4 122 Zalln — 1 ‘
Se ora s>3, si ha:

2h_22(i1_‘))+(@'2-—ﬂ2)+(if’_z)']"'%k(ik—"l)
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e quindi a fortiori:

2h — 2 =3, (1 — 2).

- 4w

Sia invece s = 2. Poiché¢ 0 & di molteplicita effettiva 2k 4 1,
i due punti 0,, 0,, ad esso prossimi, saranno 1'uno di moltepli-
city effettiva dispari 2I, 4+ 1 e l'altro di molteplicita effettiva
pari 2L,; e sard inoltre 21, < 2l, +1 =2k 4 1.

Ora, essendo O, ed 0, prossimi ad O, le loro molteplieita vir-
tuali sono: '

4, = 21, 4 2, 2z = 21,
e quindi &:
' 2h— 2 = (i, — 2) - (i. — 2).

Sia infine s = 1. In yuesto caso, infinitamente vicino al punto
0 di molteplicithd effettiva 2h -1, vi & un altro punto, 0, di
molteplicitd 2k -+ 1. Con il criterio a) la molteplicitd virtuale
di O sarebbe 21 e quella di 07, 2h -+ 2. Per le seconde aggiunte
le molteplicita di O, O’ sarebbero cosi 2h — 2 e 2} e la relazione
di prossimitd non @ soddisfatta. Si produce quindi scaricaniento;
e le molteplicita effettive delle seconde aggiunte in O, ¢ vengono
dunque ad essere 2 — 1 e 2 — 1. A questo medesimo risultato
si sarebbe giunti se, invece di partire dalle molteplicita virtuali
di 0, O caleolate in base al criterio ¢) fossimo partiti diretta-
mente dalle molteplicita effettive 2k 4 1.

Se dunque si vuole che valga incondizionatamente la propo-
sizione che le molteplicitd virtuali dei punti prossimi ad un punto
proprio siano tali da non dar Inogo a searicamento per le aggiunte
d’ordine 20— 6 e d’indice 2, giova fare wna esplicita eccezione
al criterio a) e ritenere che due punti infinitamente vieini 0, O
della C, © quali abbiano la molteplicita effettiva 2s + 1, abbiano
altrest la molteplicitda virtuale 2s - 1.

Ammesso questo criterio, ¢ fortiori, non si ha scaricamento
in un punto proprio nemmeno per le aggiunte di ordine 2n— 9,
2n—12, ... e d’indice 3, 4,.... L’osservazione non si applica perd
alle aggiunte d’ordine 2n — 3.

In quanto precede il punto O era un punto proprio; la nostra
osservazione si generalizza anche al caso in eui lo stesso O sia
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un punto conveniente, ed abbia infinitamente vicino ad esso un
punto O’, della stessa molteplicita effettiva. In conclusione siamo
cosl portati ad aggiungere ai quattro eriteri a), b), ¢), d) sopra
enunciati un quinto eriterio ¢) in base al quale

e) se due punti infinitamente vicini 0, 0" di € sono sueces-
sivi su di un ramo qualsiasi e le loro molteplicitd virtuali, in base
al criteri a), ), ¢), d), dovessero essere %, ed h, =k, 4 2, si dara
tanto ad O quanto ad 0’ la molteplicita virtuale A, + 1.

Riassumendo possiamo enunciare che le molteplicita virtuals,
calcolate in base ai critert a), b), ¢), d), ¢) non danno mai luogo
a scaricamento — almeno nei punti propri — per le aggiunte
d’ordine 2n— 6 e d’indice 2.

Giova osservare esplicitamente che le molteplicitd virtuali,
calcolate con i criteri predetti, non soddisfano alle relazioni di
prossimita: ad es. un punto (2s 4+ 1)-plo ordinaric diviene un
punto di molteplicitd virtuale 2s, al quale sono prossimi 2s 4 1
punti di molteplicitd virtuale 2. Tuttavia le molteplicitd virtuali,
come le effettive, rispettano il prineipio di scaricamento, nel senso
che 9n una successione di punts infinitamente vicing, uscenti da un
punto proprio, le molteplicitc virtuali nmon wvanno aumentando.
E questo un altro vantaggio, proveniente dall’applicazione del
eriterio e).

Illustriamo ora i eriteri enuneciati con gualche esempio:

1) La C sia una C(4°B*C?) ed A, B, C siano infinitamente
vieini (su di un ramo lineare). L’intorno di 4 fa parte della C
e quindi la molteplicitd virtuale di A & 4; B diviene cosi quintu-
plo, ma il suo intorno fa parte di C e quindi la molteplicita vir-
tuale di B & 4 e quella di C, innalzandosi di un’unitd, ancora 4.

2) La C sia una C(A®B®C®), con A, B, C infinitamente vicini
su di un ramo lineare. A prima vista le molteplicitd virtuali di
A e B appaiono 4 e 6. Ma, per il criterio e), esse si riducono a
5 e 5. La molteplicitd di C & 2, tranne il caso in cui infinitamente
vicino a C non vi sia un punto D ancora triplo; in questo caso le
molteplicitd virtuali di C e D sarebbero 3 e 3.

3) La C sia una C(A4*B*C®) con 4, B, C infinitamente vieini
su 4i un ramo lineare. L.e molteplieitd virtuali-di 4, B, C sono
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rispettivamente (cfr. criterio e)) 4, 3, 3; e coincidono dunque
con le effettive.

4) La C sia mna C(4A" 42424242 ed A,,Az,A5,A, si sucee-
dano sopra un ramo cuspidale del terz’ordine, uscente da 4. Lia
molteplicitd virtuale di 4 & 10, mentre 4,, 4,, 4., che sono pros-
simi ad 4, assumono le molteplicitd rispettive 5, 5, 3. L’intorno
di 4, fa parte della C e quindi la molteplicitd di A, sarebbe a pri-
ma vista 4 e quella di A, 6; ma per il eriterio ¢) le molteplicita
virtuali di 4,, 4, sono invece 5, 5. 11 punto 4, ha la molteplicita
virtuale 2, mentre quella di A,, innalzandosi di unr’unitd, divie-
ne 3; ne segue che ancora 1’intorno di 4, fa parte della C e quindi
che la molteplicitd virtunale di A, & 2. Le molteplicitd virtuali
di A, A,, 4., 4,, A, sono dunque rispettivamente 10, 5, 5, 2, 2,

Consideriamo un piano doppio =, di cui sia € la curva di
diramazione, ed una superficie F, rappresentabile sul piano dop-
pio =: la F conterrd un’involuzione razionale I,, le cui coppie di
punti coningati saranno in corrispondenza birazionale con i punti
di = Vogliamo mettere in luce aleune proprieta della corrispon-
denza [1, 2] tra = ed F, che si genera quando ad un punto P di =
si assoei la coppia di punti coniugati P e P”, corrispondenti a
P: generalizzeremo cosi talune delle proprietd gia trovate al
n. 23 dove la superficie F era un piano.

Anzitutto alla curve di diramazione € di = corrisponde sulla
F la curva delle coincidenze, C, della I,: ciod il luogo dei punti
P’ per cui il coningato P” cade infinitamente vicino a 7.

Sia ora K una curve generica del piano doppio =. Ad essa
corrisponde sulla F una curva, I—f, autoconiugata per la I,, tale
ciod che insieme ad ogni punto P’ essa contenga anche il suo co-
ningato P”. La I, subordina sulla K una v, le cui coppie di punti
sono in corrispondenza biunivoca con i .punti di K: il genere
della v1& percid lo stesso del genere di K. La curva K del piano
doppio possiede dei punti di diramazione, che cadono nelle inter-
sezioni della K ceon la curva di diramazione C: alle nominate
intersezioni, corrispondono sulla K semplici coincidenze della y3,
che cadono nelle intersezioni della K con la curva delle coinei-
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denze €. Se due delle intersezioni della K con la ' si avvieinano
indefinitamente, in guisa che al limite la K focchi la C, la curva
doppia K perde due diramazioni e si abbassa di una unita il suo
genere per l'acquisto di un punto eritico apparente: corrispon-
dentemente la I acquista un punio doppio, che cade sulla linea
delle coincidenze, nel punto che risponde al punto di contatto
della K con la C. Inversamente, se una curva autoconiugata i
ha un punto doppio sulla curva delle coincidenze 5, I'immagine
della K sul piano doppio ha un contatto con la curva di dirama-
zione C.

Se la curva K del piano doppio = varia in n sistemo lineare
| K|, a tale sistema risponde sulla F un sistema lineare | K |
costituito da curve auwtoconiugate per la I,. Ed Inversamente,
un sistema lineare di curve autoconiugate sulla F ha come {mmnao-
gine sul piano doppio un sistema linecare di curve.

In quanto precede, siamo partiti da una curva generica del
piano doppio =. Partiamo invece da une curvae gemerica I, trac-
ciata sulla superficie F. La eurva K’ non sard autoconiugata per
la I,: sia K” la coniugata della K”. T punti comuni alla K’ ed
alla curva delle coincidenze C appartengono anche alla A *(ed
anzi la K’ e la K non possono mai incontrarsi fuori della curva
delle coincidenze). Dunque la curva spezzata K 4 K” & una curva
autoconiugata, la quale non ha altre intersezioni con la curva
delle coincidenze, all’infuori di quelle che cadono nei punti doppi.
Di conseguenza, la curve K del piano =, che é inmagine della

(' + K7, risulta tangente ovunque la incontrg alla curva di dira-
mazione C, e non ha cosi punti di diramazione.

Se la K’ vavia sulla F in un sistema lineare | K’ |, 1'immagine
del sistema [K’I ¢ offerta sul piano doppio da un sistema con-
timuwo (non lineare), | K}, di curve, tangenti ovunque la incon-
trano alla curve di diramazione. Naturalmente il sistema continuo
{ K} rappresenta non solamente il sistema lineare | K’ | ma an-
che il sistema lineare coniugato.

OsSERVAZIONE. - In quanto precede abbiamo implicitamente
affermato che una curva K, tangente ovanque la incontra alla
curva di diramazione (', & priva di punti di diramazione.
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Importa osservare, onde non cadere in equivoci, ehe questa
affermazione & vera, solamente se la curva K abbia intersezioni
infinitamente vicine a coppie, con tutte le componenti della ef-
fettiva curva di diramazione, comprese le componenti infinitesime,
costituite da intorni di pumts (cfr. l’enunciato a pag. 400).

Sia ad esempio la curva di diramazione una quartica C,, dotata

di un punto triplo Q. Se consideriamo una generica cubica C,,
che abbia in O un punto doppio a tangenti distinte e sia tritan-
gente alla C,, la nominata C,; appare, a prima vista, come tangente
ovunque la incontra alla curva di diramazione, e cosi priva di
punti di diramazione. Ma cid & errato, perché la C,(03), concepita
come curva (i diramazione di un piano doppio, deve essere com-
pletata con 1’'intorno del punto O ; e la nominata C,(0?) interseca
in due punti distinti Vintorno di O, e non risulta cosi tangente a
questa componente della curva di diramazione: corrispondente-
menté la C,(0?) possiede due punti di diramazione, nei punti co-
muni ad essa ed all’intorno di 0. Perché Ia C,(0?) risulti tangente
ovunque la incontra alla curva di diramazione occorre che le due
intersezioni della Cy(0®) con ’'intorno di O eoincidano, ossia che
il punto O sia per la C,; una cuspide: solamente in quest’ipotesi
la C,(0%) & una curva priva di punti di diramazione.

Ritorniamo a considerare il piano doppio = e la sua curva
di diramazione C. B, come prima, indichiamo con F una super-
ficie rappresentata sul piano doppio =: sulla F esisterd un’invo-
luzione razionale I, di coppie di punti, ciascuna coppia della
quale risponde ad un punto di = e viceversa.

Per semplicita si pud anche, se si vuole, ritenere che la curva
C sia dotata soltanto di punti multipli distinti di moltepliéite‘m
pari, in guisa che una qualsivoglia curva di =, passante (eventual-
mente) per 1 punti multipli della C e tangente alla C ovunque la
incontra fuori dei punti multipli, risulti, come curva doppia,
priva di punti di diramazione.

Abbiamo detto che ad una curva K’ non autoconiugata di F
risponde su ® una curva K priva di punti di diramazione, che
¢ immagine anche della curva K”, coniugata della K’. Ora vo-
gliamo indagare se questa proposizione si possa invertire. Par-
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tiamo cio¢ da una eurva K priva di punti di diramazione, e quindi
tangente alla curva di diramazione ovunque la incontra, e do-
mandiamoci se essa rappresenti sulla F una curva spezzata in
due parti coniugate K’ e K”, ovvero una curva autoconiugata
irriducibile.

Se la K & razionale la risposta & immediata. Invero la curva
che sulla ¥ risponde alla K, supposta irriducibile, dovrebbe eon-
tenere un’involuzione lineare g1, i cui punti doppi dovrebbero
rispondere al punti di diramazione della curva doppia K. Ma la
K & priva di punti di diramazione e quindi la nominata gl do-
vrebbe essere priva di puati doppi. Ma cid & assurdo, perché una
g su di una curva irriducibile possiede sempre almeno due
punti doppi.

Ne segue che una curva I{, razionale e tangente alle curva di
diramazione C ovungue la incontra, rappresenta sulla F una cur-
1a, spezzata i due parti coniugate. '

11 ragionamento che precede non si estende, se la K ha un
genere p > 0. Invero in quest’ipotesi alla K viene a corrispon-
dere sulla F una curva, che, quando sia supposta irriducibile,
contiene un’involuzione irrazionale y1di genere p, priva di punti
doppi. Ma ¢id non porta ad aleun assurdo, poiché & noto che su
di una curva wrriducibile possono esistere delle involuzioni irra-
zionali %, prive di punti doppi.

Un esame pill minuto porta a riconoscere che la riducibilita
o irriducibilitd della eurva di F, di eui la K & I'immagine sul
piano doppio =, dipende dal gruppo dei punti critici apparenti
della curva doppia K (ossia dal gruppo dei punti di contatto
delta K con la C); e precisamente dall’appartenenza di questo
all’una o all’altra delle serie che risultano dalla bisezione della
serie segata sulla K dal sistema lineare delle curve che hanno
lo stesso ordine e gli stessi punti multipli con le stesse moltepli-
citd della C. Senza dilungarei in questo esame (), ¢i limiteremo

() Per un esame esauriente della questione, che si ricollega alla costru-
zione delle curve che sono in corrispondenza [2, 1] com una data K, cfr.
F. ENrIQUES ed O, CmisiNI: Teoria.., Vol. III, Lib. V, Cap. IV, pagg.
427-440, dove il lettore troverd altresi la bibliografia sull’argomento.
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ad enunciare la proposizione seguente: condizione mnecessaria e
sufficiente perché la curva doppia K, tangente alla curve di dira-
mazione C ovungue la inconira, sic immagine di ung curve spez-
zatqg di F, é che il gruppo dei suoi punti critici apparenti (bssia
il gruppo dei suoi contatti con la € fnori dei punti multipli) sie
equivalente a quelli segati swlla K dual sistema metd del sistema
| €|, individuato dalle curve che hanuno lo stesso ordine e gli
stessi punti multipli con wguali molteplicita della C.

Tralasciando la dimostrazone della necessitd della condizione,
accenniamo rapidamente a come si dimostra lg sua sufficienza.
All’uopo osserviamo che, se si fa variare la curva di dirama-
zione C di = in un sistema continuo in modo <¢he il gruppo dei
punti di contatto della K con la C descriva una delle serie, meta
di quella segata su K dal sistema lineare | C |, I'immagine della K
sulla F rimane sempre irriducibile o sempre spezzata in due parti
coniugate. Invero da una curva irriducibile si pud passare ad
una curva spezzata in due parti coniugate solamente con l’acqui-
sto di punti doppi sulla curva delle coincidenze; e cio & escluso
perché la X ha gid il massimo numero possibile di contatti eon
la €. Ora se il gruppo dei contatti della K eon la C appartiene
al sistema metd del sistema | C |, si potra ‘per continuitd ridurre
la C ad una eurva contata due volte d’equazione ¢* =0. La F
degenera allora nelle due superficie 2=+ ¢ e 2 =—¢. Se poi
¢ =0 & ’equazione della K, il limite della curva obiettiva &
costituita dalle intersezioni del eilindro ¢ =0 con le due super-
ficie 2 = ¢ e 2 = —¢. Dunque al limite la curva corrispondente
alla K & spezzata in due parti coniungate e tale deve quindi essere
anche prima del passaggio al limite.

Per intendere meglio- 11 significato della proposizione, che
precede, disentiamo aleuni esempi.

«) Consideriamo un piano doppio, che abbia come curva di
diramazione una quartica priva di punti doppi. Una cubica sesti-
tangente alla C, di diramazione rappresenta una curva spezzata
in due parti coniungate se il gruppo dei sei punti di contatto sta
su di una coniea.

b) Sia invece la curva di diramazione una sestica C;, dotata
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di due punti tripli infinitamente vieini O, 0°. Qui & necessario
anzitutto. determinare quale sia il sistema metd del sistema 1i-
neare | Gy |. All’uwopo si trasformi la C; in una curva dotata di
punti multipli distinti di molteplicitd pari. Con una trasforma-
zione quadratica che ha uno dei punti fondamentali in O e gli
altri due in due punti generici 4, B, la C; si muta in una
C,(0°43B%0"®), per la qguale i tre punti tripli sono allineati;
alla mominata C, si aggiunge la retta ABO’, quale trasformata
dell’intorno di 0. In definitiva la nuova eurva di diramazione
& una C,,(0°4*B*0’%). Ne segue che il sistema meta del | C,,| &
il sistema delle C;(03A*B*0"*), ossia delle (',(034R0"), alle quali
si aggiunge la retta ARQ’. Prima della trasformazione quadra-
tica il sistema metd del | Cy| & dunque il sistema delle C',(020").

Consideriamo ora ad es. una C,(0°0") che sia sestitangente
alla C,(0*0’*) di diramaziope. Hssa rappresenta una curva spez-
zata in due parti coniugate se il gruppo dei sei punti di contatto
sta sopra nna C,(0°0").

26. Dimostrazione diretta della razionaliti
dei tipi di piani doppi razionali.

Abbiamo veduto come un’involuzione del second’ordine 1.,
definita sopra un piauno o, si possa rappresentare sopra un piano
doppio =, il quale & razionale.

Vieeversa consideriamo i piani doppi (o le superficie 22=f(z, #))
che siano razionali, rappresentabili cioé su di un piano semplice
©. Ad uma coppia di punti sovrapposti del piano doppio cor-
rispoude una coppia di punti del plano ©; e la totalitd di tutte
queste coppie costituisce su o un’involuzione piana del second’or-
dine I,. '

Questa osservazione mostra che il problema della classifica-
zione di fronte alle trasformazioni cremoniane delle involuzioni
del second’ordine & ideuntico al problema di determinare i tipi
birazionalmente distinti di piani doppi razionali; (due piani
doppi dicendosi birazionalmente distinti quando non esista alcuna
trasformazione cremoniana del piano che muti un piano nell’altro
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trasformando 1'una nell’altra le rispettive eurve di diramazione).

Ora, partendo dai tre tipi di involuzioni piane del second’or-
dine, costruiti nel Lib. TI, cap. IV, abbiamo mostrato. al n. 24,
che si ottengono dei piani <doppi razionali, i quali rispondono
al seguenti tipi della curva di diramazione:

@) curva di diramazione d’ordine 2n econ punto
(2n — 2)-plo,

b) quartica,

e) sestica dotata di due punti tripli infinitamente vieini.

Possiamo quindi enunciare: '

Ogni piano doppio rezionale possiede una curva di direma.
zione cremonianamente riducibile ad uno dei seguenti tipi:

a) curvae d’ordine 2n con punto (2n — 2)-plo, ovvero
b) quartica, ovvero
¢) sestica con due punti tripli infinttamente vicind,

Ma la via, per cui siamo pervenuti a questo risultato non ei
assicura senz’altro che il piano doppio, il quale abbia come curva
di diramazione la pill gemerale curva del tipo a), b), ¢) sia razio-
nale: invero la rappresentazione sul piano doppio delle involu-
zioni dei tipi di BerTINI potrebbe condurre solamente a piani
doppi con curve di diramazione particolar:, benché appartenenti
al tipi nominati. Conviene pertanto studiare a priori i piani
doppi eon curva di diramazione del tipo a), b), ¢) per dimostrare
direttamente come essi siano, in generale, razionali e si possano
quindi rappresentare sul piano semplice.

Incominelamo a studiare il piano doppio dotato i eurva di
diramazione d’ordine 2n con punto (27— 2)-plo. B facile mo-
strare che in generale esso & razionale. Se invero la curva di
diramazione € una curva generica d’ordine 27 con un punto O
(2n — 2)-plo, il fascio di rette uscenti da O da lunogo, sopra una
superficie I che si rappresenti sul piano doppio, ad un fascio
lineare di curve razionali (perché trasformabili in rette doppie
con due punti di diramazione): per il teorema di NOETHER, la
superficie F, ¢ guindi anche il piamo doppio, & razionale.

Tio stesso ragionamento vale anche a dimostrare la razionalitd
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del piano doppio, comunque si particolarizzi la curva di dirama-
zione, purchd esista sempre un punto di molteplicitd 2n — 2
Ma anche se la molteplicitd di O diviene 2n —1 il piano doppio
& ancora razionale: in guesta ipotesi invero, 1'intorno del punto O
fa parte della enrva di diramazione e le rette doppie uscenti
da O hanno due punti di diramazione, uno dei quali cade nell’in-
torno di O.

Un’eccezione essenziale alla razionalitd si ha invece se il pun-
to O diviene 2n-plo, ossia se la curva di diramazione si spezza
i 2n rette distinte, uscentt da 0. In questo caso una retta gene-
riea uscente da O, qualora si consideri come doppia, & priva di
punti di diramazione; e di quindi luogo sulla superficie F a due
curve razionali (¥ e C”. Al variare della retta per O si ottiene
cosi sulla ' un fascio di eurve razionali, accoppiate in una g¢i.
I1 genere del fascio & p = n—1. Si consideri invero una retta
generica del piano doppio. Essa rappresenta una unisecante le
curve del fascio ed & di genere p = n— 1, possedendo 2n punti
di diramazione; anche il fascio & quindi di genere p=n—1.
Ma una superficie P, la quale possieda un fascio di genere p di
curve razionali, & trasformabile (efr. Lib. 1T, cap. I) in una ri-
gata di genere p. Tenuto poi presente che, nel nostro caso, il
fascio delle generatrici pud essere trasformato in s& con una g2,
possiaino concludere:

Un piane doppio, la cui curve di diramazione comstt di 2n

rette, uscents da un punto O, rappresenta una rigata iperellittice
di genere p=mn—1.

T risultati che precedono si possono confermare, mostrando
direttamente come si possa costruire sopra la superficie F, rappre-
sentata sul piano doppio, che ha per curva di diramazione la
piil generale curva d’ordine 2n eon punto (2n — 2)-plo, una rete
omaloidica, la quale permette di rappresentare la F e qmnd1 il
piano doppio sul piano semplice.

Consideriamo il piano doppio, che ha come curva di dira-
mazione la pill generale C,,(0*"%). La curva C,, & di genere
p=2(n—1); e su di essa le curve d’ordine »n - 1, che hanno

e e — o — -
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in 0 un punto n-plo, segnano una serie completa ¢i#—P = g2n41),
La nominata g2"+3 si pud bisecare in 2°2 = 2¢"~3 modi, dando
luogo a delle serie lineari g.m, che risultano non speciali (%), e
quindi di dimensione 2n —p =In —2(n —1) =2,

Si consideri una delle g2, meta della serie completa g2#-+1)
segata sulla curva di diramazione da tutte le C, (O"); asse-
gnato un gruppo di 2n punti di questa serie, esisterd una
Cyy1(0™), 1a quale toccherd la C,,(0°"%) di diramazione in tutti
i punti di questo gruppo. Le oo® C,4,(0O") analoghe costituiscono
un sistema continuo oo, che indichiamo con | Cyyql.

Mostriamo che al sistema continuo { Cnq,{ Tispondono stlla
superficie F, rappresentabile sul piano doppio, due sistemi oc?
che sono due reti omaloidiche.

All'uopo osserviamo che una generica Cypyy di | Cpqy} — es-
sendo razionale e priwa di punti di diramazione, perché tangente
ovunque incontra alla C,,(0*"—% di diramazione — & immagine
di una curva della superficie ' rappresentata sul piano doppio,
la quale & composta di due parti raziomali K’ e K", coniugate
nell’involuzione I,, che genera il piano doppic stesso.

Ne segue che il sistema continuo o0® { Cpyy} & immagine di
due sistemi raziomali oo® | K’} e | K}, traceiati sulla F. De-
terminiamo il grado ad esempio di } A'}, ossia il numero dei
punti variabili in cui si intersecano due curve di { K'}. All’uopo
conviene calcolare il numero delle intersezioni fuori di O e dei

loro contatti con la C,, di diramazione, di dwe C,,, infinita-
mente vieine (*): esso &:

4+ 1Y —n—2n=1;

e quindi il sistema { K'} & di grado umo.

() Invero per un gruppo generico di 2n punti, che, raddoppiato, appar-
tenga alla gi&t"“’ segata ‘sulla Cs,(0—?) di diramazione dalle C,,4.,(0"),
non pud passarc alecuna curva canonica della Uy,(0*"—?), spezzata in 2n— 3
rette uscenti da O.

( Se invero ¢j si riferisce a due C,,, distinte, un punto eomune di
esse & immagine di una coppia dell’involuzione I, che & comune alle due curve
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Poiché il sistema oo® | K'} su F & di grado uno, per due
punti generici di F passa una curva di K’. Ne segue che il si-
stema | X'} & una rete omaloidica. B cido porta a rappresentare
la F e quindi il piano doppio sul piano semplice.

Passiamo a studiare il piano doppio, che ha come curva di
diramazione la pit generale curva del quart’ordine.

Si pud mostrare facilmente che il nominato piano doppio &
razionale. All’nopo mostriamo che un piano doppio con una C,
diediramazione si pud sempre ottenere da una superficie cubica
per proiezione (da un suo punto.

Anzitutto una superficie enbica passante per il punto all’in-
finito dell'asse delle ¢z ha un’equazione della forma:

Pi(2, Y)2© -+ 29:(, Y)2 4 palz, y) = 0,

dove 9., 9, @, sono polinomi in z, y del grado indicato dal loro
indice. Proiettando la superficie dal punto all’infinito dell’asse
delle 2 sul piano zy, si ottiene un piano doppio, da cui curva di
diramazione & la quartica:

1) PP P = 0.

II nostro asserto sarda dunque provato se si riuseird a mostrare
che ’equazione della pit generale quartica del piano pud assu-
mere la forma (1).

Sia f,(z, y) = 0 ’equazione della quartica C, ed ¢ una delle
(28) bitangenti ad essa: A e B i punti di contatto. Indichiamo
con f,(x,y) = 0 1’equazione di una conica passante per A e B e
consideriamo 11 fascio:

) fiz, y) + A2,y = 0:

(riducibili) rappresentate dalle C,.4.. ; € Per un punto di tale coppia pud
passare una curva di K7 ed una curva di EK7:per modo che al punto nomi-
nato non eorrisponde una intersezione delle due eurve dij K'|, Questo incon-
veniente inveee — per ragioni di continuith — non nasee se si considerano

due C, 4 infinitamente vicine.
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ess0 € costituito da ecurve del quart’ordine, che toceano la. g pei
punti A e B. Imponendo alla curva generiea del fascio (2) gi
passare per un punto generico della q, si stacca la retta g e ¢
ottiene nna cubiea residua (1), la cui equazione sia f,(z, y) = 0.
Se dunque f,(z,y) = 0 & ’equazione della «, dalla (2), per un
particolare valore del parametro A, si avra:

© fum y) - Mz, ) = i@, y) « fol, )5
da cui segue:
fix, y) = filz, y) - sz, y) — M2, y)*

L’equazione della €, pud quindi essere posta sotto la forma (1).
Me viene:

Il ptano doppio, che ha come curva di diramazione la quartica
generale, pud essere ottenuto da una superficie cubica per proie-
zlone da un suo punto; e risulta cosi generalmente razionale.

L’unieo caso di eccezione si ha quando la superficle cubica
si riduca ad mn cono cubico ellittico. Ma proiettando da un suo
punto un cono cubico ellittico si ottiene un piano doppio, la cui
curva di diramazione & costituita da quattro rette uscenti da un
puntoe. Pertanto:

Il piano doppio con quartica di diramazione & sempre razio-
nale, {ranne il caso in cui la quartice si ridwca a quattro rette
uscenti da un punto.

Approfondiamo ora lo studio del piano doppio con quartica
di diramazione generale, allo scopo di mostrarne la razionalita, e
quindi la possibilitd di rappresentarlo sul piano semplice, diretta-
inente, senza passare attraverso la superficie cubica di eui & im-
magine. :

All’nopo cerchiamo di costruire sul piano doppio un sistema
continuo di eurve, il guale rappresenti una rete omaloidica. Sia
C, la curva di diramazione del piano doppio: essa sard di genere

() La cubica che cosi si ottiene & sestitangente alla C, nei punii in cui
la C, sega la C, fuori di 4 e B. Iuvero il fascio fi-+2fa=0 & costituito

da curve che toccano la €, nei punti comuni 2 C, e a C.
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p = 3. 1l sistema lineare oo di tutte le cubiche del piano segna
sulla C, una serie lineare g?,, la quale si pud bisecare in 22 =2°=
= 64 modi diversi, dando luogo a 64 serie g¢ distinte. Esistono per-
tanto 64 sistemi continui co® di cubiche sestitangents alla quar-
tica di diramazione C,; indicheremo uno di essi con { C,}.

Sia ora F una superficie rappresentabile sul piano doppio
con quartica di diramazione. Sulla F esiste un’involuzione razio-
nale del second ordine, I,, le cui coppie di punti sono in corri-
spondenza birazionale con i punti del piano doppio. Ad uno dei
64 sistemi {Cs} corrisponde su F un sistema razionale co® di curve,
appartenente all’involuzione I, e la cui curva generica & costi-
tuita da due componenti coniugate nella I,, ovvero & irriducibile.
Si verifica la prima o la seeconda ipotesi a seconda che i sel punti
di contatto della generica C, di {Cy| stiano o no sopra una conica
(efr. il eriterio enuneciato al n. 25, pag. 409). Cid posto, & facile
contare quanti dei sistemi {C;} rappresentino sistemi di curve
épezzate. -

Sia invero C, la cubica generica di un tale sistema e C, la
coniea a cui appartengono i suoi punti di contatto con la C,. Il fa.
scio individuato dalla C, e dalla C, contata due volte & tutto
costituito da quartiche tangenti alla C, negli otto punti in cui
questa interseca la C,. Ora la quartica del fascio che passa per
un punto della C, sopra considerata, si spezza nella C; stessa ed
in una retta residua che dovendo costituire con la C, una quar-
tica ottotangente a C,, & bitangente alla curva di diramazione C,.
Inversamente, come abbiamo gid visto, se si prende una retta
bitangente alla C,, € per i suoi due punti di contatto si manda
una conica €,, nel fascio individuato da C, e dalla C,, contata
due volte, esiste una cubica €, che toeca la C, in sei punti di C,.
Per costruire i sistemi }C,} rappresentativi di sistemi costituiti
da curve spezzate basta dunque procedere cosi: si parta da una
retta, bitangente a €, in 4 e B e si consideri la g3 segnata sulla
C, dalle coniche per A e B; esiste una C, che tocea la C, in una
sestina generica i questa serie e che, al variare della conica
per A e B. deserive un sistema |{C;}. Ne viene: 1 sistemi {Cs},
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mmmagini di sistemi di curve spezzate, sono tanti quante le tan-
genti doppie della curve di diramazione C,: cioé in numero di 28,

Eseludendo i 28 sistemi cosi costruiti, rimangono (fra i 64)
36 sistemi { C3} la cui cubiea generica rappresenta una curva
irriducibile. ‘

Se si eonsidera un sistema § Cy! A1 quest’ ultimo tipo, e si
fa variare con continuitd la sna enbiea generica €, fino a farle
acgquistare un -punto doppio, allora evidentemente la curva irri-
ducibile della superficie F, rappresentata dalla C,, varia pure
con continuitd ed al limite si spezza (efr. n. 25, pag. 408) in due
parti che sono fra loro connesse, poiché s’incontrano nei due
punti che corrispondono al punto del piano in ¢ui cade il punto
doppio della C,. (Se invece si parte da un sistema {Cs} rappre-
sentativo (i un sistema di eurve di F, tutte riduecibili, e si fa
acquistare alla curva generica C, di esso un punto doppiv, si
ottiene al limite una curva le cui due parti hanno ciascuna
punto doppio nei punti di F, che corrispondono al punto doppio
della C,).

Ne segue che se alle eubiche di un sistema { C;} la eui curva
generica sia immagine di una curva irriducibile di F, s’impone
di aequistare un punto doppio .(una condizione), si ottengeno
uno o piu sistemi doppiamente infiniti i cubiche razionali, cia-
scyno dei guali rappresenta due 7efi omalpidiche di F: infatti
dne cubiche infinitamente vieine di un tal sistema hauno in co-
mune nove punti, sei dei guali sono assorbiti dai loro contatti
con la C,, e due cadono nei loro punti doppi (*); questi otto punti
non corrispondono ad intersezioni delle eurve obiettive su F:
su I7 vi & dungue un solo punto comune alle eurve rappresentate
da quelle due cubiche, e percid su F si ha un sistema co® di curve
razionali di grado uno; per due punti generici di & passa sola- -
mente une curva di questo sistema, che & pereid lLineare.

() Se una curva ¢’ dotata di un punto doppio 07 & infinitamente vicina
ad una curva ¢’ dotata di un punto doppio ¢/, due delle intersezioni della
C” con la C’ sono assorbite da 0/, Cfr. F. ENr1QUES ed O. CHISINT: Teoria...,
Vol. I, Lib. II, Cap. [, pag. 182.

w
~
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Siamo cosi giunti a determinare sulla superficie # una rete
omaloidica, rappresentata sul piano doppio da un sistema dop-
pumente infinito di cubiche sestitangenti alla quartica di dira-
mezione e dotate di un punto doppio variabile. Per rappresen-
tare 1] piano doppio sopra un piano semplice, basterd considerare
la g2 che le C; del nominato sistema segano sulla C, di dirama-
zione, e riferire proiettivamente i gruppi di questa alle rette
di un piano.

Veniamo finalmente allo studio del piano doppio, che ha per
curva di diramazione la pilt generale sestica, dotata di due punii
tripli infinitamente vicini. Si tratta di dimostrare che questo
piano doppio & razionale e si pud rappresentare sul piano sem-
plice, per modo che ad un punto di esso risponda una coppia
di punti eoniugati in un’involuzione I, del quarto tipo di BerTini.
La veritd Jell’asserto si pud anzitutto provare con un computn
di costanti, che sard poi confermato dalla rappresentazione di-
retta del piano doppio sul piano semplice, di cui discorriamo pin
avanti.

TUn’involuzione del quarto tipo di BerTiNg & l'involuzione con
cui & composta la serie caratteristica di un sistema lineare oc®
di sestiche, passanti doppiamente per 8 punti 4,, 4,, .., A,
Ora, la determinazione del sistema delle sestiche con otto punti
base doppi dipende da 16 costanti arbitrarie (le coordinate dei

Py

punti base). Ma un sistema lineare di C, (424%..4}) ¢ mutato in
un sistema dello stesso tipo da un gruppo misto di trasforma-
ziemi birazionali, ¢he risnlta dal moltiplicare le oc® omografie
piane per un numero finito di trasformazioni guadratiche, e di-
pende cosl da 8 parametri. Pertanto le involuzioni del quarto tipo
@i BErTINT dipendono da 8 moduli.

D’altra parte, sia C, una sestica piana dotata di due punti
tripli 0, O’, infinitamente vicini. Le coniche per O, (' rappre-
sentano un cono quadrico, sul quale la € diviene una sestica gobba
di genere quattro, trisecante le generatrici del econo. Siamo cosi
portati a contare gli invarianti proiettivi delle sestiche gobbe di
_genere quattro delle spazio ordinario, che appartengono ad un
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cono yuadrico. Ora. se K, & una tale sestica gobba. eon un ‘omo-
grafia dello spazio possiamo sempre ricondurla ad una K, apparte-
nente ad un cono dato. Ma le K, che stanno su di un cono sono
(eome le C, piane passanti per due punti tripli infinitamente vi-
eini. assegnati) cot®; e poiché il eono & mutato in s& da oo™ omo-
grafie, sul cono vi sono co® sestiche gobbe di genere quattro,
proiettivamente distinte, Dunque le sestiche piane con due punts
tripli infinttamente vicini dipendono da 8 moduli.

Tenuto conto dell™ngnaglianza del numero dei moduli, da cui
dipendono le involuzioni del quarto tipo di BERTINI ed 1 piani
doppi con sestica di diramazione con due punti tripli infinitamente
vieini, risulta cosl la razionalitd del piano doppio, che ha come
curva (i diramazione la pit generale sestica del tipo indieato.

Volgiamoei ora a dimostrare in modo diretto la razionalita del
piano doppio, che ha per curva di diramazione la sestica dotata
di due punti tripli infinitamente vieini.

Se preseindiamo dal computo di costanti ora esposto, si dovrebbe
a priori pensare che i piani doppi con sestica di diramazione con
due punti tripli infinitamente vieini, che si ottengono rappresen-
tando su di un pianc doppio le coppie di punti eoningati in un’in-
voluzione del quarto tipo (i BErTINi, fossero solamente dei piani
doppi con curva di diramazione particolare. Per dimostrare che
¢id di fatto non succede, giova approfondire lo studio della cor-
rispondenza [2, 1] che intercorre tra un piano semplice © ed un
piano doppio %, ogni punto del guale risponde ad una coppia di
punti coningati in un’involuzione del guarto tipo di BerTINI.
Le proprietd che metteremo in luce nella nostra analisi, permet-
teranno reciprocamente la sintesi, cioé la dimostrazione a priori
della razionalitd del piano doppio che ¢i interessa.

A~auist. Sul piano semplice ® consideriamo il sistema lineare
.oc® delle sestiche passanti doppiamente per 8 punti base 4,,
As, ..., As. Le coppie di punti coniugati nell’involuzione I, -che
vogliamo consicerare, si ottengono intersecando una C(A24z..A2)
generica con il fascio delle Ca(4;4...45). La curva delle eoin-
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cidenze della I, & una curva C(434%..43). Come abbiamo gia
descritto (cfr. n. 24, pag. 890), la rappresentazione dell’involu-
zione I, su di un piano doppio, si ottiene semplicemente cosi:
il sistema lineare non semplice, oc®, delle C (A424%..42) rappre-
senta un cono guadrico doppioc, ®,, sul quale la curva delle coinei-
denze C, diviene una sestica di diramazione Ky di genere guattro,
trisecante le generatrici ed appartenente cosi ad una superficie
cubica irriducibile; proiettande @, da un suo punto generico, la
K, diviene una sestica C, con due punti tripli O, 0’ infinitamente
vicini, e si ottiene cosi un piano doppio = con curva di dirama-
zione del tipo che stiamo studiando.

Dalla rappresentazione indieata del piano semplice o sul piano
doppio =, risultano senz’altro evidenti le segnenti proprieta:

‘ a) Il sistema lineare oc® delle coniche per O, O’ risponde
al sistema delle sezioni piane del cono @, e cosi al sistema
lineare delle C (4242..4%); in particolare le rette di =, che
insieme alla retta OO’ rappresentano delle particolari Cy(00",
rispondono alle sezioni piane del cono ®, condotte per il centro
di proiezione e sul piano w a C(424%..4%) appartenenti ad una
particolare rete dotata di due punti base sempliei coniugati
nella I,; infine le C,(00") spezzate in due rette per O sono le tra-
‘sformate delle C (A24%..4%), spezzate in due Cy(4:4....44); (e su
®, rappresentano le sezioni piane. spezzate in due generatrici).

b) 11 sistema lineare oo® delle C(0°0) ehe & il sistema
doppio del sistema delle C, (00, & il trasformato di un sistema
lineare oo® di C,(4%4%..4%), ciascuna eurva del quale appar-
tiene alla I,; ed inversamente ogni € (4%4%..4%), che appartenga
alla I,, & rappresentata da una C,0°07). ’

¢) Il sistema lineare oo delle Cy(0°0®), che & il sistema
triplo del sistema delle C,(00’), & il trasformato di un sistema
lineare oo™ di C (A%A%..AJ), eiascuna curva del guale appar-
tiene alla I.; ed inversamente ogni C (A4%43..4%), che appar-
tenga alla I., & rappresentata da una Cs(0*0").

Premesse queste proprietd, che abbiamo raceolte, per procedere
piv. speditamente nel seguito, osserviamo che tra le sestiche
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C(4242... A%) ve 1’8 un nuero finito e preeisamente 120, le quali
risultuno spezzate in due parti distinte, coningate nella 7,. Invero,
tenuto conto che almeno una delle componenti delle nominate C,
deve avere 1’ordine minore o uguale a 3, si trovauno le seguenti
soluzioni :

a) la curva infinitesima rappresentata dall’intorno ad es.
di 4,, alla quale & coniugata la C(4343..42); e le altre curve
analoghe, in tutto in numero di 8;

b) la retta congiungente due punti A;4,, ad es. 4,4.,

alla quale & coniugata la C (4 4,4243%..4%); vi sono (?) = 28

curve analoghe ; )
¢} le coniche per cinque punti 4;, ad es. la Co(d,A.4,4,45),

alla quale & coniugata la C (4 4,4 A A A2A2A%); le curve ana-

8 8 -
loghe sono (5) = (3> = 56;

d) le cubiche econ un punto base doppio e sei punti base

N

semplici, ad es. la C(A4 A4 ..4), alla quale & coniugata la
a . 1 _—— .
C(A4,4...4.4%; st hanno qui altre 5" 8 » T = 28 soluzioni.

A queste 120 C(A7A3..A2), spezzate in due parti coniugate
distinte, si aggiungono poi le oo' C (4%43%..4%) costituite da una
cubica Cy(4,4,...45) (autoconiugata) contata due volte.

Ova, le due parti coniugate distinte, che costituiscono una
delle €, del tipo «), ), ¢), d) si incontrano, fuori di 4,, 4., ..., 4,
in tre punti, che debbono cadere sulla eurva delle coincidenze.
Corrispondentemente la nominata (', (per la proprieta a)) si
rappresenta sul piano doppio = in una conica irriducibile, passante
per O, O e tangente in tre punti alla curva di diramazione del
piano doppio = (Invece le C,, spezzate in una Cy{4,4,..4;) con-
tata due volte, si rappresentano nelle rette per O, contate due
volte), Ne viene che esistono 120 coniche, irriducibili, pussanti per
0, O ¢ tritengentt alle Cy,(00®) di diramazione; e non ce 10’
aitre, giacche, inversamente, una conica, che abbia le proprieta
indicate, dovrebbe essere rappresentata da una Cy(47A47..A42),
spezzata in due parti coniugate distinte.
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Ii facile riconoscere sul piano w che le 120 coniche tritangenti
alla C,(0%0’3) costituiseono una configurazione simmetrica; ossia,
pitt precisamente, che l’equazione algebrica, da cui dipende la
loro determinazione, possiede un gruppo di (avois, che risulta
transitivo. Invero ci si persuade facilmente che una eurva del
tipo @), b), ¢), d) pud essere mutata in un’altra qualsivoglia,
con nna trasformazione cremoniana, che trasformi il sistema delle
C(A2A2... A?) in un sistema dello stesso tipo.

Tnvece. la configurazione costituita dalle coppie di coniche
tritangents non & simmetrica, essendovi degli accoppiamenti di
due tipt diversi. Invero siano C, e D, due coniche tritangenti
ed A, B i punti, in cui esse si intersecano fuori di O ed 0’. Nel
piano ®, ai punti 4 e B corrrisponderanno rispettivamente le
goppie 4°, A” e B’, B”. Se con v’, ¥v” e &, 8" indichiamo le coppie
di eurve econiugate, che in ® rispondono a C, e D, rispettiva-
mente, v’ pud intersecare &', fuori di 4, 4,, .., 4., in 0, 1 0 2
punti. Se ¥’ non interseca &', ¥ dovra intersecare ¢” in due punti;
mg alora, scambiando la denominazione di ¢’ e &”, ricadiamo nel
terzo caso. Possiamo dunque supporre a priori che ¥ e &’ s1 incon-
trino in <due punti, ovvero in un punto solo. Nella prima ipotesi
si realizza la configurazione messa in evidenza dalla fiz. 1; men-
tre la seconda ipotesi porta alla configurazione rispondente alla
fig. 2. Diremo brevemente che due coniche tritangenti danno
lucgo ad un accoppiamento di prime specie o di seconda specie
a seconda che le coppie di curve coningate, che ad essa rispon-
dono, realizzano la fig. 1 o la fig. 2.

Nell’accoppiamento di prima speeie vi € una curva corrispon-
dente alla prima conica ed una curva rispondente alla seconda
conica, che non si intersecano; invece nell’accoppiamento di se-
couda specie le due curve nominate si ineontrano sempre in un
puuto.

Come esempio di accoppiamento di prima specie si prenda la
conica tritangente, che sul piano ® & rappresentata dalla curva
Y 41", ove v = Cy(d,), v"'=C(A34242..42) e la conica tri-
tangente che & rappresentata dalla &'+ 8", con &'=C,(424,4....
A ), = C (4,44 4).
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Per realizzare un accoppiamento di seconda specie si prenda
invece Y = C,(4:4,), y'= C.(4,4,4:4%.. A), ¢ = C,(4:4.)
0'=0 (424244 Ar4zA4243).

Giova inoltre per il seguito mettere in evidenza che una cop-
pia di comiche tritangenti C,(00’), che dia luogo ad un accop-
pamento di prima specie, é contenuta in un sistema continio oo
di C,(0°07”) (sestitangenti alla curva di diramazione di =), rap-
presentativo di due reti comsngate di curve ellittiche di grado due.

B' (%"

Fig. L - Fig. 2.
Invero rviferendoci alla fiz. 1, consideriamo la curva + 4+ 3
(o la sua coniugata ¥” + 8”). Il sistema lineare piitt ampio che
in 4,, 4, .., A; ha le stesse molteplicitd della " 4+ 2, & costi-
tuito da curve ellittiche: infatti, si riguardino, nella fig. 1, 1 punti
A’ e B’ come punti doppi aecidentali per la curva spezzata
v + ¥, e si ricordi la formula che da il genere di una curva
spezzata (%); e;sendb v e ¥ curve razionali, risulta) che la
' 4+ ¢ & virtualmente di genere uno. Ed & facile convincersi

a

che il sistema pilt ampio che cosi si ottiene & una rete di curve

(® Cfr. Lib. I, Cap. VIII, n. 41, pag. 18:.




424 LIBRO SECONDO

ellittiche di grado due. Cosi nell’esempio sopra riportato, la
v/ 4 & determina la rete di curve ellittiche di grado due delle
C,(A,A4,.A,), mentre la v’ 4 8” da luogo alla rete coniugata
delle C(4343%...A24%); questo esempio ha del resto valore ge-
‘nerale, giacché si vede subito che due curve rappresentative
di due eoniche tritangenti, che non si intersechino fuori di 4,,
A,, ... A, possono ridursi con una trasformazione cremoniana
I'una all’intorno di 4, e Daltra alla C,(424,4 ...4 ). E poi
ovvio (tenuta presente la proprietd b)) che le reti di curve ellit-
tiche cosi costruite sono rappresentate sul piano doppio da sistemi
continui oo® di (,(0%07), sestitangenti alla curva di dirama-
zione. :

Invece wuna coppia di coniche tritangenti C,(00"), che dia
Inogo ad un accoppiamento di seconda specie, & contenute in un
sistema continuo ool di C,(0%0%), sestitangente alla curve di
diramazione di = e dotate di un punto doppio variabile; i nomi-
nato sistema continuo di C,(0*0%) ¢ rappresentativo di due fasci
lineari coniugati di curve razioneli. Basta qui riferirsi alla fig, 2
e considerare nella eurva spezzata ¥ + 9 come virtualmente ine-
sistente il punto doppio A’. Per la formula che da il genere della
curva spezzata, la ¥ 4 8 rvisulta di genere zero; e tale & dunque
anche il genere del sistema lineare pitt ampio che ha in 4, 4,, ...,
Agle stesse molteplicitd di ¥"-8". Nell’esempio sopracitato il siste-
ma individuato dalla '3 & il faseio delle coniche C,(4,4.,4,4,);
ed il suo coniugato, determinato in modo simile dalla v” 4 3”,
& il faseio delle C (A3A43A34%42A42A2A%). Anche gui 'esempio
ha valore generale, giacché due curve rappresentative di due
coniche tritangenti, che abbiano un punto comune fuori di 4,,
A . .., A, possono sempre trasformarsi nelle due rette 4,4,, A.4,.

E, per la proprieta b), i due fasei coniugati cosi costruiti
divengono su = un sistema oc® di € (0*0™) sestitangenti alla
curva di diramazione e di genere zero, dotate ciod di un punto
doppio (variabile).

Consideriamo ora nel piano o la rete omaloidica delle rette.
Poiché nna retta generica incontra in tre punti variabili ile
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Cy(4,4,..4,) ed in sei punti variabili le C(A424%... 42), tenute
presenti le proprietd ¢) e b), si vede che le rette di ® si mutano
sul piano doppio = in sestiche, passanti triplamente per 0, 0.
Le nominate sestiche risulteranno nonitangenti alla C,(030"®) di
diramazione, perché le rette non appartengono all’involuzione I,;
ed inoltre saranno dotate di quattro punti doppi, dovendo, come
le rette, risultare di genere zero: i quattro punti doppi saranno
variabili, perché non esiste alcuna coppia di punti coniugati per
cui passino tutte le rette del piano w.

. Fra le rette del piano semplice consideriamo quelle che con-
giungono due dei punti 4; (1 =1, 2 ... 8) ad es. la retta 4,4..
Ad essa corrisponde sul piano doppio = una C,(030") spezzata
in tre coniche tritangenti la eurva di diramazione, nuna delle quali
& propriamente la trasformata della retta A, A, mentre le altre
due sono le trasformate deeli intorni di 4,, 4, rispettivamente.
Queste ultime due coniche danno luogo ad un accoppiamento di
prima specie, poiché gli intorni di A] ed A, non hanno punti
comuni; invece la conica, che risponde alla retta 4,4, da Iuogo
ad un accoppiamento di seconda specie con ciascuna delle due
coniche, trasformate degli intorni di 4, ed A,.

Riassumendo, possiamo dunque dire: Lu rete omaloidica delle
rette del piano v si trasforma sul piano doppio = tn un sistema
continuo, oo, { Gyl (i sestiche C,(0*0™) nonitangenti alla curve
di diramazione e dotate di quatire punti doppi variebili; il si-
stema continuo {Csl contiene un numero finito (28) di curve
spezzate in tre coniche tritangenti, tali che una determinata dv
esse dia luogo ad un accoppiamento di seconda specie con le altre
due che a loro volte dunno invece luogo arl un accoppiamento di
prima spece.

Questa proposizione si pud generalizzare ad una qualunque rete omaloidica
del piano w, la quale abbia i suoi punii base solamente nei punti A, 4, .., 4.

2
Invero, se 7, 7, .., 7, sono le molteplicitd dej punti 4 , 4, .., 4 per le curve
della rete ed n & il suo ordine, si avra:
Yy Ty o+ rg=3n—3,
Da questa relazione si ricava immediatamente che le C(A4 A..4) e le
Cgid242. .47 intersceano le eurve della rete rispettivamente in tre e sei
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punti. Per le proprieta a) e D) le curve della rete sono dungue rappresentate
sul piano doI_)Pm ® da C_(0°0/%, le quali risultano nonitangenti e dotate di
quattro punti doppi variabili. Ora, per la propricta o), le C (0*0%) sono le
trasformate delle UlskAiAg...Ag), appartenenii all’involuzione I : ne segue

che sard =17 ¢ che ad ogni rete omaloidica d’ordine n, che abbia i punti
base solamente in 4, 4
1

i 2 - A4, 81 pud associare una rete omaloidica conin-
gata, d’ordine

= 18-—n ed avente nel punto A; la molteplicitd 6-—r,.
. i i Spas1s . . .

Yi’esame dei Ca_31 possibili si compie facilmente ed il risultato & il seguente:
una rete omaloidica che abbia i suoi punti base solamente in 4, 4, .., 4,

€ una rete omaloidica appartenente ad uno dei tipi seguenti (dove sono poste
1’una accanto all’altra retj coniugate) :

0, O (A48 454545454848

02(4242‘43) Cp(ASATAZASAS AL AL AT

CxlA34,4,4,4) O, (A*ASASASA5A54%4%
b 2 -
Cl4i45424,4,4) O, (A*A2AFASAZAZACAY)
Y 3

Uuld18,4.4,4,4,4) O, (A3A547 1345454543

O5(474342 42 4% 42

05(AfA§A§AiASA6AT)
O 4545424242424 )
Ol did3a3424,4,4_4,)
CG(A:AlzdidiAgAﬁA,,As)
Cr(AT 4343 43 42 42 42

O 4143434742424 4,
Cu( AT 4342 47 4342 43

Ol Aid2a2414034,4,)
Coldialatatazazazay
Coldidiasgsazazazy
(”y"(A:‘i;“‘s‘AiA?AgA,an)
“eliiazazazazazay

In base a Quegt
caso, 1’esistenzg a
spondono delle C ¢
configurazione ?)N':,
evitato, tenendo co

Op(A343434543424347)
ol ASA2ATALATAT 434
O (ATAZAATAT A2 A2AY)
O,,( 4343343 4Z454240)
Cyy(4743454348454343)
Oy (A3A3 434542424245
O, (ATAZATALALALAZAS)
C,(A34342 4342434349
Oy o(AZA3A242 42434247
Coo(A,A3ASALAL AT A% AY
O, (AT AZA5ATA2AL42AY)
C,(ATAZAZA3AZATALAY)

C(A5A342474%424%4Y

X ¢ elenco il lettore potra facilmente constature, caso per
L un numero finito s di curve della rete, alle quali corri-
O*0’%)  spesgate in tre coniche tritangentt, - formanti la
i deseritta. Ii’esame caso per easo pud (el resto cssere
Nto che ogni rete pud essere mutata nclla rete delle rette
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eon una sueceessione (1 trasformazioni quadratiche, che hanno i loro punti
fondamentali solamente mei punti A, Ne segne che il numero s & a priori
lo stesso per tutte le reti: e precisamente (come per la rete delle rette) =28,

Siano ora C,, D., E, ire coniche tritagenti alla curva di di-
ramazione del piano doppio %, in corrispondenza {1, 2] eol piano
semplice @ ; alla conica C, rispondano le due curve eoningate ¥, 7”;
e cosi alla D, ¢ e 2” ed alla E, ¢’ ed ¢”. Le due coniche C, e D, si
intersechino fuorit di 0O, O, nei punti 4, B e similmente C, ed E,

»

Fig. 3. Fig. 4

in M, N e D,ed E, in L, P. Ai punti 4, B, L, M, N, P rispondano
rispettivamente le coppie di punti coniugati A’A”. B'B", L'L",
M'M", NN", P'P". ’

Supponiamo che E. dia lnogo ad un accoppiamento di seconda
specie con C, e D,, mentre C, e D, diano luogo ad un accoppia-
mento di prima speeie. In questa ipotesi e con le notazioni intro-
dotte, le configurazioni delle tre coniche C,, D,, E, e delie curve
Y,v", ¥, 37 ¢, ¢, che ad esse corrispondono, sono messe schemati-
camente in evidenza dalle fige. 3 e 4.
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Per quanto precede sappiamo che ad una rete omaloidica del
piano o, che abbia i suoi punti base solamente in 4,, 4., .., 4
corrisponde sul piano doppio = un sistema continuo oo® di C4(0°0™)
nonitangenti alla curva di diramazione e dotate di quattro punti
doppi variabili; ed il nominato sistema continuo contiene un
numero finito di €, spezzate in tre coniche tritangenti e formanti
una configurazione uguale a quella della terna C,, D,, E,. Inver-
samente vogliamo provare che una terna di coniche tritangents
come lu Cy, D, E, determina due sistemi continui oo di C,(0°0'3)
del tipo anzidetto, ciascuno dei quali & rappresentativo di due reti
omaloidiche coniugate. o

All’uopo, riferiamoci alla fig. 4 e consideriamo la eurva
spezzata v + ¢ + & (o la sua coniugata v” -+ ¢ + #’). Se nella
v + ¢ + & consideriamo come wirtualmente imesistent; i punti
doppi M e P”, vediamo che il sistema lineare completo, costituito
dalle curve che hanno lo stesso ordine e gli stessi punti multipli
(con le stesse molteplicitd) della v + & + 8”7, & un sistema li-
neare di curve non auntoeconiugate di genere zero: invero la
v+ ¢ + 37, risulta nella nostra ipotesi ¢ per la formula che da
il genere di una eurva spezzata, una curva (i genere zero. 11 si-
stema lineare cosl costruito & rappresentato sul piano doppio
da un sistema continuo } Cg} di C;(0*0’®) nonitangenti alla curva
di diramazione e dotate di yuattro punti doppi variabili (perché
ogni C,(0°0’3) del sistema & di genere zero): il nominato sistema
continuo & determinato dalla partieolare C,(0%*0™) spezzata nelle
tre coniche C,, D,, E,, quando nella C, + D, -+ E. si immaginino
come non esistenti i punti doppi M e P (cfr. fig. 3). Natural-
mente il sistema {Cy} & rappresentativo non solo del sistema li-
neare determinato dalla " <4 ¢ - 8” supposta priva dei punti
doppi M, P” ma anche del sistema lineare coniugato determinato
dalla v” + ¢” 4 3" supposta priva dei punti doppi M”, P,

Cid posto, & facile mostrare che il sistema {Cs} & rappresen-
tativo di due reti omaloidiche, coningate. Si consideri invero una
curva del sistema che sia infinitamente vicina alla O, + D, + E,:
ewa avrd quattro punti doppi, infinitamente vicini ai punti A4,
B. L, N, ma non passerd né per M nd per P. Delle 36 intersezioni
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della nominata curva con la €, D, -+ E, 18 sono assorbite
dai punti O, 0’, Y dai contatti con la curva di diramazione ed 8
sono distribuiti in 4 coppie infinitamente vieine rispettivamente
ai punti A, B, L, N. 1no sguardo alla fiz. 4 mostra evidente
che queste ultime 8 intersezioni non corrispondono ad intersezioni
doelle curve obbiettive. Ne segne che i due sistemi lineari coniugati,
rappresentati dal sistema {Cg} sono di grado uno e sono cosi due
reti omaloidiche coniugate.

E ovvio ora eome partendo, anziché dalla v 4 ¢ 4 ¢”7, dalla
v 4+ ¢” 427, si costruisea un altro sistema continuo oo® i
C,(0%0%), nonitangenti e dotate di quattro punti variabili: questo
sacondo sistema & determinato dalla particolare £/;(0*07). spez-
zata uelle tre coniche (', D, E,. yuando nella ¢, +D. 4~ E,
si considerino eome non esistenti i punti L ed N. Rimane cosi
provato il nostro asserto.

SiNrESL - In yuanto precede siamo partiti da un’involuzione
tlel quarto tipo di Bertizt data su di un piano ©, e, rappresentata
I'involuzione su i un piano doppio = dotato di una C;(0°0%) di
diramazione, abbiamo studiata la corrispondenza [2, 1] tra i piani
® e = che cosi veniva posta.

Ora, invece, vogliamo partire da un piano doppio = ¢on una
(',(0°07%) di diramazione e dimostrare la possibilitda di rappre-
sentarlo su di un piano semplice o.

Il piano doppio =, ehe ha per curva di diramazione la piu gaune
rale sestica dotata di due punti tripli infinitamente vieini, 0, 0,
rappresenta una superficie F, di cui si tratta di dimestrare la »a-
zionalitd e che & in corrispondenza [2, 1] con il piano doppio =.

Cid premesso, giova osservare come alennd risultati dell’analisi
che precede si estendano alla corrispondenza [2, 1] tra la super-
ficie F ed il ptano doppio x.

Anzitutto se esiste una conica tritangente alla C; di dirama-
zlone, essa rappresenta due curve coniugate sulla superficie I'; e
due coniche tritangenti debbeno dar luoge sulla F ad un ascopin
mento di prima o di seconda specie: basta immaginare material-
mente le figg. 1 e 2 disegnate sulla F anziché sul piano o.




430 LIBRO SECONDO

Inoltre, se esistono tre coniche C,, D,, E, tali cle E, dia luogo
ad un accoppiamento di seconda specie con C, e D, mentre (, e
D, diano luogo ad wn accoppiamento di prima specie, si pud an-
cora trarre la conclusione che la terna C,, D,, E, determing due
sistemi continui co® di C,(0*0™) nonitangenti e dotati di quatiro
punti doppi vartabili, ciuscuno dei quali sia rappresentativo di
due reti omaloidiche coningate. Invero la dimostrazione da noi
data di questa proprietd si basa sostanzialmente sulla formula
che da il genere di una curva spezzata e sul computo del grado
dj uno dei nominati sistemi eontinui { Cs}.

Invece, & stretlamente legata all’ipotesi che esista una corri-
spondenza [1, 2] tra il piano doppio = ed un piano semplice w:

a) Desistenza di coniche tritangenti alle Cg(0°0®) di dira-
mazione;

b) Desistenza di coppie di coniche tritangenti, che diano
luogo ad wn uccoppiamento di prime o di seconda specte;

¢) Vesistenza di terne di coniche tritangents, tali che due di
esse diomo liwogo ad un accoppiamento di prima specie, mentre
la terza dia luogo ad un accoppiamento di seconda specie con le
prime due.

Ne segue che si potrd senz’altro costruire sul piano doppio
= un sistema continuo oc® di C,(0*0), nonitangenti alla eurva
di diramazione e ‘dotate di quattro punti doppi variabili, rappre-
sentativo di una rete omaloidica su F, se risolveremo il problema
di costruire direttamente una terna di coniche tritungenti, tale
che due coniche della terna fornino un accoppiamento di seconda
specte con la terza, nientre le prime due formino un accoppicvinento
di prima specie.

C'ome vedremo, per dimostrare la razionalitd del piano doppio
non c¢i sard necessario risolvere completamente yuesto problema.
Vediamo tuttavia quali difficolta esso implichi.

La prima questione che si presenta & di dimostrare 1’esistenza
di coniche, tritangenti alla C,(0%0”®) di diramazione. All’uopo
osserviamo che le coniche C,(0 0’) segnano sulla (',(0°07), che
risulta di genere 4. la ¢} eanonica, .che si pud bisecare, per p = 4,
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in 120 modi diversi, dando Inogo cosi, almeno in generale. a 129
coniche distinte ed irridueibili, tritangenti alla C,(0°0"%) Qi
diramazione (efr. la nota a pag. 437).

Volgiamoei dopo ¢id a dimostrare l'esistenza di coppie di co-
niche tritangenti, che diano luogo ad accoppiamenti di prima e
di seconda specie. Ricordiamo percid che, quando si sa « priori
che il piano doppio & in corrispondenza [1, 2] con un piano sem-
plice, valgono le due proprietd seguenti:

«) una coppia di coniche tritangenti che da luogo ad un
accoppiamento di prima specie & contenuta in un sistema con-
tinuo oo? di C,(0°0"), sestitangenti alla curva di diramazione,
rappresentativo di due reti coniugate di grado due di curve ellit-
tiche; .

b) due coniche tritangenti che diano luogo ad un accoppia-
mento di seconda specie sono contenute in un sistema continuo
oot di C,(0%0™), sestitangenti alla eurva di ditamazione e do-
tate di un punto doppio variabile, rappresentativo di due fasei
coniungati di eurve razionali.

Queste proprieta ci suggeriscono di studiare i sistemi continui
di gquartiche (", (0*0"*), sestitangenti alla C(0*0"®) di diramazione,.

All'nopo consideriamo la serie g%, segnata sulla Cy(0°0") di
diramazione dal sistema lineare completo delle C,(0%0"%).
La nominata ¢%, si pud bisecare in 2% = 2°= 256 modi di-
stinti, dando Iuogo a 256 serie lineari g,, meta della g%, data.
Delle 256 serie g, cosi costruite, 255 sono delle g2; ed ognuna di -
esse di luogo ad un sistema continuo oo? di C4(0°0™), sestitan-
genti alla Cg(0°0) nei gruppi della g2 considerata. Oltre alle
g2 anzidette, vi & poi la g3, segnata sulla C,(0°0”) dal sistema
lineare oo® delle coniche per O, O': anche il doppio di tale ¢
& evidentemente contenuto nella g, segnata sulla Cs(0°0”) dalle
CL(0*0"®) (*). Le quartiche C,(0°0") che toccano la Cy(0°0"°) nei
gruppi di questa ¢¢ si riducono a Cy(00') contate due volte.

() L’intima ragione per cui nella bisezione della gf‘, segnata sulla

.C(0°0™) dalle C (0°07), si presentano 255 y: ed unae g: si pud illustrare
cosl: presi ad arbitrio due punti 4 e B sulla € (0°07), le C (0°0") che toccano
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Ora un sistema continuo oo di C«0°0) sestitangenti, pud
rappresentare sulla superficie F un sistema di curve irriducibili,
ovvero un. sistema di curve spezzate. Questa seconda ipotesi si
verifica se le C, del sistema toccano la C; di diramazione in sei
punti, situati sopra una cnbica passante doppiamente per O e
semplicemente per O (cfr. il criterio, enuuciato a pag. 409).
Vediamo di contare quanti siano i sistemi continui { C,}, che rap-
presentano curve spezzate.

Sia O, la eurva generica di un sistema }C,}, che rappre-
senti eurve spezzate, ¢ C,(0%0") la cubica passante per i sei punti
di contatto con la C, di diramazione. Consideriamo il faseio,
ottenuto combinando linearmente la C’G‘ e la C, contata due volte:
esso & costituito da C;(0?0®), nonitangenti alla C; di diramazione,
nei punti semplici in eui essa & incontrata dalla ;. Imponendo
alle curve del fascio di passare per un punto della C,, si ottiene
una curva spezzata nella C, ed in una conica per 0, ¢, tritan-
gente alla C, di diramazione. Se questa conica si riducesse ad
una retta per O contata due volte, la C, dovrebbe spezzarsi in tale
retta ed in una residua coniea per 0, 0’: la C, dovrebbe allora
toecare la C, nei punti di una conica per 0, 0’ e quindi ridursi
essa stessa ad una conica contata due volte, Tl sistema | C,} sarebbe
allora il.sistema oc® delle C,(Q O), contate due volte. Se invece
la conica anzidetta non si riduce ad una retta per O, contata due
volte, essa uon pud varviare al variare della C, nel sistema {C,}:
essa & una delle 120 coniche per O, O’ che risultano dalla bise-
zione della serie canonica g3 della C,(0*0"). Indicando con 4,
B, C i punti di contatto della conica néminata, i punti di contatto
delle curve di {C,} descrivono la g2segnata sulla C,(0°0™) dalle
C;(0°0’ABC). Vediamo dungue che un sistema continuo {C.l,
rappresentativo di un sistema di curve spezzate, si costruisce

la 05 in 4 e B segnano su di essa una g2 =y, che & il doppio della y:
speciale, segnata sulla C, dal fascio di coniche C(00’AB). Ne segne che
la Dbisczione delln g* porta a 255 quaterne @i punti ed alla nominata gi.
{Cfr. F. ENRIQUES 23(1 0. Cmrsini: Teoria.., Vol, III, Lib. V, Cap. IIL.
pag. 393). -
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cosi: si prénda ad arbitrio una delle 120 C,(0 0’), tritangenti alla
C,(0%0™) e siano 4, B, C 1 suoi punti di contatto; si consideri la
g2 segnata sulla C(0°0%) dalle C,(0*0"ABC); esiste una C,(0:0™)
tangente alla C, in una sestina generica di questa g?; invero,
prendendo una generica C;(0*Q’ABC), ed imponendo alle curve
del fascio Cy + AC? di passare per un punto della C,, si stacca
la C, e rimane una (,(0%0%) del tipo voluto.

Riassumendo possiamo quindi dire: Des 256 sistemi continut
i C,(0%0%), sestitangenti alla C,(0°07) di diramazione, 120
rappresentano sistemi oo? di curve spezzafe, 135 sistemi oo® di
curve irriducibili, mentre uwno & il sistema oo delle C,(0%°07®),
che st riducono ad una C,(0 0") contata due volte.

Cid posto, consideriamo un sistema continno | C.}, o, di
C,(0*0%) sestitangenti, il quale sia rappresentativo di un sistema
di eurve spezzate. Al nominato sistema corrispondono sulla super-
ficie F, che si rappresenta sul piano doppio, due sistemi razionali
coningati di eurve i genere uno: vogliamo dimostrare che ognu-
no di tali sistemi & una rete di curve ellittiche di grado due.
Invero per valutare il grado di uno dei nostri sistemi osserviamo
che due yuartiche di {Cs} si segano in due punti variabili: cid
risulta eontando le intersezioni di due €, infinitamente vicine di
{ Cil, tolte le intersezioni assorbite in O ed O e le intersezioni che
corrispondono ai sei contatti. Il grado dei due sistemi & dunque
due; e si tratta pol di due sistemi lineart giacché la serie carat-
teristica segata su di una curva dalle altre curve del sistema & una
serie razionale di coppie di punti su di una curva ellittica, e
quindi una gi.

Supponiamo ora di imporre alle curve di {C.}  un punto
doppio. Poiché, sulla P, alle curve di {C,;} rispondono delle curve
spezzate in due parti coniungate, quando la curva generica di | C,}
tende, entro { C,}, ad una curva dotata di punto doppio, ciascuna
delle parti coniugate tende ad una eurva dotata di punto doppio.
Le weti di curve ellittiche dianzi costruite contengono dungue oot
curva dotate di punto doppio, le quali rispondono alle co* curve
.del sistema { C,}, che possiedono un punto doppio. Se imponiamo

W
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un ulteriore punto doppio alle curve di { Ci} che gid possiedono
un punto doppio, otteniamo un numero finito di curve di €, spez-
zate in due coniche tritangenti. Ad una di tali curve risponde,
sulla #, una coppia di curve coningate ognuna delle quali € spez-
zata in due parti, che si intersecano in due punti. Si vede cosi
riapparire la fig. 1 e riesce dimostrata ’esistenza di coppie di
coniche tritangenti, le quali danno luogo ad un qccoppiamento
di prima specie. .

Partiamo invece da un sistema continuo {C4}, oo? di C,(0%*07%)
sestitangenti, i1 gunale sia rappresentativo di un sistema .di curve
irridueibili autoconiugate. Imponendo alle curve di {Cil un
punto doppio si ottengono oo® eurve razionali di {C,}, alle quali
rispondono sulla F delle curve, spezzate in due parti coniugate
A, N ma qui la earva A 4 A7, come limite di una curva irridu-
vibile, deve risultare connessa, ¢ quindi non possono »’ e »” avere
ciasecuna un punto doppio nei due punti coniugati, A’, A”, che
rispondono al punto doppio 4 della C,; bensi tanto 1" quanto A~
passano per entrambi i punti A’, 4”; in guisa che la N + N\
rimane virtualmente una curva ellittica. E poi faeile dimostrarve
che la curva %" (e eosi la A7) varia sulla superficie F, deseri-
vendo un fascio lineare dv curve rozionali. Si consideri invero il
sistema oo delle eurve di {C,}, che hanno un punto doppio
variabile: due curve infinitamente vicine del sistema si segano
in 16 punti, 8 dei quai sono assorbiti da 0, 0’, 6 dai contatti con
la eurva di diramazione e due sono infinitamente vicini al punto
doppio; ora, nessuna di tali intersezioni risponde ad intersezioni
delle curve obbiettive ). Pertanto la A’ (e cosi la coningata A"}
varia in un sistema di grado zero, e quindi in un fascio (*).

Ripreudiamo ora il sistema continuo oot delle curve di {C,},

() Si tratta di un fascio lineare, giacch@ le curve 1’0 A”) si possono
porre in corrispondenza biunivoea eon i gruppi di uma serie lineare. Invero
si consideri il sistema di gruppi di sei punti, determimato sulla C(0G°0”7)
dai contatti detle C,(0°07), immagini delle A’. Il sistema gode della proprietd
‘involutoria, giaeceh® per un punto di F passa una sola A'. Ma una -(: con~

s 2 . . b
tenuta in una ¢ ¢ certamente una serie lineare 9o+
[\]
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che possiedono un punto doppio variabile, ed imponiamo alle
curve di guesto sistema un unlteriore punto doppio. Otterremo un
numero finito di €, spezzate in due coniche tritangenti. Se la C,
generica del nominato sistema oo! tende ad una {C,} con punto
doppio, tanto la A" quanto la coningata A”, che rispondono al-
I’anzidetta €, tendono ad acgunistare un punto doppio, ossia a
spezzarsi in due ecomponenti di genere zero, che si incontrano in
un punto. Ed & evidente che, al limite, ciascuna delle compo-
nenti di A’ intersechera in un punto una determinata delle com-
ponenti di 2”. Riappare cosi la fig. 2 e riesce dimostrata 1’esi-
stenza di coppie di comiche tritangenti, le quali danno luogo ad
un accoppiamente di seconda specie.

Dimostrata nel modo che precede, 1’esistenza di coppie di
coniche tritangenti, che diano luogo ad accoppiamenti di prima
e di seconda specie, bisognerebbe dimostrare 1'esistenza di una
terng di coniche tritangenti tale che due coniche di essa diano
luogo ad un accoppiamento di prima specie, mentre la terza dia
luogo ad un accoppiamento di seconda specie con le prime due:
invero, per quanto abbiamo mostrato precedentemente, ’esistenza
di una terna del tipo anzidetto ci permetterebbe la eostruzione
di un sistema continuo oo? di C,(0*0’*) rappresentativo di una
rete omaloidica. '

Ma, per il nostro scopo immediato ei possiamo dispensare dalla
dimostrazione della possibilitd di costrnire una simile terna.
Infatti noi ci proponiamo di dimostrare la razionalitd del piano
doppio, che ha per curva di diramazione la pilt generale sestiea,
dotata di due punti tripli infinitamente wvicini, o cid che & lo
stesso, la razionalita di una superficie F', che si possa rappresentare
su di un piano doppio del tipo amzidetto. Ora lo studio deil si-
stemi continui di quartiche C,(0%0’?) sestitangenti, che abbiamo
svolto allo scopo di dimostrare 1’esistenza (i coppie di coniche
tritangenti, che realizzano accoppiamenti di prima o di seconda
specie, e¢i ha permesso di-stabilire 1’esistenza sulla superficie I
di reti di grado due di eurve ellittiche, ovvero di fasei lineari di
curve razionali.-Ma una superficie F che possieda nna rete di
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grado due di curve ellittiche & rappresentabile sul piano doppio
con quartica di diramazione ed & cosi generalmente razionale.
Similmente 1’esistenza di un fascio lineare di curve razionali,
permette (efr. Lib. IT cap. I) di rappresentare la superficie F' su
di un piano doppio del primo tipo, che & razionale. Concludendo,
possiamo dunque enunciare: Il piano doppio, che ha per curva
di diramazione la pi generale sestica dotata di due punti tripli
infinitamente vicini, ¢ razionale.

Nota I. - I ragionamenti che precedono sono riferiti al piano
doppio la cui eurva di diramazione sia una generice sestica Cg con
due punti tripli, infinitamente vicini, O, 0. Un esame, che qui
¢i dispensiamo dallo svolgere conduce a riconoscere che le nostre
conclusioni valgono sempre per ogmi C, con le dette singolarita,
che non possieda altri punti singolari (e sia cosi di genere p =4):
invero conservandosi il genere della C,, si hanno sempre le mede-
sime serie distinte provenienti dalla bisezione di quella non spe-
ciale segata sopra di essa dalle € (0% 0?) (Y) e cid porta a di-
stinguere i sistemi rapresentativi di curve spezzate ed i sistemi
rappresentativi di curve irridueibili, ece., ecc.

Rimangono da considerare i casi in cui la C,, pur essendo
caso particolare di una C; con due punti tripli infinitamente vi-
cini 0, 0, acquisti delle singolaritd, che ne abbassano il genere.
Se il punto O diviene di molteplicitd effettiva superiore a tre,
il piano doppio ha eome curva di diramazione una sestica con
punto quadruplo o un suo caso partieolare. Si ricade dunque in
un piano doppio del primo tipo, che & razionale salvo il easo in
cui la sestica di diramazione non si riduca a sei rette uscenti da O.
Se invece i punti O, O’ rimangono tripli, oceorre esaminare il
caso in cui esistano altri punti multipli per la eurva di dirama-
zione. E poiché una C;(0%*0") non pud possedere ulteriormente
un punto pit che triplo senza spezzarsi in parti multiple, dob-
biamo esaminare solamente il caso di una C,(0°0%4* o di una

() Cfr. F. EnrIQUES ed O. CHISINI: Teoria.., Vol III, Lib. V, Cap. III,
pag. 394
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C,(0°074%). Eseguendo la trasformazione quadratica che ha i
punti fondamentali O, 0, 4, otteniamo, in entrambi i casi, una
quartica di diramazione C,, passante semplicemente per due pun-
ti infinitamente vicini 0, 0. 8i ricade dungue in un piano doppio
del secondo tipo, c¢he risulta razionale, purche la- ',(Q O’) non si
spezzi in quattro rette per un punto, una delle quali sia la O O'.
In quest’ultima ipotesi la quartica proviene da una C,(030A43)
spezzata im tre coniche, che st toccano i O ed in A, avendo in O
come tangente comune la O O,

Riassumendo possiamo dire: Un piano doppio con sestica di
diramazione C,, dotata di due punii tripli infinitamente vicini
0, O, & razionale, salvo i casi in cwi la Cy(0*0™) si riduca:

@) a sei rette distinte uscenti da O, ovvero
b) a tre coniche, appartenentt ad un fascio di coniche bitan-
genti.

Nel caso @) il plano doppio rappresenta unae rigata di genere
due. Nel caso b) invece, il piano doppio rappresenta una super-
ficte con un fascio ellittico di cwrve razionali, ed & riconducibile
ad un cono cudico ellittico: le eurve razionali del fascio sono rap-
presentate dalle coniche del fascio a cui appartengono le ecompo-
nenti della sestica di diramazione.

Nota II. - Abbiamo affermato che la serie eanonica g2, segnata
su di una C, con due punti tripli infinitamente vicini 0, 0" dalle
C.(0 0", si pud bisecare in 120 modi, dando luogo a 120 coni-
che C,(0 0, in generale distinte ed irridueibili tritangenti alla
C.(0%0%).

Ora effettivamente sopra un ente di genere 4, generico, la
bisezione della g2 di luogo a 120 terne, che contate due volte
appartengono alla g2 canonica. Ma, nel caso nostro, l’ente di ge-
nere 4 di cui si tratta, & particolare, nel senso che sopra la curvi
canonica, che ad esso corrisponde, vi & una g! autoresidua ri-
spetto alla serie canonica, il che porta che la nominata curva stia
su di un cone quadrico; e poiché fra i piani tritangenti ad una
sestica canonica, giacente su di un cono quadrico, vi & la serie oo*
dei piani tangenti al cono, si potrebbe dubitare a priori che questa
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gerie oo! di piani assorbisse un certo numero di soluzioni del
problema di bisezione, ossia che la bisezione della g3 segnata su
di una C4(0%0™) (con O, O infinitamente vieini) dalle C,(0 0"
portasse ad un certo numero < 120 di coniche tritangenti ed
alla serie co! delle coniche (tritangenti) costitnite da una retta
per O, contata doppiamente.

In fatto cid non avviene: ciod la serie anzidetta ha un’equiva-
lenza numerativa nulla ed & solamente una soluzione estranea del
problema di bisezione. I1 fatto si pud chiarire per via trascen-
dente: invero, dal punto di vista trascendente (%), i gruppi semi-
canoniel, cioé i gruppi il eui doppio appartlene alla serie canonica,
si ottengono dalle equazioni:

el.pn(X) =0

dove 03, ¢ una serie 0 a caratteristica dispari; e per p =4 le
caratteristiche dispari sono preeisamente 120. Invece l’esistenza
di una ¢!autoresidua rispetto alla serie canoniea — come ha rile-
vato esplicitamente H. WEBER (2) — porta all’annullars insieme ai
suoi argomenti di una 0 a earatteristica pari: cioé ad una circo-
stanza del tutto diversa dalla precedente.

Dal punto di vista geometrico II. G. Zeuraen (*) ha mostrato
direttamente come un piano tangente ad un cono guadrico non
sia mai limite di un piano tritangente ad una sestica canonica,
giacente su una quadrica che tende al cono anzidetto. Invero se
un piano «, tritangente ad una sestica canoniea K, giacente su
una quadrica F',, tendesse, al tendere della F, ad un cono, ad un
piano tangente al cono, la conica sezione della F, con o degene-

(* Cfr. F. ExrIQUES ed O. CHisini: Tcorig..., Vol. IV, Lib. VI, Cap. III,
pag. 211.

() Cfr, H. WEBER: Tver gewisse in der Theorie der Abel-schen Funktio-
nen auftretende Ausnahmefille; « Mat. Ann.» Bd. 13, 1877. Le funzioni
abeliane, collegate ad una sestica canomnica, giacente su di un cono quadrico,
sono state studiate altresi da F. ScHOTTEY: cfr. Uber speciclle Abel-sche
Funktionen vierten Ranges; «Crelle’s Journals, Bd. 103, 1887.

(®) Cfr. H. ZEUTHEN: Erklirung eines < Paradoxs in der abzdhlenden
Geometric; « Archiv fiir Math. und Phys.», Bd. 27, 1918,
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rerebbe come inviluppo in una generatrice doppia dotata di due
punti di diramazione. Ma la nominata conica aveva tre tangenti in
comune con la I{;; e si cade cosi in un assurdo.

Sempre dal punto di vista geometrico, ci si pud rendere ragione
della proprietd che ci interessa anche nel modo che qui accennia-
mo (*). Tra gli enti di genere 4 contenenti una g2 autoresidua
rispetto alla serie canonica, vi sono gli enti iperellittici sui quali
vi sono 10 g? autoresidue, che si ottengono sommando alla g; i 10
punti doppi della g} stessa. Ora, quando un ente contenente
una g; autoresidua tende per continuitd ad un ente iperellittico,
un gruppo semicanonico (non appartenente alla ¢i) va in un
gruppo semicanonico, costituito da tre punti doppi della g}; ed
inversamente si riesce a dimostrare che un gruppo arbitrario co-
stituito da tre punti doppi della g% & sempre limite di un gruppo
semicanonico (non appartenente alla gi). Ma le terne di punti
doppi della g sono 120; e pertanto sono 120 anche i gruppi semi-
canonici isolati sull’ente generico, contenente una g% autoresidua.
Pertanto gli oo gruppi costituiti dal doppio di un gruppo della
9% non assorbono nessuna soluzione del problema di bisezione.

27. Condizioni di razionality di un piano doppio.

Sappiamo che un piano doppio razionale possiede una eurva
di diramazione ¢ 'ordine 2n, che si puo ridurre eremonianamente
(fatte le convenzioni del n. 25):
@) ad una curva d'ordine 2z eon un punto. O, (2n—2)-plo; 0
b) ad una quartica; o
c¢) ad una sestica con due punti tripli O, (', infinitamente
vieini.
Se 1 punti multipli della eurva di diramazione vengono consi-
derati con le loro molteplicitd virtuali (cfr. le convenzioni fatte
al n. 25). le curve del tipo a), D), ¢) possono oppure no possedere

(*) Cfr. F. ConrorTo: Sopra la bisezione della serie canonice su di une
curva di genere quattro; « Rend, del Sem. Mat, della R. Univ. di Ro-
ma», 1938.
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delle ageiunte d’ordine 2n—3; ma in ogni caso le nominate
curve non possiedono, per ¢ > 1, le successive aggiunte d’ordine
9n — 3 e d’indice ¢: non esistono ciod, per ¢ > 1, delle curve
d’ordine 2n — 8i che passino i — 4 volte per ogni punto di mol-
teplicita virtuale I della curva di diramazione. Tenuto conto del
teorema sull’invarianza delle successive aggiunte ad una curva
data (1), ne segue:

La curva di diramazione di un piano doppio razionale (o,
eccezionalmente, rappresentativo di una rigeta irrazionale), sup-
posta d’ordine 2n, & priva delle aggiunte degly ordini 2n—6,
2n—9, .., e, rispetttwamente, di indict 2, 3, ... (le molteplicitd
dei punti multipli della ecurva essendo quelle virfuali, secondo i
eriteri del n. 25).

Ora, & importante riconoscere che la condizione necessaria della
mancanza delle sucessive aggiunte d’ordine 2n — 37 e d’indice 7
(per ¢ > 1) & oltresi suffictente perché una curva sia di dirama-
zione per un piano doppio razionale. Invero dimostreremo il se-
guente teorema:

Se una curve piana d’ordine pari, trriducibile o riducibile in
partt semplici, che si assume come curve di diramazione di umn
piano doppio, é dotate di punti multipli di molteplicitd virtuals
S1y 8a, ., Sy € NON possiede, per © > 1, successive aggiunte d’ordine
21— 3t e d’indice 1, essa (& ovvero) si pud trasformare cremonia-
namente in une curva d’ordine 2n con un punto (2n— 2)-plo, ¢
i una quortica od m unae sestice com due punts tripli infinita-
mente vicini.

Pertanto la nominata curva & la eurva di diramazione di un
piano doppio razionale (o riferibile a rigata).

Per dimostrare il teorema, che abbiamo in vista, assunto 2n
come ordine della curva di diramazione, divideremo la diseussione

(*) Questo teorema, come sarebbe facile verificare, vale anche quando
i punti multipli dela curva di diramazione del piano doppio si considerina
con le loro molteplicitd virtuali, anzieh® effettive .
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in tre parti, in relazione alla forma del numero n rispetto al mo-
dulo 3. Avremo da considerare tre casi:

A) 2n = 6m, B) 2n = 6m + 2, C) 2n—=6m-}+ 4.

TroteEst A). - La mancanza di enrve (d’ordine zero) aggiunte
d’indice 2m alla Cg, porta che la (g, abbia (almeno) un punto
di molteplicitd virtuale = 2m 4 1. 11 punto O della gy, la euni
molteplieitda (virtuale) & massima, avrd dunque una eerta molte-
plicita virtuale:

@) 2m 4+ 2s+ 1,0 a") 2m + 25 4 2, ove s =0;

e, nella prima ipotesi, la Cgy, possiedera secondo le nostre con-
venzioni (efr. pag. 403) due punti (2m + 2s 4+ 1)-pli O, O, infi-
nitamente vieini.

Il massimo valore, e¢he s pud assumere, ¢ s=2m—1. In
quest’ ipotesi non pud verificarsi il caso «), perché da una
Com (Osm+-10'8m—1) ]a retta O O si staccherebbe piu di una
volta. Se invece s = 2m — 1 e si verifica il caso a’), la Cgpm é coni-
posta da 6m rette uscenti dal punto O, ed & cosi un easo partico-
lare dei mostri tipi.

Sia ora s=2m—2. Il caso a) da luogo ad una Cg)y,(0sm—30'm—3),
se la retta O O’ non si stacea dalla Cey,, deve essere 6m = 12m —
— 6, ciod m=1: la Cgpn & pertanto una sestica con due punti
tripli infinttamente vicini; se al contrario la retta O O si stacca
dalla 4y, viene m > 1, ¢ quindi la retta O O’ si stacca ancora, e
la Cem avrebbe cosi delle componenti multiple. Invece il caso a’)
porta ad una curve d’ordine 6m, con un punto di moltepliciti
virtuale 6m — 2, che & appunto uno dei nostri tipi.

Poniamoci, dopo «id, mell’ipotesi s < 2m— 2. Poiché 2m —
— s —1> 1, per ipotesi non esistono le aggiunte alla Cg, d’or-
dine 6m —3(2m —s—1)=38s+ 3 e d’indice 2m — s —1. Di-
stinguiamo i1 due casi a) ed ).

a) Per effetto dei due punti (2m + 2s 4 1)- plz infinitamente
vieini, O, 0, ogni aggiunta d’ordine 3s+3 e d’indice 2m—s—1,
Cists, avrebbe quei punti come (3s 4 2)-pli e si ridurrebbe cosi
alla retta O O" da contarsi 3s -}~ 1 volte, e ad una conica tangente
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alla O O’ in O; per escludere 'esistenza della Cgeyps & necessario
dunque che la Cg,, abbia gqualche punto di molteplicith virtuale
= 2m —s, fuori della retta O 0. Allora perd ’ordine della Cgp,
si pud abbassare, eseguendo sulla Cg, la trasformazione quadra-
tica, che ha i punti fondamentali in O, 0, ed uno dei nominati
punti di molteplicitd virtuale 2m — s +1 (£=0) (*). Ben inteso
se 2m—s -+ I & dispari, alla trasformata propria della Cep si
aggiunge una retta, trasformata dell’intorno del punto 4, di mol-
teplicity virtuale 2m -—s -+ I; altrettanto dicasi se 2m —s 41
& pari ma il punto 4 & di molteplicitd effettiva 2m -—s 4+ 1+ 1;
in ogni caso l'ordine della nuova curva di diramazione & mi-
nore di 6m.

@) Se il punto O della Cs, ha la molteplicitd virtuale
2m +- 28 + 2, ogni Caeys, aggiunta d'indice 2m —s—1 alla
Cem, siridurrebbe ad un gruppo di 3s + 3 rette per 0. Per esclu-
dere l'esistenza di una (g4, occorre dunque ammettere che la
Cin sia dotata di (almeno) 3s 4+ 4 punti di molteplicitd virtuale
2m — s, fra i quali non si trovino due punti allineati con 0. Del
resto potrebbe darsi che due dei detti punti venissero sostituiti da
un punto (2m —s + 1)-plo, oppure tre da un punto (2m— s +
-+ 2)-plo; per contemplare tutti i casi ammetteremo 1’esistenza i
t punti di mtoltepvlieité virtuale 2m —s 41, —1(i =1, 2, .., 1),
dove 1,>>1,3,1,= 3s + 4 e mai due punti sono allineati con 0.
Se uno (almelno) dei nominati ¢ punti multipli & nn punto proprio
A, di molteplicitd virtuale 2m — s 4 L,— 1 (eon I, == 1), l'ordine
della Cgy, si puEg certo abbassare con una trasformazione guadra-

tica. Invero, se 2m —s + I, — 1 & pari si eseguisca sulla Cyy, la
trasformazione quadratica che ha i punti fondamentali in O, 4,

(*) 8i noti ehe il punto di molteplicitd virtuale 2m—s 41 potrebbe
cadere infinitamente vicina ad 0’; allora la Cg, si abbassa d’ordine me-
diante una rete or‘r’ialoidica di coniche che si oseulano in O, avendo ivi la
tangente 00’. Incltre il lettore escluderd fac,ilmente' il dubbio che il punte
{(8m — s 4 0)-plo cada infinitamente vicino ad un punto multiplo della C,,,,
giacente sulla retta O0’: easo in cui verrebbe a mancare la trasformazione
quadratica riduttrice.




ek damd

1 PIANI DOPPI RAZIONALI 443

ed in un punto A4, di molteplicitd virtuale 2m—s 4+ 1,—1(1,=1),
che sia un punto proprio, ovvero infinitamente vicino ad Q o ad
A, ; se invece 2m — s 4+ I, — 1 sia dispari, 4, sard di molteplicita
effettiva 2m — s + I, — 1 ed infinitamente vicino ad esso vi sara
un punto A’,, parimenti di molteplicita effettiva 2m —s 47, — 1:
basterd allora eseguire la trasformazione quadratica, che ha i
punti fondamentali in O, 4,, A’,. _

Se ora nessuno dei ¢ punti multipli, di molteplicita = 2 — s,
& un punto proprio, {a trasformazione quadratica riduttrice esiste
ancora, se vi siano due punti 4, ed 4, tali che 0, A, ed A, si
succedano sopra un ramo lineare (unon di flessv). Se invece la
nominata ipotesi non si verifica, (e ci0o suecede ad es. se tutti i ¢
punti multipli anzidetti si ‘suceedono su di un ramo cuspidale.
che ha origine in 0), si ha un caso di eccezione, che discutiamo
ninutamente piit avanti: il vrisultato della nostra discussione
porterd ad abbassare 1’ordine della Cgn con una successione di
trasformazioni quadratiche, che si compongoﬁo In nna trasforma-
zione di DE JONQUIERES.

IrotEst B. - Se m =0, la Cgpy 2 81 viduce ad una conice, che
¢ una delle curve apparteneunti ai nostri tipi, Escluso questo
caso, si potrd supporre m =1 ¢ quindi 2m > 2. La mancanza di
coniche aggiunte d’indice 2nt alla Cgmy. porta allora che la Copy 2
abbia dei punti di molteplieitad virtuale non inferiore a 2m -+ 1.

Se la pit alta molteplicitd virtuale dei punti di Cgy, € ap-
punto 2m -+ 1, si avranno 6 punti (2m -+ 1)-pk, a coppie iufi-
nitamente vicini, e non appartenenti ad una conica. Allora ado-
perando le quintiche (componenti una rete omaloidica). che hanuo
come doppi 1 nominati 6 punti, si riesce a trasformare fa (g, o
in una curva d’ordine 6m — 2.

Se vi sono punti della Cgpy. di molteplicitsa piu elevata,
possiamo supporre che il punto @, di piu alta molteplicita per la
Comtz2, abbia la molteplicitd virtnale:

b) 2m+2s+1 eon s=1, o &) 2m-+25+2 con s=0.

I1 massimo valore che pud assumere s & s — 2m. Questa ipotesi
non pud verificarsi nel caso b), giacehé la retta OO’ farebbe parte
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pilt di una volta della Cep.t.. Invece, nel caso D) essa porta che
la Cemez si riduca @ 6m + 2 rette distinte, uscenti dal punto O,
cioé ad uno dei nostri tipi.

Sia invece s = 2m —1. Nel caso b) la Cgp ., diviene una
Comy2 (0™ 10m~1) con O, O infinitamente vicini: la retta
0 O’ si stacca pitt di una volta e questo caso non pud dungue
verificarsi. T1 caso b’) porta invece ad una Cgm» (0°") che & ap-
punto uno dei nostri tipi. Possiamo dunque supporre senz’altro
s < 2m—1. »

Distinguiamo dopo ¢id i due casi b) e b).

b) Per ipotesi si hanno due punti (2m 4~ 2s + 1)-pli, O, O,
infinitamente vieini. Poich®é 2m — s > 1, non esistono le aggiunte
d’ordine 6m - 2-—3(2m —s) = 3s -+ 2 e d’indice 2m — s. Una
Cis 2, ageiunta d’indice 2m — s alla G,y ,, dovrebbe avere i pun-
ti 0, 0’ come (3s + 1)-pli e quindi spezzarsi nella retta 0 0’, da
contarsi 3s volte ed in una conica, passante per 0, 0. Ad esclu-
dere 1’esistenza di una tale Cggy. oOccorre dunque che la Comz
abbia qualche punto di molteplicita virtuale (2m —s + 1) (o su-
periore) fuori della retta O O’. Allora le coniche, passanti pei
due punti (2m - 2s + 1)-pli infinitamente vicini e per uno dei
punti nominati fuori della 0 0, permettono di abbassare 1’ordine
della Copet2-

) Se O & di molteplicitd virtuale 2m 425 + 2 per la
Comta (cOn s = 0), una Cgy,, aggiunta d’indice 2m —s, do-
vrebbe essere composta di 3s 4 2 rette per 0. Ad escludere 1’esi-
stenza di una siffatta Cgep. bisogna dunque ammettere che la
Com+2 sia dotata di (almeno) 3s 4 3 punti di molteplicita vir-
tuale 2m — s 4 1, fra i quali non si trovino due allineati con O.
Ben inteso, [ dei detti punti (2m — s - 1)-pli possono venir so-
stituiti da un punto di molteplicitd virtuale 2m — s+ I; in guisa
che, nell’ipotesi pitt generale, la Cgum4o possiederd { punti multipli
Ay, 4,, .., Ay, di molteplicitdh 2m — s+ 1(i=1,2,..,1), ove

¢
li=>=1, ‘?ili: 3s 4+ 3 e mai due dei nominati punti siano alli-
neati con O.
Supponiamo ora che i punti multipli 4,, 4,, ..., 4,.ron siano
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tutti infinitamente vicint ad O o per lo meno, se quest’ipotesi si
verifichi, che due di essi A,, 4, si suceedano su di un ramo lineare
di eurvatura non nulla, uscente da 0. Con questa ammissione, la
Comrz 51 pud trasformare in una curva d’ordine pill basso me-
diante la trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali
in O ed in due, 4,, 4,, dei nominati punti (2m— s 4 1,)-pli;
oceorre solamente scegliere questi duc ultimi punti infinitamente
vieini, quando s sia pari ed I; =1 ; e cido & certo possibile.

Il caso d’eccezione, in cui la trasformazione guadratica ridut-
trice venga a mancare, sard trattato pin avanti.

Ipores: C). - Se m =0, la Oy si riduce ad una gquartice ge-
nerale, c¢ioé ad uno dei nostri tipi. Sia dunque m=>=1. La man-
canza di rette aggiunte d’indice 2m-+1 alla Cgnys porta che
la Com-j+ abbia almeno tre punti di molteplicitd virtuale 2m +- 2,
non allineati, oppure punti di molteplieitd superiore. Se la Cypy s
ha tre punti di molteplicitd virtuale 2m -4 2, il suo ordine si ab-
bassa di due unitd con una trasformazione quadratica che ha tre
punti (2m + 2)-pli ecome fondamentali. Supposto invece che la
Comt+ abbia un punto O di molteplicita superiore, conviene distin-
guere i due casi, in ecni O abbia la molteplicitd virtuale:

¢) 2m+2s-+1, eon s>1, o ¢) 2m <4 2542, con s> 0.

Il massimo valore che pud assumere s & 's=2m-1. In
questa ipotesi non pud verificarsi il caso ¢), perché dalla Coppy 4 8i
staccherebbe pin di una volta la retta O O'. Invece nel caso ¢)
la Cemys si riduce a 6m + 4 rette distinte, useenti da O.

Sia invece s=2m. Nel caso ¢) si avrebbe una Cgm. (0"
0'sm+1), dalla quale la retta O O si stacca certo pit di una
volta. Nel easo ¢) si ha al contrario una Ci,,4(0°™12), che &
uno dei nostri tipi.

Sia dunque s < 2m e distinguiamo i due casi ¢) e ¢).

¢) Poiche 2m — s + 1 > 1, mancano per ipotesi le aggiunte
alla Cemas d'ordine 6m +4—3(2m —s+ 1)=3s+ 1 e d’in-
dice 2m — s + 1. Cid porta, ragionando come nei casi analoghi,
1’esistenza di punti di molteplicitd virtuale (almeno) 2m — s+ 2
per 1a Cemyq, non giacenti sulla 00°; sicche 1'ordine della Cey o
potrd sempre abbassarsi con una trasformazione quadratica.
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c')l La mancanza Qi Chey,, aggiunte d’indice 2Zm—s 4 1,
che dovrebbero ridursi a 3s - 1 rette uscenti da O, porta 1’esi-
stenza di 3s + 2 punti di molteplicitd virtuale 2m — s -+ 2, i quali
saranno a coppie infinitamente vieini, se s & dispari; i nominati
punti di molteplicitd virtuale 2m — ¢ 4 2 possono naturalmente
venir sostituiti da ¢ punti multipli 4,, 4,, ..., 4, di moltepli-

& ,

citd virtuale 2m —s 4+ 1,4+ 1, eon 7, =1 e Xl =3s+4+2; e
1

mai due degli 4; possono essere allineati con 0. Se fra i puuti,
di cui ora & stata dimostrata 1’esistenza ve ne sono due, 4, ed 4,,
che insieme ad O possano essere assunti come punti base di una
rete di coniche irriductbili, 1’'ordine della Cgyys DUO essere ab-
bassato dalla trasformazione quadratica, che ha i punti fonda-
mentali 0, 4,, 4, (con avvertenza che, se s & dispari ed 1, = 1.
si deve assumere A, infinitamente vicino ad A4,).

Se invece non esistono due punti 4, ed A, che soddisfaceiano
alla nominata condizione, tutti i punti 4,, 4,, ..., 4, sono infini-
tamente vieini ad () e non si susseguono su rami lineari di eur-
vatura non nulla, uscenti da 0. La trasformazione gmadratica
riduttrice viene a mancare e si ha un caso d’eccezione, che pas-
siamo a discutere nelle considerazioni, che seguono.

Da quanto precede risulta che, in generale, una curva piana
d’ordine pari 2n, che sia la curva di diramazione di un piano
doppio e manchi, per 7> 1, di suceessive aggiunte d’ordine

2n—3¢ e d’indice 4, ¢ una curva d’ordine 2» con punto

(2n — 2)-plo, 0 una quartica, o una sestica con due punti tripli
infinitamente vieini, ovvero si pud abbassare d’ordine con una
conveniente trasformazione eremoniana. Per estendere questa con-
clusione a tutfe le curve che soddisfano alle anzidette ipotesi,
occorre solamente esaminare il caso d’eccezione, nel quale i punti
multipli, che, in generale, permettono 1’abbassamento dell’ordine
della curva, acquistino posizioni particolari tali, che venga a
mancare la trasformazione cremoniana riduttrice.

Per i nostri scopi, senza ormai fermarei ad un’inutile distin-
zione di casi, basterd dimostrare che se une curve piane d’ordine

O

——— e e e~ —_ e, e g g o
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2n(n=3), che si assume come curva di diramazione di un piano
doppio, ha un punto, 0, di molteplicita virtuale massima 2h, e
manca, per 1 > 1, di aggiunte d’ordine 2n — 31 ¢ d’indice 1, essa
¢ ung curva d’ordine 2n con punto (2n— 2)-plo, ovvero si pud
abbassare d’ordine con una trasformazione di DE JONQUIERES,
dt vertice O.

Consideriamo una Con(0*)(n = 3), priva delle ultime aggiunte

2n

d’ordine 2n — 3 ? e di indice [?} (). Per le nominate ag-

giunte il punto O dovrebbe essere almeno semplice, e guindi si

ha la disuguaglianza:
2n

2h—|—|=1;

ma, essendo:

2n~—~3{23-n]:0, o1, o 2,
viene:

2n __g@ 0 27L—_—} R 2n—2

3|7 3"’ 3 3 7’

e, tenuto conto dell'ultima disugnaglianza, tutte e tre queste ipo-
tesi portano che:
n < 3h.
Si vede dunque che lg mancanza delle wltime aggiunte, d’in-
) 2 . .
dice [—3@], porte alla disuguaglionza :

n<Sh’

Cid posto, consideriamo nuovamente la C 2(0%) e le aggiunte
ad essa, d’ordine 2n —3(n —h) =3h—n e d’indice » — h. Per
queste aggiunte il punto O dovrebbe essere di ‘molteplicita
2h — (n—h); ossia (3h—mn)-plo. Ne segue che le aggiunte
Q’ordine 3h —n, Csh—n, d’indice n— h. dovrebbero ridursi a
3h — n rette, ascenti da 0. Ora le aggiunte Cap—n 0 sono le

* Col simbolo [%] indichiamo il massimo intero contenuto nella fra-

zione 2n/3.
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prime, e quindi d’ordine 2» — 3, o non esistono. Nella prima ipo-
tesi & 3h —n=2n—3, ossia h =n—1: la C,,(0%*) & quindi
una curve d’ordine 2n con punto (2n— 2)-plo. Nella seconda
ipotesi ¢ h<<n— 2 e devono esistere altri punti multipli della
C:n, che rendano impossibile 1’esistenza della Csn—n. Pill preeci-
samente, devono esistere 34 —» 4+ 1 punti di molteplicita vir-
tuale » — I 4+ 1, fra i quali non si trovino due punti allineati
con 0. Tuttavia vi possono essere anche dei punti di molteplicita
superiore, un punto di molteplicita n—h 4+ (I=1) potendo
sostituire ! punti (% — h -4 1)-pli. Per trattare contemporanea-
mente tutti i casi possibili, ammetteremo che ¢i siano ¢ punti
multipli 4,, A,, ..., A, (fra i quali non vi siano due allineati
con 0), di molteplicita n —h +1; (4, =>1)(i =1, 2, .., t), ove

t
2l,=3h—n+41.
1

Osserviamo inoltre che ¢ punti multiph A,, A,, .., 4, non
possono in alenn caso essere tutis prossimi ad 0. Se invero A4,
Ay, ..., A, fossero tutti prossimi ad O, rammentando (cfr. n, 25
pag. 404) che per le aggiunte alla C,,, d’ordine 2n — 6 e d’indice 2,
i punti prossimi ad un punto proprio, presi con le loro moltepli-

citd virtuali, non danno mai luogo a scaricamento, si avrebbe:
t

t
Ch—2=Z(n—h+1;—2)=tn—h—2)+ Zl,.
1 1
Ma &:

- e

di=3h—n+1,
e quindi:
n—h—2)—1)+1<0;

e questa disuguaglianza & assurda, giacché h<<n — 2,

Come si & visto precedentemente, 1’esistenza dei punti mul-
tipli 4,, A,, .., A, permette, in generale, di abbassare 1’ordine
della C ., con una trasformazione quadratica. Il caso d’eccezione,
-che qui vogliamo discutere, si presenta quando 4,, 4, .., 4,
siano tutti infinitamente vicini ad O (senza succedersi su rami
lineari di eurvatura non nulla). Mostreremo che anche in questo

LR wy
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caso 1'ordine della (s, $1 pud abbassare: occorre perd una smucees-
sione di trasformazioni quadratiche, che si compongono in unan
trasformazione di DE JONQUIERES.

All'uopo siano A4,, 4,, ... 4, (s <t) i punti multipli della
C,, che sono di molteplieitd virtuale > n— h, e risultano pros-
simi ad O. In generale essi si succederanno su uno o piu rami
euspidali. Noi scioglieremo anzitutto i detti rami cuspidali, me-
diante una suceessione di s trasformazioni quadratiche 7,, T,, ...,
T,, che alzano, in generale, 1'ordine della C..,,: la trasformazione T’
ha come punti fondamentali 0, 4, ed un punto generico B, del
piano; la trasformazione 7T', ha come punti fondamentali il punto
(trasformato di) O (per la T,), il punto (trasformato di) 4,
(per lIa T,) ed un punto generico B, del piano; ecc., ece.

Esaminiamo piu «a vicino come operi la trasformazione 7.

La trasformazione T, trasforma le rette per O nelle rette
per un punto O, mutando l'intorno di O mnell’intorno di 0.
Se quindi la molteplicitda effettiva di O per la C., & 2k, la T,
muterd la Cay, In una Cay, per la guale la molteplicitd effettiva di
O sard 2, con 2n — 2h = 2n" — 2}/; se invece la molteplicita
effettiva di O & 2h 41, la molteplicita effettiva di O sard
2k' 41, eon 2n— 2k — 1= 20" — 20" — 1. Dunque, in tutti i
casi, la molteplicitd virtuale di O° per la (. & 2%, essendo
n—h =n"—h’. Inoltre se O & di molteplicita effettiva 2h per
la (.. la retta OB, si muterd per la 7', in un punto (2n—2h)-plo
per la C.,,, prossimo ad O e con parabole oseunlatriei tutte di-
stinte, che risunlterd in direzione affatto generale rispetto ai tra-
sformati per la I', di 4,, .., A, e degli altri (eventuali) punti
multipli di molteplicita virtuale << #n — h, che la C,, possiede
nell’intorno di 0. Se invece il punto O & (2h + 1)-plo per la Cay,
il punto trasformato della retta OB, & per la C. di molteplicita
effettiva 2n— 2h — 1 e di molteplicitd virtnale 2n — 2h. Infine,
tenuto eonto che 'intorno di 4, puo far parte della C.,, osser-
viamo che ’ordine 2n” della Ca soddisfa alle disuguaglianze:

' <dn—%% —n+h—L+1=3n—nh—1+1
29 =8n—h—1,
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ossia, poiché [, =1, dalla prima disuguaglianza :
2n << 2n 4 (m—h)=3n—h,
ovvero, poiché, come si vede immediatamente, I,<<n — A, dalla
seconda disuguaglianza:
2n' = 2n.

Riassumendo, possiamo dunque dire: le trasformazione qua-
dratica T, muta la C,,, dotaia di un punto O di molteplicita
virtuale - massima 2h, in una Ca,, dotata di un punto O di mol-
teplicita virtuale massima 20', ove 2w << 2n +(n — h), 20’ = 2u,
ed n—h=un"—1I'; prossimi ad O’ cadono: un punto A’ di
molteplicita virtuale 20’ — 21" a parabole osculatrici tutte di-
stinte, gli s —1 plim‘i (trasformati di) 4., 4,, ..., 4, di molie-
plicita virtuale > n' — k' ed eventualmente altri punti di mol-
teplicita virtuale =<' —»W'; ed il punto A’ cade in direzione
generica rispetto agli altri punti multipls della Cy,,0.

Analogamente, eseguendo sulla €, la trasformazione 7., si
otterra una €, con un punto 07 di molteplieitd virtuale mas-
sima 207, ove 2n'<Z 20 + (W' —R)<=2n+ 2(n—h), 20" =20'">
=2ned n—h=n"—hn". La C,,» avrd due punti distinti 4, 4",
di molteplicitd virtuale 2n"— 274", prossimi ad 0" e con para-
bole osculatriei tutte distinte. Inoltre prossimi ad O” vi saranno
s— 2 punti (trasformati di) 4; 4. .., 4., di molteplicita
virtuale > »” —h”, nonché eventualmente altri punti di molte-
plicita virtnale =< n” — &”; ed 1 punti A" ed A” saranno in dire-
zione generica rispetto agli altri punti multipli della (fy,n.

Finalmente, dopo le trasformazioni guadratiche 7', 7., ... Ty,
la C 5, diviene une C® con un punio di molteplicita virtuale
massima 20, al quale sono prossimi, in dirvezioni distinte ¢ con
parabole osculatrici tutte distinte, s punti A’, A”. ... A® di
molteplicitd virtuale 2(n'® — W@} = 2(n — h); ed, oltre ¢f punti
A7, A7, L A well’intorno di prim’ordine di O i possono
essere solamente punti di molteplicita virtuale << n— h. Quanto
all’ordine della C ., esso soddisfa clle disuguaglianze :

20 < 20 4 s(n — 1), 2n'9 = 2n.
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A questo punto osserviamo che la (f,, , come la (4, di par-
. . 20
tenza, manca delle ultime aggiunte d’indice 5 e delle ag-

giunte d’indice 7 — h = n® — K, Infatti se esistessero delle

) 27’&(” 27L(")]
b

ageiunte alla C..®, d’ordine 2n — 3 |=_—| e d’indice [—3-_‘

dovrebbero esistere per la C., delle aggiunte d’ordine 2n —

Ap? A
- = PR3 - ¥ T vy ® . A
l—3—] e d’indice —3~ |5 e cio & impossibile, poiche, essendo

—_—

R J[2n 2n o . .
20 = 27, & altresi 5 =g guindi le nominate agginnte

alla C,,, d’ordine 2n — 3 [2—21)]: dovrebbero essere le ultime o
di ordine minore di zero. Né& pud la C,,« possedere delle ag-
giunte d’indice 2 — k'®, poiché allora la (., possiederebbe
delle aggiunte d’indice n — h.

Ne viene di conseguenza che la C.,®, come la C,,, deve pos-
sedere (almeno) un punto di molteplicity virtuale > #®—h"¥,
non prossimo ad O, non potendo #utti i punti di molteplicita
virtuale > »'— A essere prossimi ad 0%, Sia B’ tale punto.
Esso & necessariamente un punto proprio, e non pud cadere su
nessuna delle rette O A’ 09 A", ..., 0% 4%, invero il punto B’
non pud essere successivo ad 4°, 47, ..., AY giacché questi punti
sono a parabole osculatrici distinte; né potrebbe i1 punto B’ es-
sere suceessivo ad un punto prossimo ad 0% e di molteplieitd vir-
tnale << a' — kY, giacehé (efr. n. 25, pag. 404) le molteplicita
virtuali dei punti successivi su di un ramo qualsiasi costituiscono
una successione mai crescente. Eseguiamo allora la trasformazione
quadratica 77, che ha i punti fondamentali 0%, 4’, B’. Essa
muta la C.,® in una C,,s+ che ha un punto 0“* Y di moltepli-
citd virtuale massima 2% *O - gon nSFY— pe+b—= g ), Nell'in-
torno di primo ordine di 0“*+" cadono ora solamente s — 1 punti
di molteplicita virtuale 2(n— k), tutti distinti: i trasformati
di A7, A7, ..., A®. Occorre pero osservare che la trasformazione
T’ genera un nuovo punto, (", della Cs,«+0 il quale & prossimo
ad 0%t e proviene dalla trasformazione della retta O'B’, Un
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esame un po’ minuto, che non presenta tuttavia alcuna difficolta
concettuale, mostra che la molteplicitd virtuale del punto C” &
sempre =% — h, escluso un caso d’eccezione, che si presenta
guando si verifichino le circostanze seguenti:

a) il punto 0% abbia la molteplicitd effettiva 2A‘’ per
la Canto; '

b) n'¥— k' sia un numero pari;

c¢) il punto B’ abbia la molteplicitd effettiva a®— A’ 1
ed, infinitamente vicino ad esso, sulla retta 0! B’, vi sia un punto
della stessa molteplicita. ,

Come & immediato, il verificarsi delle tre circostanze «¢), b), ¢)
porta che la retta O B’ faccia parte della C,,»: la Cp,® &
dungue spezzata nella retta OB’ ed in una curva, K, d’ordine
21 — 1, la guale ha la molteplicitd effettiva 2A*’'— 1 in 09,
e le molteplicita effettive n— A" nei punti B, B”. La C,,%+0
trasformata della C,,w per la T", consta della trasformata della
K, alla quale si aggiunge la retta O“+V(’, quale trasformata
dell’intorno i B’; e risulta cosi che per la Cz,t+0 esistono sulla
retta O“+V(” due punti successivi, ciod ¢’ e C” (trasformato
di B”) che hanno molteplicitd virtuale ed effettiva n®— A
+ 1 =mn-—h+4 1. Importa perd osservare che nessun punto mul-
tiplo della C,,6+0 di molteplicitd virtuale »w — h + 1 pud essere
suceessivo a C”: invero un tale punto dovrebbe provenire da un
punto successivo a B” e di molteplicitdy effettiva n — h + 1 per
la K; e cid & impossibile, essendo il punto B” di molteplicita
n—h per la K.

Inoltre nessun punto multiplo della (s, s+ pud cadere sulla
retta 0+ €', all’infuori dei punti Q¢+v, ¢/, C”: infatti la K
non possiede punti multipli nell’intorno di B’, all’infuori di B”.

Riepilogando possiamo quindi dire: la Can+ possiede nel-
Uintorno di 0¥V gli s — 1 punti di molteplicita virtuale 2(n—Ah),
tutti distinii ed a parabole osculatrici distinte, trasformati di
A7, A" .., AY; ed inoltre aliri punti, distinti dai precedenti,
e che sono tutti di molteplicitd virtuale << (n — h), tranne al pia
uno, C', che puo essere di molteplicitd virtuale dispari n —h 4 1;
se il punto C esiste, ad esso ¢ infinitamente vicino, sulla retta
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OS+0 (Y un altro punto C”, parimenti di molteplicitd virtuale
n—h -+ 1: ma non vi é alcun punto multiplo della C,, 6+v che
succeda a C” e sia di molteplicitd virtuale > n — h.

L’ ordine 21+ della C.ie+0, indicando con n—h +7
(' =1) la molteplicitd virtuale di B’, e tenuto conto che 1'intorno
di B’ pud entrare a far parte della Cp,&+v, soddisfa alla disu-
ruaglianza :

S+ 49— QRO — 2O — ) —n + h— U4+ 1 =
=209 —(n—h)—1U41,
ossia, poiché I'>1,
AptHV 20— (n— h).

Se ora 2n %+ < 2n, siamo riusciti ad abbassare 1’ordine della
C,,, da cui abbiamo preso le mosse. Se invece 2n¥+V= 2n, la
C.ops+9 come la C,,«, manca delle ultime aggiunte @’ indice
Aps+h
75
tanto essa deve avere qualche punto di molteplicita virtuale mag-
giore di # — h, non prossimo ad Q¥+, Sia B” uno di tali punti.
I tre punti 0¥+, A", B” possono certo essere fondamentali per
una trasformazione quadratica 7”: invero il punto B” pud esser
preso in modo che esso non giaccia su alcuna retta congiungente
OBFP ¢on i punti ad esso prossimi ¢ di molteplicitd >n—F; né
potrebbe B” essere successivo al punto C”, di cui abbiamo parlato
a proposito della trasformazione 7”; né¢ infine potrebbe B” essere
successivo ad un punto, prossimo ad 0 “*®, e di molteplicitd vir-
tnale <<n—h. Ne viene che B” & un punto proprio e che non
¢ degenere la trasformazione 77, che ha i punti fondamentali
Osin A" B

La trasformazione quadratica 7” muta la (,,6+0 in una
C,,s+2 con nn punto O+ di molteplicitd virtuale massima
25D ove pEFH — prB =g __h. e Pordine della (2
soddisfa alla disuguaglianza:

] ¢ delle aggiunte d’indice n¥+? — &+ — n — h, Per-

2uF D IR (g T B) << 20— 2(n — R).

E chiaro oramai come si prosegua, eseguendo le successive
trasformazioni quadratiche 77, .., T*, analoghe alla 7”7 ed alla
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T”, Se con queste trasformazioni guadratiche mon si perviene
mai ad wna curva d’ordine < 2n, dopo le 2s trasformazioni T,
T, .., T, T, T .., T si perviene ad una C,,® con un punto
0% di molteplicitd virtuale massima 2h®?, ove n*'—h"* =n—~h,
Prossimo al quale non vi & aleun punto di molteplicita virtuale
> n—h 4 1. L'ordine della (,,@» soddisfa alla disuguaglianza:

IpEs < IRt — s(n _— h)'
Ma &:
20 << 2n + s(n — R),
€ quindi
209 < 2 + s(n — h) — s(n — k) = 2n.

Se dunque la ¢',,%» non & d’ordine minore di 2=, essa é una
C.,, come la curva di partenza; per conseguenza sard anche
h®9 = p. Ma, come si & gid detto, questa nuova curva C,.(0®*),
non possiede aleun punto di molteplicitd virtuale >n —h + 1,
prossimo ad 0. Tuttavia la C,,(0*"), mancando delle ultime ag-
giunte e delle aggiunte d’indice n — h, deve possedere dei punti
di molteplicita virtuale > n — h, non prossimt ad O. Ora, se
prossimo ad O non cade aleun punto di molteplicita > n —h,
esisteranno el punti di molteplicitd virtuale > n— h, che ca-
dranno a distanza finita da O:; e in questo caso la Oy, si abbassa
d’ordine, come € stato indicato precedentemente.

Se invece nella prossimitd di O cadono dei punti di moltepli-
citd virtuale n—h + 1, come C’, D, .., la trasformazione qua-
dratica riduttrice potrebbe a priori riuscire degenere, quando
i punti di molteplicitd virtuale > n — & e non prossimi ad O
stessero su rami cuspidali ovvero su rami di seconda classe (di
Hesso) uscenti dai punti €', D', ... Ma 1'una e 'altra eventualiti
si possono escludere. Invero, da quanto precede, risulta che i
punti €/, I ... sono prossimi ad O in direzioni distinte. Inoltre
se esiste un punto come (”, si & visto che la retta O C" fa parte
della C., e che su tale retta ed infinitamente vicino a €’ si trova
un punto C”, pure esso di molteplicitd virtuale n —h + 1 ma
ulteriori punti di molteplicitd virtuale > n— & non possono ca-
dere né sulla retta O C’, né essere successivi a ¢”; ed analoga-
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;mente si argomenta per i punti analoghi a €, come D', .... Ora
noi sappamo che, oltre ai punti €’, I, ..., che sono di moltepli-
citd virtnale » — h + 1 e sono prossimi ad O, vi sono certamente
dei punti di molteplicita > »n—h e non giacents su alcuna delle
rette OC’, OD ... Questi nuovi punti sono dunque distinti dai
punti C”, D” .. e non pOsSsONO nNemmeno essere suecessivi a
¢, D”, ...: essi cadono dunque a distanza finita da 0. Esiste al-
lora certamente una trasformazione guadratica, che ha il punto O
(ed eventualmente uno dei punti €, D’, ...) come fondamentale,
la yuale permette di abbassare 1'ordine della C,,.

Coneludendo, possiamo enunciare: se una curva piana d’or-
dine 2n (n==3), che si assume come curva di diramazione di un
piano doppio, ha un punto, O, di molteplicite virtuale massuma
2h(h << n—2), e manca, per i > 1, di aggiunte d’ordine 2n — 31
e d’indice ¢, essa s1 puo sempre abbassare d’ordine con una succes-
sione di trasformazioni quadratiche, che si compongono #m un@
trasformazione di DE JONQUIRRES, di wvertice O.

Tenuto conto dei risultati gia ottenuti, possiamo dungue con-
cludere la nostra discussione, enunciando:

Una curva C., che st assuma come curva di diramazione di
un piano doppio ¢ per i > 1 sia prive di aggiunte d’ordine 2n—31
e d’indice i, pud sempre venir trasformata cremoniananmente:

a) in una cwrva d’ordine 2n con un punto div molteplicitd
virtuale 2n — 2 (in particolare in 2n rette uscenti da un punto)
ovvero

b) in wna quartica, ovvero

¢) in wna sestica con due punti tripli infinitamente vicini.

Nota. - Nel Lib. I, eap. VIII abbiamo presentato tre tipi di
superficie razionali del quart’ordine con punto doppio, O, a se-
zioni piane di genere tre: ciod la superficie F con tacnodo e
le superficie F® ed ¥ di M. Noerner. Ed abbiamo ivi prean-
nunciato come 1’esame dei tipi di piani doppi che si ottengono
proiettando una F, da un suo punto doppio, 0, porti ad esclu-
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dere altri tipi di superficie razionali, oltre i tre nominati. Mo-
striamo qui rapidamente come si pervenga a questa conclusione.

Sia F, una superficie del guart’ordine, dotata di un punto
doppio O. Possiamo escludere che le sezioni piane per il punto
doppio siano di genere zero (!). Escluso gquesto caso, le sezioni
piane per O possono essere di genere p=1 0 2. 8e p=1, la
proiezione della F, da O porta ad un piano doppio con quartica
di diramazione, che & generalmente razionale. Se invece p =2,
la proiezione della F, da O porta ad un piano doppio con wsestica
di diramazione, che in generale non & razionale. Ma se la F, &
razionale, la sestica di diramazione, per il eriterio sopra stabilito,
non dovra possedere aggiunte d’ordine zero e d’indice due. Ne vie-
ne che la ¢, di diramazione deve possedere un punto di molteplicitd
virtuale massima, = 3. Se la massima molteplicitd virtuale per la
C, &3, la C, di diramazione & una sestica con due punti tripli infi-
nitamente vicini. Se invece la massima molteplicitd virtuale & 4,
la €y di diramazione & una sestice con un punto quadruplo (o in
particolare quintuplo). I¥ non vi-sono altri casi possibili, perche
I’ipotesi che la massima molteplicita virtuale sia 5 porterebbe
ad una sestica con due punti quintupli infinitamente vicini, dalla
quale la retta congiungente i due punti guintupli si staccherebbe
quattro volte, mentre 1’ipotesi di un punto sestuplo condurrebbe
ad un piano doppio con sestica di diramazione spezzata in sei
rette per un punto, che non & razionale.

Dunque vediamo che ¢ tipi di superficie del quart’ordine ra-
zionali, dotate di punto doppio O possono essere a priori solo tre;
cioé le superficie F, che prolettate da O danno origine ad un
piano doppio, la ewi curva di diramazione sia:

a) una quartica,
b) una sestice con punto quadruplo,
c) una sestica con due punti tripli infinitamente vicini.

(*) Cid portercbbe al caso del punto triple, escludendosi il caso del-
Posenodo (efr. Lib. I, eap. VIII, n. 42).
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Ora i tre tipi ), b), ¢) si realizzano tutti e eorrispondono ordi-
natamente ai tipi da noi trovati in modo diretto. Invero, abbiamo
gia veduto (efr. Lib. I, cap. VIII, n. 43) che proiettando uaa 7,
da un suo tacnodo O, si ottiene un piano doppio con quartica di
diramazione. Invece la ¥, proiettata dal suo punto doppio 0.
d3 un piano doppio eon sestica di diramazione, dotata di un
punto quadruplo: infatti il faseio di sezioni piane (razionali) della
F‘f’, passanti per O (efr. Lib. I, cap. VIII, n. 44), si muta sui
piano doppio in un fascio di rette, che intersecano la C, di dira-
mazione in due punti variabili. Infine la proiezione della F[*
dal suo punto doppio 0, da il piano doppio dotato di sestica di
diramazione con due punti tripli infinitamente vieini. Infatti
(cfr. Lib. I, cap. VIII, n. 45) sulla K/ esiste un faseio di sezioni
piane, spezzate in una retta p ed in una cubica, che ha in O un
flesso e come tangente i flesso la p; da O escono tre tangenti
ad ognuna delle nominate cubiche (esclusa la p): corrisponden-
temente la p sega il piano doppio in un punto P per eui passa
un fascio di rette che intersecano la C; di diramazione in tre
punti variabili. La C; possiede dunque un primo punto triplo P.
Per dimostrare che la C, possiede un secondo punto triplo, P,
infinitamente vicino a P, rammentiamo che gli co® coni del
second ’ordine, che hanno il loro vertice in O e toceano la F®
lungo la p, segano la F'® secondo sestiche gobbe K, di genere
due che hanno due punti doppi successivi: il punto O ed il punto
0’ infinitamente vicino ad O sulla p; inoltre esiste un piano =
per p, che contiene gli elementi del second’ ordine, uscenti da (),
di tutte le co®); nominate. Le sestiche gobbe K, vengono proiet-
tate tutte da O in coniche doppie, passanti per P e per un punto
infinitamente vicino a P, sulla retta, traccia del piano «. }Ma le
K, sono di genere due, e le coniche doppie, che corrispondono
ad esse sul piano doppio devono pereid intersecare la C, di dira-
mazione in sei punti variabili. Ne deriva che il punto P ¢ triplo
per la C; di diramazione. '

Dunque, proiettando la F'9) di NoetHER dal swo punto doppio
si ottiene un piano doppio, dotato di una sestica di (lnamazzone
con due punti tripli infinitamente vicini.
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Norizia STORICA. - 1] eriterio della mancanza delle successive
aggiunte alla curva di diramazione & stato riconoseiuto come con-
dizione necessaria e sufficiente perché il piano doppio sia razio-
nale da G. CastELNuovo e F. Enriques (1). La mancanza di
codeste aggiunte viene ivi dedotta dalla non esistenza di curve
pluricanoniche sopra la superficie, che si traduce nell’ annulla-
mento dei plurigeneri (). Cosi i detti autori sono riuseciti a dimo-
strare che la classificazione dei piani doppi razionali data da
M. NoeTHER (°) era completa: cid che, fino allora, poteva solo
induttivamente ritenersi dalla non sicuramente completa classi-
ficazione delle involuzioni piane del second’ordine di E. BERTINI
(efr. Lib. II, cap. V, n. 23), adoperando le trasformazioni
[1, 2] di R. DE Paouis (*). La riduzione delle curve di dirama-
zione dei piani doppi ai tipi di CLEBSCH-NOETHER viene qui espo-
sta accuratamente, completandola in un punto (%), che si rife-
risce ad un caso d’eccezione segnalato in una nota critica, da noi
pilu volte citata, di C. SEGRE.

(*) Cfr. G. CasTELNUOVO ¢ F. ENRIQUES: Sulle condizioni di razionalita
dei piani doppi; « Rend. Cire. Mat. di Palermo», T. XIV, 1900.

(*) Cfr. F. ENrRIQUES: Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, rac-
colte da L, CampEDELLL, Cedam (Padova), 1932, pag. 438.

() Cfr. M. NoETHER: Uber die ein-zweideutigen Ebenentransformatio-
nen; « Sitzungsberichoe der physik., medicin. Soe. zu Erlangen », 1878.

() Cfr. R. DE Paouls: Le irasformazioni piane doppie, « Atti R. Ace.
Lineeiy s. 3%, Vol. I, 1877; La trasformazione piana doppia di secondo
ordine ¢ la sua applicazione alla geometria non euclidea, « Altti R. Ale.
Lincei», s. 3%, Vol. II, 1878; La {rasformazione piana doppia di terzo
ordine primo genere e la sua applicazione alle curve di quarto ordine, « Atti
R. Ace. Lincei», s. 3* Vol. II, 1878.

) Cfr. F. ConrForTo: Sui piani doppti razionali; « Rend. Sem. Mat. della
R. Tniv. di Roma», 1938,
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CaprtoLo VI

ALTRE CLASSI NOTEVOLI DI SUPERFICIE RAZIONALL
COMPLEMENTI

28. Le superficie a sezioni iperellittiche.

11 teorema sulle superficie a sezioni piane ellittiche (efr. Lib. IT,
cap. III, n. 11), si estende alle superficie a sezioni iperellittiche
(di genere p=2):

Le superficie a sezioni piane iperellittiche (di genere p = 2)
sono razionali o riferibili o rigate.

Di guesto teorema che, come diremo, F. ENRIQUES dedusse
dalla razionalitd delle involuzioni piane nel 1893, si pud dare ora
(eon G. PoMPILJI) una dimostrazione piu elementare, che dipende
dal criterio di razionalitd dei piani doppi, stabilito nel precedente
capitolo. Accenniamo rapidamente allo sviluppo di essa.

Sia F una superficie dello spazio ordinario, d’ordine =, a se-
zioni piane iperellittiche di genere p > 2; rappresentiamola su
i un piano doppio .

All’'wopo consideriamo la superficie @, immagine delle oo
coppie di punti coningati nelle g1 di un faseio | C'| di sezioni
piane di F. Ad ognuna delle nominate g} corrisponde su @ una
curva razionale C; pertanto la superficie & possiede un fascio
lineare IZ‘ | di curve razionali; ne segue, per il teorema di Nox-
raER (efr. Lib. 11, cap. I, nn. 1-3), che la @ & razionale e si pud
rappresentare birazionalmente sopra un piano in modo che le C
abbiano per immagini le rette per un punto 0. Ora la @ & in
corrispondenza [1, 2] con la superficie F e quindi quest’nltima
& rappresentabile su di un piano doppio = con eurva di dirama-
zione Day, d’ordine 2h, passante per il punto O con la moltepli-

2
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citd 2h — 2p —2; e la eurva D,, possiederd inoltre altri punti
multipli @, la cui molteplicitd (che possiamo supporre pari) indi-
chiamo con #,.

Alle sezioni piane di F corrispondono curve Cp d’ordine k e
genere p, passanti per O con molteplicitdh & -— # e per 1 punti @;
con molteplieitd s,; in particolare le sezioni piane del fascio | '}
con cui si & rappresentata la F sul piano doppio hanno per im-
magine le €y spezzate in una retta per O contata due volte ed
in una residua C x—= Spezzata nelle n curve irridueibili e distinte
L, Ly, ..., L, , immagini dei punti base di | C|.

La curva ( 4_, individua un sistema lineare, |Cx_.|, di curve
passanti k—n — 2 volte per O e s; volte per i punti ;. Ova &
facile mostrare che la generica € ,_,, di |Cp_.| incoutra le sue-
cessive aggiunte d’ordine 2h — 3t (¢t > 1) della D,, di diramna-
zione in un numero virtuale di punti, che & negativo. Invero
un semplice computo aritmetico stabilisce che il numero delle
intersezioni di una Cx_, con una aggiunta alla D, d'ordine
2h — 3t e d’indice ¢, & non superiore ad:

re= (2 —t)(2k —4 — Zs) — tn — 20k + 2p + pn +

+n—2—pk—hn+3 % s —28)).

Ma é_k+2p+pn+n—2—pk——hn—}—E%sir‘-——Es(:0(1);

e guindi :
re =2 — )2k —4 — Xs;) — tn.

Questa relazione, per =20, di il numero delle intersezioni
di una curva di | Cr_| con la curva di diramazione D,,. Ora

(*) Questa relazigne si dimostra cosi. Le €, immagini delle sezioni piane

della. F, sono tangenti ovungue la incontramo alla D, e possiedono un certo

24
numero di punti doppi variabili, che si caleola subito; esse formano un si-
stema continuo oo® tale che una curva di questo sistema sia segata dalla
sua infinitamente vicina in n punti, tolte le intersezioni che eadone nei punti
base, nei punti di contatto con la curva di diramazione e, a coppie, infinita-
mente vicine ai punti doppi variabili. Questa proprietd conduce immediata-

mente 2 dimostrare la relazione che ci interessa
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nessuna delle curve L; che costitiiscono la C n—2 fa parte della Dy
Pertanto si avra:
o= 2(2k — 4 — 3s) =0
e quindi per f > 1 ‘
ry < 0.

Dunque: le successive aggiunte alla D,p, d ordine 2h—3¢(t>1),
intersecano la curva generica i | Cs—| in un numero virtuale ne-
gativo di punti; quindi, se il sistema | Cy_;| ha dimensione » > 0,
sono possibili due ecasi: o le successive aggiunte alla curva di
diramazione non esistonos, o, se esistono, sono componenti fisse
del sistema |[C,_,|.

A questo punto supponiamo che la superficie F, da cui abbia-
mo preso le mosse, non sia rigata. £ allora facile dimostrare che:

o @) la dimensione r del sistema | Cy_2| & maggiore di zero;

b) e percio ogni eventuale componente fissa del sistema
| Cx_z| tncontra la generica curva C4_» in un numere (virtuale)
non negativo di punti.

Immaginiamo per un momento di aver dimostrato i due lemmi
«) e D). Per quanto precede troviamo allora che non esistono le
ageiunte d'ordine 2k — 31 e d’indice ¢ > 1 alla curva di dirama-
zione D,, del piano doppio =. In conseguenza del eriterio di
CasTELNUOVO-ENRIQUES il piano doppio = sard razionale ovvero
rappresentera una rigata irrazionale. Si pud dunque concludere:
Una .;‘uperﬁcie F « sezions piane iperellittiche di genere p =2, che
non sta rigata é razionale ovvero trasformabile birazionelmente in
wna rigate irrazionale. 11 teorema eui noi vogliamo pervenire affer-
ma perd che una superficie F a sezioni piane iperellittiche di genere
p=2 ¢ rigata o razionale; resta quindi da dimostrare che la
seconda eventualitd, ciod che la F, non rigata, sia riferibile a
rigata irrazionale, & da escludere. A ¢id arriveremo dimostrando
un terzo lemma, che & il seguente:

¢) se una superficie F a sezioni piane iperellittiche di
genere p =>2 ¢ riferibile a una rigata wrrazionale é essa stessa
rigata. .

Per persuadersi della veritd del teorema enunciato in prinei-
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pio, basta ormai dimostrare i tre lemmi @), b) e ¢). Accenniamo
come si pervenga a ¢io.

Incominciamo col presentare la seguente osservazione: se lo
superficie F non & rigata, le curve L,;, immagini dei punti base
del fascio col quale si & rappresentata la F' sul piano doppio, in-
contrano le C, immagini delle sezioni piane della F, fuori det
punti base, almeno in due punt.

Tnvero una L, & immagine dell’intorno di un punto di F ed
anche della curva coniugata a tale intorno. La curva nominata,
non essendo la F rigata, non pud essere una retta; e quindi sara
intersecata dalle sezioni piane della F in m = 2 punti. Anche la
L, incontrerd percio le Cp in m >=2 punti.

Esprimendo questo fatto si ricava la disuguaglianza:

1 1
D R | oy 2__ 9
a5 s;<<kn 9 ) 2n. .
Indichianio ora con p la dimensione del sistema |Cy_. |
Si avra, con faeili caleeli:

) 1, . w1 1
|L2<nk——é'n——37z-—l;§si)+<7.—3—;423;)+271.

Tenuto conto dell’ultima disuguaglianza ottenuta, e di un’al-
tra precedentemente indicata, si trova:

1
p=5n>0.

Rimane cosi dimostrato il lemma a).

Per dimostrare il lemma b) ritorniamo a vonsiderare la curva
(7h_g, somma di tutte e sole le curve irriducibili L;. Poiche la C P
fa parte del sistema |Cj,_,|, le eventuali componenti fisse di
questo sistema vanno ricercate tra le ;. Ma un semplice caleolo
mostra che le curve L, intersecano le curve del sistema | Ch_.]
in un numero mon negativo di punti, Resta cosi dimostrato il
lemma D).

Per dimostrare 11 lemma ¢} ragioniamo cosi.

Se F ¢ riferibile ad una rizata irrazionale, le generatrici di
questa rigata formano, su F, un fascio irrazionale {I'} di curve
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razionali. Un faseio | €| di sezioni piane di F determina una
trasformazione birazionale in s&, £, deMa superficie, conside-
rando come corrispondente di un punto P guel punto @, che &
coniugato di P, nella ¢! della sezione piana del fascio | C [, che
passa per P.

La trasformazione © muterd in sé il fascio {I'], poiché esso
& unico; ciod se nella g2 della sezione piana generica € di | €] un
punto di I' ha come coniugato un punto di I", anche ogni altro
punto P di I' ha come coniugato un punto di I, nella g} della
sezione piana del fascio | €| la quale passa per P. Ma si pud
passare da wn fascio | €| ad un altro | C"| con successivi fasci
che abbiano, a due a due, una sezione piana in comune; possiamo
quindi affermare che la trasformazione in s& di {I'} & indipen-
dente dal fascio | C'| che si considera, ciod i coniugati di un
generico punto P della superficie F' nelle ¢} delle oc® sezioni piane
per esso stanno tutte su di wna curva I" di {'}. La curva I”
incontra dunque, fuori di P, le sezioni piane per P in un solo
punto. Quindi o IV non passa per P, e allora & una refte, o passa
per P ed allora & una conica, perché P, essendo an generico punto
di T', & semplice.

Quest 'ultima eventualitd & da escludersi perché, se si avve-
rasse, le curve di { I'{ incontrerebbero una sezione piana gene-
rica € della superficie F, secondo coppie di punti coningati, cioé
segherebbero su c proprio la g}, che & una serie razionale! La [”
¢ quindi una retta e dunque la F & rigata. ‘

29. I sistemi lineari di curve piane rappresentativi di su-
perficie razionali, a sezioni iperellittiche.

Sia F una superficie a sezioni piane o iperpiane iperellittiche
di genere p=2. Se la F non & rigata, essa & razionale e si pre-
senta la questione di determninare il suo sistema rappresentativo,
Tale questione si trova risoluta gid dal 1890 con lo studio che
CasTELNUOvO ha fatto delle superficie F, unell’ipotesi che esse
posseggano un sistema di curve aggiunte alle sezioni piane. che

seghino su queste la serie canonica completa.




164 LIBRO SECONDO

Sia | C | il sistema lineare rappresentativo di una superficie ¥
non rigata a sezioni piane (o iperpiane) iperellittiche di genere
p=>2. 1l sistema lineare | C | sard semplice e costitnito da curve
iperellittiche di genere p=2. Il sistema aggiunto a | C |, | C’|,
& certamente riducibile. Invero il sistema | €' | sega su ogni curva
irriducibile di | € | 1a serie canonica, i eni gruppi di punti sono
costitniti da p—1 coppie di punti, coningati nella g esistente
su tale curva; percid di una C” passante per un punto P del piano
fa parte il luogo deil punti coningati di P sulle curve C passanti
per P; e questo luogo & certamente una curva effettiva e mon
un gruppo di punti, giacehe in questa nltima ipotesi le C passanti
per un punto {generico) P del piano, passerebbero di conseguenza
per altri punti, variabili con P, ed il sistema | C' | non sarebbe
semplice. Il sistema | C’ |, a prescindere eventualmente da qualche
parte fissa che da esso si stacchi, visulta quindi composto con le
curve di un fascio; ed anzi ogni aggiunta pura & costituita da
p—1 eurve d’un fasecio, ciascuna delle quali sega in due punti
coniugati le €. Poichg le € sono le immagini delle sezioni piane
della F, ne segue che sulle superficie F esiste un fascio limeare di
coniche, rappresentato dal fascio delle eurve, con le guali & com-
posto 'aggiunto puro di | C |.

11 faseio con il quale & composto 1’aggiunto puro di | C|, es-
gendo rappresentativo di un fascio di coniche della F, & costituito
da curve razionali; e quindi (cfr. Lib. II, cap. 1L, n. 9) & tra-
sformabile cremonianamente in un faseio di rette per un pun-
to 0. Dunque possiamo supporre a priori che la serie canonica
su ogni curva di | C | sia segata da gruppi di p — 1 rette nscenti
da un punto 0. Ma allora le eurve di (' sono eurve d'un certo
ordine v, passanti per O con la molteplicith v —2; e poiché una
curva irriducibile d’ordine v e dotata di un punte (v—2)-plo
puo avere al pia altri punti doppi, possiamo enunciare:

Uina superficie non rigata a sezioni iperellittiche di genere
p=2 pud rappresentarsi sul piano in guisa che al sistema lineare
delle sue sezioni piane (o iperpiome) risponda un sistema lineure
semplice di curve d'un certo ordine v, dotato di un punto base
(v — 2)-plo ed eventualmente di altri punti base doppi o semplici.
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~ Inversamente & ovvio che un sistema del tipo indieato rappre-
senta una superficie a sezioni iperellittiche.

Dalla proposizione trovata derivano varie consegnenze. Consi-
deriamo il sistema lineare completo delle curve piane d'ordine v,
dotate di un punto (v — 2)-plo e di @ punti doppi. Pér il grado »
ed il genere p (i tale sistema 'si trova subito:

(1) , n=4v —1—4d),
(2) p=v—2—d;

ne segue: d < v—3 e quindi, con semplice caleolo. n > 2p — 2.
Il sistema & dunque, regolare e per la sua dimensione » otteniamo:

3) ’ r=a—p+1=3v—d —1.
Ora dalle (1), (2), (3) si ricava:
n=4p+ 4. r = 3p + 5.

Ne viene: Una superficie non rigata a sezioni tperellittiche.
di genere p(=2) ha al massimo 1’ordine 4p 4 4. Inoltre: Ogni
superficie mon rigata a sezioni iperelitttiche di genere p(=2) ¢
d’ordine n < 4p + 4 pud ottenersi da wne superficie d’ordine
4p + 4 dello spazio S35 0 3p + 5 dimensiont, medianie proie-
zione da 4p + 4 —n suoi punti, e forse da altri pumdi esterni;
infatti la rappresentazione piana della nominata superficie si
ottiene imponendo alle C (0*—2A24:...4%) il passaggio per
4p + 4 — n punti base semplici.

I sistemi lineari di curve piane d’ordine v, dotati di in punto
{v—2)-plo e di d punti doppi possono facilmente ridursi all’or-
dine minimo con una suécessione i trasformazioni quadratiche.
Invero se ‘& possibile eseguire una trasformazione guadratica, i
cwi punti fondamentali siano il punto (v — 2)-plo e due dei punti

- doppi. il sistema delle C (0*2424%... A2) si muta nel sistema

delle C,_(0*~*A42A2... A7) che & dello stesso tipo del precedente,
ma con ordine di due unitd inferiore. Ripetendo sul sistema

delle C,—: lo stesso procedimento si abbassa ancora l'ordine di
30
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due unitd e cosl di segnito. I1 procedimento si pud arrestare sola-
mente in due casi:

a) quando 1'unltimo sistema ottenuto, supposto d’ordine v.
ha solamente un punto O (v — 2)-plo ed un altro punto doppio A,
distinto od infinitamente vicino ad O;

b) quando i punti doppi 4,, 4., ..., 45 sono tutti infini-
tamente vicini ad () in direzioni distinte o succedendosi sopra
uno o pin rami euspidali.

Nel caso a) Vordine del sistema non pud piu essere abbassato
con trasformazioni guadratiche. Altrettanto dicasi del caso b) se
tutti i punti doppi risultano prossimi ad 0. Se invece, nel caso b),
esistono dei punti doppi infinitamente vieini ad O, ma non pros-
simi ad esso, si pud seiogliere il ramo cuspidale su cui giaceiono
(uesti punti doppi con una suceessione di trasformazioni quadra-
tiche, che non alzano 1'ordine del sistema; basta all'nopo operare
la successione (i trasformazioni guadratiche, che hanno i punti
fondamentali: nel punto O, nei suceessivi punti doppi del ramo
prossimi ad O ed in un punto generico del piano. Dopo i’ultima
trasformazione (uadratica di questa successione, il sistema pos-
siedera un punto doppio distinto O e quindi I’ordine del sistema
si potrd abbassare.

Dunque possiamo dire: Un sistema lineare di enrve d’ordine v
con un punto (v — 2)-plo e ¢ punti doppi pud ricondursi cremo-
nianamente ad un sistema d’ordine minimo del tipo seguente:

@) sistema delle curve d’ordine v con un punto (v — 2)-plo
ed un punto doppio; ovvero

@) sistema delle eurve d’ordine v ¢on un punto (v-—2)-plo O

e con d{=0) punti doppi prossimi ad O ().

Nel caso «) il genere del sistema vale p =—v — 3. B dunque
v=1p+4 3; ed i sistemi del tipo «) di genere p sono quindi costi-
tuiti da Cp, ,(0P+4%).

() Un sistema lineare di curve del tipo «) o B) @ certo d’ordine minimo,
Invero se un sistema del tipo €, (0¥77A4?%) potesse essere trasformato in un
sistema d’ordine minore da una trasformazione eremoniama che risponda ad
una rete omaloidiea d’ordine # con le molteplicitd + ed s in O 'ed 4 rispetti-
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Nel caso p) il genere del sistema vale p =v — 2 —d; e quindi
st hav=p+ 2+ d. Maid punti doppi sono tntn pl‘OSSimi ad 0.
Perché le curve del sistema non degenerino oceorre dunque che
il numero d soddisfaceia alla disuguaglianza v—2 = p +'d == 24,
ossia d <Z p. Tntroduciamo allora la quantita p. = p — d. Poiché 4
varia da 0 a p, p varia da p a 0. E le eurve del sistema sono delle

,p+2 lL(O"P—“A"A" . A- .u) ove p =20, 1,

Riepilogando le cose dette possiamo ora conecludere

Le superficie non rigate, a sezioni iperellittiche (piune o iper-
plane) (i genere p(=2) possono essere rappresentate punto per
punto st di un pieno; ed il sistema rappresentativo delle seziont
(piane o iperpiane) é uno dei sequenti sistemi d’ordine minimo, o
wno dei sistemi che ne derivano con U aggiunta di punti base
semplici :

1) curve d’ordine p -+ 3 con un punto wmultiplo ordinario
di molteplicita p 1 ed un punto doppio;

2) eurve d’ordine 2p 4+ 2 —y. con wn punto multiplo ordi-
nario di molteplicitd 2p — w e p — p. punti doppi prossimi a questo
(potendo essere p. =0, 1. ..., p).

Si puo osservare che nei sistemni lineari del tipo 2) i p — w punti

vamente, dovrebbe essere:
w—rv—2)—2s v,
ossia:
v—2(r—r—1)+2n—5—1)<0;

e ¢io & assurdo perchd r<sn—1ed s<sn—1,
Analogo ragionamento prova che sono d’ordine minimo i sistemi lineari del
tipo €, (0V"24243..47), dove i punti doppi sono tutti prossimi ad 0.
Imern se esistesse una rete omaloidica @’ordine n, con la moltepllché 7
in 0eld molteplieitd v, r,, ... r4 in 4, 4, .., 4, rispettivamente, abbas-
sante 1’ordine del detto sistema, dovrebbe essere:

ny —1(v—2) — 2(r; + Tpt . 1) < v,
ossia:
yr—r — 1) 4-2r — 2(ry 4Ty b ..+ 1g) < O,

Ma & evidentemente r=<tn—1 ed r==s 47,4 ... 4 14 per la relazione di
prossimita. L 'nguaglianza sopra seritta @ percid assurda.
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doppi prossimi ad O si possono supporre tuttj distinti. sciogliendo
altrimenti i rami cuspidali uscenti da.0 con opportune trasforma-

zioni quadratiche ().

Nora STORICA. - Lo studio delle superficie algebriche a- sezioni
iperellittiche fu iniziato nel 1890 da G. CASTELNUOVO (%) metten-
dosi a priori nell ipotesi whe esse posseggano un sistema oot di
curve (aggiunte o swbaggiunte alle sezioni piane) che seghino
sulle sezioni piane la serie canoniea completa. Di queste superficie
CASTELNUOVO dimostrd ehe, se non sono rigate, somo razionali dando
anche la classificazione dei sistemi rappresenfativi, che sono pre-
cisamente quelli da noi trovati al n. 29.

I1 fatto che tutte le superficie non rigate a sezioni iperellittiche
sono razionali fu dimostrato per la prima volta nel 1893 da F. Ew-
RIQUES (?). Il ragionamento di ENRIQUES € schemaficamente il
seguente. Consideriamo un punto generico P delia superficie F e
le oo? sezioni piane per P. T coniugati del punto P sulle seziont
piane per esso possono invadere tutta la superficie ovvero deseri-

vere una linea; nella seconda ipotesi si ritrova il sistema aggiunto
supposto da CASTELNUOVO, poiché la curva riempita dal coniugati
Qi P non pud essere che una retta o una conica di P.

Se invece i coniugati del punto P invadono tutta la superficie,
per ogni piano generico per P vi & un coniugato sulla curva se-
zione di ¥, ed inversamente ogni punto di F & il eoningate di P
sopra un certo numero finito m di sezioni piane per P: in tal guisa
i punti della superficie ' vengono a corrispondere ai gruppi d’una
involuzione (di grado ) nella stella di centro P. Ora, secondo un

(') Cfr. a pag. 207 1’analoga osservazione per i sistemi di curve d’ordine

v eon O (v—1}-plo ed i ==v —1 punti base semplici, prossimi ad @.

(®) Cfr. G. CasTeLNUOVO: Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane
sono curve tperellittiche; Rend. del Cire. Mat. di Palermo, T. IV, 1890.

() Cfr. F. ENrRIQUEs: Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui
intersezioni variabili sono curve ipereilittiche; <« Rendie, della R. Ace. Naz.
dei Lincei», Vol. IT, Seni. 2, fase. 10, 1893, ed anche la memoria: Sui sistemi
lineari @i superficie algebriche le cui intersezioni variabili sono curve iperel-

Ilittiche; « Math, Annalen.», Bd. 46, 1893-01.
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teorema, che il CASTELNUOvVO stabili appunto nel 1892 (e del quale
diamo la dimeostrazione al ecap. VIT} ogni involuzione sopra un
ente algebrico razionale oc? & razionale. Ne viene che la superficie
F sarebbe razionale anche nel easo in eui i coniugati di P inva-
dano tutta la superficie. Senonché l’esame dei sistemi rappresen-
tativi di curve iperellittiche mostra a posteriori che di fatto
questo easo non pud presentarsi.

La dimostrazione del teorema fondamentale sulle superficie a
sezioni iperellittiche & stata semplificata da G. PompPiLg (*), 11 quale
~— senza ricorrere alla nozione pin elevata della razionalita delle
involuzioni piane — si & valso a questo seopo del criterio di razio-
nalita dei piani doppi, stabilito da CASTELNUOVO-ENRIQUES nel
1900 : come sopra abbiamo indieato.

30. Superficie del quint’ordine a sezioni raziomali.

Nei numeri che seguono, tenuto conto dei risultati ottenuti
nei eapitoli precedenti, ei proponiamo i discutere rapidamente,
dal punte di vista della razionalita, le superficie del quint’ or-
dine, limitandoei principalmente a quelle che risultano razionali
in virti della loro linea doppia. Ritroveremo in tal guisa super-
fiele razionali generalmente note, che si sono presentate negli studi
di T.. Cremova, A. Cressch, B. Carorali ed altri; ma avremo
oceasione di illustrare con tali esempi la portata dei metodi e
dei visultati generali esposti innanzi. Incomineiamo dalle super-
ficie del quint’ ordine a sezioni razionali. Risulta come easo par-
ticolare della teoria svolta nel Lib. II, cap. IT che ognt super-
ficie del quint’ordine F., a sezioni raziondli, & wne rigate rezio-
nale, prolezione di nna rigata razionale normale @5 dello spazio
a sei dimensioni §j.

La rigata razionale normale @, di §; & rappresentata sul
piano dal sistema lineare completo oo® delle C;(0*A,4.4,4,,
che vale a definirla. Un’altra costruzioune della @, si ottiene

() Cfr. G. Pourint: Sulle superficie algebriche a sezioni pianc iperellit-
tiche di genere p=2; Rend. della R. Acc. dei Lincei, Vol. XXI. s. 6°, 1935,
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ponendo una proiettivitd fra una conica L, ed una cubica gobba
L,, giacenti in due spazi indipendenti di S, e considerando la
rigata ottenuta congiungendo punti corrispondenti nella anzi-
detta proiettivitd. Nella rappresentazione piana la (uniea) co-
nica L, della d, & data dalla C,(0A4,4,4.4,).

Le rigate razionali normali &, di §; sono proiettivamente
identiche: possono tuttavia presentare una particolarizzazione,
corrispondente ail’annullarsi di un invariante relativo. Corri-
spondentemente la @; viene a perdere la conica che possiede
in generale ed acquista una direttrice rettilinea: nel sistema
rappresentativo i quattro punti 4,, 4,, A, A, si possono rite-
nere su di una retta r, che rappresenta appunto la direttrice ret-
tilinea: e la @, non si pud pilt eostruire eongiungendo punti
corrispondenti di una conica e di una cubica gobba riferite
proiettivamente, ma pud costruirsi invece come luogo delle rette
congiungenti punti corvispondenti iu una projettivitd interce-
dente fra la direttrice rettilinea e una quartica razionale nor-

male I, (giacente in un §, che non incontra la direttrice ret-

tilinea).

Un'ulteriore particolarizzazione della @, porta al caso del
cono razionale del quint’ordine di S;. Nel sistema rappresentativo
i quattro punti cadono tutti netl'intorno di O, che rappresenta ora
i} vertice del cono. Nell’S, il cono si pud costruire conginngendo
~un punto V (eouncepito come curva d’ordine zero) com i punti
di una quartica razionale normale di un 8, (non contenente V).

Nel caso della rigata generale, contenente civé una coniea
irriducibile L,, il sistema rappresentativo delle C,(0*4,4.4,4))
pud certo essere abbassato con la trasformazione guadratica, che
ha i punti fondamentali 0, 4,, 4, : infatti i punti 0, 4,, 4., 4,, 4,
individuano una coniea irriducibile, immagine della L,. Si arriva
cosi al sistema delle C,(0%4,4,), dove 4, ed A, individuano una
retta non passante per 0, trasformata della C,(0A, 4,4,4,). Con
la trasformazione quadratica di punti fondamentali O, 4,, A,, si
arriva poi al sistema d’ordine minimo costituito dalle C,(02).

Per la @, dotata di direttrice rettilinea, la seconda trasfor-
mazione quadratica viene a mancare, perché nel sistema delle
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C,(0°A.A,) i punti base 4, ed 4, cadono prossimi ad 0. Il si-
stema d’ordine minimo & quindi costituito da quartiche.

Finalmente, nel caso del cono, il sistema rappresentativo d or-
dine minimo & costituito direttamente dalle C,(0*4,4.4.,4,}
dove i punti base 4,, 4,, 4, A, sono prossimi ad 0.

Per guanto riguarda le rigate razionali del quint’ordine F,
dello spazio ordinario, esse si ottengono proiettando la rigata
razionale normale @, di §; da un piano (che non abbia punti a
comune con la®,). Se la @, presenta il caso generale ed il piano
proiettante & scelto in modo generico, si ottiene come proiezione
la piu generale rigata razionale del quint’ordine F, Le varie
particolarizzazioni della F, nascono poi sia dal particolarizzare
la posizione del piano proiettante, sia dal particolarizzare la ri-
gata normale @, sia da entrambe queste cause insieme.

La F, generale possiede come curva doppia una sestica ellit-
tica K,, dotata di un punio iriplo, che & anche triplo per la su-
perficte. La intima ragione di questa circostanza dipende dal
fatti seguenti, dei guali invitiamo il lettore a rendersi ragione.

La varieta delle corde della @, generale ¢ una varieta cubica
W a cinque dimensioni di §;, di cul & facile serivere 1’equazione.
Il piano proiettante la @ interseea la W in una cubica di genere
uno, Ly; e le corde della @, che partono dai punti della L, danno
luogo mnello spazio ordinario ad una curva doppia ellittica del
sesto ordine K Quanto al punto triplo della K, esso dipende
dall’esistenza di un piano trisecante la @, e incidente secondo
una retta il piano da cui si proietta. L’esistenza di un piano
siffatto pud essere giustificata con un computo di costanti.

Riferendoci alla rappresentazione piana della ®, generale,
mediante le oo® C,(0?), il sistema rappresentativo della F; & un
sistema lineare oo® | Oy | di C3(0?). L’immagine della curva dop-
pia K, della F; & una C;(0?), dotata di tre punti doppi 7. 7., T,
i quali costituiscono una terna neutra per il | C, | e rappresentano
il punto triplo della superficie. Le curve di | '03 | segnano sulla
CG(O“TngTg) una g3,, composta con le coppie di una Yy . ellittica;
le coppie della vy} corrispondono ai punti della curva doppia K.
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Inversamente, se si prende ad arbitrio una C, (0% dotata di
tre punti doppi, questa non pud in generale essere assunta come
immagine di una sestica doppia di una F;. Cid emerge gid dal
fatto che una C (O°T?T:TZ) & di gemere quattro e che sopra una
curva di genere quattro non vi & in generale una v} ellittica. Si
presenta gui nna ricerca, per la quale rimandiamo il lettore ad
una recente nota di F. ConNrorto (1).

I vari tipi particolari di rigate razionali del quint’ordine dello
spazio ordinario sono stati determinati, in base ai vari aspetti
che pud assumere la linea doppia (o multipla), da H. A.
Scewarz (?), al quale devesi altresi la determinazione di tutte
le rigate (razionali o no) del quint’ordine.

Pili precisamente, 1o ScEWARZ (esclusi 1 coni) ha indicato i
seguenti casi:

Rigata razionale del quint’ordine dotata

@) di retta quadrupla,

b) di sestica gobba doppia con punto triplo,

¢) di direttrice rettilinea tripla e cubica gobba doppia,

d) di direttrice rettilinea tripla, di una conica doppia e
di una generatrice doppia,

¢) di una direttrice tripla, di una direttrice doppia e due
generatrici doppie,

f) di una generatrice doppia ed una quintieca gobba doppia,
dotata di un punto triplo,

g) di una generatrice doppia, una quartica gobba doppia
con un punto doppio ed una generatrice doppia,

1) di una eonica doppia ed una quartica gobba,do"ppia, do-
tata di un punto doppio,

7) di una sestica gobba doppia degenere in tre coniche
doppie,

() Cfr. F. ConrorTO: Sulle rigate razionali del quinto ordine; Atti del
1° Congresso dell’Unione Matematica Italiana; Firenze, 1937.

() Cfr. H. A. Scewarz: Uber die geradlinigen Fliichen fiinften Grades;
Ges. Math. "Abh., Beriin, 1890, Bd. TI, pag. 25.
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1) di una generatrice doppia ed una guintica gobba doppia
con punto doppio.

Il lettore potrd utilmente mettere in relazione i tipi dello
ScEWARZ con le rigate razionmali normali di S, studiando come
debba particolarizzarsi la rigata e la posizione del piano proiet-
tante per ottenere i vari casi. Questo studio porterd anche a ri-
spondere alla questione seguente: tenuto conto che in generale la
linea doppia della rigata dello spazio ordinario & una sestica
gobba K, irriducibile di genere uno con punto triplo, se la linea
multipla presenta uno degli spezzamenti elencati in ¢), d), ..., 1),
come debbono counettersi le varie parti di essa perché la curva
doppia totale risulti caso particolare di una X, doppia? E quale
¢ la immagine della curva doppia nei casi @), b), ..., 1}?

31. Superticie del quint’ordine a sezioni ellittiche.

Le superficie del quint’ordine a sezioni ellittiche, in base ai
risultati del Lib. IT, cap. III, sono rigate ovvero superficie ra-
zionali.

Per le rigate del quint’ordine a sezioni ellittiche, rimandiamo
alla gid eitata memoria di H. A, ScEwarsz, il quale, sempre eselu-
dendo i coni, ha elencato i quattro tipi seguenti:

Rigata del guinto ordine a sezioni ellittiche dotata

@) di una guintica gobba doppia, )

b) di una direttrice tripla e di una coniea doppia,

¢) di una direttrice rettilinea tripla, di una direttrice dop-
pia e di una generatrice doppia,

d) di una direttrice doppia e di una guartica gobba doppia.

Le superficie razionali del quint’ordine a sezioni di genere
uno si ottengono tutte per proiezione da una superficie normale
del quinto ordine @, dello spazio a cingue dimensioni S,
rappresentata sul piano dal sistema lineare completo delle
0y(4,4,4,4,).

Proiettando la @, da una retta » di §;, non incidente ad essa,
si ottiene mma superficie del quint’ordine a sezioni ellittiche dello
spazio ordinario. Supponiamo la @, generica e la retta » in
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posizione generica rispetto alla @;: la superficie F;, proiezione
della @, da », possiede allora come curva doppia una gquintica
razionale I, dotate di un punto triplo, che é triplo anche per la
superficie. Per rendersi- ragione di cio, si consideri la varietd
delle corde della ©: essa & una varietd a cinque dimensioni, che
invade lo spazio §,, per un punto generico di §; passando una
ed una sola ecorda della @,. Infatti, se per un punto generico di
8, passassero due corde, appoggiantisi alla @, nelle coppie di
punti I, P” e @, @7, gli 8, di 8; passanti per P, P”, (), " se-
gherebbero sulle sezioni iperpiane deila @.. passanti per yuesti
quattro punti, uua g} e cid & impossibile. perche le sezioni iper-
plane della @, sono delle curve ellittiche. Dunque per un punto
generico di 8; non pud passare pitt di una corda della @4 Ne
segue facilmente che la varietd delle corde di @, riempie lo S..
per un punto generico di §; passando una sola corda della ®@;.

Si considerino ora i piani di 8, trisecanti la ® ;. Essi sono oc®
¢ per una retta generica r di §; ne passa quindi a priori un
numero finito. Il lettore, applicando correttamente il principio
del computo di costanti, dimostri che per una retta generica di
§; passa uno ed un solo piano trisecante la @,

Cid premesso, si proietti la @, dalla retta » nello spazio ordi-
nario. Da ogni punto della » esce una corda della @., che da ori-
gine ad un punto della quintica K, doppia per la F, proiezione.
I punti della K sono in corrispondenza birazionale com i punti
della retta #, e quindi la K, & razionale. I piano trisecante la @,
e passante per la r, contenendo tre corde della @, da origine nel-
la proiezione al punto triplo della superficie.

Sul piano rappresentativo, il sistema lineare oo® delle sezioni
piane della F; diviene un sistema lineare co® di C,(4,4.4.4,).
La curva doppia K si rappresenta in una sestica C (A7 A2A42A432)
dotata di tre punti doppi T,, 1., T,, distinti da 4,, 4,. 4, A,.
Cid segne dal fatto che la K, appartiene certamente ad una qua-
drica: la sua immagine sard dunque una C(A?A42A2A47). T tre
punti doppi T,, T, Tq provengono poi dal punto triplo della ;:
invero il sistema rappresentativo della F; deve possedere una
terna neutra, la quale deve dar luogo a tre coppie di punti



ALTRE CLASSI NOTEVOLI DI SUPERFICIE RAZIONALI 475

coniugati sulla C'y; i punti 7,, T.. 7T, -costituenti la terna
neutra, sono dunque doppi per la €, immagine della K. Sulla
CG(A;‘:AEA;?AZ T2T2T%), il sistema rappresentativo delle sezioni
piane della F, segna una 43, composta cou le coppie di una g}; e
fra le coppie di punti eoniugati di questa g3 vi sono, come gia s1
& aceennato, tre coppie costitnite: da un punto dell intorno di T,
e da un punto dell’intorno di 7,. da un punto dell’intorno di
T, e da un puntd dell’intorno di 7, da un punto dell ‘intorno
di T, e da un punto dell’intorno di T,. Le C,(4,4,4,AT T,Ts)
rappresentano in particolare le sezioni piane della F, condotte
per il punto triplo.

Inversamente, data a priori una Cc(AfA'_;’AgA'i), dotata di
altri tre punti doppi T;, 7., T, non vi & in generale un sistema
lineare co® di C,(A4,4.,4,4,), il quale rappresenti una F; la eui
curva doppia abbia come immagine la data C,. Ci6 si desume gia
dal fatto che la €y eon 7 punti doppi & di genere 3 e non contiene
quindi in generale una gi. Dunque, la C; deve essere scelta op-
portunamente,

Per determinare le condizioni, a cui deve soddisfare la C,
s1 assuma ad arbitrio la terna neutra T,, T,. T,: tra le oc®
C,(AZA2 A2 AT?T2TZ) ve n'¢ oo® appartenenti alla involuzione
di coppie di punti I,, generata dalla serie caratteristica «lella rete
di cubiche per 4, 4,, A, A,, T,.T., T,; e tra queste co®(; ve n’é
oo? per le quali la g2, subordinata dalla I,. assoeia i punti giacenti
negli intorui di 7, T. T, nel modo voluto. Dopo ¢id sara facile
il dimostrare che, scelta ad arbitrio una delle co® (' cosl costruite,
esiste uno ed un solo sistema lineare co® di €C,(4,4.4.,4,), 11 quale
rappresenti una F, la cul linea doppia abbia come immagine la
data C,.

NoTA STORICA. - La razionalitd della superficie del quint’or-
dine, dotata di una quintica gobba doppia con punto triplo, &
stata accennata da A. CrLesscir (1) e dimostrata esplicitamente da

(*) Cfr. la nota, con la quale si chiude la wmemaria: Uber den Zusam-
menhang einer Klasse von Flachenabbildungen mit der Zweitheilung der
Abel-schen Functionen; Math., Ann. Bd. I, 1871,
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L. Cremona (), il quale mostrd come 1’anzidetta superficie si
possa ottenere come trasformata da una quadrica, e viceversa: si
consideri all’uopo la trasformazione birazionale (3, 3), che si ottie-
ne dal sistema omaloidico delle superficie cubiche, passanti per una
cubieca gobba C,, per una retta », e per una conica C,, trisecante
la C, e bisecante la r; una quadrica passante per la C, si trasfor-
ma in wna F, con quintica gobba doppia, dotata di un punto
triplo. ,

Pochi anni piu tardi BE. Caporanr (*) dedicd alla nostra su-
perficie una diffusa memoria, nella quale la razionalitd risulta
dal fatto che la F, appartiene ad un sistema omaloidico di Fy
analoghe, aventi in comune la guintica doppia ed una conica.
La trasformazione birazionale che cosi si genera & I'inversa della
" -trasformazione cubica che risponde al sistema omaloidico delle
superficie cubiche, passanti per una quartica gobba di seconda
specie e tangenti in un punto ad un piano fisso.

Altri studi sulla superficie del quint’ordine a sezioni ellittiche
debbonsi a R. STurM (®), che ha studiato la eonfigurazione delle
10 rette esistenti sulla superficie e ad A. DrnL ReE, il quale ha
dato varie generazioni della superficie stessa.

32. Superficie del quint’ordine a sezioni di genere due.

La teoria di queste superficie rientra come caso particolare
nella teoria delle superficie a sezioni iperellittiche. Possiamo quindi
enunciare immediatamente (efr. Lib. II, cap. VI, n. 29): Le
superficie del quint’ordine a sezioni di gemere due sono rigate
ovvero razionals.

Le rigate del quint’ordine a sezioni di genere <ue, prescin-

() Cfr. L. CrEMONA: Uber die 4bbildung algebraischer Flichen; Math.
Ann. Bd. IV, 1871.

(» Cfr. E. CaroraLi: Sulla superficie del quinto ordine dofata di una
currva doppia del quinto ordine; Amn. di Mat. s. 1T, t. VII, 1875.

(¥ Cfr. R. SrurM: Uber die Flichen mit einer endlichen Zahl von (cinfa-
chen) Geraden, tvorzugsweise dic der vierten wnd fiinften Ordnung; Math.
Ann, Bd. TV, 1871,
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dendo dal caso dei coni, presentano un unico tipo, per il quale
la linea multipla si riduce ad una direttrice tripla e ad una diret-
trice doppia, sghemba con la prima (cfr. la pit volte citata me-
moria di H. A. ScEwWARZ).

Invece le superficie razionali del quint’ordine a sezioni di ge-
nere p = 2 si ottengono tutte per proiezione da superficie razionali
normali @,, d’ordine 4p + 4 =12 dello spazio Sgp;; = §,, ad
andici dimensioni. Le superficie ®,, possono essere rappresentate
sul piano:

a) dal sistema completo delle (/;(034%) con O ed A distinti,
ovvero

b) dal sistema completo delle €', (0*4242) con 4, ed 4, infi-
nitamente vicini ad O in direzioni distinte, ovvero

¢) dal sistema completo delle € (03A42) con O ed A infinita-
mente vicini, ovvero “

d) dal sistema completo delle C,(0%).

Per ridurre questi sistemi al grado 5, occorre aggfungere altri
7 punti base semplici By, B,, ..., B;, rappresentativi (i altrettanti
punti semplici della @ ..

Dopo l’aggiunta dei punti base B, B,, ..., B; i sistemi lineari
del tipi @), b), ¢), d) possono tutti ridursi eremonianamente a siste-
mi di dimensione guattro ¢ grado cinque di C,;(0*4°B.B,..B,)
con punti base distinti od infinitamente vieini. Invere un si-
stema di C,(0?B.B,..B.) si pud ridurre, con una trasformazione
quadratica che abbia i punti fondamentali in O ed in due punti
generici del piano 4, ed 4,, ad un sistema di (', (0*4242B B,...B.);
ed un sistema di C(0*4242BB,...B), per cui 4, ed A, siano
entrambi distinti da O ovvero entrambi infinitamente vicini ad O,
in direzioni distinte, si pud sempre trasformare con una trasfor-
mazione quadratica, che ha i punti fondamentali in O, 4, ed uno
dei punti sempliei: questa trasformazione muta il sistema delle €
in una sistema di C,(0*4*B,B,..B.).

Possiamo pertanto enunciare:

Le superficie non rigate del quint’ordine o sezioni di genere
due sono razionali e normali in uno spazio a quattro dimensioni;
esse costituiscono um’unica famiglia, dipendente da parametri

"y ?
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variabili con continuitd, e possono venir rappresentate su di un
piano da un sistema lineare di C,(0*A*B,B,..B,).

Giova osservare che il sistema lineare delle C;(0*A*B,B,...B;)
pud venir trasformato (con una o pin trasformazioni quadratiche)
nel sistema delle €',(0?7,T,...T.); si ha tuttavia un caso di ecce-
zione quando 4 ed i punti B,, B,, ..., B; siano infinitamente vicini
ad 0, i punti semplici suceedendosi sopra un ramo lineare uscente
da O, che sia d’inflessione (di classe due).

B facile arrivare ai medesimi risultati, studiando direttamente
le superficie del quint’ ordine dello spazio ordinario a sezioni
di genere due.

Incominciamo a supporre che la linea doppia di una Fy di 8,
a sezioni (i genere due, sia una quartica gobba, K,, irriducibile
o riduecibile. Si pud escludere che la K, sia i seconda specie,
appartenga gio¢ ad una sola quadrica: in guesta ipotesi invero,
uno dei sistemi di generatriei della quadrica risulterebbe tri-
secante la K, e quindi apparterrebbe alla F,, che sarebbe cosl
ridueibile. La K, doppia della F, ¢ quindi lu curve base d’un
fascio di quadvriche.

Fuori della K, le quadriche di questo faseio segano la F; in
una linea del seeondo ordine. Se questa linea & una conica (gene-
ralmente) irriducibile, la F, contiene un fascio di eurve razionali,
e risulta cosi razionale per il teorema di NoETHER (cfr. Lib. I,
cap. I); se invece la nominata linea & composta sempre di due
rette, la F, & rigata (V). Dunque: wna superficie Py di S; dotata
di una K, doppia & razionale o rigata.

Dopo ¢id, lasciamo al lettore di dimostrare che la linea multi-
pla di una F; di 8.. non rigata, a sezioni di genere due, & sempre
una quartica gobba doppia di prima specie, irridueibile o riduci-
bile. 8i tratta in sostanza (i verificare che la linea doppia della
F, (supposta mon rigata) pud bensi spezzarsi in varie parti, ma
sempre in modo che essa possa pensarsi come limite di una K,

*} Ed anzi la F_& in questo easo un cono, eon quattro generatriei doppie.

et e Srnneme e o+
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di prima specie irriducibile. Ad es. la linea doppia di F, non pud
spezzarsi in una cubica gobba doppia ed in una retta doppia,
sghemba con essa; ma invece pud spezzarsi in una cubica gobba
doppia ed in una retta doppia che sia corda di essa, ovvero in
quattro rette doppie formanti un guadrilatero gobbo, ovvero in
yuattro rette doppie passanti per un pumnto, e cosl via. Giova in-
sistere solamente su un caso particolare alquanto riposto, che @
il seguente: se la I, doppia della F; & ridotta a quattro rette dop-
pie per un punto, pud avvenire che due di queste rette si avviei-
nino ad una terza secondo direzioni distinte; la A, doppia dege-
nera allora in una rette tripla ed in una retta doppia ad essa
incidente. 11 lettore si persnadera facilmente che questo & 1'unico
caso in cud, nella eurva multipla di una F, a sezioni di genere
dne non rigata, si possa presentare una componente piu che
doppia.

Riassumendo possiamo dive: le curve multiple di nne F, i
S, non iguta, @ seziont di genere due, ¢ sempre una quartica
gobba di prima specie K,, od un suo caso particolare.

Ne viene: una F, di S,, a sezioni di genere due, é razionale o
rigata.

Ora, il sistema delle sezioni piane di una F, razionale con
K, doppia si pud ampliare in un sistema. completo co*. Si consi-
deri infatti una quadrica F, per la K,: 1a F, interseca la F; in~
una residua conica K, che ha quattro punti a comune con la
K, (1). Le superficie cubiche F,, contenenti la K, e la K, sono o*,
e segano sulla F; un sistema lineare i quintiche gobbe, che con-
tengono in particolare le sezioni piane della F,, in corrispondenza
a guelle F;, che sono spezzate nella F, ed in un piano. Il sistema
lineare di quintiche cosi costruito & di genere due, grado cingue
e dimensione guattro. La F; si pud dunque trasformare in una
®; di S,, a sezioni iperpiane di genere due. Proiettando la @s
da un suo punto in §,, si ottiene una F, a sezioni di genere due,
cioé una F, con retta doppia; e poiché la F, con retta doppia @

() Cid si giustifiea immediatamente mediante la rappresentaziome piana
della quadrica.
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normale in §;, la @, & normale in S,. Ne concludiamo: una Fy
razionale con K, doppia ¢ proiezione da un punio di una @
normate in S, ’

Ora, per arrivare alla rappresentazione piana della @;, a
sezioni di genere due, razionali e normali in S,, basta tener conto
che su di essa esiste un fascio i coniche, che si puo a priori rite-
nere rappresentato da un fascio di rette. Il sistema rappresenta-
tivo sara quindi costituito da curve d’ordine n dotate di un punto
(n— 2)-plo, di n—4 punti doppi e di 7 punti semplici e, ripe-
tendo un ragionamento gia pil volte esposto, si provera che con
suecessive trasformazioni quadratiche un sistema di questo tipo
puo sempre venir ridotto ad un sistema di C,(0*4A*T,..T',).

Si ritrova cosi ehe le @, a sezioni di genere due, razionali e
normali i S,, formano wn’unice famiglia.

Nota storrca. - La teoria della superficie del quint 'ordine con
quartica gobba doppia fu iniziata da A. CreEsscH nel 1870, con
una nota della Societa delle Scienze di Gottinga (*). Il CLEBscu
osserva anzitutto che, se una superficie del quint’ordine, non ri-
gata, contiene una quartica gobba doppia. questa deve essere di
prima specie. In questa ipotesi la F'; contiene un punto partico-
lare, V, che il CLEBscH chiama vertice della superficie, il quale
gode della seguente proprietd: ogni retta, uscente da V, interseca
ulteriormente la superficie in quattro punti, costituenti due cop-
pie: e gqueste coppie appartengono a due coniche di un fascio,
che giace sopra la Fj; e la genera. I piani delle coniche invilup-
pano un cono, il cui vertice & il punto V; essi sono piani bitan-
genti la FF,. Se ora su ogni retta per V si costruisce la coppiadi
punti P, P”, che separa armonicamente le due coppie di punti
in cui la retta interseca la F fuori di V, i due punti P, P” al
variare della retta per V descrivono una rigata cubieca, che & in

(*) Cfr. la memoria: Uber den Zusammenhang einer classe von Flichenal-
bildungen mit der Zweitheilung der Abel’schen Functionen; « Math, Ann. >,
Bd. IIT, 1871,
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corrispondenza [1, 2] con la F, Rappresentando la rigata cu-
bica su di un piano, si ha dunque una rappresentazione della
F; su di un piano doppio, la cui curva di diramazione si trova
essere una sestica con punto quadruplo ed un punto doppio.
Si arriva dungue ad un piano doppio razionale.

Poco dopo, nel 1871, il Noerurr () deduceva la razionalitd
della superficie ed il suo sistema rappresentativo, come caso
particolare della sua teoria delle superficie con un fascio lineare
di curve razionali, sfruttando il fascio di coniche segato sulla F,
dalle quadriche, contenenti la quartica doppia.

Giova infine ricordare il metodo di L. CreEmona (%), il quale
in due modi diversi riusel a dimostrare la razionalitd della F. non
rigata con C, doppia, deducendola dalla razionalitd gid nota di
altre superficie.

Il primo metodo consiste nel considerare la trasformazione
cubica, che risulta dal sistema omaloidico delle superficie cubiche
che passano per una quintica gobba di genere uno e per una sua
trisecante: una guadrica, passante per la trisecaute, viene tra-
sformata in una F; con quartica gobba doppia.

Si consideri invece il sistema omaloidico delle superficie en-
biche c¢he passano per una quartica ellittica e per due corde di
essa: sl ottiene una F, non rigata con C, doppia trasformando
una superficie cubica, passante per le due corde, con la trasfor-
mazione birazionale che cosi ha origine.

Con entrambi i due metodi si pud generare la piu generale
superficie del quint’ordine dotata di quartica gobba doppia.

La superficie del quint’ordine con quartica gobba doppia pos-
siede 14 rette, le cui proprietd di configurazione furono studiate
da A. Cuesscy, da L. CrEmona e da R. STURM in memorie gia

piu volte citate.

() Ofr. M. NOETHER: Uber Flichen, welche Sehaaren rationaler Curven
Dbesitzen; « Math. Ann.», Bd. ITI, 1871.
(%) Cfr. L. CrEMoNA: Uber die Abbildung algebraischer Fldchen; Math,

Ann. Bd. IV, 1871.
31
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33. Superficie del quint’ordine a sezioni di genere tre.

Una superficie irriducibile #; dello spazio ordinario §,, a
sezioni di genere tre, possiede una linea doppia del terzo ordine,
ovvero una retta tripla.

Se F; possiede una linea doppia del terzo ordine, questa ¢
necessariamente essere una cubica gobbe, irridueibile o riducibile..
Invero le linee del terz’ ordine, essenzialmente spaziali, che non
siano cubiche gobbe irridueibili o limite di queste si riducono:

a) ad una conica e ad una retta non incidenti,
b) a tre rette sghembe a due a due.

L’ipotesi ¢) non pud verificarsi, giaceché il piano « della conica
intersecherebbe ulteriormente la F, in una retta, la guale do-
vrebbe avere un punto doppio nel punto comune ad « ed alla
retta doppia e nella ipotesi b), si staccherebbe dalla F; la quadrica
individuata dalle tre rette sghembe.

Dunque la linea doppia K, di F; & una cubica gobba doppia,
irriducibile o riducibile.

Dobbiamo ora distinguere dune casi:

a} Da ogni punto P dello spazio parte una corda della I,
che incontri la K, in (due) punti variabili con P, ovvero

b) la K; si riduce a tre rette non complanari per un
punto O.

Nel primo caso la F;, & manifestamente razionale, potendosi
rappresentare punto per punto su di un piano =, mediante la
congruenza del primo ordine delle corde alla K,

Nel secondo caso il punto O pud essere triplo, gquadruplo o
quintuplo.

Se O @& triplo, la F, si pud rappresentare sul piano doppio,
w, per proiezione da 0. Il piano che cosi si ottiene possiede una
curva di diramazione dell’ottavo ordine con tre punti quadrupli
nel punti A, 4,, 4, in ecui = interseca le tre rette doppie. La
trasformazione quadratica, che ha i punti fondamentali 4,, 4,, 4,,
(e che & sempre possibile, a meno che le tre rette doppie non si
riducano ad una retta tripla) trasforma il piano doppio = in un
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piano doppio con gnartica di diramazione e poiché quest ultimo
piano doppio & generalmente razionale, ne concludiamo:

La superficie del quint’ordine, dotata di tre rette doppie, con-
correnti tn un punto triplo 0, & generalmente razionale.

Se invece il punto O fosse quadruplo, la F; sarebbe un mo-
noide, e quindi certamente razionale.

Se infine O fosse quintuplo, la F; si ridurrebbe ad un cono
non razionale.

Passiamo ad esaminare il caso di una F, con retta tripla.
I piani per la retta tripla possono segare la F; secondo coniche,
generalmente irriducibili: in guesto caso la F; & razionale per il
teorema (i NoetHER (Lib. II, cap. I).

Nell’ipotesi opposta, si vede facilmente che la F, non pud
essere che un cono con retta tripla.
Riassumendo possiamo dire:
Una superficie del quint’ordine a sezioni di genere tre é:

a) una Fy dotata dv cubica gobba doppia, wrriducibile o ri-
ducibile, le cui corde costituiscono una congruenza del primo or-
dine, che non & una stella di rette, ovvero

b) un monoide, dal cui vertice escono tre rette doppie,

-

ovvero
¢) una F; con retta tripla, non cono, ovvero
d) una F; con tre rette doppie uscenti da un punto triplo,
ovvero
e) un cono con tre generatrici doppie o una tripla.
La superficie é razionale nei casi a), b), ¢), generalmente ra-
2ionale mel caso d), non razionale nel caso e).

Discutiamo brevemente le rappresentazioni piane, che si ot-
tengono nei vari casi.

Nel easo «a), la F, possiede una cubica gobbe doppia, I(,;
le oo® quadriche, passanti per la X, non si riducono tutte a
coni e segano sulla ¥, una rete di quartiche gobbe raziomali (%),

() 11 lettore si persuaderd facilmente che le nominate quartiche sone
razionali, facendo uso della rappresentazione piana di una quadriea
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che & una rete omaloidica: invero due quadriche generiche per
la K, si intersecano ulteriormente secondo una retta, che & corda
della I, ed interseca la F';, fuori della K, in wn punto, che & il
solo che sia comune alle due quartiche corrispondenti alle due
quadriche scelte. Ne viene che la rete di quartiche sulla F; si
pud ritenere a priori rappresentata dalla rete delle rette. Le im-
magini delle sezioni piane della F, sono di conseguenza delle
quartiche, passanti semplicemente per 11 punti A4, ..., 4,,;
e la cubica gobba doppia é rappresentata da una curva iperel-
ellittica del settimo ordine, passante doppiamente per A4,, ..., 4,,,
sulla quale le C,(4,...4,,) segano una g? composta con le coppie
della g;.

Come verifica il lettore potra studiare direttamente la rap-
presentazione piana, che si ottiene mediante la congruenza delle
corde della K;; e dimostrare che il sistema rappresentativo, che
cosi si ottiene, & sempre riducibile al sistema delle quartiche per

11 punti semplici.

Passiamo a studiare il caso b), cioé il monoide del quint’or-
dine, dal eui punto quadruplo escono tre rette doppie.

Proiettando dal punto quadruplo, si ottiene un sistema rap-
presentativo di quintiche, passanti doppiamente per i punti A4,
B, C, traccie sul piano rappresentativo delle rette doppie @, b, <.
Le tre rette doppie si rappresentano negli intorni di A4, B, C,
mentre i punto quadruplo ha come immagine una quartica C,,
passante doppiamente per 4, B, C. La quartica C, deve éssere
fondamentale per le quintiche, rappresentative di sezioni piane;
sulla C, esistono pertanto 8 punti base semplici, immagini di
altrettante rette semplici del monoide, uscenti dal suo vertice.

Il sistema rappresentativo del monoide si pud costruire a
priori, combinando linearmente la rete delle rette, aumentata
di una quartica fissa, dotata di tre punti doppi 4, B, C, con
una generica quintica Wrriducibile passante doppiamente per A,
B, C.
La trasformazione quadratica che ha i punti fondamentali
A4, B, C muta il sistema di quintiche in un sistema di guartiche
dotato di 11 punti base semplici, dei quali 8 stanno su di una
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conica. La conica rappresenta qui il punto gnadruplo, mentre
le tre rette, che congiungono a due a due in tutti i modi possibili
i tre punti base che non stanno sulla conica fondamentale, rap-
presentano le tre rette doppie.

Da quanto abbiamo detto, risulta che i monoide del quint’or-
dine, dal cut vertice escono tre rette doppie, & un caso particolare
della superficie del quint’ordine dotate di cubica gobba doppia.

Nel caso ¢), la F'; possiede una retta tripla, e non & un cono.
La F, & qui una superficie razionale a sezioni iperellittiche di
genere tre. Dalla teoria delle superficie razionali a sezioni iperel-
littiche (efr. Lib. II, cap. VI, n. 29) si ricava pertanto che il
sistema rappresentativo della F', sara:

1) un sistema lineare completo di C,(0*A*B,B,...B,;), con i
punti base O ed A distinti, ovvero

2) un sistema lineare completo di C(0°A24242B B, ... B,,)
con 4, 4, A, prossimi ad O, ovvero

3) un sistema lineare completo di C (0°4242BB,..B )
con A, ed 4, infinitamente vieini ad O in direzioni distinte
(o succedentisi sopra un ramo cuspidale del seeond’ ordine),
ovvero

4) un sistema lineare completo di (' (0*A*B B,...B ) con
A infinitamente vicino ad 0, ovvero

5) un sistema lineare completo di C,(0O*B,B.,...B,,).

Il lettore dimostrerd facilmente che questi cinque tipi di
sistemi lineari si possono ridurre cremonianamente all’unico tipo
delle C (0°A2AZB B, ... B, ). Dunque: Le superficie del quint’or-
dine non rigate dotate di una retta tripla costituiscono un’unice
famiglia. Se poi 4 punti O, A, A,, By, .., B,, sono disposti in
modo geuerico, il sistema delle C[(O°A2A2B B,.. B, ) si puo ab-
bassare al sistema delle C,(0*42B B,..B,;}) od anche delle
C.,(0°B,B,..B,).

Dungue, mentre, come abbiamo veduto, la superficie del ynin-
to ordine con cubica gobba doppia si rappresenta mediante un
sistema di C (4?4;47BB,... B.) (riducibile ad un sistema di

2

C,(A4,4,. .A,,), la superfice razionale del quint’ordine dotata
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di retta tripla, si rappresenta mediante wun sistema di
C,(0*B,B,..B,,). Da questo risultato, potrebbe apparire a prima
vista che la F, con retta tripla fosse un caso particolare della
F, con cubica gobba doppia: se invero, nel sistema delle
C(A?A242B B,... B,), si fa tendere ad un punto il triangolo
formato dai tre punti doppi 4,, 4,, 4, si ottiene al limite un
sistema di quintiche dotato di un punto triplo, cui sono infinita-
mente vicini tre punti base semplici, e di altri otto punti sem-
plici; e questo sistema rappresenta effettivamente una F, con
retta tripla. Senonché & facile persuadersi che in tal modo non
si ottiene la pil generale F; con retta tripla. Invero il sistema
delle C (A242A%B B,... B,) & completamente determinato dai suoi
punti base ed & mutato in un sistema dello stesso tipo da un
gruppo (misto) di trasformazioni, dipendente da otto parametri:
esso dipende pertanto da 22 — 8 — 14 moduli. In modo analogo
si vede che un sistema di C;(0*B,B,...B,,) dipende da 16 moduli.
La classe dei sistemi di C;(0*B,B,...B,,) & quindi pii ampia della
classe dei sistemi di C,(47A42A2B B,...B;) e non pud quindi es-
sere contenuta in questa. Ne viene:

La superficie del quint’ordine, dotata di retta tripla, non. ¢ in
generale caso particolare della superficie del quint’ordine dotata
di cubica gobba doppia (*). )

EsErcizio. - Si dimostri che sulla F; non rigata, dotata di
retta tripla », esistono in generale 22 rette, distribuite a coppie
in 11 piani, passanti per la r. 8i trasformi la F; mediante il si-
stema omaloidico delle rigate cubiche, che hanno la retta tripla »
come direttrice doppia e tre rette sghembe della F,, appoggian-
tisi alla #, come generatrici fisse. Si otterrd una #, con retta
doppia; e poiché questa superficie si rappresenta mediante il si-
stema delle C,(0%?B,B,...8;), si viene cosi a tovare, in modo
diretto, anche una rappresentazione piana della F; con retta

(*) Invece, come si & veduto precedentemenmte, la superficie del quart’or-
dine con retta tripla & sempre caso partieolare della superficie del quarto
ordine con cubica gobba doppia (efr. Lib. I, ecap. V, n. 24).
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tripla. Quali sono le immagini delle sezioni piane e della retta
tripla della F;?

Consideriamo finalmente il caso di una superficie del quinto
ordine, dotate di tre rette doppie, uscents da un punto triplo.

Dimostriamo che questa F; pud essere trasformata birazio-
nalmente in una superficie cubica.

Anzitutto sulla F; esistono in generale 56 coniche distinte,
incidenti alle tre rette doppie della superficie. Invero la F'; viene
proiettata dal suo punto triplo su i un piano doppio con curva
di diramazione, C,, dell'ottavo ordine, che ha tre punti quadrupli
nei punti 4, B, C, in cui le rette doppie della superficie interse-
cano il piano doppio; ed esistono 28 comiche, passanti per 4, B, C
e bitangenti alla Cy (*). I coni, che dal punto triplo della super-
ficie proiettano queste coniche, interseeano la F, fuori delle rette
doppie, in una parte residua del guart’ordine, che a sua volta si
spezza in due coniche, appoggiantisi alle tre rette doppie. Sulla
F; esistono pertanto 56 coniche distinte, incidenti alle tre rette
doppie.

Si reonsideri ora una conica I, della F, che si appogei alle
tre rette doppie. Le superficie di STEINER, che hanno lo stesso
punto triplo e le stesse rette doppie della F, e passano per la K.,
costituiseono un sistema omaloidico; e danno quindi luogo ad una
trasformazione birazionale dello spazio, T, che & 1'Inversa della
trasformazione quadratica di terza specie (efr. Lib. I, cap. I,
n. 9).

La trasformazione birazionale T muta la F; in una superficie
cubica, F’y, sulla quale le sezioni piane della F, si rappresentano
nelle curve intersezioni della F’; con le quadriche, passanti per
tre punti 77, 17, 7", e tangenti alla F”, in un punto P.

Riferendoci alla rappresentazione piana della F”,, mediante ¢n-
biche per sei punti 4,. 4., ..., 4, troviamo dunque che la F, pud

(") Per convincersi di eid basta eseguire la trasformazione quadratica 7,
<he ha i punti fondamentali 4, B, C. La T muta la C, di diramazione in
una quartica dotata di 28 bitangemti, le quali sono appunto le trasformate
i 28 eoniche C (4, B, C), bitangenti alla C,.

Vg
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essere rappresentata dal sistema co® delle  (4242... A2P*T T,T)),
dove P & il punto immagine di 7 e T,, T,, T, corrispondono ai
punti 17%,, 77, 17,

Inversamente, un sistema lineare dél tipo C(A;AZ... AZT T,T,)
rappresenta una superficie del quint’ordine dotata di tre rette
-doppre, uscents da un punto triplo. Si considerino infatti le tre
cubiche C,(4,4,..A4,T,T,), Cs(4d:4,... A;TT,), Cy(d,As... A:T,T,).
Staccandole dal nominato sistema di sestiche si ottengono ri-
spettivamente i tre fasci delle Cy(4,4,... A;Ty), Cs(A14....A;T5),
Cy(A,A,...A,T,;). Ne viene che il sistema delle CG(Ang...AjT I.T,)
sega su di una Cy(4,4....4.T;T,) una gl: la Cy4,4... 4:T\T))
rappresenta pertanto una.retta doppia. Il punto triplo della ¥,
é rappresentato dalla terna di punti S, S,, S, coniugati a T,,
T,, T,, nell'involuzione, generata dalla rete delle cubiche per 4.,

4, .., A

Giova osservare che la F'; pud risultare un cono cubico ellit-
tico, cioé non razionale. In questo caso, nemmeno la F; & razionale,
possedendo un facnodo; e questo é 1’unico caso d’eccezione pos-

sibile.

Nora sroricaA. - La razionalita della superficie del quint 'ordine
con cubica gobba doppia fu dimostrata nel 1869 dal CrEBscH (%),
il quale rappresentd la superficie punto per punto su di un piano,
appunto mediante la congruenza del primo ordine delle corde alla
cubica gobba. Poco dopo, nel 1871, il CREMoNa (?) indicava una
trasformazione birazionale dello spazio, la quale muta una super-
ficie cubica in una superficie del quint’'ordine con eubica gobba
doppia e viceversa; tale & la trasformazione (3, 3), che si ottiene
dal sistema omaloidico delle superficie eubiche, aventi a comune
due cubiche gobbe con quattro punti comuni; la F,; con cubica

() Cfr. A. CrLeBscH: Uber die Abbildung algebraischer Flichen, insbe-
sondere der vierten und fiinften Ordnung; « Math. Ann.», Bd. I, 1869.
(?) Cfr. L. CREMONA: Uber die Abbildung algebraischer Flichen; « Math,

Ann. », Bd. IV, 1871,
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gobba doppia si ottiene come trasformata di una superficie cubica
passante per una delle cubiche gobbe fondamentali.

Invece la superficie del quint’ordine con retta tripla & un caso
particolare della superficie d’ordine n con retta (n— 2)-pla,
alla quale si applica immediatamente, come osserva il NOETHER, il
teorema sulla razionaliti di una superficie contenente un fascio-
lineare di curve razionali. Anche questa superficie si puo ottenere,
secondo il CrREMONA, come trasformata birazionale di una super-
ficie di nota razionalitd. Si consideri all’uopo la trasformazione-
che risulta dal sistema omaloidico delle superficie eubiche che
hanno a comune una quintica gobba generale di genere due ed
una sua corda 7; la trasformata di una rigata cubica, che abbia
la r come direttrice doppia, & una F, con retta tripla.

Un poco posteriore & la scoperta di una superficie non rigata
del quint’ordine, dotata di tre rette doppie concorrenti in un
punto triplo e della sua razionalitd. Di tale supenficie trovasi un
cenno solamente nel 1881, in una memoria piu volte citata di
E. Caporanr (1), dove & assegnato anche il sistema rappresentativo

della superficie.

34. Nota sulle superficie a sezioni di genere tre.

La elassificazione delle superficie mazionali del quint’ordine a
sezioni di genere tre, da noi esposta, & in accordo con la teoria.
generale delle superficie a sezioni di genere tre, che fu iniziata da
G. CasTeLNUCvO (*) nel 1890 ed & stata completata da G. Scor-
za (*) nel 1909-10.

Nella memoria di CasTELNUOVO si parte dall’ipotesi che sulla
superficie F a seziont piane (o iperpiane) di genere tre esista un

(*) Cfr. E. CaporaLi: Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve
algebriche piane; Coll. Math. in memoriam D. CHELINI Milano, 1881.

(® Cfr. G. CasTeELNUOVO: Sulle superficic algebriche le cui sezioni sono-
curve di genere 3; « Atti della R, Ace. delle Scienze di Torino », vol. XXV,
1890.
(%) Cfr. G. Scorza: Le superficie a curve sezioni di genere 3; « Anu, d&
Mat.», T. XVI, s. IIT, 1909 e T. XVII, s. III, 1910.
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sistema lineare, almeno oo, di linee del guarto ordine, il guale
seght su ogni seziome piana di F la serie canonica g2. La discus-
sione dei vari casi che pud presentare il nominato sistema lineare
di linee del quart’ordine, conduce a classificare le superficie a
sezioni di genere tre che lo contengono al modo seguente:

@) superficie razionale normale del sedicesimo ordine, F,
dello spazio a quattordici dimensiond, S,,, rappresentata sul piano
dal sistema lineare i tutte le quartiche, e sue proiezioni (da punti
esterni 0 no);

b) superficie normale dell’ottave ordine, F,, dello spazio a
sei dimensiont, S, rappresentabile su di un piano doppio con
quartica di dirgmazione, e sue proiezioni (da punti esterni o no).
Lo Fg é generalmente razionale e rappresentabile sul piano dal
sistema completo delle sestiche dotate di sette punti base doppi;

e) le superficie del guart’ordine rozionali, prive di linea
multipla e dotate di punto doppio (ciod la superficie con taenodo
"e le superficie F[* ed F!® di NOETHER);

d) superficte generale del quart’ordine dello spazio ordinario;

e) superficte non rigate o sezioni tiperellittiche, che (cfr.
Lib. IT, eap. VI, n. 29) sono protezioni (da punti esterni 0 no) di
una F,q, normale in 8,,, la quale pud essere di due tipi ¢ seconde
che sia rappresentata dal sistema completo delle C,(0*42) ovvero
dal sistema completo delle Cs_”(O"—I*Af...Ag_”)(p =0, 1, 2, 3) ove
i 3 — 1 punit dopptr sono prossimi ad O;

1) superficie rigate.

Dall’esame di questi tipi risulta che superficie razionali del
-quint’ordine si possono trovare solamente nelle categorie a), b), ¢).
Precisamente: tra le-superficie a) ¢ del quint’ordine quella rap-
presentata dal sistema completo delle quartiche per 11 punti base
semplici; essa ¢ la superficie del quint’ordine con cubica gobba
doppic (in particolare il monoide con tre rette doppie uscenti
da un punto). Tra le superficie D) & del quint’ ordine quella
rappresentata dal sistema completo delle sestiche con sette punti
-doppi e tre punti semplici; essa & la superficie del quint’ordine
con tre rette doppie uscenti da un punto triplo. Infine tra le
superficie del quint’ordine del tipo e) si & gid dimostrato come vi
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sia solamente la superficie con reita tripla, che & sempre rappre-
sentabile da un sistema di C,(0°47A3B B,...B ) Ritroviamo cosi
i tre tipi di superficie razionali del quint’ordine a sezioni i ge-
nere tre, cui siamo pervenuti con discussione diretta.

Né si potrebbe dubitare che altri tipi di superficie razionali
del quint’ordine a sezioni i genere tre si trovassero tra le su-
perficie che non soddisfano alla condizione restrittiva, posta dal
CasTELNUOVO, di contenere un sistema lineare almeno oo® di linee
del quart’ordine, che seghi su ogni sezione piana la serie canonica
completa. Invero, per una superficie razionale, il sistema che si
rappresenta nel sistema aggiunto del sistema rappresentativo, &
del tipo richiesto. Inoltre le sopracitate ricerche di G. Scorza, che
esauriscono la diseussione nell’ipotesi contraria a quella ammessa
dal CasTELNUOVO dimostrano che queste superficie sono tutte rife-
ribili a rigate e si presentano solamente per gli ordini n = 6, 7, &.

Ma del resto, a prescindere da ogni ipotesi, & facile dimostrare
che per una superficie del quint’ordine dello spazio ordinario a
seziont di genere tre ¢ sempre possibile costruire una rete di quu-
driche (subaggiunte) che la taglia (fuori delle linee multiple)
m una rete di linee del quart’ordine, seganti sopra ogni sezione
piana la serie canonica g*.

(10 si dimostra con un ragionamento, dovuto in una forma
molto piu generale al CASTELNUOVO (cfr. pit avanti cap. VIII,
n. .44). Sia F; la nostra superficie, s una retta generiea dello
spazio ed 4 e B due punti generiei di s. Un piano generico per s
sega la F; in una guintica di genere tre, che & normale e suila
quale Je rette del piano segano una serie g? non speciale. La no-
minata quintiea possiede tna rete di coniche aggiunte; e vi sard
quindi #ne conica aggiunta passamte per A e B. Facciamo ora
variarve il piano per s: si ottengono cosi co® coniche aggiunte
passanti tutte per 4 e B; e di esse nessuna pud spezzarsi nella
retia s ed in una retta residua, ché altrimenti sarebbe speciale
la serie segata dalle rette di un piano per s sulla curva sezione di
F, con detto piano. Leoc! coniche stanno dungue su di una guna-
driea. Ora, facendo variare sulla retta s 1 due punti 4 e B si ot-
tiene una rete di quadriche, le quali passano semplicemente per
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le linee doppie di #; (sono subaggiunte). Queste quadriche segano
la Fy, fuori delle sue linee doppie (o multiple) in linee del quart’or-
dine seganti sulle sezioni piane di F; la g2 canonica.

Le superficie del quint’ordine a sezioni di genere tre soddi-
sfano dunque tutte all’ipotest del CasSTELNUOVO,

OsSERVAZIONE. - 1 risultati ora esposti, relativi alla classifi-
cazione delle superficie a sezioni di genere tre si possono enni-
ciare al modo seguente: Per n > 4, le superficie d’ordine n a
seztons di genere 3 sono raztonali o riferibili ad wne rigata. Que-
st’ultimo enuneciato si pud accostare ad altri analoghi gia ottenuti
per le superficie a sezioni di genere 0, 1, 2 (cefr. Lib. II, capp. 11,
ITI, e per p =2, la teoria delle superficie a sezioni iperellitti-
che, svolta ai nn. 28, 29, di questo capitolo). Giova ora osservare,
sia pure a titolo di notizia, che tutti i teoremi conseguiti, in
ordine alla razionalitd o riferibilitd a rigate delle superficie a
sezioni piane dei primi generi, sono compendiati nel secuente
teorema generale di CASTELNUOVO-ENRIQUES (1):

Ogni superficie, che contenga un sistema lineare o' almeno
di genere p e di grado n > 2p — 2, & razionale ovvero ¢ riferibile -
ad una rigata irrazionale.

35. Superficie del quint’ordine a sezioni di genere guattro.

Una F; di S;, che sia a sezioni di genere quattro, pud avere
come linea doppia:

@) una conica irriducibile, che eventnalmente si pud ridurre
ad una coppia di rette incidenti, distinte od infinitamente vieine,
ovvero

b) due rette sghembe.

Nel primo easo si pud vedere che la F; non & razionale (3).
Pongasi invero che la F; sia razionale. 11 suo sistema rappresen-

() Cfr. G. CasteELNvovo ed F. ENRIQUES: Sopra alcune questioni fon-
damentali nella teoria delle superficie algebriche; « Ann. di Mat», T. VI,
s. III, 1901.

(® Cid risulta evidente nella teoria inwariantiva delle superficie. Invero
si ddmostra in tale teoria che condizione necessaria perché uma superficie sia
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, d'un certo ordine

tativo sard un sistema lineare semplice, | ',
n e di dimensione tre. Il sistema lineare oo® e d’ordine m=3n—3,
| C,.|, costituito dalla parte variabile delle jacobiane delle oo®
reti che si possono estrarre da |, |, sard rappresentativo del
sistema segato sulla I, fuori della conica doppia, dalle superficie
polari del quart’ordine. Ora si consideri il sistema lineare com-
pletv 1’ ordine m determinato da una generica curva di |C,,|
presa con le sue molteplicitd nei punti base di | C,|. In tale si-
stema eompleto & contenuta 1'immagine della curva éegata sulla
F,, fuori della conica doppia, da una qualunque superficie del
quart’ordine, passante per la conica doppia. Ma tra le nominate
F, vi sono quelle spezzate nel piano della conica doppia ed in
una generica superficie cubica. Pertanto le curve segate sulla F;
dalle superficie cubiche dello spazio sarebbero rappresentate da
curve piane d’ordine =Z 3n—3; e eid & assurdo. Non pud dun-
que esistere un sistema lineare di curve piane, rappresentativo
della nostra F,.

Esercrzio. - Si dimostri che la F; con conica doppia & proie-
zione da un sno puntoe della superficie del sesto ordine, a sezioni
canoniche di genere guattro, dello spazio a quattro dimensioni,
che si ottiene intersecando una quadrica con un’ipersuperficie

cubica.

La superficie del quint’ordine, dotata di conica doppia, pud
diventar razionale, per 1’acquisto di gualehe punto singolare. Se
invero la F; con K, doppia possiede un punto doppio (o triplo)
0, la trasformazione guadratica di prima specie, cui da luogo il
sistema omaloidico delle quadriche passanti per la K, e per O,

razionale & che il suo genere geometrico Py sig nullo: ciod, se la F possiede
solamente una linea doppia K, non devono esistere delle superficie d’ordine
#-—4 passanti semplicemente per K (superficie aggiunte).

Ma nel caso di una F, eon K, doppia, il piano della X & precisamente una
superficie aggiunta d’ordine n— 4, sicchd questa superficie risulta di genere
geometrico pg =1.

Ofr. F. ENRIQUES: Lezionti sulla teoria delle supcrficie algebriche, raceolte
da L. CaMPEDELLI, Cedam, Padova, 1932,
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trasforma la F; in una superficie del guart’ordine priva di linee
multiple (0 in una superficie cubica). Si ha cosl un mezzo per
determinare i tipi di singolaritd che rendono la F; con K, doppia
razionale. La discussione completa & contenuta in tre memorie di
D. MonteEsaNo (1), alle quali rimandiamo il lettore, che volesse
approfondire guest’argomento.

Passiamo a studiare rapidamente la superficie del quint or-
dine, dotata di due rette doppie, sghembe fra loro.

Seguendo il CrLeEBscH (2), si ottiene immediatamente la rap-
presentazione piana di questa superficie, eseguendo la proiezione
sghemba di essa, mediante le rette, che si appoggiano alle due rette
doppie @ e b. In questa rappresentazione, le immagini delle se-
zioni piane sono date da sestiche, che passano triplamente per i
due punti 4 e B, in cui le rette doppie a ¢ b di Fy segano il
piano rappresentativo, e semplicemente per 13 punti 7,, T, ...,
T.,, immagini di altrettante rette di F';, che si appoggiano alle
rette doppie @ e b. Le immagini delle rette doppie « e b sono
date " rispettivamente da una C,(43B*T.T,.T,) e da una
C,(A*B*T,T,..T,,). Con la trasformazione quadratica che ha 1}
punti fondamentali 4, B, T,, il sistema rappresentativo si pus
ridurre all’ordine minimo diventando del tipo C;(A4?B*TT,..T,.):
in questa rappresentazione le rette doppie sono date da una
C,(4*B71,T,..T,,) e da una C,(4AB*T,T,..T,,). ‘

11 sistema rappresentativo della Fy con due rette sghembe &
sovrabbondante, giacché la sua serie caratteristica & speciale, es-
sendo una g? sopra un ente di genert quattro. Ne consegue che 1
punti base del sistema delle C,;(4*B*T,T,...T,,) non possono venir
dati tutti ad arbitrio: se, del resto, i punti 4, B, T, T.. .., T,

(* Cfr. D, MonTESANO: Su alcune superficie omaloidiche di 4° ¢ & ordine
prive di linee multiple (Rend. della R. Ace. di Napoli, 1900); Le superficie
omaloidiche di 5° ordine (Ivi, 1901); Su nuovi tipi di superficie razionali di.
3° ordine (Ivi, 1907).

(*) Ofr. A. CLEBSCH: Uver die Abbildung algebraischer Flichen, insbe-
sondere der vierten und finften Ordnung, « Math. Ann.», Bd. I, 1369.
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fossero dati ad arbitrio, esisterebbero solamente oo® Cy(4*B2T,T..
.T15), e non oo® come & necessario.

Ma ¢é facile vedere come debbano essere scelti i punti base
4, B, T,, T,, ..., T,,, perché esista il sistema lineare oco? delle
O, (4*B*T . T,..T,,). Infatti abbiamo gia detto che le due rette
doppie della superficie sono rappresentate da una C,(4*BT T,..T,,)
e da una C,(ABT.T,..T,,). Prese dunque ad arbitrio uua
C,(A4%B) ed una C,(AB?), si indiechino con Ty, T,, ..., T,, gli ulte-
riori 12 punti d’intersezione di queste.due quartiche. B facile ve-
dere che, scelti a questo modo i punti 4, B, 7,, T.,, ..., T,,, esiste:
un sistema lineare oo® di C,(A*B*T,T,..T,,): per eostruirlo basta
combinare linearmente il fascio delle C,(4?B*T.T,..T,,) spezzate
nella C,(A*BT.T,..T,,) ed in una retta per B, con il fascio delle
C,(4°B*T.T,...T,,) spezzate nella C,(AB*T T,..T,,) ed in una retta
per 4.

EsERCIZIO. - Si provi — con L. CrEMoONA (') — che la F; con
due rette doppie sghembe ¢ trasformabile birazionalmente in una
superficie cubica, mediante una trasformazione birazionale dello
spazio.

All'wopo si trasformi una superficie cubica generica F, me-
diante il sistema omaloidico delle superficie cubiche, che passano
per una quartica gobba di prima specie K, e per due vette della
F,, che sono corde della A,. Si otterrda una F, con due rette
doppie sghembe. Inversamente, come si pud passare da una F,,
con due rette doppie sghembe, ad una superficie cubica?

36. Superficie del quint’ordine
a sezioni di genere cinque e sei.

Le superficie del quint’ordine a sezioni di genere eingue pos-
siedono una retta doppia e, come giad le F, con conica doppia,
non sono in generale razionali; altrettanto dicasi delle F, a se-
zioni di genere sei, che sono prive di linea multipla.

(® Cfr, L. CREMONA: Uber dic Abbildung algebraischer Flichen, « Math-
Ann.», Bd, IV, 1871,
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Relativamente alle superficie del quint’ordine dotate di conica
«doppia o di retta doppia, ovvero prive affatto di linea doppia, si
pud porre il problema di determinare le singolaritd puntuali, che
le rendono razionali. Questo problema & stato affrontato per due
vie diverse, che si completano e controllano a viecenda, da D. Mox-
TESANO (') e da A. PEnsa (3):

a) D. MoNTESANO cerca di ottenere delle superficie razionali
«del quint’ordine a sezioni di genere 4, 5 o 6, trasformando ecre-
monianamente delle superficie di gid riconosciuta razionalita :

b) A. Pensa cerca di determinare a priori 1 tipi di singo-
laritd che rendono una F, razionale. I1 punto di partenza & of-
ferto da un teorema di G. CasSTELNUOVO, il quale, nell’annullarsi
i due caratteri invarianti della superfieie (il genere numerico
d il bigenere), di le condizioni necessarie e sufficienti per la
razionalitd della superficie. Si tratta dunque di valutare ’'influenza
dei vari tipi possibili di singolaritd sul genere numerico e sul
bigenere e di esigere poi che la Fj abbia tali singolaritd da ren-
dere nulli questi due caratteri.

Come risultato di queste ricerche si possiede oggidi eirca una
trentina di tipi di superficie del quint’ordine, che sono razionali
in virtu di singolaritd puntuali, aggiunte alla linea doppia; e
probabilmente non ve ne sono altri. Per la descrizione dei tipi
conosciuti, rimandiamo il lettore alle memorie citate.

37. Le superficie con infinite trasformazioni proiettive in sé.

Una classe notevole di superficie algebriche generalmente ra-
‘zionali & costituita dalle superficie algebriche con infinite tra-
sformazioni proiettive in sé. Si ha invero il seguente

Teorema di ENrIQUES-FaNo: Le superficie algebriche di uno

(*) Cfr. le tre memorie citate a pag. 494.

(® Cfr. A. PENSA: Sullinfluensa di alcune singolaritd di superficie sul
_genere numerico e sul bigencre P, con applicazione alla determinazione di
F_ razionali. Mondovi. 1900 e Sulle superficie razionali del 5° ordine. « Ann,
i Mat. », Serie III, T, VI, 1901.

a
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spazio ad un numero qualunque di dimensioni, che anunettono
mfinite trasformazioni proiettive in sé, sono razionali o riferibili
@ rigate.

Incomineiamo ad osservare — con E. Picarp — che le tra-
sformazioni proiettive di una superficie algebrica in se stessa
formano un gruppo algebrico (ciod le operazioni del gruppo, pen-
sate astrattamente come punti, costituiscono una varietd algebrica,
irriducibile o riducibile): invero, per una omografia, le condi-
zioni di lasciare invariata una superficie algebrica, sono al-
gebriche.

Cid posto, se esistono infinite trasformazioni proiettive che.
mutano in s& una superficie algebrica, esse costitniranno un
gruppo algebrico e quindi una o pill infinitd continue. In altre
parole il gruppo piu ampio di omografie, che lascia invariata una
superficie algebrica, & certamente un gruppoe continuo o un
gruppo misto. Ma in quest’ultimo caso esso contiene sempre un
gruppo continuo. Riassumendo possiamo quindi dire: se wna
superficie algebricq F & mutata in s¢ da infinite omografie, vi &
certamente un gruppo continuo algebrico, che lascig invariata
la F. '

Cid premesso, per arrivare alla dimostrazione del teorema che
abbiamo in vista, stabiliamo successivamente le seguenti propo-
sizioni :

1) Le superficie algebriche con un gruppoe continuo al-
gebrico co' di trasformazioni proiettive sono razionali o riferi-
bili a rigate. '

2) Se una superficie algebrica F possiede un gruppo con-
tinno algebrico co? di trasformazioni proiettive, I', essa ammette
altresi un sottogruppo continuo algebrico oot di I

%) Se una superficie algebrica F ammette un gruppo conti-
nuo algebrico I' di trasformazioni proiettive, di dimensione » > 2,

~ . i 1
essa ammette altresi un sottogruppo algebrico continuo oo™ 0

oc? di T.
Tia proposizione 1) resta dimostrata dall’osservare che le traiet-
torie di un gruppo continuo algebrico oco® (i omografie costitui-

secono un faseio di curve di Kurix e LiE, algebriche e percid ra-
32
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zionali (?). Infatti la superficie #, possedendo un fascio (razio-
nale o irrazionale) i curve razionali & razionale o riferibile a
rigata (efr. Lib. 11, cap. I).

Come corollario si deduce: se una superficie algebrica ¥ am-
mette un gruppo continuo algebrico ocof (s =1) di trasformazioni
proiettive in s&, dotate di un punto unito O sopra F, la F' stessa
¢ certo razionale o riferibile a rigata. Infatti, se la proposizione
vale per un certo valore di s, vale anche per s-+ 1: giacché le
trasformazioni del gruppo oo®**, che lasciano fermo un punto 0°
di F, infinitamente vicino ad O, formano un gruppo continuo al-
oebrico oo’ ; in generale basterd prendere O° nell’intorno del pri-
mo ordine di O, ma se tutti i punti dell’intorno del primo ordine
fossero gid uniti, si dovrebbe prendere un punto dell’intorno del
secondo ordine, ece .

Passiamo a dimostrare la proposizione 2). Allwopo osserviamo
che una generica omografia v del gruppo I', costituito dalle oo?
trasformazioni proiettive di F, avrd un iperpiano unito «, che
resterd unito per le co! omografie formanti il gruppo delle po-
tenze di v. Ora, se le omografie che lasciano fermo I’iperpiano «
non sono tutte le omografie di I', ma soltanto oot, la superficie F
risulta razionale o riferibile a rigata per la proposizione 1). Pon-
gasi invece che z resti fermo per tutte le co? omografie di I';
allora resta mutata in s& da queste anche la curva C, sezione di
« con F, e possono darsi due casi:

a) la C & costitnita da punti uniti e si ricade guindi nelle
condizioni del corollario precedente, ovvero

) la C non & costitnita da punti uniti, e quindi le trasfor-
mazioni di I', che laseiano fermo un punto di C, formano un
sottogruppo algebrico oo,

In ogni caso si conclude che la superficie F & mutata in sé
da un gruppo continuo algebrico co? di omografie ed & guindi
razionale o riferibile a rigata.

Finalmente la proposizione 3) si dimostra come segue. Se la

() Cfr. F. ExriQuEs ed Q. Cmisini: Teoria..., Vol, TIT, Libh, V, Cap. 111,
pag. 239.
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F possiede un gruppo continuo algehrico oo di trasformazioni
proiettive, di dimensione » > 2, fissando un punto di F, e poi
— eventualmente — nna tangente od anche una curva osculatrice
ece. per esso, si otterrd sempre un sottograuppo continuo algebrieo
di dimensione 1 o 2.

Rimane ecosi dimostrato il teorema di ENRIQUES-Faxo.

Norizia sTorica. - Lo studio delle superficie con infinite tra-
sformazioni proiettive in s& s’inizia con una memoria di F. Ex-
RIQUES del 1893 (). 11 teorema concernente la razionaliti e la
riferibilitd a rigata delle nostre superficie viene ivi stabilito nel-
I'ipotesi che le superficie siano immerse nello spazio ordinario e
che ’omografia generica del gruppo continuo trasformante in sé
la superficie sia generale. Nel 1895 il teorema fu esteso da G. Fa-
No (%) al caso di superficie immerse in nno spazio ad un numero
qualunque di dimensioni e senza escludere 1’ipotesi di gruppi
costituiti da omografie con punti multipli.

Fra i risultati dell’analisi di (. Faxo giova osservare il se-
guente: se una superficie algebrica appartenente ad uno spazio
qualsiasi ammette un gruppo co* (e non piu) di trasformazioni
proiettive a punti uniti variabili, un’omografia genersle di questo
gruppo dovrd sempre avere i punti doppi tutti distinti (o, pit
generalmente, il gruppo costituito da questi punti doppi, in nu-
mero finito o infinito, dovrd sempre appartenere allo spazio della

() Cfr. F. ENrRIQUEs: Le superficie con infinite trasformazioni proiet-
tive in sé stesse; Atti del R. Istituto Vemeto, T. IV, s. VII, 1892-93; vedi
anche Vaggiunta contenuta nella nota: Inforno alla memoria « Le superficie
con infinite trasformazioni proiettive in s& stesse», ivi, 1893-94.

(*) Cfr. G. Favo: Sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni
projettive in se stesse; « Rend. Ace, Linceis, s. 5%, vol. IV, 1895; da consul-
tare anche le memorie seguenti: Sulle superficie algebriche con un gruppo
continuo lransitive di trasformazioni projettive in sé; « Rend. Cire. Mat., di
Palermo», T. X, 1898; Sui gruppi continui di trasformazioni cremoniane del
piano e sopra certi gruppi di trasformagioni projettive; ivi; Un teorema
sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni projettive in sé; ivi,

T. XI, 1897.
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superficie proposta). Questo teorema permetterebbe di trovare fa-
cilmente i tipi distinti di gruppi proiettivi oo?, la cui omografia
generica sia un’omografia’ generale, di nn 8,. qualsiasi; e¢ quindi
le superficie algebriche mutate in sé& dai tipi nominati. B precisa-
mente ¢id che ha fatto I’ENRIQUES nella memoria citata, per il
caso dello spazio ordinario. [u base al teorema di FaNo ora enun-
ciato la discussione dell’ENRIQUES € sostanzialmente esauriente,
nonostante si limiti ai gruppi la eui omografia generica sia gene-
rale. Si trova cosi che le superficie dello spazio ordinario con oo®
(e mon pia) trasformazioni proiettive in sé somo razionali ed ap-
partengono ad uno dei segienti tipi:

a) Le superficte algebriche di KLEIN-LIE, ciod le superficie
d’equazione gZglizZsg? =1 dove @, o, oy, @, sSono quattro in-
teri legati dalla relazione «, + a, + a3 + a, = 0;

b) Rigate (di ordine = 4) con due direttrici reftidinee infi-
nitamente vicine;

¢) Superficie contenenti un fascio di coniche, segate dai pia-
ni per una retta; ‘

d) Superficie di sest’ordine « sezions ellittiche (1).

Per quanto riguarda le superficie con un gruppo piu che oc?
di trasformazioni proiettive in sé si hanno soltanto i se-
guenti tipi:

a) le sviluppadile del quart’ ordine circoscritte ad wna cu-
bica gobba; '

b) la rigata cubica di CAYLEY;
entrambe con oco? trasformazioni proiettive in sé,

¢) 1 coni (che ammettono tutti almeno co* trasformazioni
proiettive in sé);

(*) 11 sistema rappresentativo della superficic di questo tipo & dato da
m sistema lineare oo® (i cubiche per tre punti base 4, B, C in linea retta.
Le singolarity della superficie sono state studiate, in relaziome al sistema
rappresentativo. da E. CASTELNUovo (efr.: Di une classe di superficie razio-
nali che ammettano =2 trasformazioni proiettive in sé; « Rend. Ace, Lincei»,
vol. XXIX, s. 6°, 1936): esse consistono in una cubica gobba cuspidale sulla
quale giace an punto quadruplo uniplanare O; la tangente alla cubica cuspi-
dale in O e la tangente suecgssiva sono triple.
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d) le quadriche con oo trasformazioni proiettive in sé;
e) t plani con oo'? trasformazoni proiettive in sé,
Questi ultimi risultati concordano com quelli trovati, indipen-
dentemente dall’ExriQques, da 8. Li (1).

38. Snlle irrazionalith numeriche, che intervengono nella rap-
presentazione di una superficie razionale su di un piano.

Se si ripensa agli esempi di superficie razionali da noi incon-
trati si vede che per alcuni tipi di queste superficie la rappresen-
tazione piana si ottiene in un modo solo, cioé riesce univocamente
determinata dalla superficie stessa.

Cio succede ad esempio pei monoidi d’ordine n = 3, per i quali
basta proiettare la superficie dal suo punto (n — 1)-plo, ovvero
per le superficie del quint’ordine dotate i cubica gobba doppia o
di due rette doppie sghembe tra loro che si rappresentano me-
diante la congruenza delle rette che sono corde della cubica
eobba doppia ovvero si appoggiano alle due rette doppie. In questi
casi la rappresentazone piana della superficie si puo dare razio-
nalmente rispetto ad essa, cioéd mediante funzioni razionali di
dhue parametri che dipendono razionalmente dai coefficienti della
s1a, equazione. '

Ma in generale la rappresentazione piana di una superficie
razionale F(z, y, 2) =0, cioé la risoluzione dell’equazione con
x, Yy, 2 funzioni razionali invertibili di due parametri n e v,
supposta possibile, esigerd 1’ introduzione di irrezionalita nume-
riche relative al corpo definito dai coefficienti di F: ciod le dette
funzioni x(u, v), y{u, ), 2(#%, v) dipenderanno dai coefficienti di
7 (che si suppongono numericamente dati) non gid razionalmen-
te. bensi in forza di equazioni che definiscono appunto le irrazio-
nalitd sopra nominate. Cosi ad esempio per rappresentare su di
nn piano una quadrica per proiezione da un suo punto O, occorre
conoscere le coordinate (i 0, le quali non si costruiscono in gene-

(*) COfr. S. Lie: Theorie der Transformationsgruppen, vol, TIT, pagg. 190-8,
Leipzig, Teubner, 1896.
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rale razionalmente a partire dalla quadrica, ma esigono la risolu-
zione di un’equazione di secondo grado (intersezione della gua-
drica con una retta), di cul una delle radiei fornird una coor-
dinata di O. La rappresentazione piana della gquadrica esige dun-
que Dintroduzione di un radicale quadratico (efr. 1’esercizio II
a pag. 16). Analogamente, per rappresentare su di un piano una
superficie cubica generale, mediante la proiezione sghemba (efr.
Lib. I, cap. II, n. 13), & necessario individuare sulla superficie
una coppia di rette sghembe, il che importa la conoscenza di due
soluzioni di un’equazione di 27° grado, ecc. Queste osservazioni
suggerisecono la seguente questione:

Da quali irrazionalita numeriche (da aggiungersi al campo
di razionalitd dei coefficienti) si puc far dipendere la risoluzione

Lo

di un’equazione Fle, y, 2)=0 |
con funzioni inwvertibili di due parametri (supposte possibile);
ovvero da gquali wrrazionalita numeriche dipende la rappresenta-
zione piana di wna superficie razionale F d’equazione

F(z, y, 2) =019

Per il caso delle curve la questione analoga & stata posta e
risoluta da M. Noeraer (efr. Lib. I1, cap. I, n. 2). Abbiamo veduto
che: Le curve razionali si possono dividere in due classi che si
possano trasformare senza l’aggiunta di irrazionalitd.:

@) in una conica, ovVvero
b) in una cubica eon punto doppio.

E si trova quindi: le curve della classe a) si rappresentano
su di nuna retta aggiungendo al campo di razionalita dei coefficienti
un radicale quadratico; quelle della classe b) senza l'aggiunta di
alcuna irrazionalita.

La ricerca delle irrazionalitd numeriche che intervengono
nella rappresentazione su di un piano delle superficie razionali,
& stata compiuta da F. Exriques (1). Egli ha stabilito che:

() Cfr. F. EwriquEks: Sulle irrezionalitd du oui pud farsi dipendere la
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Le superficie razionali si possono dividere in quattro famag
a seconda che si possono trasformare con trasformazioni bi
zionalt a coefficienti razionali (ciod senza 1’aggiunta ’irrazion
1itd numeriche):

1) in wna superficie ¢ seztoni razionali, ovvero

2) in una superficie a sezions ellitéiche, (d’ordine n =2 (*
uvVero ‘

3) in una superficte a sezoni iperellittiche, ovvero inf

4) in un cono quadrico doppio con sestica di diramazion

La ricerca delle irrazionalitd da aggiungersi per ottene
la rappresentazione piana si pud dunque limitare ai quattro ti
sopranominati. Si perviene cosi a riconoscere che la rapprese
tazione su di un piano di una superficie razionale richiede,
seconda delle famiglia cui essa appartiene:

a) operazioni razionali ed estrazioni di radicali quadratic
cubiei,

b) risoluzione delle equaziont per la bisezione degli argoner
delle funzioni abeliane di genere 3 o 4 ovvero delle funzioni ipe
ellittiche di genere p(p =1, 2, ...): queste ultime equazioni ¢o
dlucono a irrazionalitd generali del grado p. ‘

In quanto segue miriamo a far ecomprendere il procediment
col quale si perviene ai risultati enunciati, pur senza entrare
minuti particolari.

Sia F' una superficie razionale, d’un certo ordine n, in 8, o
uno spazio elevato 8, (r==3). Anzitutto si pud trasformare
F in un’altra superficie che sia priva di punti multipli prog
o isolati (cloé abbassanti il genere delle sezioni piane o ipérpia:
passanti per essi); e questa trasformazione si effettua senza a
giunta d’irrazionalitd numeriche (%). '

(*) Per n =2, la superficie a sezioni ellittiche & il piano doppio con qua
tiea di diramazione,
(® 11 procedimento della trasformazione viene deseritto nelle prime p

- - - PR T L R
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Ora, in una rappresentazione piana della ¥, un punto mul-
tiplo proprio & rappresentato da una curva (*) fondamentale pro-
pria, cioé da una curva che offre una sola condizione alle imma-
gini delle sezioni piane di F e che, staceata, da Inogo ad un sistema
residuo di genere inferiore al genere del sistema rappresentativo
di F. Per quanto precede possiamo guindi concludere: ogni su-
perficie razionale F' pud essere trasformata birazionalmente senza®
aggiunta di irrazionalitd numeriche, in una superficie razionale
F’, il eui sistema rappresentativo, | C'|, sia privo di curve fon-
damentali proprie.

('i6 premesso, sia F una superficie razionale, priva di punti
multipli propri, a sezioni piane di genere maggiore di uno; é
I'C'| il suo sistema rappresentativo, che supponiamo d’ordine i,
e che risultera privo di curve fondamentali proprie. Consideriamo
il sistema lineare, | C’ |, aggiunto puro di | C |, costituito cioé dalla
parte variabile delle curve d’ordine m -—3, aggiunte alle curve
di | € |. 11 sistema lineare | (" | & unico e quindi rezionalmente de-
terminato, data la superficie F.

A priori operazione razionale, che fa passare dal sistema li-

nare suceessivamente i punti multipli propri (senza crearme altri), trasfor-
mando la F mediante il sistema lineare delle superficie (e ipersuperficie) d’un
ordine abbastanza alto, passanti per une o piti punti multipli propri, in modo
da sciogliere gli intorni dei punti nominati. Occorre soltanto osservare che
se si vuole che in una simile trasformazione non si introducano delle irrazio-
nalitdh numeriche occorre che le superficie trasformanti passine per tutti i
punti multipli propri che hanno la stessa molteplicitd. Dopo ¢id il punto pilt
delicato comsiste nel giustificare che #l proeedimento ha termiuve dopo un
numero finito {di volte. Nell’ultima memoria citata, F. ENriQUEs, facenlo
intervenire 1’ipotesi della razionalitd di F, d& una semplice dimostrazione di
questo fatto. Ma ricerche posteriori, collegantisi al problema i trasformare
birazionalmente una superficie in una affatto priva di singolaritid, hamno
messo fuori di dubbio il fatto per ogni superficic algebriea. Cfr. F. Exri-
QuEs ed O. CHISINT: T'cori¢..., Vol. II, Lib. IV, Cap. IV.

() Si pud supporre che un punto' multiple proprie non sia rappresentato
dall’intorno di un punto. Invero per un noto teorema di M, NorTHER il
sistema rappresentativo di F si pud trasformare in un sistema, per il quale
i punti hase siano tutti distinti.
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neare | C | a | C’| riesce definita sopra una qualunque superficie
trasformata del piano e quindi sulla data F (d’ordine u). Nella
teoria generale delle superficie si apprende ad effettuare tale ope-
razione, sia nel supposto che le sezioni piane di F appartengano a
i C| (nel qual caso le (" sono segate da superficie aggiunte d’or-
dine n — 3, passanti ¢ — 1 volte per le curve i-ple di F), sia in
senso invariantivo: il sistema | ¢”! si lascia definire costruendn
le curve jacobiane delle reti contenute in € (lnogo dei punti doppi
delle curve di tali reti) e staceando 2 curve (' dal sistema jaco-
hiano determinato in tal guisa (*).

Comunque sia, a partire da un sistema lineare | C'| prive di
eurve fondamentali proprie, che sia di un certo genere p, si co-
struird (razionalmente) sopra F il sistema lineare aggiunto | € 1.
che sard coP—2; e questo sard in generale, come | C|, privo i
curve fondamentali proprie. e rappresentativo (i una superficie
F (priva di punti multipli propri) birazionalmente equivalente
ad F, dello spazio a p — 1 dimeusioni: per costruire la F’ basta
porre una proiettivitd tra il sistema degli iperpiani di Sy, ed
il sistema delle curve che, su F, corrispondono alle curve di | €7 1.
Passando ora da | ("! al secondo aggiunto puro | C” |, si passerd

analogamente dalla superficie F” ad una nuova superficie F”,
razionale e rappresentata sul piano del sistema delle curve i
| €7 . Le superficie della serie F, F’, F”, ... sono tutte trasformate
birazionali della F, prive di punti multipli propri e si costrni-
seono 'una dall’altra, senza 1'aggiunta di aleuna irrazionalitd
numerica. D’altronde la serie si arresta certamente, perchd gli
ordini dei sistemi rappresentativi | C [, | " |, | €”], ... calano di
almeno tre unitd per volta; e la superficie con la quale termina
la serie risponde all’ultimo aggiunto del sistema di partenza
| ¢ \, il quale rappresenta effettivamente una superficie priva di
punti multipli propri. Si vede in sostanza, che la determinazione
dei tipi di superficie razionali, enl si perviene alla fine del proce-
dimento descritto, dipende dalla determinazione dei tipi di si-

(*) Cfr. le Lezioni sulla teoria delle superficie ulgebriche di F. ENriQues.
raceolte da L. CAMPEDELLI (Cedam, Padova, 1932),
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stemi lineari rappresentativi di superficie) che si ottengono come
ultimi aggiunti (puri) a partire da un sistema | C'| dato; e questo
problema, in forma leggermente diversa, & stato da noi gia trat-
tato al n. 18 del cap. IV del Lib. IT.

Per quanto riguarda il problema presente, occorre indagare
quando, procedendo per successive aggiunzioni a partire da un
sistema lineare irriducibile, semplice e privo di curve fondamen-
tali proprie, si presenti per la prima volta un aggiunto che non
goda di tutte le anzidette proprietd. Invero il procedimento de-
seritto si puo arrestare o perché non esiste piti un sistema aggiunto
oo almeno, ovvero perché il prossimo aggiunto non & rappresen-
tativo di una superficie priva di punti multipli propri. Nella
prima ipotesi, tenuto conto dei risultati del n. 17 del Lib. II,
cap. IV, si puod pervenire solamente ad un sistema oco* almeno di
eurve razionali o oo® almeno di eurve ellittiche ; invero una rete di
curve ellittiche ed il sistema oo? delle sestiche per otto punti base
doppi non sono sistemi semplici. Per discutere la seconda ipotesi
oceorre anzitutto stabilire quando 1’aggiunto puro di nn sistema
lineare possa essere riducibile ovvero non semplice. Se 1'aggiunto
di un sistema lineare | C | & riducibile, il sistema | C'| & necessa-
riamente costituito da curve iperellittiche ed anzi se | C | & sem-
plice, 1’aggiunto & necessariamente composto con le curve razio-
nali di un fascio (*). Se invece l’aggiunto di un sistema | C' | non
sia semplice, seguendo il CasTELNUOVO (%), si pud dimostrare
ehe | C |, supposto co”, contiene nn sistema oo™ di eurve iperel-
littiche : se inoltre p indica il genere di | C |, il sistema | " | con-
sta di ooP~1 curve ipereilittiche di genere p — 2 secantisi a due a
due in p—2 coppie della g2 che ciascuna | €| contiene. Infine
se | C'| & irriducibile, semplice e privo di curve fondamentali, il
sistema | (7| pud essere non semplice solamente quando esso sia
riducibile ad una rete di cubiche per sette punti base ovvero al
sistema oo® (elle sestiche per otto punti base doppi.

(*) Cfr. il n. 29 di questo capitolo,
() Cfr. G. CasrEINUOVO: Sulle superficie di genere zero; Memorie delln
Societd Italiana delle Scienze, detta dei XL, s. ITIL, t, X, 1894-6.
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In conseguenza si pud dire che:

L’operazione di aggiunzione successivemente applicata mnel
plano a partire da un sistema lineare irriducibile semplice e privo
di curve fondamentali, porta sempre a sistemi dello stesso tipo e
termana con un sistema lineare

1) oo? almeno di curve razionali, ovvero

2) oo® alimeno di curve ellittiche, ovvero

3) di curve iperellittiche, ovvero

4) con un sistema che ha come aggiunto una rete di cubiche
per T punti base o un sistema lineare oo® di sestiche per 8 punti
base dopps.

Ma il sistema delle cubiche per 7 punti base ed il sistema delle -

sestiche per 8 punti base doppi, benché non semplici, si possono
aneora ritenere come rappresentativi (i una superficie razionale:
ciod rispettivamente del piano doppio ceon quartica di dirama-
zione e del couno yuadrico doppio con sestica di diramazione di
genere 4. Teniamo inoltre conto del fatto che il piano doppio con
quartica di diramazione si pud considerare come una superficie
a sezioni ellittiche d’ordine due.

Per quanto precede perveniamo cosi all’enunciato:

Ogni superficie razioncle pud essere trasformata birazional-
mente, con wuna trasformazione a coefficientt razionali, in una
superficie :

@) a sezioni razioneli, ovvero

b) a sezions ellittiche d’ordine n =2, ovvero

¢) a seziomi iperellittiche, ovvero

d) in un cono quadrico doppio con sestica di diramazione.

Per esaurire la ricerea, che ¢i siamo proposti, rimangono ora
da classificare le irrazionalitd che si richiedono per rappresentave
sopra un piano le superficie dei tipi a), b), ¢), d).

Incominciamo dalle superficie della prima famiglia, ossia dalle
superficie a sezioni razionali. Dai risultati del cap. IT del Lib. IT
sappiamo che le nominate superficie sono rigate o. proiezioni della
superficie di VErONESE. Proiettando nello spazio ordinario abbia-
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mo dunque i piano, lu quadrica, le rigate rezioneli di grado mag-
giore di due e la superficie di STEINER. .

La quadriea si rappresenta sul piano per proiezione da un
suo punto; e la determinazione di tale punto esige 1’estrazione di
un radicale quadratico.

Una rigata razionale i grado maggiore di due si pud rap-
presentare sul piano, riferendo proiettivamente il sistema co* delle
sue generatrici al sistema delle rette d’un fascio nel piano, e
proiettando da un asse qualsiasi ciascuna generatrice sulla retia
corrispondente del detto piano. La seconda operazione si effettua
in modo razionale. La prima esige in sostanza la rappresentazione
punto per punto d nna sezione piana della rigata sopra una retta,
ossia la rappresentazione su (i una retta d’una curva razionale;
essa si effettua razionalmente se il grado della rigata & dispari o
estraendo al pitt un radicale guadratico se il grado & pari (efr.
Lib. TI, cap. I, n. 2).

Infine la superficie di STEINER si rappresenta senza alcuna
irrazionalitd per proiezione dal suo punto triplo.

In conclusione:

Le syperficie razionali della classe «) si possono rappresentare
sul piano estraendo (al pin) un radicale quadratico.

La famiglia D) & costituita dalle superficie a sezioni ellittiche,
ossia dalle superficie normali d’ordine n di §,, e dalle loro proie-
zioni. Il valore di » & comparso tra 2 e 9. Le superficie si rap-
presentano con le oo™ cubiche per 9 — n punti base e per n = §
anche con le co® uartiche per due punti doppi (efr. Lib. IT,
eap. 1L, n. 12),

Analizziamo i vari casi:

1) Per n==2 si ha la superficie rappresentata dalle oo
cubiche per 7 punti base, ossia il piano doppio con quartica di
diramazione (i genere 3. La sua 1"ap'p1'eseutazione sul piano
semplice esige la risoluziene di un problema Qi bisezione degli
argomenti delle funzioni abeliane relative alla quartica di dira-
mazione: invero (efr. Lib. TI. cap. V, n. 26). nota una bitangente
alla quartica. si pud costruire razionalmente una superficie cubica

2
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I, che per proiezione da nn punto si rappresenta sul nominato
piano doppio; e la rappresentazione piana della F, esige la co-
noscenza di due rette non incidenti, cioé di altre dune bitangenti
alla guartica di diramazione.

2) Per n = 3 si ha la superficie cubica di S,, che si rappre-
senta sul piano mediante la proiezione sghemba da due delle sue
rette, non incidenti. Le irrazionalitdh numeriche che gui interven-
gono sono definite dall‘equazione delle 27 vette, che rientra —-
come & noto — nell’equazione per la bisezione degli argomenti
delle funzioni abeliane i genere 3, cioé nell’equazione delle 28
bitangenti ad una quartica. Con Ja proiezione della superficie da
un suo punto (irrazionalitd guadratiche e cubiche) si ha invero
un piano doppio eon quartica di diramazione, di eui vien data
una bitangente.

3) Per n = 4 si ha la superficie di SEGRE, intersezione di due
quadriche di S,, la quale si rappresenta sul piano per proiezione
da una delle 16 rette. Anche qui si ha da fare con un caso parti-
colare della stessa equazione che si & incontrata nel] caso n — 2.
Del resto la superficie proiezione della data in S, possiede una
conica doppia; e da un punto di questa (irrazionalitd quadra-
tica) viene proiettata su di un piano doppio con quartica di di-
ramazione, di cui 16 bitangenti ei danno le rette della superficie.

4) Per n = 5 troviamo nna @, normale in S,. Essa si pud
rappresentare sul piano senza introdurre irrazionalitd. Invero
proiettando la @, da punti generiei di S8, in §,, si ottiene una
superficie del quint’ordine in §,, dotata i una quintica doppia
eon punto triplo, al guale. risponde sulla @, una terna di punti,
che & cosi determinata razionalmente. Si seghi ora la @, con un
8, generico passante per la terna nominata. L'ulteriore interse-
zione & costituita da una coppia di punti P, e P,, razionalmente
determinata. Proiettando la @, dalla vetta P,P,, si ottiene in S
una superficie cubica, sulla quale vi & una coppia di rette sghembe
razionalmente individuata (ogni retta essendo 1 hmmagine del-
l’intorno di uno dei punti P, o P.); sicché si & condotti a rap-
presentare la superficie eubiea sul piano con la consueta proie-

zione sghemba.
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5) Per n =6 si ha una d,; normale in S,, la quale viene
proiettata in una rigata cubica normale di S, da una sua retta.
Siccome uesta si rappresenta sul piano senza infrodurre irrazio-
nalita numeriche, cosi le irrazionalitd da cui dipende la rappre-
sentazione della @, saranno definite dall’equazione che vale a
separare le sue 6 rette. Invero risulta subito dalla rappresenta-
zione piana della @, mediante le cof cubiche per tre punti base
non allineati, che la @, possiede sei rette, le quali si distribuiscono
in due terne: uelle di una terna sono a due a due sghembe tra
loro; (una terna & rappresentata dagli intorni dei tre punti base,
¢ Laltra dalle tre rette, che congiungono i tre punti base a due a
due in tutti i modi possibili). Pereid 1’equazione di sesto grado da
cui dipende la separazione delle sei rette si spezza in due equazioni
di terzo grado separabili con l'estraziome di un radicale quadra-
tico. Per determinare una retta basta risolvere un’equazione di
terzo grado. In definitiva la rappresentazione della @, sul piano
esige solamente 1’introduzione di radicali quadratici e cubiei.

6) Per n = 7 si trova una @, normale in §,, rappresentata
sul piano da cubiche per due punti. L.a @, contiene tre rette:
due sghembe tra loro e 1’altra incidente ad esse. Da quest’ultima
retta, che & razionalmente determinata, la @; viene proiettata
in una superficle di VERONESE, che a sua volta si rappresenta
sul piano senzm irrazionalitd. Cosl la @, si rappresenta sul
piano razionalmente.

7) Per n =8 si hanno due tipi di @&, normali in S,: il
primo tipo rappresentato da cubiche per un punto ed il se-
condo da quartiche per due punti doppi 4 e B.

La @, del primo tipo si rappresenta razionalmente sul piano.
Invero essa possiede una retta e proiettando da questa si ottiene
una rigata del quint’ordine che (cfr. precedentemente) si rappre-
senta razionalmente.

- Per il secondo tipo (*) la rappresentazione piana si pud far

() Per le irrazionalitd, che intervengono nella rappresentazione piana di
questa superficie ¢fr, la nota di F. ENRIQUES: Sulle irrazionalitd aritmetiche
che occorrono per ly rappresentazione piana della superficie razionale a se-
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dipendere da tre radicali quadratici. Invero la @, possiede due
fasei di coniche (rappresentati dai fasci delle rette per 4 e B);
le coniche di essi staino in piani formanti due serie razionali
« e B, che generano due varietd a tre dimensioni secanti uno &,
secondo due eurve razionali (', e Cg. Mediante un radicale qua-
dratico (risoluzione di un’equazione di secondo grado) si possenn
separare le due curve (', e Cg; e (al pi) I'introduzione di altri
due radicali quadratici serve a determinare due punti di esse, uno
sopra ciascuna delle dne curve. Dopo ¢ido sono determinati due
piani, che segano la @, secondo dune coniche (una di ciascun fa-
scio) e quindi anche il punto comune alle due coniche. Proiettando
la @, dal piano tangente a questv punto si cade nella superficie
di VERONESE, che si rappresenta senza ulteriori irrazionalita.

§) Finalmeute per n = 9 s ha una @, di §,, rappresentatu
sul piano dal sistema lineare di tntte le cubiche.

Si pué determinare razionalmente un punto della @, risol-
vendo una equazione di quarto ed una di terzo grado. Invero, la
relazione tra una cubica e la sua hessiana nel piano rappresen-
tativo di @,, si rispecchia in una relazione per la quale ad ogni se-
zione iperpiana di @, corrisponde un’altra sezione iperpiana, ra-
zionalmente determinata, che si pud chiamare hessiana della prima.

Ora fra le sezioni iperpiane di ®,. che sono curve ellittiche,
si distinguono quelle equianarmoniche: la sezione hessiana corri-
spondente ad una sezione equianarmonica di P, si spezza in tre
cubiche secantisi a due a due in w» punto. In un fascio di se-
zioni iperpiane di @, ve ne sono quattro eguianarmoniche: se
ne pud determinare una risolvendo un’equazione del quarto gra-
do; dopo ¢id si potranno separare i tre punti doppi della sua hes-
siana su ®, (spezzata In tre cubiche) risolvendo un’equazione di
terzo grado. In definitiva, introducendo solo radicali quadratici
e cubici si pud determinare un punto di @,. Projettando da
questo punto si ottiene una ®, di 8., che si rappresenta senza
nlteriori irrazionalita.

zioni ellittiche dell’ottavo ordine; « Rend. della R. Ace. dei Lincei», Vol.
XVT, s. 6°, 1932. '
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Riassumendo i risultati ottenuti possiamo dive:

Le superficie razionalt della famiglia b) si possono rappresen-
tare sul piano al pii estraendo radicali quadratici e cubici ¢ ri-
solvendo un’equazione per la bisezione delle funzioni abeliane di
genere tre.

Passiamo allo studio delle irrazionalitd numeriche, che si pre-
sentano nella rappresentazione piana delle superficie della fami-
glia c), ossia delle superficie razionali a sezioni iperellittiche.

Come sappiamo (efr. Lib, IT, eap. VI, n, 29) le superficie ra-
zionali a sezioni iperellittiche possiedono nun fascio razionale di
coniche. Se si riesce ad individuare sulla superficie una curva
unisecante le coniche del fascio, la superficie si rappresenta su una
rigata razionale senza ulteriori irrazionalitd: basta all’wopo
proiettare ogni conica del fascio dal punto comune ad essa ed alla
unisecante.

Per individuare la unisecante procediamo cosi. ‘Consideriamo
una curva, L, unisecante i piani delle coniche e proiettiamo cia-
seuns conica dal punto comune al suo piano ed alla curva L. Cio
si puo fare razionalmente. Dopo la proiezione si ottiene una rigata
razionale doppia, con una curva di diramazione bisecante le gene-
ratrici. La nominata rigata, estraendo al pid un radicale quadra-
tico, pud rappresentarsi su di un.piano, in guisa che le sue genera-
triei divengano le rette d'un fascio. Ne viene che una superficie
razionale a sezioni iperellittiche pud essere rappresentata, al pit
estraendo un radicale quadratico, su di un piano doppio con curva
di diramazione d’ordine 2n dotata di punto O (2n —2)-plo; e le
coniche della superficie si rappresentano nelle rette uscenti dal
punto 0.

‘Ora una unisecante le coniche del fascio & rappresentata da
una curva d’ordine h eon punto (h — 1)-plo, tangente ovunque
incontra alla curva di diramazione. I si & visto (efr, Lib. IT, cap. I,
n. 3) che per h —=n—1 questo problema da luogo ad un nu-
mero finito di soluzioni, che st distinguono una dall’altra risol-
vendo. nn’eanazione di bisezione relativa alle funzioni abeliane
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€ di genere p=<< 2n — 2, cosl le irrazionalitd numeriche che s’it
contrano diventano di grado sempre piti elevato, creseendo con p
com’é noto dalla teoria delle equazioni predette.

Riassumendo:

Le superficie razionali della famiglia ¢) si possono rappresen
tare sul piano coll’estrazione di radicali quadratici e la risoluzion
di un’equazione per la bisezione degli argomenti delle funzion
wperellittiche di genere (qualsiasi) p, dove si ha #n corrispondenz
delle diverse classi di superficte: p=1,2 ...

Finalmente il cono quadrico doppio con sestica di dirama
zione si riduce, per proiezione da un suo punto e quindi con I’ag
giunta di un radicale quadratico, al piano doppio con sestica d
diramazione, dotata di due punti tripli infinitamente vieini. E que
sto piano doppio si pud rappresentare sul piano semplice o, pe
lo meno, su superficie razionali dei tipi precedenti, risolvendc
sostanzialmente un problema di bisezione degli argomenti delle
funzioni abeliane di genere quattro, inerenti alla curva di dira-
mazione (cfr. Lib. II, eap. V, n. 26).

Infine potremo enunciare il teorema:

La rappresentiazione piana delle superficie razionali si pué far
dipendere da wrrazionalitd che vengono definite per le diverse fa-
miglie e classt di superficie distinte in rapporto alle trasformazioni
a coefficients razionali: queste irrazionalita sono quadratiche e cu-
biche ovvero irrazionalitd provenienti dalla risoluzione di equa-
ziond per la bisezione degli argomentt delle funzioni abeliane di
genere 3 e 4, o di funzioni iperellittiche di gemere p =1, 2, ...

39. Superficie razionali reali.

Lo studio delle superficie razionali dal punto di vista della
loro realitd, e quindi della forma che le superficie reali possono
avere entro lo spazio proiettivo, si inizia colla considerazione
delle superficie dei primi ordini,

Tia naziome rho la nvundsinho cama cenmnanfinia hiladama ancbiéaiin
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vamente di genere 0 o 1), secondoché siano a punti ellittici o
iperbolici (rigate), viene acquisita colle prime conoscenze relative
alla connessione dello spazio proiettivo (MOBIUS): si rieonosce
invero che la distinzione dell’iperboloide ellittico a due falde,
dall’ellissoide o dal paraboloide ellittico, ha soltanto un signifi-
cato metrico; proietﬁvamente si tratta di superficie fra loro iden-
tiche. '

Dopo le quadriche hanno formato oggetto di uno studio ap-
profondito, dal punto di vista della realitd e della forma, le super-
fieie cubiche: l’analisi che vi si riferisce & dovuta ad H. G.
ZEUTHEN (%) e, mered la rappresentazione sul piano doppio con
quartica di diramazione, viene a dipendere dalla forma di questa
quartica.

Altri studi in quest’ordine di idee si riferiscono alle rigate:
si & riconosciuto p. es. che le rigate razionall sono sempre costi-
tuite da una sola falda, che & bulatera per le superficie d ordine
pari, e unilatera per quelle d’ordine dispari. In particolare si &
studiata la forma delle rigate del terzo grado (*).

Questi esempl mettono gia in [uce il fatto significativo che
« mentre il numero delle falde (proiettivamente distinte) di una
superficie costituisce un carattere (assolutamente) invariante per
trasformazioni birazionali reali, invece l'ordine di connessione
d’una falda, e la sua bilateralitd o unilateralitd, sono suscettibili
di variare per effetto di quelle trasformazioni che mutano un
punto- (fondamentale) in una curva eccezionale, ciod costituiscono
soltanto degli "nvariantt relative (per riguardo a trasformazioni
prive di punti fondamentali)s.

Osservazioni generali di questo tipo si trovano in una nota di
F. Exriques (%) relativa alle superficie che si suppongono definite

(*) Cfr. H. G. ZEUTHEN: Sur les différentes formes des courbes planes dw
quatridme ordre; « Math. Ann.», Bd, VII, 1874 e Etudes des propriétés de
situation des surfaces cubiques; « Math, Ann.», Bd. VIII, 1875,

(3 Cfr, F. Severl: Swlla forma delle rigate cubiche; « Atti del R. Isti-

tuto Veneto », T. LXII, p. II, 1903,
(*) Cfr. I. ENRIQUES: Alcune osservaziomi intorno alle superficie razionalf

reali; R. Ace. delle Scienze dell’Istituto i Bologna (1912).
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mediante funzioni razionali reali di due parametri, cioé dedotte
dal piano mediante trasformazioni birazionali reali.

Ma lo studio delle superficie razionali reali da Iuogo a pii
alti problemi guando si parta dalla definizione delle superficie
realt, come quelle che sono rappresentate da una o piut equazioni
a coefficienti reali, nello spazio ordinario o in uno spazio a pitt
dimensioni. Le superficie reali che sono razionali non risultano
per eid costituite da una sola falda, cioé trasformabili nel piano,
bensi in ‘generale da piu falde, o anche da nessuna falda, come
accade per la quadrica x* + y* + 2° + 1 = 0, che & reale ai sensi
della definizione, ma non possiede punti reali.

Si affaccia la domanda di deserivere e determinare i vari casi
possibili. Questo problema ha formato oggetto i una ricerca
approfondita di A. CoMEssatr1 (), di eni vogliamo brevemente
riassumere i risultati.

Anzitutto & facile riconoscere che la definiziore data delle
superficie reali si lascia tradurre nel seguente criterio geometrieo.

Una superfiecie F immersa nello spazio proiettivo complesso
8, (x,, Xy, .., T,) & reale se accada che per ogni punto di F anche
il suo complesso coningato (cioé a coordinate complesse coningate)
sia su F. La trasformazione involutoria K, che si ottiene su F
associando ad ogni punto il suo complesso coningato, si dira
trasformazione di consugio. Se una superficie reale possiede punti
reali, questi sono mutati in sé dalla trasformazione di coniugio.

-Piil in generale, si dird reale ogni elemento (punto, linea, sistema

lineare, ecc.) di F che sia trasformato in sé dalla trasformazione

-

di coniugio.

(® I lavori del COMESSATTI, che frattano dell’argomento, sono i seguenti:
Sulle superficie razionali reali, « Rend. della R, Acc. dei Lincei», Vol. XX,
s. 5. 1911; Fondamenti per la geometria sopra le superficie razionali dal
punto di vista reale, « Math, Ann.», Bd. LXXIII 1913; Sulla connessionc
delle superficie razionali reali, « Ann. di Mat.», Vol. 23, 1914, Cfr. anche il
rapporto Reelle Fragen in der algebraischen Geometrie (« Jahresbericht der
deutschen Mathematiker Vereinigung», Bd. 41, 1932), che si estemde anche
ad altre questioni di geometria algebrica, che sono state trattate dal punto

di visia della realita.
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Precisiamo ancora, sotto 1'aspetto geometrico, il conecetto delle
trasformazioni birazionali reali. Una superficie reale F sia in
corrispondenza birazionale con una superficie reale F'. La tra-
sformazione birazionale che fa passare da F' ad F’ sard reale se
muta le coppie di punti complessi coningati di F nelle coppie di
punti complessi coningati di F’, ossia se trasforma 1’una nell’altra
le trasformazioni di eoniugio di F ed F".

Cio posto, si pone il problema di classificare le supmﬁcze razio-
nali reali di fronte alle trusformazioni birazionali reali. Se F 4
una superficie razionale reale e si pongono in una stessa classe
tutte le superficie razionali reali che si deducono da F con tra-
sformazioni birazionali reali, il nominato problema consiste nel
determinare tutte le classi di swperficie razionali reali, distinte
rispetto alle trasformaziont birazionali reals.

A tale scopo il ComEssATTI prende le mosse dall’osservazione
che le trasformazioni birazionali a coefficienti razionali sono certs
realt; quindi la classificazione delle superficie razionali di fronte
alle trasformazioni a coefficienti razionali, che — nel numero pre--
cedente — abbiamo veduto essere stabilita da ENRIQUES, si tra-
duce nel seguente teorema:

Una superficie razionale reale si puo ridurre con trasforma-
zioni birazionali reali ad una superficie razionale reale

a) a sezioni razionali, ovvero

D) a sezioni ellittiche d’ordine n =2, ovvero

¢) a sezioni iperellittiche, ovvero

d) ad un cono quadrico doppio con sestica di diramazione.

A questa proposizione il CoMEssaTTi ha dato una forma leg-
germente diversa, enunciando che:

Sopra una superficie razionale reale esiste sempre qualche si-
stema lineare reale appartenente all’umo o all’altro dei seguenti
tips: ,

@) fascito di curve razionali (riferibile birazionalmente al
fascio delle rette uscenti da un pﬁnto),

B) rete di grado due di curve ellittiche (riferibile birazio-
nalmente alla rete delle cubiche piane per 7 punti base),
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v) sistema oo di grado 4 e genere 2 (riferibile birazional-
mente al sistema delle sestiche piane per 8 punti base doppi).

Cid posto, sia F una superficie razionale reale. Quando si passa
dalla superficie alla sua rappresentazione piana, la trasformazione
di coniugio su F si muta in una trasformazione involutoria del
piano rappresentativo, le cui equazioni si serivono ponendo le coor-
dinate di punto eguali a funzioni razionali invertibili dei valori
complessi coniugati di quelli delle coordinate del punto corrispon-
dente. In altre parole la trasformazione involutoria che corri-
sponde al coniugio su F & il prodotto i una trasformazione
birazionale per il coniugio nel piano: una tale trasformazione si
dird una trasformazione antibirazionale.

Ora una superficie razionale reale & rappresentabile su di un
piano reale % in infiniti modi, ehe si deducono uno dall’altro ese-
guendo nel piano = una yualsivoglia trasformazione birazionale
(complessa). Una superficie razionale reale ' da quindi luogo sn
= ad una trasformazione antibirazionale involutoria che & deter-
minata a meno di trasformazioni birazionali; e la medesima tra-
sformazione antibirazionale involutoria risulta evidentemente col-
lecata ad ogni superficie razionale F’, che appartenga alla stessa

‘classe della F', sia cioé trasformabile nella F con una trasforma-

zione birazionale reale. Reciprocamente ¢ facile persuadersi che
trasformazioni antibirazionali involutorie birazionalmente distinte
possono essere collegate solamente a classi distinte di superficie
razionali reali. Giova infine osservare che data ad arbitrio una
trasformazione antibirazionale involutoria T si pud sempre co-
struire una F di cui la T rappresenti il coniugio.

Queste osservazioni mostrano che il probleme di classificare le
superficte razionali realt in relazione alle trasformaezioni bira-
zionalt reali, equivale « quello di trovare 1 tipi birazionalthente
distinty di  trasformazioni antibirazionali involutorie, in un
piano =. -

11 ComEssaTTi ha risolto «quest’ultimo problema e, tenuto
eonto che le trasformazioni antibirazionali involutorie devono
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mutare in sé uno dei sistemi lineari «), 8), v) precedentemente
indicati, & pervenuto al seguente risultato:

Le trasformazions antibirazionali involutorie del piano sono
riducibili, per trasformazioni quadratiche, ai seguenti tipi, trri-
ductbili e dotati del minimo numero di punti fondamentali:

a) coniugio;

b) trasformazions antiquadratiche prive di elementi-uniti;

c) ‘trasformaziont d’ordine m + 1(m > 1) con un punto
fondamentale m-plo O e 2m punti fondamentali semplicc P,
(i=1, 2, ..., 2m), distints fra loro o infinttamente vicini ad O in
direzioni distinte, che mutano in sé il fascio delle rette per O,

d) trasformaziont d’ordine 8 con 7T pumti triph P, (1 =1, 2,
.., 1), che mutano in sé¢ la rete delle cubiche per P,, P,, ..., P_;

e) trasformazioni d’ordine 17 com 8 punti sestupli P,
(i=1, 2, ..., 8), che mutano n sé il sistema lineare oo® delle se-
stiche che passano doppiamente per P,, P,, ..., Pg.

11 lettore riconoscera facilmente nei tre tipi ¢), d), e) gli ana-
loghi dei tre tipi di involuzioni piane dél secondo ordine, trovati
da E. BrrriNi. Il tipo a) corrisponde alla omologia armonica.
Nuovo & invece il tipo b). Un esempio di trasformazione antiqua-
dratica involutoria si ha considerando la rappresentazione piana
di una quadrica reale senza punti reali, fatta per proiezione da
un suo punto su di un piano % Invero alla trasformazione di
coniugio sulla quadrica corrisponde nel piano = una trasforma-
zione, che si vede subito essere quadratica e che mon pud avere
punti uniti perchd la quadrica, non possedendo punti reali, non
ha punti uniti per la trasformazione di coniugio. Vedremo tra
un momento che questo esempio ha valore generale.

L’ultima proposizione enunciata contiene in s& la classifica-
zione delle superfieie razionali reali di fronte alle trasformazioni
birazionali reali. Precisamente: Le superficie razionali reali si
dividono in cinque famiglie a seconda che la trasformazione di
coniugio sulla superficie si muti nel piano rappresentativo, in una
trasformazione antibirazionale involutoria riducibile ad wno dei
cingite tipi a), b), ¢), d), e).

Per precisare meglio, secondo la visione reale, il significato i
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questa distinzione in famiglie, conviene parlare delle falde reald
della superficie F, che supponiamo superficie algebrica irriducibile
reale, priva di singolarita reali (o tutt’al piu dotata i singolarita
reali isolate). Lia parte reale di F risulterd composta di un certo
numero, eventualmente nullo, di varietd a due dimensioni chiuse
¢ connesse (1); eiascuna delle quali costituisee una falda reale
di P ().

Sia F una superficie razionale della famiglia «), la guale cioé
si possa rappresentare sul piano in guisa che la trasformazione

~di coniugio su F si muti nel coniugio del piano. Cid equivale a

dire che la F ¢é trasformabile nel piano reale con una trasforma-
zione birazionale reale. Ne viene che la F possiede certo punti reali
ed anzi &, come il piano, una superficie con una falde. Inversa-
mente risulta che ogni superficite con una falda puo essere trasfor-
mate realmente in un piano ed appartiene cosi alla famiglia «):
invero vedremo che nessuna delle superficie razionali reali delle
famiglie b), ¢), d). e) possiedono una sola falda. Poiché inoltre la
trasformazione (i coniugio del piano € unica, ne viene anche:
tutte le superficie razionali reali con una sola falda reale costi-
tuiscono un’unica classe di fronte alle trasformazioni birazionali
reali; a rappresentante della classe si pud assumere il piano reale.

Passiamo allo studio delle superficie razionali reali della fa-
miglia b), per le quali il coniugio si rappresenta in nna trasfor-
mazione antigquadratica involutoria, priva di punti uniti. Queste
superficie non possiedono punti reali e sono quindi prive i falde
reali. Inversamente ogni superficie razionale reale prive di falde
réali appartiene alla famiglia D): invero, & facile constatare che
tutte le trasformazioni antibirazionall involutorie dei tipi a). ¢).

() Si pud facilmente dimostrare che una superfieie algebrica non pud
possedere né linee reali isolate, che non siano multiple, né contorni,

(*) Le falde reali si intendono chiuse e connesse m senso proiettivo e non
metrico; eiod la eurva all’infinito di F non deve essere considerata come
frontiera. Per preeisare con un esempio, 1’ordinario iperboloide a due falde
@ tale solamente in senso metrico. Dal nostro punto di vista esso appare
costituito da una falda sola, cosi eome 1’ellissoide,
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d), e) hanno dei punti uniti, che rispondono a punti reali della
superficie. Inoltre & immediato che le trasformazioni antiquadra-
tiche involutorie prive di punti uniti sono in generale birazional-
mente identiche. Ne viene: Le superficie razionali reali prive di
falde reali costituiscono un’unica classe, di fronte alle trasforma-
zioni birazionali reali; a rappresentante dell’ente gemerico della
classe si pud assumere una quadrica priva di punti reali, ad es.

la sfera o* + y* +2°+1=0 (*).

Consideriamo ora le superficie razionali reali, che apparten-
gono alla famiglia ¢), d) ol ‘e). Su gueste superficie esiste un si-
stema lineare reale riconducibile birazionalmente al tipo «), 3)
o 7). L’esistenza di questi particolari sistemi lineari conduce a
rappresentare le nostre superficie:

nel easo ¢) sopra un piano doppio reale con curva di dira-
mazione reale d’ordine 2n con punto (2n — 2)-plo, irriducibile e
priva di punti doppi;

nel caso d) sopra un piano doppio reale con quartica di
diramazione reale di menere tre;

nel easo ¢) sopra un cono guadrico doppio reale con sestica
di diramazione reale i genere guattro.

Cido posto, I'indicata rappresentazione sul piano doppio per-
mette subito di dedurre, dal nuwmero delle regioni in cui resta
diviso il piano (o il cono) dai rami reali della curva di dirama-
zione, il numero delle falde della superficie: si trova cosi che nei
casi ¢), d), e) esso & rispettivamente eguale ad m, 4, 5.

Dunque, iniziando la discussione dalle superficie della fami-
glia ¢), possiamo dire: Le superficie razionali reali della famiglia
¢, si distinguono a secondo del valore dell’intero m, che corri-
sponde al numero delle falde realy della swuperficie. A valori di-
versi di m corrispondono certo superficie razionali reali, distinte

(*) Di fatte gli unici enti della classe che non si riducono alla sfera.

4 y*+ 24+ 1 =20 si riducono al cono isotropo @y -+ F=0; per essi

il coningio & rappresentato da una trasformaziome amtiquadratica involutoriax
con due punti fondamentali infinitamente vicini.

Py
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di fronte alle trasformazioni birazionali reali, Ma, fissato m, esi-
stono ancora infinite classi diverse; per fissarne nna occorre carat-
terizzare di fronte al gruppo delle trasformazioni birazionali del
piano una trasformazioni antibirazionale involutoria d'ordine
m -+ 1 con un punto fondamentale m-plo O e 2m punti fondamen-

tali sempliei P; (¢t =1, 2, ..., 2m). Cid si pud fare assumendo come:

moduli i 2m — 3 birapporti determinati, in un ordine prefissato,

da ciascuna delle rette OP,, OP,, ..., OP,,, prese insieme con le:

rette OP,, OP,, OP, Una discussione pid approfondita mostra
che 1 2m — 3 birapporti nominati si possono assumere reali e che
in realtd essi individuano non una ma due trasformazioni anti-
hirazionali involutorie. Comunque possiamo enuneciare:

Le superficie razionali reali della classe ¢) con un dato numero

m (> 1) di falde dipendono da 2m — 3 moduli reali.

Consideriamo invece le superficie razionals reali della famiglia
d): esse posseggono quattro falde reali. Quali moduli si possono
assumere gli invarianti birazionali (e quindi proiettivi) della
quartica di diramazione del piano doppio, sul quale le superficie
s possono rappresentare. Anche questi invarianti si .p'ossono-
assumere reali. Ne viene:

Le superficie razionali reali della famiglia d) dipendono da 6

moduli reali.

Infine: Le superficie razionali recli della famiglia e) possie-

dono cinque falde reali e dipendono da 8 moduls reali.

Tanti sono invero gli invarianti birazionali (e guindi proiet-

tivi, da cui dipende la sestica gobba reale, curva di diramazione
del cono quadrico doppio, su cui le superficie della famiglia si
possono rappresentare.

Riepilogando quanto precede in un unico enunciato, possiamo-

dire:

Di fronte alle trasformazioni birazionali reall, le superficie
razionali reali st classificano nel modo seguente:

Le superficie, con un dato numero m di falde reali, costitui--
scono in generale wn’unica famiglia dipendente dua 2m — 3 non-
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duli reall se m > 1, da nessun modulo se m =0, 1; fanno ecce-
zione i valori di m =4, 5 per ognuno dei quali esiste un’altra
famiglia distinta dalla precedente, che dipende rispettivamente
da 6 e 8 moduly reali.

Per ulteriori ricerche sulle superficie razionali reali, riman-
«liamo il lettore alle memorie citate di A. CoMESSATTI, ed in ispe-
-cie alla terza di esse. In questi lavori si troveranno importanti
complementi ed estensioni a guanto abbiamo gui esposto: pro-
prietd di connessione delle falde reali e — in genere — rapporti
delle proprietd reali cogli invarianti delle superficie rispetto alle
trasformazioni birazionali (come 1'invariante di ZEUTHEN-SEGRE
ece.).

Notizia, - Alle notizie contenute in questo capitolo aggiun-
gerenio qui qualehe indicazione bibliografica.

Le superficie razionali del sest’ordine non sono maj state clas-
sificate compintamente. Oltre a qualche risultato parziale si ha
tuttavia in questo eampo un’ampia ed esauriente memoria di
E. G. TocuiaTTi (« Memorie del R. Ist. Lomb. », 1916), nella quale
si da la classificazione completa di tutte le superficie del sest’or-
dine, razionali o no, che possiedono infinite econiche.

Le involuzioni piane del terzo e quart’ordine e la loro classi-
ficazione hanno formato oggetto di studi rispettivamente da parte
di A. M. Howe e di T. R. HouLcrorr (« Amer. Journal of
Math. », 1919 e 1922),

Gli studi sulle superficie a sezioni piane del primi generi sono
stati proseguiti da L. RoTH, che ha esaurito la trattazione dei casi
p=4.5, 6 (Cfr. i « Proceedings » della Cambridge Philos. Soc.
degli anni 1933, 1934, 1936). )

Infine citeremo i nn, 63 e 96 (1928 e 1934) del « Bulletin of
the National Research Council » americano, in cui vi & un’estesa
bibliografia di geometria algebrica: in particolare nel n. 63
una bibliografia’ sulle superficie razionali (pag. 275) dovuta a
. R. Smarpe. Cfr. inoltre il recente articolo di I. BERzOLARI
Algebraische Transformationen wund Korrespondenzen nell’Eneci-
<lopedia tedesca.




Capitoro VII.

RAZIONALITA® DELLE INVOLUZIONI PIANE

40. Introduzione.

Una superficie si dice razionale, quando le coordinate x, ¥, 2
i un punto variabile su di essa si possono esprimere come fun-
zioni razionali wunivoctinente invertibili di due parametri « e v.
Se ora si considerano tre funzioni razionali di due parametri
nev:
z =z (u, v)
(1) , ) y=yw, v)
2 =2s(u, ),

avverrd in generale che wqueste si possano considerare come le
formule di rappresentazione punto per punto di una superficie
F su di un piano =: cioé le (1) risulteranno univocamente inverti-
bili, fornendo i due parametri ¥ e v come funzioni razionali di
x, ¥, ¢ (legati tra loro dall’equazione della superficie F'). Ma pud
anche avvenire ehe dall’inversione delle (1) risulti per ogni punto
di F un nwnero fintto di punti del piano rappresentativo =, cioé
di coppie u, v. In tal caso la superficie F' si dird unirazionale. Gli
co? gruppi di punti del piano =, che corrispondono agli oco® punti
della superficie ¥, formano nna serie algebrica di gruppi di punti,
a cui spetta la proprietd che un punto generico del piano appar-
tiene ad wum gruppo e ad uno solo, e in questo senso costituisce
una involuzione I del piano. La superficie wmirazionale F rap-
presentu Vinvoluzione I, 1 cul gruppi -vengono cosi considerati
come elementi (punti) di una varietd algebrica oo”

Nel caso in eui involuzione I sia del second ‘ordine, cioé ogni
gruppo di I sia cos‘tituito da una coppia i punti coniugati. ab-
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biamo veduto (efr. Lib. 11, cap. V, n. 23) che I’insieme dei gruppi
di I si pud porre in corrispondenza biunivoea eon i punti d'un
piano: cosicché una superficie che rappresenti un’involuzione del
second ’ordine ossia 1’involuzione stessa & razionale. ’

Ora si presenta naturale la qgunestione se ogni superficie mumi-
razionale, rappresentante un'involuzione di ordine gualsivoglia #,
sia anche razionale. Ossia se, comungue siano scelte le (1), si pos-
sano introdurre due nuovi parametri ', v/, funzioni razionali di
u, v, in guisa che le z, y, 2z, come funzioni di «’, ¥’, risultino uni-
vocamente invertibili. ‘

La questione analoga si pone gia per le curve, dove viene ri-
solta in senso affermativo da un noto teorema di Liirore (). Se

Invero una curva (' d’equazione:
f(z, y) =0

& unirazionale, ammette ¢ioé nna risoluzione per mezzo di funzioni
razionali di un parametro, ’

5 | %=

@ Iy =4

tali che, invertendo le (2) si ottengano pin valori di #, in corri-
spondenza ad ogni punto di (', allora C ¢ razionale, cioé si pud
sempre sostituire al parametro ¢ un parametro ~. funzione razio- -
nale di ¢, in guisa che z e y risultino dalle (2) funzioni razionali
ed invertibili di -. ,

Per il caso delle superficie, la questione & stata studiata nel
1893 da G. CastELNUOVO (%), il quale ha dimostrato la rezionalitd
delle involuzioni piane, ciodé che le superficie wnirazionali sono
sempre razionals.

La dimostrazione di questo importante teorema viene svolta
dal CASTELNUOVO in tre parti:

1) Anzitutto si fa vedere che le superficie unirazionali sono

(*) Ctr. J. LUROTH: Beweis cines Satzes iiber rationale Curven; ¢ Math,
Am.», Bd. IX, 1875. '

‘(M) Cfr. G. CASTELNUOVO: Sulla razionalitd delle involuzioni piane;'s Math,
Amn. », Bd XLIV, 1894,
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regoluri nel senso che per ogni sistema lineare completo di curve
| €| tracciato sopra di esse, la serie caratteristica segnata sopra
una | (' | dalle altre curve del sistema riesce completa.

2) 'Si verifica facilmente che sopra una superficie unirazio-
nale esistono sistemi lineari di curve di genere p, la cui dimen-
sione » supera il genere. "

3) Si dimostra che sopra una superficie regolare, la quale
contenga un siffatto. sistema di curve | C | per eui » > p, si pud
costruire suceessivamente una serie di sistemi lineari (aggiuuti)
¢he godono della medesima proprietd, pervenendo infine a sistemi
di genere minimo, da cui appare la razionaliti della superficie,
seeondo i eriteri noetheriani che abbiamo sviluppato preceden-
temente.

La prima parte della dimostrazione, a cui ’autore arriva con
un ragionamento interessante ma un po’ laborioso, viene da noi
sostituita con considerazioni semplicissime, che fanno appello al
prineipio di eontinuita.

Per le altre parti seguiamo sostanzialmente la dimostrazione
(el ("ASTELNUOVO.

41. Regolaritd delle superficie unirazionali.

In relazione ad un sistema lineare irriducibile, | C'|, di curve
piane, che sia oo” (r > 1) e di grado #u, abbiamo definito (efr.
Lib. 1, eap. VIII, n. 41) la serie caratteristica del sistema: cioé:
la serie lineare g)}—* segnata sopra una curva irriducibile ¢ di
| ("] dalle altre curve di | C'|. Questa nozione si pud evidente-
mente trasportare ad una qualsivoglia superficie irriducibile F,
in relazione ad un sistema lineare irriducibile di curve, d’una
certa dimensione e i un certo grado, tracciato sulla F.

('id premesso, chiamiamo regolare una superficie ¥, la quale
zoda della proprietd seguente: se | C'| & un qualsivoglia sistema
lineare, irriducibile e completo (cioé non ulteriormente amplia-
bile) di curve.co? almeno, traceciato sulla F, la serie caratteristica
di | €] risulta completa. Secondo la definizione data il piano &
certo 1ma superficie regolare (efr. Lib. II, cap. II, n. 9). Invece
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le rigate di genere p > 0 offrono un esempio di superficie non
regolari, giacché si dimostra ehe la serie caratteristica di un
sistema lineare completo ha ivi generalmente la deficienza p.
Per esempio sulla F, con due rette doppie, che & di genere uno,
il sistema (completo) (*) delle sue sezioni piane da luogoe ad una
serie caratteristica, che ¢ una ¢g? e non una g3.

Dopo €10, dimostriamo il seguente

Lemma: Una superficie unirazionale ¢ regolare.

Sia I un’involuzione di gruppi di » punti di un piano =; ed
F' una superficie unirazionale, i cul punti siano in corrispondenza
birazionale con i gruppi di I.

Tra la superficie F ed il piano = vi & una corrispondenza
[1, #] nella quale ad un punto di F' corrisponde una n-ple di
punti di =, costituenti un gruppo della I, mentre ad un punto di
= corrisponde un solo punto di F. Ne viene che ad una curva (',
traceiata sulla F, corrispende una curva di =, la quale appartiens
all‘involuzione 7, nel senso che la I subordina sopra di essa un’in-
voluzione ¥% , I cui gruppi di punti sono in corrispondenza binni-
voca con 1 punti di C. ,

Sia ora | L | un sistema lineare completo, di grado (effettivo)
m e di dimensione r > 1, tracciato sulla F.

Su di una curva irriducibile, L, di | L | possiamo considerare
due serie lineari: A

a) la serie caratteristica g7 %, segata sulla L dalle curve di
| L |, che chiameremo la serie A, e

b) la serie completa g,,, determinata dalla g%, indicata
in a), che chiameremo la serie V.

Il nostro lemma afferma che la serie A, contenuta in ¥, coin-
cide con essa.

Per dimostrare cid, introduciamo il sistema lineare | (' 1. cor-

(*) Se il sistema delle sezioni piane di una F_ con due rette doppie non
fosse completo, la Fi proverrebbe per proiezione da una F, df S,; e proiet-
tando tale F, di 8, da un suo punto generico si otterrebbe mna superficie
cubiea non cono, e quindi razionale. Anche la F, di S, sarebbe cosi razionale,
¢id che & assurdo,
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rispondente su # al sistema | L |. Il sistema | C'! & costituito da
curve appartenenti all’involuzione I; ed & di grado mn e di di-
mensione . Alla eurva L di | L | corrispondérad una curva ' di
i C |, sulla guale il sistema | C | segnerd una serie caratteristica
g'~!, immagine della serie 4, il cui gruppo generico sara com-
posto con m gruppi della 7}, che la I determina sopra la (. Indi-
cheremo la serie g7=* con I. In generale il sistema | C | non sara
completo. Sia | C,| il sistema completo, costitnito da tutte le
curve che hanno lo stesso ordine e gli stessi punti base, presi con
le stesse molteplicitd, della curva generica di | C'|. Il sistema
0, | sard di grado mn e di dimensione » 4 g(p=0): la sua serie-
caratteristica sara una g7is=* completa, la quale conterra sia
la serie 7, immagine della serie A, sia la serie I', immagine della
serie A

Ragionando ora per assurdo supponiamo che la serie X' non

coincida con la serie . Sia (', un gruppo di punti di £, giacente-

nella serie X', ma non nella serie A. Al gruppo G,, sopra L, corri-
sponde un gruppo G, =~ di mn punti sopra la ('; ed il gruppo
G, sara un gruppo della serie 7, non contenuto nella setie I.
Esisterd pertanto una ‘eurva irriducibile €, di | C, |, non appar-
tenente a | C| e quindi non appartenente alla involuzione I, la
quale seghera sulla €, fuori dei punti base, il gruppo G, .

Al fascio determinato dalla € e dalla C, risponde sulla ' un
sistema razionale co® di curve, { K}, di eni la generica si pud.
supporre irriducibile. Ed invero la curva generica di { K } non
puod certo essere spezzata in parti distinte, giaceh® essa proviene
dalla eurva generica del fascio (C, C,), che & irriducibile. Ma la

-eorrispondenza tra le curve del fascio (7, Cp) e le curve di { K}

potrebbe non essere. birazionale; giacché ogni punto della curva
di { K} potrebbe provenire da s (1 < s < n) punti della ecurva
(per ipotesi non appartenente all’involuzione) del faseio ((', C,).
Per semplicitd di discorso escludiamo provvisoriamente questo
caso. La curva gemerica di { K| si suppone quindi irriducibile
(semplice). ‘

Le curve di { K'{ hauno m punti n-pli nei punti di G,, e for-
mano un fascio lineare, non avendo intersezioni variabili fra lo-
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ro: invero fra le curve di {K} vi & la curva L, contata n volte,
cche risponde alla C'; ne viene che le curve di { K} appartengono
totalmente ad un sistema continuo, che contiene il sistema lineare
| nL |, multiplo secondo n del sistema lineare | L|; ora il detto
sistema € di grado mn* e per le curve di {K| tutte queste ma?
intersezioni sono assorbite dai punti del gruppo G,,. Da ora in
poi denoteremo dunque il sistema {K} con il simbolo | K |.

Dopo €io consideriamo sulla F un punto gemerico P e gli
punti del piano dell’involuzione, che ad esso corrispondono. Le
n curve del fascio (C, C,), determinate dai nominati »# punti, sono
tatte distinte, giacché altrimenti ad una di queste curve invece
di una K irriducibile corrisponderebbe una curva contata un
certo numero di volte; cid che & contrario alla nostra ipotesi.
Sulla F le n curve anzidette vengono rappresentate tutte dalla
curva di | K | passante per P; percid nella involuzione del piano
codeste n curve sono coniugate tra loro. I gruppi analoghi di »
curve formeranno quindi, entro il fascio (C, C,), una involuzione
lineare ¢} : che, in senso astratto, pud ritenersi come g, sopra
una retta.

Arrivati a questo punto muoviamo con eontinuitd sulla curva
L di F il gruppo di punti G4, finché esso diventi un gruppo della
serie 7, segata sulla L dal sistema | L |. Corrispondentemente il
gruppo G'y,y, si muove nel piano dell’involuzione, sulla carva (',
fino a diventare un gruppo di mn punti, per eui passa un faseio
di curve del sistema | C'|, appartenenti all’involuzione. Durante
questo movimento il fascio (C, C,) si muove, e quindi varia la g},
prima costruita. Ma, al limite, ottenendosi un fascio di curve
appartenenti all'involuzione, la nominata g deve ridursi alla
serie delle eurve di un fascio, contate n volte. In base al prin-
cipio di continuitd mostreremo che ¢id ¢ assurdo.

La questione si riduce a dimostrare che una g% wvariabile so-
pra une retta mon pud ridursi per continuita alla serie der puntr
di una retta, contati n volte. B lecito supporre che il sostegno
dell’involuzione g} sia una retta fissa », perché ogni altra retta
potrebbe essere riferita proiettivamente alla ». Cid posto si fac-
c¢iano corrispondere proiettivamente le n-ple di punti della r ai
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punti di un 8, La g} variabile sulla », si muta nell’S, in una
retta variabile. Invece la serie dei punti di », eontati n volte,
diviene in 8§, una curva razionale normale d’ordine n, giacché
un S5, generico di S, la taglia in # punti: invero ogni S,_,
di §, proviene da una g2»—* sulla »; ed una g sulla retta
possiede n punti #-pli. L’assurdo proviene da ¢id che una retta
dovrebbe ridursi per continuitd ad una curva razionale normale
{d’ordine n (= 2).

Cosl risulta contraddittoria 1’ipotesi da eui siamo partiti, in
base alla quale sulla ecurva L di F esisteva un gruppo @,, non
glacente nella serie caratteristica del sistema |L|. Questa se-
rie & dungue completa e la F & una superficie regolare.

Nora 1. - Abbiamo detto che al fascio determinato dalla C e
dalla C, risponde sulla F un sistema oco' di curve, { K} ; ed ab-
biamo esclusa 1’ipotesi c¢he ogni punto della curva generica di
{K} provenga da s (1 <s < =) punti della curva corrispondente
del fascio (C, C,). Mostriamo ora che se questa ipotesi si verifica,
la discussione si pud sempre ricondurre al easo, in cui la curva
generica di { K} sia irriducibile e semplice.

Se ad ogni punto della curva generica di { K} corrispondono
$ (1 <s <m) punti sulla curva generica del fascio (C, (), cid
porta che 1l'involuzione I,, d’ordine n, che stiamo esaminando,
subordina su ogni curva del fascio (C, C,) una involuzione i
Poiché per un punto generico, A, del piano passa una sola eurva

~

" del fascio (C, C,), sulla quale & univocamente determinato il

gruppo della v} passante per 4, 1 gruppi delle v} analoghe, ap-
partenenti alle ecurve di (C, C,), formeranno wn’involuzione pia-

. ma, I, di ordine s BEd ogni gruppo dell’involuzione I, sard

costituito da un certo numero di gruppi dell’involuzione [,, in
zuisa che s sard un divisore di ». In questo caso si pud dire che
V’involuzione I,, & composta colla I, .

B chiaro che per dimostrare la razionalitd delle involuzioni
composte, si pud sempre ricondursi alla dimostrazione del teorema
per le involuzioni semplici. Cid equivale a supporre che la eurva
generica del sistema { K} sia irriducibile e semplice.
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Nora II. - 1| principio di continuitd su cui abbiamo fondata
la dimostrazione della rezolaritd della F si pud applicare anche
nella forma del prineipio di degenerazione (*), secondo il guale &
impossibile passare per continuitd da una curva irriducibile (con-
nessa) K con i punti n-pli (appartenente al sistema lineare
| nL ) ad una curva riducibile e sconnessa composta di n eurve
L con m punti ecomuni. & chiaro infatti ¢he questo passaggio per
continuitd dovrebbe essere possibile facendo variare il &,, dei
punti m-pli di K fino a ricadere nella serie caratteristica del
sistema | L | : le equazioni che definiscono le curve K eon m punti
n-pli trascorrono cosi nelle equazioni che definiscono una curva
L n-pla e pit in generale n curve I di un fascio. Ma all’uso che
qui vien fatto del prineipio di degenerazione si pud obbiettare
che il passaggio da una K irriducibile ad una curva riducibile
(sconnessa) formato da n eurve L avviene attraverso ad uua curva
multipla, ciod precisamente ad una I contata n volte. Nondimeno
si pud giustificare I'uso del prineipio di degenerazione anche in
questo caso. Ci limiteremo su questo punto a brevi indicazioni,
che speriamo possano avere un valore suggestivo per il lettore.

Anzitutto se si considera una curva irriducibile K, la guale,
variando in modo continno, si riduca ad una I. contata n volte
— diciamo, per esempio, senza punti di diramazione — questa
L n-pla risulta determinata dalla serie K nel senso che resta defi-
nita une fra le classi di eurve rappresentate sulla detta L n-pla
senza punti di diramazione; o, se si vuole, vengono sostanzial-
mente fissate le sostituzioni fra i rami della L «-ple, in corri-

spondenza. ai cieli di essa. Quest’asserzione si giustifica dal punto
tal

di vista topologico immaginando per esempio che la K sia una
curva variabile dello spazio, la quale venga proiettata da un
asse sopra una retta fissa. Percid appare impossibile (i passare
con continuitd da una eurva irriducibile connessa e dalle equazioni
che la definiscono ad una curva riducibile seonnessa, anche attra-
verso ad una curva multipla,

") Cfr. F. ENRIQUES ed O. CHISINI: Teoria..., Vol. ITT, Lib. V, Cap. TIT,
pag. 405,
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Ma la stessa affermazione pud anche eiustificarsi da un punto
di vista analitieo. Limitiamoei all ’esempio d’un faseio di curve
Ksn U’HarpHEN () con 9 punti n-pli, entro il quale si trova
una L, contata n volte. Sia ¢(x, y) = 0 1’equazione di una K,
irridncibile del faseio e ¢(r, y) = 0 l’equazione della eubica L,
Il fascio d"HavpueN, indicando con p. un parametro avra l'equa-

zione:
wd(z, y) = 9"(z, y).

D’altra parte consideriamo il faseio di curve gobbe, definito
dalle equazioni:
§ Pp(x, y) = ¥
ey ]

I Yz, y) = 2"

dove X & un parametro. La eurva generica del fascio (1), proiet-
tata sul piano (£, y) da una eurva, la cui equazione &:

A", y) = 9" (x, ),

cioé una curva del fascio A’HaLPHEN. Ora, se nelle (1) faceiamo
tendere A a zero, otteniamo la curva gobba d’equazioni:

“ Pz, =0
I "’P(x’ y) - zn!

la eni proiezione sul piano (x, y) & una curva del fascio d’Har-
PHEN e precisamente la 9(z, y) contata n volte. Vediamo cosi che
la cubica multipla del fascio d 'HALPHEN si ottiene estraendo sulla
curva ¢(z, y) = 0 una radice n-ple portante sopra un polinomio
irriducibile 4(z, y), dove $(z, y) = 0 designa una curva che ha
con la ¢(x, y) =10 9 contatti n-punti, che cadono nei punti base
del fascio d’HavrpHEN. Ne viene che la cubica multipla cosi co-
strnita & wrriducibile (*): anzi la classe delle cubiche n-ple a euni
essa appartiene resta definita dal gruppo dei punti n-pli di K,,,,
cni pud sostituirsi un altro gruppo equivalente di punti eritiei

(*) Cfr, Lib. II, cap. T1L. n. 14,
(% Ofr. F. ExriQUEs ed O, CHisiNt: T'coria..., Vol. TIT, Lib. V, Cap. IV,
rag. 4495.
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apparenti. Bd & impossibile passare attraverso a questa L, mul-
tipla irriduecibile ad una curva riducibile quale resta definita
entro il sistema delle eurve composte di n cubiche di un fascio:
la discontinnitd che si presenta & in rapporto con la divisione
per n della serie lineare gon segata sulla cubica I, dalle curve
piane d’ordine 3n.

Il ragionamento fatto per il easo particolare del fascio di
HavpHEN si potrebbe estendere a serie di curve appartenenti ad
una superficie. Ma stimiamo inutile indugiarei su questo punto
che richiede soltanto qualche considerazione teeniea, senza dar

luogo a nuove idee. N

2. Un secondo lemma sulla superficie F.

In guesto numero dimostriamo per una superficie uairazio-
nale I’, 1 eui punti corrispondanc binnivoeamente ai gruppi di
un’involuzione 7, d’ordine =, il seguente

LEMMa. - Sopra una superficie unirazionole F esiste un si-
stema lineare completo trriducibile di curve la cui dimensione
supera il genere.

La dimostrazione si consegue costruendo effettivamente un
.s:istema“]iueare, soddisfacente alle condizioni dell’enuneiato.

Ad un punto generico P del piano =, corrispondono n—1
punti, che insieme a P costituiscono un gruppo dell’involuzione
I. Quando il punto P si muove descrivendo una retta r, gli n—1
punti ad esso coniugati si muovono descrivendo una curva R,
che diremo la frasformate della retta » per 1’involuzione J. Al
variare della » in %, otteniamo cosico® curve R, d’un certo ordine
p, le gquali passano con certe molteplicitd per i punti fondamen-
tali dell’involuzione, che saranno i soli punti del piano eomuni
a tutte le B (%).

() Un punto del pi'imo = si dice punto fondamentale per 1’involuzione I,
quando i suoi coniugati riempiono tutta una curva (fondamentale); e quando
una retta passa per un punto fondamentale P intendiamo di escludere dalla
sua trasformata la curva fondamentale, che corrisponde a P.

Le molteplicitd delle curve E nei punti fondamentali sono evidentemente

o MV b d ken B aih
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Sopra la superficie F. la totaliti co® delle curve spezzate in
una retta e nella sna trasformata R, diviene una totalitd razio-
nale doppiamente infinita di curve irriducibili di genere zero:
infatti le co® curve di questa totalitd sono in ecorrispondenza
binnivoea con le rette del piano; ed i punti di una curva rispon-
dono biunivoeamente ai punti di una retta. Se ne conclude che
la totalitd anzidetta sard contenuta in un sistema lineare com-
pleto, | € |, di eurve del medesimo ordine. la cni dimensione sara
almeno tre (*). Ci proponiamo di dimostrare che il sistema | C' |
cosi costruito soddisfa alle condizioni del lemma, cioé ha la di-
mensione maggiore del genere.

A questo scopo incominciamo col dimostrare che, indicando
con N e p rispettivamente il grado ed il eenere di ||, si ha
N > 2p.

gli ordini delle curve fondamentalj della I. Non esistono poi altri punti eo-
mani a tutte le R, perché essi proverrebbero da punti comuni a tutte le rette
del piano.

() Nella memoria citata di G. CASTELNUOVC questa proprieti vieme di-
mostrata considerando sul piano dell’involuzione il sistema lineare d’ordine
s 4+ 1, che ha la minima dimensione tra quelli che contengono le curve spez-
zate nelle rette e nelle loro trasformate per 1’involuzione. Il nominato sistema
linghre ha punti base solamente nei punti fondamentali dell’involuzione ed
& ypressocchd evidente che esso appartiene tutto all’inwvoluzione; in guisa che
sulla F esso d4 lnago ad un sistema aneora lineare (eventnalmente incompleto)
che contiene la nostra totalitd razionale cc® di curve razionali.

Tuttavia, per provare che il nominato sistema appartiene all’involuzione,
il CasTELNUOVO fa uso di aleune considerazioni, da luil gid adoperate per
dimostrare la regolarity della superficie F ¢ che noi abbiamo potuto evitare,
avendo basato la dimostrazione della regolaritd della F sul prineipio di con-
tinnitd (efr. n. pree.).

Per noi, la veritd dell’asserto deriva da una proposizione generale di
F. EXrIQUES (efr. Un’osservagione relativa alla rappresentazione parametrica
delle curve algebriche; « Rend. Cire. Mat, di Palermo», T. X, 1896) in base
alla quale una serie razionale co¥ di curve sopra una superficie & sempre con-
tenuta in un sistema lineare, La dimostrazioue di questa proprietd (n. 4 della
memoria citata) si fa estendendo facilmente la dimostrazione (data al n. 2)
per le serie razionali di gruppi di punti sopra una curva, &, come per questa,
si riduce al caso r=1; c¢fr. . ExRIQUES el 0. CHISINI: Teoria..., Vol, TII,
Lih, V, Cap. T, pag. 78.
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Si prendano sul piano = due rette @ e b e si indichino rispet-
tivamente con R, ed R, le trasformate di esse per mezzo del-
involuzione I. Per valutare il grado N di | C'|, basta ricercare
¢li N punti comuni alle due eurve di F, che corrispondono alle
rette ¢ ¢ b. Uno di essi nasce dal punto comune alle due rette
@ e b. I rimanenti provengono dalle coppie di punti ecostituite
da un punto di ¢ e da uno di b, coningati nella I. Ora i punti.di
queste coppie, che appartengono p. es. alla retta b sono dati dalle
intersezioni della b con la curva IZ,. Ne segue ¢he il numero N
& l'ordine p della curva R, aumentato di una unita.

L’ordine di R, si pud valutare cosi. Si considerino le in-
tersezioni della R, con la retta a: un certo numero D (i esse &
costituito dai punti comuni alla ¢ ed alla curva delle coincidenze
della I. Invece le intersezioni rimanenti si distribuiscono in
coppie di punti distinti, coniugati nella I: ognuna di queste
coppie da luogo ad un punto doppio della curva C di | C |, che
corrisponde su F alla retta a, e viceversa. Se pertanto queste
coppie sono in numero di v, tenuto conto che la (' & di genere
zero, si trova che la curva generica di | C |, che si & supposta di
genere p, diventa razionale per l'acquisto di v punti doppi. Ne
viene p =v, e quindi p=2p -+ D (D=0). Ma si & visto che:

N=p+ 1
Ne segue:
- N=2%p+D+1
e quindi:
: N > 2p.

Cid posto, si rammenti che il sistema | C | & per ipotesi com-
pleto. Per la regolarita della superficie F, la serie caratteristica
di | €| sard completa. Ma essendo

N>2p>2p—2,

la serie caratteristica sard anche non speciale. Indicando quindi
con r la dimensione di | C| ed applicando il teorema di Rre-
MANN-ROCH, si avra:

r—1=~N—p,

PO P
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ossia:
r—1>9p
cioé a fortiori:
r > p.

Dunque esiste sulla superficie unirazionale F un sistema li-
neare completo | C |, la cui dimensione r supera il genere p.

43. Caso in cui p =0,1,2.

In virtlt dei lemmi stabiliti nei due nltimi numeri, si rieseira
a dimostrare la razionalitd di una superficle 7, i cui punti siano
in corrispondenza biunivoca con i gruppi di un’involuzione pia-
na, se si riescird a provare la razionalitd di una superficie F che
non sia (birazionalmente identica ad) una rigata di genere mag-
giore di zero e che goda delle due proprieta:

a) sia regolare, cioé ogni sistema lineare completo irridueci-
bile (oo almeno) traceiato su di essa abbia serie caratteristica
completa;

b) su F esista un sistema lineare completo, | ('}, di dimen-
sione r maggiore del genere p.

La condizione che la F non sia (birazionalmente identica ad)
una rigata di genere maggiore di zero & in realtd una conseguenza
dell’ipotesi @). Invero, come abbiamo avvertito le rigate di genere
maggiore di zero sono delle superficie non regolari. Ma a noi non
interessa di dimostrare questa proprietd. Per noi la superficie F
& rappresentativa di un’involuzione piana: e tanto basta per
esdludere che possa essere (o ridursi ad) una rigata di genere
maggiore di zero. Invero se cid fosse il sistema delle generatrici
della F darebbe sul piano dell’involuzione un fascio irrazionale,
il che non & possibile.

Volgiamoci dopo ¢id alla nostra dimostrazioue.

Il nostro procedimento consisterd mel mostrare che, se le due
proprieti a), b) sono verificate, ed il sistema | ('| ha un certo
genere p, si pud costruire sulla F un sistema | €| che gode an-
cora della proprietd b), ma per il quale il genere p’<<p — 2. Lo
stesso procedimento si applichera poi al sistema (”, deducendone
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un sistema | C”| e cosi via. Saremo condotti ai casi in eui il
genere p assume i valori 0, 1, 2. Comineeremo dall’esame di questi
casi, ai quali si riporteranno poi tutti gli altri.

Il genere del sistema lineare | C| sia p = 0. Secondo l’ipo-
tesi b) esiste allora sulla F almeno wn fascio lineare di curve ra-
zionali. La superficie F & quindi razionale per il teorema di
Noetuer (ofr. Lib. IL. eap. I, nn. 1 e+3).

Passiamo al easo p = 1. La dimensione del sistema completo
| C| sard r==2. Ma tenuto conto della ipotesi @), la serie carat-
teristica di | C | deve essere una g3 completa sopra un ente
ellittico: per il grado di | C | si ha dunque N = r. Sulla F esiste
quindi un sistema lineare di dimensione r uguale al grado. Fis-
siamo allora » —2 punti della superficie F. Le curve di |C!,
passanti per i nominati r —2 punti costituiscono una rete di
grado due di curve ellittiche. Ponendo una proiettivita tra la
rete delle rette di un piano e la rete nominata, la F viene rap-
presentata sul piano doppio con quartica di diramazione: invero
ogni retta: doppia deve rappresentare una curva ellittica e deve
quindi possedere quattro punti di diramazione. Ora i1 piano
doppio con quartica di diramazione (efr. Lib. 11, cap. V, n. 26,
pag. 415) & razionale o, eccezionalmente, riferibile ad un cono
cubico ellittico. Ma 1'ultimo caso & da escludere e la F & quindi
razionale.

Veniamo finalmente al caso p = 2.

Sulla superficie F esiste per ipotesi un sistema lineare com-
pleto | C| di genere p=2 di dimensione r=3 e di grado
N=p+r—1=r+1. '

Supponiamo da prima che il sistema | C'| sia semplice. Allora
la superficie F' pud riferirsi biunivocamente ad una superficie
d’ordine r 4 1 dello spazio ad » dimensioni 8,, a sezioni iper-
piane di genere due. Proiettando eventunalmente questa superficie
da r — 3 suol punti generiei nello spazio ordinario si ottiene in
S, una superficie del quart’ordine a sezioni di genere due, dotata
cioé di una refte doppia; ed una F', con retta doppia (efr. Lib. I,
cap. VII, n. 37, pag. 166) & sempre razionale, escluso il caso di
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un cono di genere due, che qui non pud presentarsi giacehe la F
non & una rigata di genere maggiore di zero.

Sia invece il sistema | C'| composto con un’involuzione, eiod
tutte le oo™ curve di | C'| passanti per un punto generico di F

. passino di conseguenza per altri p. — 1 (=1) punti determinati

dal primo e con esso variabili. La serie caratteristica (/;:_1 segata
sopra una curva irriducibile di € da | C'| stesso avrd ogni suo
egruppo composto di r— 1 (o pid) gruppi di p punti, apparte-
nenti ad una involuzione razionale o irrazionale d’ordine p. Sara
pertanto (il segno d’uguaglianza valendo nel caso in cui la no-
minata invelnzione d’ordine p. sia razionale):

P 1z=pr—1),

r+1
M=

ossia:

. r—+1 .
Da yui, tenuto conto che ~i-1— decresce al crescere di r e

delle disuguaglianze »r =3, p>2, si ricava r =3, p = 2, N =4

Dunque sulla F esiste un sistema lineare co® di genere due e
grado quattro, la cui serie caratteristica ¢2 ¢ composta con le
coppie di nna g¢). L.'immagine proiettiva della F, ottenunta pren-
dendo le eurve di questo sistema come sezioni piane & una gia-
drica doppie F, dotate di sestica di diramazione K, : invero
una conica doppia della F, rappresenta una curva di genere
due e deve pertanto possedere set punti di diramazione.

Ora & facile dimostrare che una ¥, con K, di diramazione &
razionale (se non sia equnivalente ad una rigata di gemere uno
o due).

Sia da prima la quadrica F, non degenere. Si pud escludere
che la K, di diramazione sia composta da sei rette di uno stesso
sistema, perchd allora la F, equivarrebbe ad un piano doppic
con sestica di diramazione spezzata in 6 rette per un punto; e
questo piano doppio (efr. Lib. II, cap. V, n. 26, pag. $12) rap-
presenta una rigata di genere due. Escluso questo caso, la K, deve
essere bisecata dalle generatrici del primo sistema e quadrisecata
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da quelle de] secondo: nvero in gualsivoglia altra combinazione
le generatrici intersecherebbero la K, in un numero dispari di
punti, €id che & assurdo..

Ma, se la Ky & bisecata da un sistema di generatrici, la F,
doppia & razionale: infatti le generatriei bisecanti la K, rappre-
sentano un fascio razionale di curve razionali; e tanto basta, per
il teorema di NoETHER (efr. Lib. II, cap. I, nn. 1 e 3), ad assien-
rare la vazionalita della F', doppia.

Supponiamo ora che la ¥, sia un cono.

Projettiamo il cono da un suo punto sopra un piano =. Le
sezioni piane del cono diventano coniche passanti per due punti
infinitamente vieini 4, A”. Il piano = apparisce come doppio e la
K, di diramazione del cono si proietta nella curva di diramazione
del piano doppio e precisamente in una C,(A”4A"%), over +s =26
e r>=s. Se r—=06 ed s =0, si ottiene il piano doppio con sestica
di diramazione spezzata in 6 rette useenti da un punto. Esso rap-
presenta come si & detto prima, una rigata i genere due ed &
quindi da escludere.

Sia invece r = 5 ed s = 1,ovvero r =4 ed s = 2. In entrambi
yuesti due casi il fascio delle vette per A rappresenta un fascio
lineare di curve razionali: invero sulle rette per A esistono due
punti di diramazione, uno dei quali cade infinitamente vicino
ad A nel caso » = 5, s = 1. 11 piano doppio & pertanto razionale.

L’ultima ipotesi che rimane da discutere é r = s = 3. La curva
di diramazione & una sestica di diramazione con due punti tripfi
infinitamente vieini. Sappiamo (cfr. Lib. II, cap. V, n. 26,
pag. 437) che il piano doppio & razionale, a meno che la sestica
non si riduca a tre coniche per 4, A’ (che si toccano altrove in
un terzo punto A”). Ma cid & impossibile, perché il piano doppio
rappresenterebbe una rigata ellittica.

Ricapitolando: Una superficie F (non riducibile ad una riga-
ta di genere maggiore di zero), la quale soddisfaccia alle ipotesi

o
N

@), D), e per la quale il genere di | C| sia p=<?2 ¢ razionale.
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44. Caso in cui p > 2.

~

Il nostro scopo € ora di dimostrare la razionalita di una su-
perficie F (non riducibile ed una rigata di genere p > 0), la yuale
soddisfaccia alle ipotesi a), b), del n. 43 e per la quale il genere
p del sistema completo | C | sia qualsivoglia (> 2).

Per procedere nel modo pin spedito, conviene dimostrare le
tre proposizioni seguenti: '

I. Se una superficie F soddisfa alle due ipotesi a) e b) ¢ con-
tiene dunque un sistema lineare completo irriducibile, | C |, di
dimensione r maygiore del genere p (> 2), esiste sulla I un si-

stema lineare | (" | coP—2, le citi curve segano su ogni curva di
| C| la serie canomica yB2, ; il sistema | (“ si dird il sistema
aggiunto a | C| (*). -

I1. Se la curva generica del sistema aggiunto | C'| si spezza,
lo spezzamento avviene i p— 1 curve razionali appartenenti ad
un fascio lineare.

1. Se invece la curva generica del sistema agygiunto | €' &
arriducibile, 1l suo genere é p’ << p — 2; ed il sistema aggiunto ha
quindi la dimensione 1 superiore al genere p'(r' =p— 1> p’).

La dimostrazione delle tre proprietd & diversa a seconda che il
sistema | ' | sia semplice o composto con una involuzione. Discu-
teremo successivamente gueste due ipotesi.

Sia il sistema | ('] semplice e proponiamoci di dimostrare la
proposizione 1.

Poiché | C'| & semplice, si pud costruire in uno spazio ad r
dimensioni §,. una superficie ¥, birazionalmente equivalente alla
data. sulla quale il sistema | C| sia segato dagli iperpiani: 1'or-
dine della F sard il grado di | C |, ossia N =p 4 r — 1.

Per l'ipotesi «), le sezioni iperpiane della F segano su di una
sezione iperpiana una serie completa d’ordine > 2p — 2, in guisa

(*) Quando eard dimostrata Ia razionalitd della F, ’immagine del sistema
| €| diventa preeisumente 1'aggiunto dell’immagine del sistema lineare | C|.
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che le sezioni iperpiane della P sono {futte curve normali in
8 () .

Sulla F noi vogliamo costruire un sistema lineare ocP—1 di
curve (¥, seganti la serie canonica gg;,—_lz sulla generica sezione
iperpiana di F; Vordine delle curve di | C”] dovra dunque es-
sere 2p — 2.

All'uopo conviene riferirsi allo spazio ordinario S, Proiettia-
mo perecio la F da » — 3(» > 3) suoi punti generici, i quali siano
linearmente indipendenti, cioé non appartengano ad aleun 8, con
h < n—4, sopra S,. Si pud supporre, per la generalitd dei centri
di proiezione, che la superficie F,, proiezione della F, non sia
multipla. Le sezioni piane della F, sono d’ordine N — (r — 3) =
=p+4+r—1—(r—3)=p-+2 e di genere p; e (almeno se
irridueibili) riescono tutie normeli. Inoltre le rette di un piano
di 8, segano su ogmi sezione piana della F, una serie completa
Iy iz che & non speciale. Potranno perd esistere delle sezioni
piane di F,, che siano riducibili; ma si pud escludere che per
una retta generice di S, passi una di tali sezioni (?).

Incominciamo ora a costruire sulla Iy nn sistema lineare oco?—t
di curve seganti sulla generica sezione piana,. (,, di F, la serie
canonica g{;_l -

Nel piano di C, la serie canonica & segata sulla €, dalle curve
d’ordine (p + 2) — 3 = p — 1, aggiunte a C,. Per fissare una di
tali aggiunte basta prendere p — 1 punti el piano, che possono
anche essere assunti sopra una refta generica s: se invero per
p— 1 punti seelti sulla s passassero infinite curve aggiunte, esi-
sterebbe (almeno) un’agginnta di cui la s fa parte e quindi il

(*) A rigore favebbero cccezione le sezioni eon iperpiani tangenti che
sono ‘i genere ceffettive p —1; ma ai fini del nostro ragionamento esse Pos-
sono ritenersi di genere virtuale p, considerando dunque sopra di esse le serie
incomplete che posseggono una coppia neutra, rappresentata dal punfo dop-
pio che cade nel punto di comtatto.

(*) Invero se per una retta generiea i S, passasse una seziome piana i’
F, riducibile,esisterebbern co® sezioni piane ridueibili; e }a F, per il teorema
di KRONECKER-CASTELNUOVO fefr. Lib, TI, eap. TL, n. 7, pag. 269) sarehbe la
superficie dt STEINER o una rigata.
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gruppo segato dalla retta s sulla C, sarebbe speciale, ¢id che non
avviene, come abbiamo osservato di sopra. Ora facciamo ruotare
il piano C, intorno alla retta s, & per ogni posizione del piano
segnamo la curva aggiunta d’ordine p — 1, passante per quei
»—1 punti di s, che supponiaino fissi. Otteniamo cosioo® curve
d’ordine p — 1.sui piani del fasecio s, le quali segano tutte la retta
s negli stesst p — 1 punii. Queste curve costituisecono una super-
ficie ®, la quale & d’ordine p — 1. Se invero ® fosse d’ordine
superiore, essa dovrebbe contenere una o pili volte la retta s ¢
quindi dovrebbe esistere (almeno) un piano per s tangente a @
(in uno e quindi) in tutti 1 punti di s, la cul sezione ultertore con
@ costituirebbe una curva d’ordine p — 2. Ma allora l'interse-
zlone di tale piano con la superficie I’) sarebbe una curva speciale
(di genere virtuale p) ovvero ridueibile; cid che & impossibile.

Ad ogni gruppo di p—1 punti di s corrisponde una super-
ficie @, la quale sewa sopra ogni piano per s uma curva d ordine
p—1, aggiunta alla sezione di quel piano con F,; le coP~! ¢
che cosi si ottengon®, formano un sistema lineare ooP—2. Ognuna
di esse sega F, (oltre che lungo la curva multipla) in una curva
C’, che, venendo incontrata da ogni piano per s in 2p — 2 punti,
ha lordine 2p — 2. Si ottiene dunque su P, un sistema lineare
ooP—1 di curve dordine 2p — 32, le quali segnano sopra una ge-
nerica sezione piana €, di I, (anche se il piano di €, non passa
per s) una serie 472, , ciod le serie canonica i C,. Rimane per-
tanto dimostrata l'esistenza di un sistema lineare | (", | coP™?,
secante la serie canonica sulle co® curve C,, sezioni piane della .

Torniamo ora alla superficie F di S,, dalla quale abbiamo
ottenuta la F, mediante proiezione da r — 3 centri, e consideriamo
su F quelle oo~ curve (", che hanno per proiezione le curve
C’y. Se per ciascuno degli » — 8 centri di proiezione la generica
¢’ passa o (==0) volte, l’ordine delle " & 2p —2 4 a(r—3); e
le €', segano in « punti ciaseuna delle r — 3 rette che stanno su
F,, e rappresentano 1 eentri di proiezione (o meglio i loro intorni).
Ora un piano condotto per una di tali rette sega la Iy lungo una
curva che ha il genere p —1 (perché proiezione della sezione di
F con un iperpiano tangente ad F nel corrispondente cemtro di
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proiezione): e quella curva piana di genere p — 1 viene incontrata

a

dalle ocP—* (’, in una serie 7 P Questa serie & certo non
spediale (perché la sua dimensione ugnaglia il genere della curva

sostegno); quindi:

p—1<2p—2—2a—(p—1)
ossia @ = (. Ne viene che le ocP—1 curve ( esistenti su ¥ hanno
proprio 1'ordine 2p — 2; e di conseguenza segano la serie canonica
g2, sopra ogni sezione iperpiana di F. Siamo pertanto riuseiti
a dimostrare su F 'esistenza di un sistema | €’ |, aggiunto a | C |,
cosi come é affermato dalla proposizione 1.

(| sia semplice, volgiamoei

Sempre nell’ipotesi che il sistema
a dimostrare la proposizione II.

Si tratta di dimostrare che la curva generica del sistema | C” |,
aggiunto a | € |, qualora sia riducibile, & spezzata in p — 1 curve
razionali, appartenenti ad un fascio lineare.

Ora la curva generica di un sistema Jlipeare oo

, giacente
sopra una superficie, non pud spezzarsi che in una parte fissa
(comune a tutte le curve del sistema) ed in una parte variabile
irriducibile, ovvero in un certo numero =% di curve appartenenti
ad uno stesso faseio (sistema oot, razionale o no, tale che per ogni
punto della superficie passi una sola eurva) pii forse una parte
fissa ().

Anzitutto — essendo le € sezioni iperpiane — le oc?~? curve
del sistema | C’| non possono contenere tutte una stessa parte
fissa, poiché la serie canonica, segata dalle C’ sopra una sezione
iperpiana della F, non pud avere punti fissi. Se dunque il sistema
¢’ | & riducibile, ogni sua curva deve spezzarsi in (almeno)

(*) Questo teorema, che generalizza un noto teorema di }. BERTINI sui
sistemi lineari di curve piane, & stato stabilito da F. ENrRIQUES. Non ei dilun-
ghiame qui ad esporne la facile dimostrazione, 1] lettore potrd trovarla p. es.
nella memoria di F. ENRIQUES: Infroduzione «lla Geometria sopra lé super-
ficie algebriche (Memorie della Societd Italiana delle Scienze, 1896), ovvero
nelle prime pagine delle Lezioni sulle teoria delle superficie algebriche, rae-
colte da L. CaMPEDELLI (Cedam, Padova, 1932),

T PP o )
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p — 1 curve d'un fascio. Ma le curve del sistema | €’ | sono d’or-
dine 2p — 2 e la F non pud essere rigata: ne segue che le curve
del faseio sono coniche, le quali prese a p — 1 per volta daranno
le oc?—1 curve (". Dunque la serie oo?! delle coniche & lineare e
la sezione iperpiana della F' & iperellittica.

Possiamo enunciare: se la curva generica del sistema | C'!,
aggiunto @ | C |, si spezza, lo spezzamento avviene in p — 1 curve
razionoli, appartenenti ad un fascio lineare.

E precisamente guanto afferma la proposizione TT.

Ci rimane da dimostrare la proposizione III.

Supponiamo che la eurva generica del sistema aggiunto | €|
sia irridueibile, e cerchiamo un limite éuperiore al suo genere p’.

Sia §,.(e=<<1) lo spazio a cui appartiene la generica curva
¢’ d’ordine 2p — 2, tracciata su F; poichd la (¥ determina su i
una sezione iperpiana C di F un gruppo generico della serie
canonica gg’;_lﬂ, ne viene che ogni gruppo di guesta serie dovrd
appartenere ad uno spazio 8,—,. Ora p—1 punti del gruppo
canonico possono essere assunti ad arbitrio sulla C, e guindi ap-
partengono ad uno spazio a p — 2 dimensioni. Ne segue la limi-
tazione p—1>=p—2 osslap=p—1

Ma non pud essere nemmeno p — p— 1, ossia p— 1 =p —2:
invero quest’ipotesi porterebbe che lo spazio determinato da
p — 1 punti generici di (' segherebbe ulteriormente la C in altri
punti; e cid & impossibile, perché, entro all'§,_; della C, uno
spazio determinato da p — 1 < r—1 punti generiei della € non
incontra pitt questa curva.

Dunque si conclude: ¢ =p. Da qui segue che la curva €’ i
S, viene segata dagli S,—, di §, in una serie di ordine 2p—2
e di dimensione p, mon speciale: invero da p=p si deduce
2p > 2p — 2, mentre se la serie fosse speciale il teorema di Cuir-
FORD (') fornirebbe 2p << 2p — 2. .

Ma dal teorema di RiemaNn-RocH, applicato alla serie non

(*) Cfr. F. ExrIQuEs ed O. CumisiNi, Teoria.., Vol, III, Lih. V, Cap. I,
pag. 87.
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speciale g%p—. segata sulla (" dagli S p—1 i §,, segue, indicando
con p’ il genere della C':
6 =< 2p —2—p
e, per essere ¢ == p, si trova:
p<<2p—2—7p)
ossia:
P = p—2.
Quindi # genere di | C"| é inferiore di almeno due umita al
genere di | C|. .
Per la dimensione di | €| & poi:

r=p—1;
e, per essere P+ 1<<p-—1:
7_12 p/ + 1 ,
ossia:
¥ > .

Il sistema | ¢’ |, e quindi anche il sistema che si otterrebbe da
esso rendendolo completo, qualora gid non lo fosse, soddisfa al-
l'ipotesi b).

E cosi dimostrata la proposizione III.

In guanto precede abbiamo dimostrato 1’esistenza del sistema
aggiunto | C”| nell’ipotesi che il sistema | C' | fosse semplice. Sia
ora il sistema | C | composto, in guisa che ogni gruppo della serie
caratteristica sopra una sua curva generica sia costitnito da
r—1 (o pil) gruppi di p punti di una involuzione razionale o
irrazionale d’ordine w. Per il grado N del sistema si avra:
N =up(r—1), valendo il segno d’uguaglianza se la nominata
involuzione & rgzionele. Inoltre & per ipotesi » > p ed N =p 4
+r—1, da cui si ricava: N <<2(r —1). &i ha dunque:

plr — 1) = 200 — 1)

ossia, poichg »r —1>1:
<< 2.

Ma non pud essere g.=1. Ne viene p.=2 e quindi ¥ =2(r —1)
ep=1r—0L
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Per conseguenza: la curva generica di | C'| contiene una g2
ed & cosi iperellittica. 11 sistema | C | & un sistema lineare oo+
di curve iperellittiche di genere p, che si segano a due a due in p
coppie variabili.

Le co? coppie di punti della superficie F, tali che le C pas-
santl per un punto di una coppia passino pure per il secondo
punto, possono rappresentarsi biunivoeamente sopra una super-
" ficie @ di ordine p, appartenente ad uno spazio Spy.; e le se-
zioni iperpiane della @ sono curve razionali, che contate due
volte rappresentano le C. Sopra ogni sezione piana di P si tro-
vano dunque 2p 4+ 2 punti di diramazione, ed il luogo di gquesti
& una eurva A d’ordine 2p + 2. La superficie F & rappresenta-
bile sulle © doppia con la curve di diramazione A.

La superficie @ ¢ d’ordine p ed appartiene ad uno spazio
Sp+41 . Essa & quindi (efr. Lib. II, eap. I, n. 8) una rigata razio-
nale normale, ovvero la superficie di VERONESE di .S;, rappresen-
tabile sul piano mediante il sistema completo oo® di tutte le co-
niche. Ma si pud escludere questa seconda ipotesi: infatti la
curva di diramazione A sarebbe d’ordine 10 e sul piano sarebhe
rappresentata da una eurva del quint’ordine (intersecata ciog in
10 punti da ogni eonica, immagine di una sezione piana della @);
ma allora le coniche della superficie di VERONESE, che si rappre-
sentano nelle rette del piano, intersecherebbero la A in (un nu-
mevo dispari) 5 punti, ¢io che & assurdo,

Tolto il caso della superficie di VERONESE, rimane che la @
doppia sia una rigata razionale normale, d’ordine p dello spazio
Spi1 & p + 1 dimensioni, dotata di una curva di diramazione
d’ordine 2p + 2, intersecante in un nwmero pari 2k (h >1) di
punti le generatriei.

Se h =1, ogni generatrice di ®, contata due volte, rappre-
senta una eurva razionale della superficie F; le co' curve razio-
nali, ehe si ottengono su questa, formano un fascio lineare; e
prese a p— 1 per volta danno su F curve (spezzate) di un si-
stema lineare oof ! le guali segano ogni C (corrispondente ad
una sezione iperpiana di ®) in p—1 coppie della serie g2
esistente su (7, cioé in un gruppo della serie canonica di C.

35
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11 sistema ooP—1 cosi costruito si pud assumere come 1'aggiunto,
[ €], a|C] e soddisfa agli enunciati delle proposizioni I e TF.

Lo stesso ragionamento e la stessa conclusione valgono pure
se (essendo h > 1) dei 2h punti che ogni generatrice di ® ha
in comune con A, 2k —1 o 2h —2 sono riuniti in un punto di
questa: infatti la generatrice rappresenta sempre una curva
razionale della superficie F. Rimane dunque solamente il caso in
cui almeno tre punti semplici di A si trovino sopra ogni gene-
ratrice, distinti dai rimanenti 2 —3. In quest’ipotesi la @
non pud essere un couo, perché altrimenti un iperpiano 8y, per
il vertice, segherebbe la curva A di ordine 2p + 2 in almeno 3p
punti. E poiché (avendo discusso direttamente il caso p = 2)
possiamo supporre p > 2, & 3p > 2p 4 2: si trae cosi un as-
surdo. Poiché dungue la @ non & un cono, gli ocoP—2 iperpiani
condotti per una sua generatrice segano sn @ (che & d’ordine
p).un sistema lineare ooP—* di curve irriducibili razionali d’or-
dine p—1, le quali incontrano la A in 2p 4+ 2 — 2k punti.
A queste curve, contate due volte, corrispondono sulla super-
ficie F' ooP—* curve iperellittiche di genere p —h << p—2 for-
manti un sistema lineare; ed ognuna (i esse sega una curva (7
{(eorrispondente ad una sezione iperpiana di ®) in p—1 cop-
pie della g! appartenente a C, ciod in un gruppo della serie
canonica di €. Dungue il nominato sistema ocP—! pud assumersi
come sistema | C’|, aggiunto a | C'|; ed esso soddisfa in modo
evidente alle proposizioni I e III.

Con guanto precede rimangono dimostrate, in tutte le ipo-
tesi possibili, le proposizioni I, IT e ITI, enunciate al principio
di ruesto numero.

Possiamo ora dimostrare facilmente la razionalitd di una su-
perficie F (non riducibile ad una rigata di genere maggiore di
zero), la quale soddisfaceia alle proprietd a), ) del n. 43,

Sulla superficie F esiste per ipotesi un sistema lineare com-
pleto «irriducibile », | C |, avente la serie caratteristica completa,
¢ la dimensione. r maggiore del genere p. Se p<< 2, abblamo di-
mostrato direttamente che la F' & razionale. Sia dunque p > 2 e
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si costruisca, a partire dal sistema lineare | C'|, il suo sistema
aggiunto | €’ |, che certamente esiste per la proposizione 1. Ana-
logamente dal sistema | C’| si passi al suo aggiunto | C”| (se-
condo aggiunto di | € |), che esiste in virtd delle proposizioni T
e ITI, applicate al sistema | €’ |. Cosi proseguendo si ha un pro-
cedimento di riduzione, il quale fa passare dal sistema | C'| agli
aggiunti suceessivi | €’ |, | €| ecc.. E poichg, per la proposizione
II1, ad ogni passaggio il genere diminuisce di almeno due unita,

si perviene di regola ad un -estmo aggiunto | C® | il cui genere &
<< 2, a meno che il procedimento non si arresti prima, essendosi
pervenuti ad un aggiunto costituito da curve riducibili. I1 caso
in cul il sistema | C' | abbia un genere alto si riporta cosi al caso
in eui il genere p=<<2; ed allora si & veduto direttamente che
la F & razionale; se poi si pervenga ad un aggiunto riducibile,
per la proposizione I, lo spezzamento avviene in eurve razionali
appartenenti ad un fascio lineare: e la F & ancora razionale per
il teorema di NOETHER.

Si pud dunque affermare:

E razionale ogni superficie F (che non sia birazionalmente
equivalente ad una rigata di genere maggiore di zero), la quale
goda delle proprietd : .

a) ogni sistema lineare completo irriducibile, oo? almeno, di

‘curve tracciato sulla F ha la serie coratteristica completa;

b) sulla F esiste un sistema lineare completo irriducibile
di curve avente la dimensione superiore al gemere.

Ma una superficie F' unirazionale, i eni punti corrispondano
ciod blunivocamente ai gruppi di un’involuzione piana, gode
delle proprietd anzidette. Pertanto:

Una superficie unirazionale ¢ anche razionale. .

Si suol anche enunciare quest’ultimo risultato nella forma
seguente : ’

Le involuzioni pirmé sono razionali.
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45. Le condizioni di razionalita
nella teoria generale delle superficie.

Col teorema di ('ASTELNUOvO sulla razionaliti delle involu-
zioni piane, si tocea agl'inizi di un nuovo periodo storieo, in cui
il problema delle superficie razionali viene studiato in relazione
alla teoria generale delle superficie algebriche, concepite in or-
dine al gruppo delle trasformazioni birazionali. Si tratterda dun-
que di definire le superficie razionali mediante caratteri delle
superficie, che siano invarianti rispetto alle trasformazioni sud-
dette.

Tenendo presente la riduzione delld singolarita (B. Levi,
0. CHISINI, ece.) € lecito riferirsi a superficie algebriche F d’or-
dine n dello spazio ordinario, le quali siano dotate soltanto di
una curva doppia ', che possegga a sua volta dei punti tripl,
tripli anche per la superficie. Allora i caratteri invarianti che
occorre considerare si lasciano definire come segue:

1) genere geometrico superficiale, p,, ciod numero delle
superficie linearmente indipendenti ®,_,, d’6rdine n —4, ag-
eiunte alla data F (che vuol dire passanti semplicenmente per la
sua curve doppia )y .

2) genere nunierico (0 @ritmetico), pg, ¢iod numero virtuale
delle anzidette ®,_4, caleolato in base alle formule di postula-
zione di NOETHER (ossia assumendo che le superficie d’ordine
n — 4 c¢he passano per i punti tripli di C seghino su questa curva
una serie completa e non speciale); ~

3) plurigeneri, P;, d'ordine 1 =2, 3,...; il P; & il numero
delle superficie linearmente indipendenti d’ordine i (n — 4) che
s1 comportano lingo la eurva doppia € di F come se fosse t-pla
per esse.

Premesse queste nozioni, le condizioni i razionmlitd delle
superficie vengono espresse a due teoremi fondamentali:

[) La condizione necessaria e sufficiente, perché una su-

~

perficie algebrica sia razionale é date dall’annullamento del ge-

At
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nere numerico e del bigenere:

Po—=P,= 0
(CasTELNUOVO, 1896).

L’annullarsi del bigenere porta naturalmente anche 1'annul-
larsi del genere p,; ma non & vera la proposizione reciproca,
potendosi dare esempio di saperficie con p, = p, = 0, che hanno
il bigenere P, > 0 e non sono razionali (primo esempio: la su-
perficie del 6° ordine che passa doppiamente per gli spigoli d'un
tetraedro, ENRIQUES).

I1) La condizione necessaria e sufficiente perché una super-
ficie algebrica appartenga alla famiglia delle rigate (razionali o
n0) & che st annwllino insieme il suo quadrigenere ed il suo se-
stigenere :
pP,=pr,=0
(ExrI1QuEs, 1905).

Per 1a dimostrazione di questi teoremi, e la sistemazione
della teoria generale delle superficie a cui appavtengono, riman-
diamo a:

F. ExriQUEs, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche,
raceolte da L. CampepELLI, Cedam, Padova, 1932;

F. ExriQues, Swlla classificazione delle superficie algebriche,
particolarmente di genere zero. Lezioni raceolte da L. Camre-
pELLI, « Rendic. del Seminario matematico della R. Universita
di Roma », 1934.

Le presenti « Lezioni » si possono ritenere come un’introdu-
zione al trattato di geometria sopra le superficie che & costituito
dai due volumi di ExrIQUES-CAMPEDELLI, innanzi eitati.
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