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Il volume che vede- oggi la luce, contiene, rielaborata e ordinata, la 
parte maggiore dell’opera matematica di Federigo Enriques, vale a 
dire la teoria delle superficie algèbriche, alla quale il suo nome resterà 
sempre legato. Questa opera iniziata subito dopo la laurea nel 1893 
e proseguita per oltre mezzo secolo fino alla morte, con brevi interruzioni 
quando problemi di filosofia e di storia della scienza occupavano il suo 
spirito universale, si trova dispersa in una cinquantina di Note e Me­
morie pubblicate in varie raccolte.

A far risaltare latto valore dell’opera, che ha aperto un vasto e 
fecondo campo quasi inesplorato quando VEnriques cominciò le sue 
ricerche, gioverà il presente volume. Il quale permetterà ai cultori della 
geometria algebrica, e in particolare agli studenti universitari, di 
orientarsi nell’ampio territorio.

Il compianto, Autore aveva già sentito il bisogno di una sistematone. 
della geometria sopra le superficie algebriche dopo la sua chiamata 
all’ Università di Roma, dove Egli poteva dedicarsi ai soli corsi supe­
riori di matematica e dove maggiore era il numero degli allievi. Valen­
dosi della collaborazione di Luigi Campedelli, allora suo e mio assi­
stente, oggi professore all’ Università di Firenze, Egli raccolse la- 'parte 
generale della teoria in un volume litografato, che usci nel 1932; mentre- 
una seconda parte riguardante categorie particolari di superficie fu 
pubblicata a stampa, due anni dopo, dal >Seminario matematico del­
l’Università di Roma, col concorso dello stesso collaboratore.

Esauriti in pochi anni questi due volumi, VAutore dovette pensare 
ad una seconda edizione; e durante gli ozi, cui fu costretto dalle leggi 
razziali e poi dalla guerra e dalle persecuzioni, Egli meditò una riela­
borazione di tutta l’opera col proposito di semplificare o mettere al 
riparo da critiche alcune dimostrazioni, di condurre a termine od esten. 
dere classificazioni di tipi particolari di superficie, e di tener conto 
dei più recenti risultati a cui Egli stesso od altri ricercatori erano 
arrivati.

Il manoscritto era fortunatamente compiuto quando la morte colse 
Federigo Enriques nella piena lucidità dello spirito.
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L'Autore si era riser rato di procedere a talune correzioni definitive 
sulle bozze di sm lupa, ina purtroppo la sorti orni gli co.■fesse il 1>-mpo 
per questo coinpilo. Se lo assunsero con la finezza del loro ingegno, col 
ricordo degli insegnamenti del maestro, con affetto di figli, gli ultimi 
discepoli Pompilj e Fraschetta. Ed io che li ho assistiti nei. loro dubbi 
su gualche punto oscuro o meno soddisfacenti del testo, gasso din 'he 
il compito era ardilo ed avrebbe richiesto, per essere interamente as­
solto, ricerche non di mesi ma di anni. L'Autore stesso ha cura di av­
vertire fin dalla prefazione che il trattato, più -he esporr' una doti- ina 
già còiiiea e cristallizzala, aspira a suscitare nel lettore il desideri’: di­
portare complementi e perfezionamenti- « varie teorie. E dotte il terreno 
è meno solido VAutore mette sull'avviso lo studioso.

Id questi :m.di ancora fluidi quello che presenta la difficoltà 
arde-- ed il maggiore interesse nette t cor ni generale delle superficie 
forma il soggetto del Cap. IX, ove si tratta dei sistemi continui di curve 
algebriche (non contenuti in, sistemi lineari') che esìstono sopra ogni super­
ficie irregolare. Una geni uh- intuizione ha co nd-otta 1‘Enriques nel 1904 
ad enunciare e stabilir  e giusta proprietà caratteristica delle superficie 
irregolari; su di essa si sono appoggiate successive fondamentali ri­
cerchi’. Però un'attenta critica ha fatto vedere, rari anni dopo, che la 
dim astrazione dell’Enriques n on è soddisfacente. La proprietà è vera, 
almeno sotto qualche restrizione, come risulta dalle ricerche per ria 
trascendente di Enrico Poincaré, àia tutti 1 tentativi compiuti poste­
riormente. dall' Enriques e da altri per dimostrarla- mediante conside­
razioni algebrieo-geometrichc si sono urlali contro difficoltà- sinora 
insuperate. Ciò è esplicitamente dichiarato nel suddetto Cap. IX. nel 
quali E Autore dà anche suggerimenti sopra una via da tentare 'per 
giungere alla meta Debbo confessare ehe non redo come quella ria presa 
■tradursi in un procedimimlo irreprensibile.

Ad altri dubbi- di ben- minore rilievo può dar luogo qualche punto 
dei Capp. VII, Vili e X dote si tratta di classificazione s costruzione 
di tipi molto particol-ari di superficie. Qui giova ricordare che It ri- 
c-crchc fondamentali dell'Enriques > possono suddividere m due grappi:

-i) teoria generale delle superficie algebriche, e in particolare 
determinazione- dei caratteri invarianti per trasformazioni birazionali: 
sostanzialmente, i generi;

b) classificazione delle superficie dei primi generi.
Questo secondo gruppo ha condotto VAutore alla scoperta di fa­

miglie molto interessanti ed impreviste di superficie, ed ha fornito 
anche, modelli concettuali che hanno suggerito la scoperta di proprietà 
riposte appartenenti alla teoria generale. È noto però a lutti i ricer­
catori quali insidie si nascondano nelle classificazioni molto minu­
ziose, dove facilmente sfuggono alcuni casi riposti, ed altri-, ritenuti in 
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un ■primo momento realizzabili, si rivelano inesistenti di fronte ad un 
esame più scrupoloso.

Qui dunque si presenta, come VAutore stesso suggerisce, un primo 
campo di indagine per lo studioso, il quale, dopo essersi reso-familiar e 
con le discussioni delicate che l’argomento comporta, sarà poi messo 
in grado di affrontare le difficoltà più gravi, della teoria generale, dif­
ficoltà che non riguardano soltanto la questione a cui sopra abbiamo 
alluso, ma s’incontrano ogni qual volta si vogliano mettere in chiara- 
luce i legami, fra la trattazione algebrica e la trascendente (o la topolo­
gica) delle superficie algebriche, Jfaturalmetibe per queste ultime ri­
cerche lo studioso dovrà -prima approfondire la teoria trascendente leg­
gendo i trattati di Picard-Simart, di Lefschetz, Zansici, Hodge, la 
Memoria citata di Poincaré, e gli importanti lavori algebrico-tra- 
seendenti del Severi ove si trovano esposte ricerche che esorbitano dal 
programma dei presente volume.

Verrà presto il continuatore dell'opera delle scuole italiana e fran­
cese. il quale riesca a dare alla teoria delle superficie algebriche la per­
fezione-che ha raggiunto la teoria delle curve algebriche? Lo spero ma 
ne dubito.

A nutrire -i miei dubbi m'induce Vosservazione che la matematica 
ha preso nel secolo atta alt un indirizzo ben diverso da quello chi <‘io- 
mi naca nel secolo scorsa. La fantasia, la intuizione che guida ta no la 
ricerca di allora sono oggi guardate con sospetto per il terrore degli 
errori a cui possono condurre. Le teorie sorgevano per rispondere al 
bisogno che il matematico provava di delincare e precisare degli oggetti
del :
Era

pensiero che erano già, in forma vaga, presenti alla sua mente.
l’esplorazione di un ampio tiirrisorio intravisto da una cima lon-

tana . Si costruirono così nel secolo scorso quei gioielli che si chiamano
teori■a delle funzioni analitiche , delle funzioni ellittiche, abeliane,
sapi­rfieie ad area minima, superfiUne cubiche.... Oggi più che il terreno
da f■x-plorare interessa la via che vi conduce, e questa via ora tien
sero. ì.’nubi di ostacoli, artificiali, orfi si libra tra le need,,.

he questa tendenza non, sia una manifestazione di deeve durata
si è indotti a credere dal paragone col fenomeno analogo che si ceri-
fica nelle arti plastiche e nella miasica. Anche- qui la, fantasia è bandita
quale sopravvivenza dell’epoca w<montica, anche qui il coniemulo del-
l’optera d’arte interessa meno della tecnica o dei mezzi d'espre-ssione che
l’artista impiega. Vari critici illustri pensano che ciò rappresenti 
una decadenza dell’arte e ne traggono foschi presagi sull’avvenire 
détta nostra, civiltà.

Sarebbe temerario estendere questi giudizi pessimisti all’evoluzione 
che va subendo la matematica. Tuttavia quando si paragoni il cinquan­
tennio che sta -per chiudersi col periodo corrispondente del secolo scorso
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in cui 'fiorivano nomi quali Gauss, Abel, Jacobi, Cauchy e tanti altri 
grandissimi, non si possono celare preoccupazioni sul futuro della 
nostra scienza.

Un giorno 'però, prossimo o lontano, rinascerà l’amore per le grandi 
teorie di cui i nostri maestri del secolo XIX gettarono le basi. E quel 
giorno il trattato di Federigo Enriques sarà letto e meditato come il 
resoconto di un’esplorazione in un territorio dove molte gemme sono già 
state raccolte e molte altre attendono chi sia degno di scoprirle.

G. Castelnttovo
Roma, Gennaio 1949.



PREFAZIO NE

In questo trattato ci proponiamo di esporre la teoria delle superficie 
algebriche, particolarmente riguardata nel suo aspetto algebrico-geo­
metrico, quale si è venuta maturando, durante un cinquantennio, 
in ispecie nella scuola geometrica italiana. Per lunghi anni abbiamo 
elaborato tale esposizione, rivedendo e talora rifacendo, o almeno rior­
dinando, le dimostrazioni più antiche, in guisa da conferire alla teoria­
stessa l’assetto più rigoroso s più semplice.

Quest’opera di revisione e di ordinamento si è svolta anzitutto 
attraverso i corsi delle lezioni da noi tenute nella Università di Roma, 
che sono state raccolte, in una prima redazione, da Luigi CampedelU, 
oggi professore all’ Università di /Firenze, cui ci piace attestare ancora 
una' volta- la nostra gratitudine. Le- lezióni di Enriques-CampedelU 
furono pubblicate in due volumi; la prima parte, col titolo « Lezioni 
sulla teoria delle superficie algebriche, raccolte dal Doti. Luigi Campe- 
delli », in edizione litografica presso la Casa Cedam di Padova, nel 
1932 e la seconda parte nel 1934, col titolo « Sulla classificazione delle 
superficie- algebriche,, particolarmente di genere zero, lezioni raccolte dal 
Doti. Luigi CampedelU », nei Rendiconti del Seminario Matematico 
della R. Università di Roma.

Questi volumi rimangono anche oggi il fondamento del nostro lavoro 
di sistemazione della teoria che tuttavia si è proseguito di poi, sia dalla 
cattedra universitaria, sia nel riposo degli ultimi anni, dopo l'ottobre 
1938.

Abbiamo ripreso l’esposizione del CampedelU, correggendo talvolta 
o semplificando qualche punto, ma soprattutto dando alla teoria stessa 
una più ampia estensione con V usufruir e dei contributi- recati alla 
scienza- da alcuni giovani geometri. Fra questi ci è caro ricordare i 
nomi di altri nostri discepoli che, dopo il Collega fiorentino, ci hanno 
aiutato in questa ricostruzione, approfondendo alcuni punti o invi­
tandoci a rimeditarli colla discussione delle nostre idee s delle nostre 
spiegazioni: sono il Prof. Giuseppe Pompili — presto partito per le 
armi — e il Dott. Alfredo ^ranchetta {due giovani speranze detta nostra 
scienza-), che si troveranno citati nel corso di queste Lezioni; ai quali 
vogliamo attestare pubblicamente il nostro animo grato.



PREFAZIONE

Non abbiamo da spiegare, più lungamente il disegno dell'opera, 
che già appare dall'indice generale della materia. Ma c’importa ri­
levare che abbiamo cercato, non soltanto di dare alle teorie esposte 
un assetto logico, sì anche {come in opere anteriori} di porgere, mia pro­
spettiva. storica del loro divenire. In tal guisa vuoisi offrire, al lettore, 
non già il dono di qualcosa di perfetto che si lasci contemplare dal di 
fuori, anzi la veduta di un acquisto e di un progresso di cui deve com­
prendere le ragioni, e che egli è invitato a riguadagnare da sè e per sè, 
trovando nel libro un istrumento di lavoro. Appunto perciò il cammino 
induttivo della scienza, che, muove da- esempi e casi particolari, e tal­
volta anche gli errori che occorse superare e correggere, vengono messi 
particolarmente, in rilievo.

Aggiungiamo che per quel che concerne la conoscenza di teorie 
preliminari (curve algebriche, superficie razionali}, ci riferiamo parti­
colarmente all’esposizione datane in altre vostre, lezioni, che furono 
raccolte nei quattro volumi di Nnriques-Chisini « Teoria geometrica 
delle equazioni e delle funzioni, algebriche» (>) e in quello di Fabio 
Conforto su «Le superficie razionali », aneli'esso redatto sulle nostre 
lezioni (2).

Il testo che. offriamo al lettore è stato composto ed ha trovato la- sua 
forma definitiva entro il mese di aprile del 1942, quando la, persecu­
zione fascista vietava, nel nostro paese, anche le più innocenti, pubblica­
zioni matematiche, e d’altronde, la pubblicazione all'estero dava luogo 
a difficoltà che dovemmo in appresso sperimentare. In esso erano in­
dicate alcune note, in ispecie note da noi (come corrispondente} inviate 
all’Accademia delle Scienze di Madrid, che non abbiamo potuto sa­
pere se abbiano effettivamente trovato posto in quegli atti accademici.

Oggi, usciti fuori dal periodo burrascoso della guerra, nel momento 
di passare il manoscritto alla tipografia, ci riesce, ancor diffìcile di­
prendere esatta nozione della letteratura scientifica degli ultimi tre anni, 
e d’altra, parte gli impegni di nuovi lavori ci vietano di ritornare sul 
lavoro fatto per riesaminarlo al lume di alcuni studi che, più o meno 
approssimativamente, siamo venuti a conoscere, soltanto più tardi. 
Perciò conserviamo al testo delle presenti lezioni la forma datagli, 
come si è detto, nel 1942, salvo a completare qualche notizia bibliografica 
s ad indicare, con qualche nota, le lacune che richiederebbero un nuovo 
esame.

F. Enriques 
Roma, Settembre 1945.

f1) Bologna, Zanichelli 1915, 1918, 1924, 1934. 
(-) Bologna, Zanichelli, 1939.
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INTRODUZIONE

1. Richiamo di nozioni elementari.

In queste lezioni ci riferiamo, in generale, ad una superficie al­
gebrica dello spazio ordinario, supponendola irriducibile. La su­
perficie / verrà definita da un’equazione in coordinate cartesiane

f(x, y,z) =0

ovvero in coordinate omogenee

f(xi, -r.„ ®4) =0:

/ designa nel primo caso un polinomio nelle variabili x, y. s, e nel 
secondo caso un polinomio omogeneo ovvero una forma.

Assumiamo come noti gli elementi della teoria proiettiva delle 
superficie, che includono le nozioni di ordine, classe, superficie 
polari, eco. (»). E richiamiamo alcune proprietà di cui si farà uso nel 
seguito.

Un punto 0 della superficie /, che sia d’ordine n, è semplice per 
essa se le rette uscenti da 0 segano la superficie in n —1 punti 
fuori di O. L’intorno di un punto semplice della superficie si può 
rappresentare in modo semplice su un piano in un ordine di ap­
prossimazione alto come si vuole, cioè dove si tenga conto degli 
infinitesimi di ordine 1, 2, .... eco. In primo luogo è chiaro che 
nel primo ordine di approssimazione la superficie può essere sosti­
tuita dal piano ivi tangente ; ma se si vuol tenere conto del secondo 
ordine, supponendo gli assi cartesiani scelti in modo opportuno, 
si sostituirà invece col paraboloide osculatore dello stesso ordine 
z = (Pi(xy), che si lascia proiettare univocamente sul piano (a?, y) 
dal pulito all'infinito dell’asse z. E cosi si dica successivamente 
per l’intorno del terzo ordine eco. Pertanto, essendo data sulla su­
perficie una curva che abbia in 0 una singolarità qualsiasi, si potrà

(x) Cfr. Eniuques-Chisini, Teoria geometrica delle equazioni s delle funzioni 
algebriche. Libro UT, vol. II. Bologna, Zanichelli, 1918.

Enwjuts F. - Superficie algebriche. 
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ritenere questa singolarità formata di punti multipli infinitamente 
vicini, proprio come accade nel piano (x).

I punti singolari o multipli per la superficie / 'sono definiti come 
segue : un punto 0 multiplo d’ordine r (r > 1) è tale che le rette per 
0 segano la superficie in n —r punti residui. Vi è luogo a distinguere 
le curve multiple e i punti multipli isolati, senza escludere la consi­
derazione di punti multipli notevoli appartenenti ad una curva 
multipla, che si presentano come una sovrapposizione dei due casi, 
e su cui avremo luogo di dare nel seguito qualche delucidazione. 
Una curva multipla d’ordine r si può ritenere in generale come l’in­
tersezione di r superficie o falde differenzialmente distinte in un 
punto generico della curva, in corrispondenza agli r piani tangenti 
in esso. Invece un punto multiplo isolato appare di regola conico, 
dove le rette aventi r -f- 1 intersezioni riunite con la superficie,: 
formano un cono d’ordine r, generalmente irriducibile.

Ma si possono avere delle particolarizzazioni. Cosi .due o più 
falde della superficie lungo una curva multipla possono toccarsi o 
anche fondersi in una falda d’ordine superiore : il più semplice esempio 
è offerto dalla curva doppia cuspidale. D’altra,parte il cono tangente 
in un punto r-plo isolato può spezzarsi o anche ridursi ad un piano 
contato r volte : l’esempio più semplice è offerto dal punto doppio 
uniplanare.

Per dominare tutte le complicazióni cui possono dar luogo le 
singolarità della superficie, conviene definire i punti multipli infi­
nitamente vicini e le curve (proprie o infinitesime) da questi costituite, 
come si fa per mezzo dei rami di curve uscenti da un punto (*) ’. 
In quest’ordine di idee un punto uniplanare appare come un punto 
doppio cui sono infinitamente vicini tre punti doppi in direzioni 
distinte. Il più semplice esempio di una curva (retta) doppia infi­
nitesima, infinitamente vicina ad un punto multiplo isolato, è il 
tacnodo : cioè un punto doppio 0 tale che le sezioni piane per 0 hanno 
accanto ad 0 un altro punto doppio infinitamente vicino. Ma noi 
non vogliamo indugiarci ini questo argomento, per cui rimandiamo 
alle citate lezioni di Enriques-Chisini.

2. Trasformazioni razionali.
Si definisce una trasformazione razionale dello spazio cui ap­

partiene la superficie / ponendo le coordinate X, T, Z, funzioni 
razionali delle x, y, z :
m X - ;z_

cp&yzf <pa{xyz) J tp»(xyz) '

P) Gir. Enbiqum-Chisini, Op. vit., Libro IV, vol. II.
(s) Cfr. Enriqujss-Chisïni, Op. vit. Libro IV, cap. IV. 
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dove le cp sono dei polinomi che possiamo supporre dello stesso 
ordine. Per mezzo di questa trasformazione, che supponiamo non 
degenere, ad ogni punto generico dello spazio (xyz) corrisponde 
un punto , dello spazio (.XYZ), e viceversa ad un punto (X YZ) cor­
rispónde in generale un certo numero fluito n ( > 1) di punti (xyz), 
i quali si ottengono risolvendo le equazioni (1), in cui le X YZ ven­
gano assunte come date e le xyz come incognite : per n > 1 i gruppi 
di punti cosi ottenuti formeranno, nello spazio (xyz), una involuzione 
/».d’ordine n, cioè una serie di gruppi di n punti tale che ogni punto 
appartenga in generale ad un gruppo.

Ora la trasformazione • (1) porterà generalmente gli oo* * punti 
della superficie f(x, y, z) — 0 in oo*  punti distinti, costituenti una 
superficie F(X, Y, Z) — 0 trasformata della /. Ad un punto gene­
rico di / corrisponderà, dunque un punto di F, e viceversa ad un 
punto generico di F corrisponderà di regola un punto di /, la tra­
sformazione riuscendo univocamente invertibile per i punti della 
superficie FJ,1). Questa invertibilità e le circostanze particolari in 
cui essa cessa di sussistere, esigono una spiegazione. Invero abbiamo 
visto che la trasformazione (1), considerata fra i due spazi (xyz) 
(X YZ), non è in generale univocamente invertibile, anzi conduce 
dai punti (X YZ) ai gruppi di n punti di una involuzione I„ nello 
spazio (xyz). Ma se la f viene scelta in modo generale entro questo 
spazio, essa "non apparterrà all’involuzione I„, cosicché ad un punto 
di / saranno coniugati, in I„, n — I punti fuori della superficie, e 
quindi ad un punto generico di F verranno a corrispondere perla (1) 
un punto di / ed n — 1 punti fuori di essa, descrivendo la superficie 
ad essa coniugata rispetto ad In.

. (’) Di qui la distinzione fra trasformatone birazionale intercedente fra due 
superficie e trasformazione birazionale o cremoniana, estendibile allo spazio che 
le contiene.

(•) Si tengano presenti le considerazioni analoghe relative alla trasformazione 
delle curve ; Cfr. E.nrkjubs-Chisini, Op. oit., Libro V, vol. III.

Soltanto nel caso che appartenga all’involuzione In, ovvero 
ad un’involuzione parzialmente contenuta in essa, la trasformata 
di F si ridurrà ad mia superficie multipla, in corrispondenza [1, w] 
o [1, m] (m < n) con /.

Ora, riferendoci al caso generale, in cui / e F Meno in corri­
spondenza biunivoca, conviene pur rilevare che la trasformazione 
il) ammette, in generale, delle eccezioni (*).  Invero le formule della 
trasformazione diventano indeterminate in tutti quei punti (xyz) 
per cui si annullino insieme le <p (cioè per i punti base del sistema 
trasformante individuato dalle superficie <p0 =0, ys, ----- 0, <p2 ----- 0, 
9>s = 0). Una eccezione di questo genere può aver luogo anzitutto 
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in un punto semplice di /; allora questo si trasforma in generale in 
una retta o in una curva di I\ curva trasformata di un punto sem­
plice, che si chiamerà curva eccezionale della, superficie F.

Invece può darsi che un punto base del sistema trasformante 
delle ç? cada in un punto singolare di f. E se si ha una curva mul­
tipla di f su cui si annullino, contemporaneamente, le questa, si 
trasformerà generalmente in ima curva semplice, ad ogni punto 
r-plo della curva corrispondendo r punti distinti, in relazione alle 
r falde di / che passano per esso. Se invece un punto base delle g> 
cade in un punto multiplo isolato 0 della f, questo si trasforma ge­
neralmente. in una curva i cui punti rispondono ai punti infinita­
mente vicini ad 0.

Queste affermazioni cadono in difetto quando intervengono punti 
e curve multipli infinitamente vicini ai punti singolari considerati. 
In questi casi l’effetto generale della trasformazione è di trasformare 
in punti multipli propri i punti multipli infinitamente vicini del 
primo ordine, e in generale di semplificare la singolarità, riducendo 
da r ad r — 1 l’intorno dei punti considerati, almeno quando si 
supponga che le superficie <p, passanti per un punto 0, non abbiano 
alcuna tangente fìssa in comune.

Tuttavia la trasformazione che riesce a semplificare le singolarità 
di una superficie introduce in generale delle nuove singolarità, 
perchè vi saranno in generale oo1 coppie di punti della f dove le 
X, Y, Z riprenderanno lo stesso valore, sicché ad essi risponde­
ranno punti di una curva doppia di F.

Ciò risulta, in sostanza, da un facile computo di costanti. Se 
le X, Y, Z, debbono riprendere lo stesso valore nei punti (x, y, s) 
e (x', y', a'), dovranno sussistere le 5 equazioni in 6 incognite : 

g^xyz^x'y'«') —tpiix'y'g'^xyz) = 0 
q^xyz)(pa(x'y‘z>) — cp^x'y'z'^^xyz) =0 
9>3(jcyz)<p0(x'y'z') ~<p3(x'y'z')<p0(xyz) =0 
f(xyz) — ft 
f(x'y'z') — 0,

le quali ammetteranno in generale oo1 soluzioni (xyzx'y'z'), fuori 
delle oo2 soluzioni triviali

x —X’ y = y' z — z' (>•).
In casi particolari si potranno avere oo1 gruppi di più che due 

punti di / cui rispondono i punti d’ima curva multipla di F. Ma 

P) Le prime tre equazioni definiscono tre ipersuperficie dello spazio Se, che 
hanno a comune lo Ss (æ — x’, y = y', z = z') e, fuori di questo, una certa varietà 
a tre dimensioni V; la V viene intersecata dalle varietà, cilindriche ÿxyz'i — 0 
e f(x'y'z') = 0 secondo una curva.



potranno anche aversi curve di f su cui le XTZ restino costanti, 
cui rispondono punti multipli isolati di F. E col complicarsi delle 
singolarità di f, e con l’intervento di altre circostanze particolari, 
non si può escludere la genesi di singolarità più elevate per la F.

3. Superficie negli iperspazi: scioglimento delle singolarità.

La trasformazione dello spazio ordinario che sopra abbiamo 
considerato si può estendere definendo una trasformazione che 
porti la superficie / in uno spazio 8, a più dimensioni :

Y _Ä -ù(MAL) y = cpijxyz) x <Pr(xyz) .

la superficie /(«M) =0 si trasformerà in una superficie F dello 
spazio Sr quale è definita dalle formule scritte, e che d’altra parte 
può anche definirsi in vari modi come intersezione parziale di va­
rietà dell*  iperspazio f1).

d) Cfr- Enbiqubs-Chisini,. Op. cit., Libro I, § 23.

Anche per questa trasformazione si ripetono in gran parte le cose 
dette per una trasformazione dello spazio 8s; che in generale la 
trasformazione riesce biunivoca per i punti delle due superficie (e 
non per gli spazi ehe le contengono), e che una curva multipla 
ordinaria di /, che sia base per il sistema trasformante delle super­
ficie <p, si scioglie in generale diventando luogo degli r punti semplici 
che rispondono ai punti r-pli di / che la costituiscono ; e similmente 
si dica dei punti multipli isolati che si mutano in curve, eco.

Ma qui, almeno per r > 5, non si producono in generale nuovi 
punti singolari per la F, chè appunto per r > 5 non esistono in 
generale coppie di punti di / ove le Xt, .. ., XT riprendano lo 
stesso valore, mentre per r = 4 si ha in generale un numero finito 
di tali coppie che dà luogo ad altrettanti punti doppi per la F.

S’intuisce per tal modo che si riuscirà sempre a sciogliere le 
singolarità di una superficie / e a trasformarla in un’altra dello spazio 
8r affatto priva di singolarità, cioè dotata soltanto di punti semplici. 
Ma questa riduzione che riesce facile per le superficie dotate sol­
tanto di curve e di punti multipli ordinari (curve multiple a falde 
distinte, e punti multipli isolati a cono osculatore affatto generale) 
esige un esame più minuto quando la f possegga singolarità infini­
tamente vicine, comunque complicate. L’analisi che occorre a tal 
uopo si può decomporre tuttavia in due parti: un’analisi nel senso 
della geometria differenziale, dove si tratta di sciogliere le singolarità 
definite nell ’intorno di un punto 0 di una curva dello spazio ordinario 
ed in cui è lecito giovarsi di trasformazioni birazionali o cremoniane 
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dell’intero spazio e successivamente un esame critico delle nuove 
singolarità che possono venir prodotte dalla trasformazione stessa. 
Ma quest’ultimo passo, che importa difficoltà minuziose quando si 
tratti della riduzione delle singolarità con trasformazioni birazionali 
dello St l1), si può evitare mercè una semplice osservazione di 
B. Levi: infatti, se la superficie f(xyz) — 0 viene trasformata in un’al­
tra F(XYZ) =0, la superfìcie dello spazio a 6 dimensioni luogo 
dei punti (r, y, z, X, T, Z) possiederà soltanto delle singolarità che 
rispondono alle singolarità comuni alle / e F.

Non è nostro proposito fermarci qui a spiegare la riduzione delle 
singolarità delle superficie quale si è ottenuta rigorosamente anzi­
tutto da B. Levi, e ci limiteremo ad enunciare il risultato fondamen­
tale cui si perviene, rimandando per la dimostrazione alle principali 
memorie che la contengono e la svolgono in differenti maniere (2).

Unn .superficie f dotata eli singolarità qualsiansi si può sempre 
trasformare birazionalmente in un'altra priva di singolarità, appar­
tenente ad uno spazio a cinque dimensioni.

4. Superficie dotate di singolarità normali.
Data una superficie con singolarità qualsiansi si cominci anzi­

tutto a trasformarla in una F dello spazio 8S affatto priva di punti 
multipli. La F, proiettata successivamente da. due punti sullo 
spazio ordinario, ci darà in questo un’immagine <t> della su­
perfìcie data. Si tratta di esaminare quali saranno le singolarità 
di <P quando la proiezione di F sia fatta da due punti generici. 
Vogliamo dimostrare che la (fi possiederà soltanto una curva doppia 
nodale (piani tangenti generalmente distinti), dotata di punti tripli 
che sono pure tripli per la superfìcie.

È chiaro anzitutto che questo è il tipo delle singolarità normali, 
che avrà in generale una superfìcie dello spazio ordinario, ottenuta 
come proiezione di una superficie dello spazio a piii dimensioni, 
priva di punti singolari: ciò risulta da un semplice computo di co­

(1) Problema risoluto da <). Ctristsi, in Memorie Ace. Bologna, 1921.
(2) B. Levi, Risoluzione delle singolarità puntuali delle, superficie algebriche. 

Atti Aee. Torino, 1897 (efr. Ann. di Mat. 1897).
O. Chisint, La risoluzione delle singolarità delle superficie mediante trasfor­

mazioni birazionali dello spazio. Memorie Aec. Bologna, 1921.
G. Albanese, Trasformazione birazionale di una superficie algebrica qualunque 

in urialtra priva di punti multipli. C’ire. Mat. Palermo, 1924.
R. J. Walkeb, Reduction of singularities of an algebraic surface. Annals of Math., 

1935.
O. Zariski, The reduction of the singularities of an algebraic surface. Ann. of 

Math.. 1939. Cfr. Annals of Math., 1941.
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stanti. Si osservi infatti che le corde di una superfìcie delio spazio 
Sr sono sempre <x>*  e quindi per r ---- 5 vi è un numero finito di corde 
passanti per un punto, mentre per r = 4 ve ne sono co1. Quindi, 
proiettando la F da un punto generico dello 8s, la superficie pro­
iezione F' acquisterà, in corrispondenza delle corde della F pas­
santi per il centro, un numero finito di punti doppi; proiettando 
poi la F' da un punto generico dello 8t, la superficie proiezione ac­
quisterà una curva doppia (apparente) sulla quale andranno a cadere 
i punti doppi della F'. In altre parole, per due punti dello *S ’s, o 
per la retta che li congiunge, passerà una serie oo1 di piani che in­
contrano la F in due punti e un numero finito di piani che la incon­
trano in tre punti, sicché la proiezione di F, fatta da quei centri, 
possiedete appunto una curva doppia nodale dotata di punti tripli, 
tripli insieme per la curva doppia e per la superficie.

■(*) Cfr. Enriques-Chxsini, Op. eit., Libro III, cap. IV, § 43, vol. II, pag. 28g.
(2) Cfr. F. Enriques, Sulle singolarità che, nascono per proiezione cli una super­

ficie o varietà algebrica, in Scritti matematici offerti a Luxai Bbbzolabi, Pavia, 
1936, pag. 351,

Tuttavia si può dubitare che, per una particolare superficie 
dello 8s, sia pure priva di punti multipli, la proiezione fatta da due 
punti generici dello 86 venga ad acquistare singolarità più elevate, 
cioè : una curva multipla anziché doppia, ovvero dei punti multipli 
più che tripli per la curva doppia. Per escludere il primo dubbio 
basta notare che le oo4 corde di una superficie di uno spazio qualunque 
a più di tre dimensioni non possono essere trisecanti, poiché altri­
menti anche le corde di ima curva gobba sezione iperpiana della 
superficie sarebbero trisecanti, il che è impossibile (*).  Da ciò segue 
che per un punto generico dello S6 non possono passare trisecanti 
della F, e che quando la F sia proiettata da un pùnto generico in 
una F' dello 8t, per un punto generico di questo non può passare 
che un numero finito di trisecanti.

Resta da dimostrare che scegliendo in modo generico i centri di 
proiezione nello 85, non può accadere che i piani trisecanti per i 
détti- centri incontrino la superfìcie F in più che tre punti e quindi 
la curva doppia della proiezione G possegga, in luogo di punti tripli, 
punti di molteplicità più elevata^). Perciò basta escludere che tutti 
i piani cui s’imponga d’incontrare la superficie in tre punti vengano 
a incontrarla di conseguenza in quattro o più punti. Infatti, se ogni 
piano • trisecante la F risulti quadrisecante, lo stesso accadrà per 
ogni curva gobba sezione iperpiana di F (la quale non può appar­
tenere ad un Ss) e quindi anche la proiezione di questa fatta da un 
suo punto sullo 8S dovrà dare una curva di cui ogni corda risulta 
trisecante, ciò che abbiamo già ricordato esser impossibile.
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In tal guisa viene rigorosamente dimostrato un teorema fonda­
mentale già riconosciuto dal Noether (1888) :

lina superficie con singolarità qualsiansi può sempre trasformarsi 
in un’altra dello spazio ordinario dotata soltanto di singolarità normali, 
cioè di una curva doppia -nodale che possiede in generale un numero 
finito di punti tripli, i quali sono pure tripli per la- superficie.

La detta curva doppia potrà possedere anche un numero finito? 
di punti doppi (incroci) provenienti dalle corde della superficie di; 
Si proiettata sullo 83 che siano doppie per il cono delle corde pro­
iettanti.

Giova anche ricordare che sulla detta curva nodale vi sarà in : 
generale un numero finito di punti cuspidali (pinch-points) nei quali 
le due falde lineari della superficie si fondono in una falda del se­
condo ordine, e che riescono punti base semplici per le curve in­
tersezioni variabili, delle superficie polari.

Nel seguito, dovendo svolgere una teoria delle superficie in cui? 
si ricercano le proprietà invarianti per trasformazioni dilazionali, 
potremo sempre riferirci ad una superfìcie modello priva di singo­
larità dello spazio a 6 dimensioni, ovvero ad una superficie dello 
spazio ordinario dotata delle singolarità normali, di cui nel prece­
dente enunciato. In quest’ultimo caso un punto biplanare della 
curva doppia dovrà ritenersi come la sovrapposizione di due punti 
semplici, i cui intorni corrispondono alle due falde, cosi come nella 
teoria invariantiva delle curve un nodo viene considerato come la 
sovrapposizione di due punti appartenenti ai due rami.

5. Nota.

Ciò che si è detto in ordine alla trasformazione di una superfìcie 
in un’altra dello spazio ordinario, dotata di singolarità normali, 
può precisarsi nel senso che: è lecito supporre che la trasformata- di 
una qualsiasi superficie sia dotata di curva doppia irriducibile, la­
gnale possegga, come si è detto, un certo numero di punti tripli, 
tripli egualmente per la superficie e per la sua curva nodale.

Esporremo la dimostrazione di questa proprietà (1) ammet­
tendo noti i principi! della teoria dei sistemi lineari, che vengono 
esposti nei primi paragrafi di queste lezioni.

A tal uopo conviene partire da una superficie priva di singolarità 
nello spazio 8s, o meglio da mia F che sia proiezione generica di 
questa nello 8t, e perciò dotata soltanto di punti doppi impropri (*) 

(*) Cfr. A. Fraschetta, Sulla curva doppia della proiezione di una superficie 
generale dello St da un punto generico su uno S3. Rendie. R. Acc; d’Italia, 1941, 
v. anche i Rend, dell’Acc. dei Lincei, s. Vili, vol. II, fase. 3, 1947.
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ordinarii, ciascuno dei quali può ritenersi come una singolarità 
apparente, rappresentando una coppia rii punti sovrapposti di­
stinti. Conviene esaminare le singolarità di una superfìcie 0 dello 
spazio ordinario, proiezione della F da un punto generico 0 dello 
,S ; in quali casi possa accadere che la curva doppia di 0 riesca 
sempre riducibile al variare del centro di proiezione 0.

Questo esame conduce a stabilire che : se una superficie F, do­
tata di punti doppi impropri ordinarli nello A'4, viene proiettata 
da un punto generico in una 0 dello *S' 3, la cui curva doppia sia 
riducibile, la F è una proiezione della superficie di Veronese (su­
perficie del quarto ordine di 8S rappresenta in sul piano del siste­
mo ■delle coniche).

Per giungere a questo risultato conviene premettere, il seguente: 
Lemma-, non esistono superfìcie dello x, possedenti co3 coppie di 

pieni tangenti, incidenti secondo una retta, in modo che le rette 
<■!,.? (-(ingiungono i loro punti di contatto riempiano tutto lo spazio.

Sia J‘ un punto generico di F e n il piano ivi tangente. Per ipo­
tesi esistono co*  piani tangenti ad F ed incidenti n in rette; i loro 
punti di contatto formano una curva, eventualmente riducibile, di 
cui consideriamo una componente C. Sia Q un punto di essa, e Q' il 
punto infinitamente vicino a Q su C. I piani tangenti ad F in Q 
e Q' segano n in rette; quindi ciascuno di essi giace in un S3 
con ji. Ma il piano tangente in Q' contiene Q, quindi i detti piani 
determinano con n un unico Sz, il quale è tangente ad F in tutti 
i punti di C. Al variare di P, la curva 0 descrive un sistema (al-

■ meno) oo1; e se, come si è supposto, la superficie F non appartiene 
ad un Ss, ognuna di queste curve <7, dovendo stare nello S9 da essa 
determinato, e nello S3 determinato dalla, curva infinitamente vicina, 
è contenuta in un piano (potendosi ridurre, in particolare, ad una 
retta); i piani di due curve C infinitamente vicine stanno in un S». 
Si conclude che una superficie per cui valga l’ipotesi ammessa, è 
rigata, o contiene oo1 curve piane i cui piani formano una svilup­

pi. pabile. Nel primo caso le rette che congiungono i punti di contatto 
di due piani incidenti in rette sono le generatrici della rigata; nel 
secondo sono le rette dei piani della sviluppabile; in nessuno dei 
casi esse riempiono lo St.

Ciò posto si abbia in St una superficie F. dotata soltanto di un 
: numero finito di punti doppi impropri ordinari, la cui proiezione 0 

fatta da un. punto generico 0 possegga una curva doppia riduci­
bile; diciamo anzitutto che questa curva deve essere connessa, cioè 
tonnata di due o più parti aventi qualche punto comune. Invero 
le cune doppie apparenti

C --- ZK
rispondono agli insiemi di codeste parti K. formano un sistema 
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razionale (o almeno unirazionale) i uni elementi corrispondono .u I 
punti 0 dello spazio e perciò le (? appartengono ad un sistema | 
lineare di curve su F (*).  Se tale sistema è irriducibile, le (' riduci- 
bili che ne fan parte debbono essere connesse (*):  se invece tutte le | 
C del detto sistemo lineare sono riducibili esse vengono composte | 
con le curve K di un fascio, non aventi fra loro intersezioni varia- A 
bili.

Ma questo caso non può presentarsi perchè due curvo K conte- | 
inciti due coppie di punti di P come d. > I e A ,.‘s hanno certo (in 1) t 
un punto comune; e si avverta che esse non possono coincidere ,| 
in una medesima, curva poiché al variare di A2 questa verrebbe | 
a contenere tutti i punti della superi-rie.

Pertanto si è condotti ad esaminare se e come la superfìcie <t>, 1 
proiezione di F da un punto generico 0. possa avere una curva doppia | 
composta, di due o più parti fra loro connesse.

Un punto di connessione di tali par? i potrà ussero :
1°) un semplice incrocio, cioè un punto doppio comune a | 

due rami semplici, che pertanto risulterà un tacnodo per la super- I 
fji-ie. ovvero

2°) mi punto triplo, per cui passino tiv rami deila curva ì 
doppia, due dei quali possono a priori anche appartenere ad una . | 
medesima componente irriducibile.

1°) Un punto P comune a due rami semplici della curva doppia g 
C di 0 sarà, in generale proiezione di due punti P e P allineati col | 
centro 0 di 8tt e si vede tosto che i piani tangenti ad /' in P e P \ 
appartengono allo stesso iperpiano che ha per traccia il piano fan- | 
genie a </- it; e che quindi sono mi denti secondo una retta. Ma ' 
siccome il punto doppio P di C viene supposto esistere per ogni J 
posizione del centro 0. la superficie F dovrebbe possedere co*  cop- ] 
pie di piani tangenti incidenti e le rette che eongiungono i punti 1 
di contatto di queste coppie di piani dovrebbero riempire tutto lo ? 
spazio; ciò è assurdo per il lemma promesso.

Un esime a peci:?!'- esigo è caso in cui i Midi /> e P siano in li- t 
ultamente vicini, cadendo dunque nei punti che una tangente pei ì 
0 ha comuni con la superficie F. In questo caso il punto P, incrocio z 
dei due rami della curva doppia di <J>. sarà sempre un tacnodo per 
ch. per wod-.> ehe igni piano per P segherà 0 ??> una em va avente ( 
ancora un punto doppio infinitamente vicino a P. Segue di qui che

(1) Toor a stabilii«, per le serie razionali <li gruppi ili punti sopra una curva 
ed esteso alle varietà da Enriques. Cfr. i<•>ì.-urks-1 '«usisi, oj>. rii... Lituo V, 
cap. I, S 9. vol. UT, pag. 78 (cfr. pag. 485).

(2) Principio di degenerazione. Cfr. Enriques-Chisini, Op. cit., Libro V, 
ITI, i; voi. ili, pag- ‘i:U.
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Tiperpiano proiettante da 0 il piano tacnodale di deve segare 
-ff secondo una curva che ha quattro intersezioni con ogni piano per 
la tangente P P' e quindi possiede P e P' come punti doppi; salvo 
ad esaminare i casi particolari in cui la molteplicità effettiva di P 
diventi superiore alla molteplicità virtuale 2, abbassandosi invece 
la molteplicità di P‘. L’ipotesi a cui si riferisce il nostro discorso 
importa ehe, movendosi 0 nello spazio 8t) si abbia sempre per esso

tangente, diciamo p, incontrante F in due punti infinitamente 
vicini, che sarebbero doppi per la sezione con 1 ’iperpiano tangente in 
P - quindi, ognuno degli oo8 iperpiani tangenti ad F dovrebbe toccare 
la superficie in due punti P e P‘ infinitamente vicini. Ma è facile 

-, vedere che questa proprietà non può competere ad una superficie 
F di 8< ; infatti una proiezione generica di questa sullo. St sarebbe 
tale che ogni suo piano tangente sarebbe tangente ad essa anche in 
un punto infinitamente vicino, e perciò risulterebbe essere una 
sviluppabile; allora anche la superficie di Si di cui essa è proie­
zione dovrebbe essere sviluppabile, e tuttavia una sviluppabile di 
St possiede soltanto oo1 e non oo3 iperpiani che la toccano in due 
punti infinitamente vicini.

La conclusione di questo discorso è di dimostrare impossibile 
l’ipotesi che abbiamo fatto, cioè che la proiezione della nostra su­
perficie F da un punto generico 0 di 8t sia una G la cui curva doppia­
si componga di due componenti che si incrociano in un punto P, 
immagine di due plinti infinitamente vicini P e P’ di F. Senonchè 
occorre esaminare il caso particolare a cui si è innanzi accennato : 
che in luogo di un iperpiano tangente in P la cui intersezione con 
F'abbia due punti doppi P e P', s’incontri un iperpiano tangente 
la cui sezione abbia in P un punto triplo e in P' un punto semplice, 
ovvero soltanto in P un punto quadruplo. Dei due casi che qui si 
presentano il primo non dà luogo ad eccezione nel ragionamento 
precedente, perchè ' dovranno aversi ancora oo8 iperpiani tangenti 
ad F che la tocchino pure (virtualmente) in un punto infinitamente 
vicino. Invece- occorre fermarsi un momento sulla seconda ipotesi, 
in cui si avrebbero a priori non più oo3, ma oo*  iperpiani Secanti 
la F secondo curve dotate di un punto quadruplo. Di fatto questa 
ipotesi non può presentarsi perchè una superficie dello 8t tale che 
per ogni, punto di esso si abbia un iperpiano tangente che la seghi 
secondo una curva dotata di punto quadruplo, una tale superficie 
—- diciamo — non può -appartenere allo 8f, ma giace interamente 
in uno spazio S3. Giacché le curve sezioni iperpjane di essa sono tali 
che il piano osculatore in un punto qualsiasi M con la curva stessa 
un contatto quadripunto, e perciò sono curve piane-

2°) Un punto P che sia triplo per la curva doppia C di K e punto 
di connessione di componenti irriducibili di questa, può essere ;



12 INTRODCZIONE

' : ) punto semplice coin inn ire compoi ioni i irriducibili <ii C; i
ovvero

b) punto semplice per una componente irriducibile di C, e 
doppio per un’altra.

") Nell’ipotesi "•) il punto P sarà proiezione di tre punti di F, 
diciamo P1} P.,. Ps; e le componenti Klf Kt, Ka della 0 per cui P 
è punto triplo saranno proiezioni di tre curve, rispettivamente 
Kl, .Zi 2, K3, per cui si può ritenere che la prima passi per i punti 
P8 e P3; la seconda per Pt e P3 e la terza per Px e Pa.

Ricordiamo che la superficie S proiezione di F deve avere una 
singolarità simile a P, comunque il centro di. proiezione O vari 
nello 8t, e in particolare se esso si faccia muovere sulla retta P.P2PS. 
Ora, in corrispondenza a tale variazione di 0, potrà accadere che le 
curve doppie apparenti KlK2K3 su F restino fisse, oppure variino 
con 0. Se una di esse, per es. Kt., resta fissa, si deduce che essa è 
una conica : infatti, per essere sempre la curva L, proiettata nella 
medesima curva, bisogna che ogni retta congiungente un punto 
di Z£j con un punto della retta P3P3 incontri in un altro punto 
Li, e quindi la 1TX risulta appartenente ad. un piano per la retta 
PJPp, una curva piana che si proietti come questa in una curva 
doppia (e non di molteplicità superiore) dev’essere una conica, é 
perciò la superficie F, possedendo oo*  coniche, dovrà essere proie­
zione di una superficie di Veronese,

Conviene ora esaminare l’ipotesi che la curva Kr varii al variare 
di 0 sulla retta P.JP3. In tal caso, per una conveniente posizione di 
0, la Li verrà a passare anche per il punto P1 di codesta retta, e si 
avrà corrispondentemente una superficie G dotata di un punto 
triplo particolare P, nel quale due falde, per es. quelle corrispondenti 
agii intorni di P, e P2, riescono fra loro tangenti. Ma ciò importa 
che i piani tangenti ad F in Pl e Pt s’incontrino secondo una retta. 
Nelle nostre ipotesi dunque la F verrà ad avere oo’ coppie di piani 
tangenti incidenti fra Joro, in modo che le rette che congiungono 
i punti di contatto di queste coppie di piani riempiono lo spazio 
S4; e ciò è escluso dal lemma.

-) Esaminiamo ora l’ipotesi in cui il pùnto triplo P di K sia 
semplice per una componente L, e doppio per una componente 
L, della curva doppia. Le Lx e L, saranno proiezioni di due curve 
doppie apparenti L, e L, di F, di cui la prima potrà supporsi passare 
semplicemente per P, e P3, mentre la seconda passerà semplicemente 
per Pa e P3 e doppiamente per Pt. Ora, facendo variare il centro di 
proiezione 0 sulla retta P1.P2P3, potrà accadere che la curva K-i 
resti fissa ovvero che varii con 0. Se resta fissa si conclude come prima 
che è una curva piana, e quindi una conica, donde segue che la O 
è proiezione d’ima superficie di Veronese. Se invece la L, varia con 
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à per una qualche posizione di questo, essa_viene a passare anche 
per Pi : la singolarità che la G presenta in P risulta ora un punto 
triplo in cui almeno due falde si toccano, e perciò i piani tangenti 
atf-F in due punti come Pi e P2 risulteranno incontrarsi secondo una 
retta : la P possiede oo3 coppie di piani tangenti incidenti e si 
ricade nel caso già escluso.

Da tutto ciò che precede risulta che la proiezione netto spazio 8t 
di una superficie detto Ss priva di singolarità possiede in generale una 
curva doppia irriducibile ; fa eccezione soltanto il caso di una super­
ficie di Veronese che di fatto si proietta nella superficie di Steiner, 
dotata di tre rette doppie passanti per un punto triplo.





Capitolo I.

SISTEMI LINEARI DI CURVE

1. Farci lineari.

si;. ii.ip.i superfìcie che, per sempi ich ù <h d->< orso. supporremo 
appuri onore allo spazio ordinario ed essere dotata delle singolarità 
normali definite nella precedente introduzione.

Consideriamo una funzione razionale t del punto variabile su 
F ehe non si riduca ad una costante :

Per ogni valore determinato t - t0 esisteranno punti di F in 
cui la t assume questo valore : il loro luogo C si dirà una cuna di 
ììvello delia funzione razionale 1 sopra, /•'. Ài vu.iù re di t si avrà su 
F una semplice, infinità di curve di livello che si dice costituire un 
fascio lineare. Tra le C del fascio figura la curva degli zeri, e io è la

... .. e che risponde a t — 0, » fa cui, . cl.. p-iì. cioè la y 0

sei -uso che queste due curve abbiano una parte in comune 
A . 1 A su cui t assume forma indeterminata, può ritenersi come com­
ponente fissa delle C, ovvero togliersi da tutte le C.

Le definizioni date innanzi sono perfettamente analoghe a quelle 
che si riferiscono alle curve ed alle serie g‘H su di esse, e danno luogo 
ad osservazioni simili. Il fascio delle C definito dalla (1) è dato ugual­
mente ‘dalia funzione razionale

_ ai+ ß
T ' yt 4- '

la sostituzione razionale ha il solo effetto di , uoAdsr,. -
t ' i><- oorrisponde a<l ogni singola curva pori unto tutte le C figu­
rano ugualmente nei fascio e cosi la t u: co degli zeri come quella 
dei poli non hanno per esso alcun significato particolare. Dato il 
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fascio, ima funzione razionale che vi corrisponde resta determinata 
dalla- scelta arbitrari;! -Ielle curvo r — 0 ■*  r --- oc, ed insieme della 
curva unità r — 1, questa scelta determinando la sostituzione 
precedente. Se per due funzioni t e r coincidono la curva degli zeri 
e dei poli, esse differiscono per una costante moltiplicativa.

Notiamo inoltre che la funzione razionale (1) è definita soltanto 

rispetto al modulo F. Così due diverse funzioni --■■ e — dovranno yì y j
ritenersi identiche sopra F quando sia per tutti i punti di F :

fi _ £1

cioè
cfipi - yy3 s= 0 (mod. F)

ossia
y y- — B AF,

dove A rappresenta un polinomio.
Le curie C di un fascio lineare hanno -urte lo stesso ordine; se 

per una di esse l'ordine si riduce apparentemente, vuol dire che la­
curva si è spezzata e contiene una parte all’infinito. Per eliminare 
la riduzione appareil’■•. quando non si voglia ricorrere ad una tra­
sformazione proiei’ivo della superficie, basta far uso di eoo!-limite 
omogenee xlf x2, x3, ,r4. Così ad esempio nella (1), se il polinomio 
<p era di grado inferiore a y, passando a coordinate omogenee, q 
vi-ne moltiplicato per una convenient! potenze di •?', e diventa 
quindi manifesto che la curva degli zeri viene a contenere anche la se­
zione di F col piano all’oo {xt — 0) contato un certo numero di volte.

La definizione di fascio lineare di curve C ha un semplice si­
gnificato proiettivo: invero Liquazione

(3) <p(%yz) — f-y(æys) =0

rappresenta un fascio di superficie le quali segano la F lungo le 
curve C; e la (2) dici che lo stesso fascio di curri può essen- segato 
sulla F da diversi fasci di superficie.

Il fascio delle superficie (3) avrà una curva base r la quale in 
generale non appari errò ad F ed incontrerà F in un numero finito 
di punti. Questi punti base del fascio lineare di curve C sono punti 
di indeterminazione essenziale per la funzione razionale (1).

Infatti 'n funzione, che in un punto base assume la forma , 
possiede ivi una singolarità non eliminabile : se invero si cerchi di 
definire ivi codesto valore con considerazioni di limite, il valore così 
definito per continuità sarà diverso quando ci si avvicini al punto 
ba.?e sopra curve C diverse.
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Un punto base per le curve C di un fascio lineare potrà avere per 
je C una certa molteplicità i > 1 e in tal caso si dirà un punto buse, 
i-plo ■'•et fascio.

Infine potrà accadere che la curva base /' del fascio (3) ovvero 
una parte K di essa, se è riducibile, giaccia sopra F: allora (come già 
si è detto) K si potrà considerare come componente fissa delle curve 
C del fascio (.riducibile), ma si può anche prescindere da l\ e ritenere 
il fascio delle C come costituito dalle soie intersezioni variabili 
della F colle superficie (3).

Z. Fasci irrazionali.

Un fascio lineare di curve C sopra F viene caratterizzato geo­
metricamente dalle proprietà seguenti :

1) è una serie (algebrica) co1 <l’indice 1, cioè tale che per ogni 
punto generico di F passi una C;

2) tale serie è razionale, cioè può porsi in corrispondenza 
biunivoca algebrica con una retta punteggiata o con la serie dei 
valori di un parametro t.

Infatti la t così definita riesce una funzione univoca e perciò 
razionale dei punti di F e le curve C sono per essa curve di livello.

Se si chiama fascio una serie di curve C che sia d’indice 1, cioè 
goda della proprietà 1) si può dire dunque che ogni fascio razionale 
è lineare.

Ma possono aversi sopra una superficie anche dei fasci irrazionali, 
le cui curve costituiscono gli elementi di un ente algebrico non ra­
zionale. avente un certo genere p > 0. Così per esempio le genera­
trici di una rigata (le cui sezioni piane sono) di genere p, formano 
appunto un fascio irrazionale di rette.

Si può costruire un esempio di superficie che abbia un fascio 
irrazionale di curve di genere p, intersecando con una varietà qual­
siasi dello St un cono di seconda specie costituito dai piani dello 
St stesso che proiettano da una retta i punti di una curva di genere p.

Conviene rilevare che un fascio di curve, appartenente alla super­
ficie F, è certo razionale se possiede un p unto base in un punto semplice 
per la superfìcie.

Infatti se il punto base 0 è semplice per le curve 0 di un fascio, 
la serie delle C si trova in corrispondenza biunivoca col fascio delle 
tangenti in 0. E se invece il punto è i-plo per le C (i > 1) allora le 
C corrispondono in generale ai gruppi di un’involuzione d’ordine 
i nel fascio delle tangenti anzidetto, e questa, involuzione è razionale 
(teorema di Lüroth) (x).

(l) Cfr. Eniuqubs-Chisini, Op. vit., Libro II, cap. I, § 3, vol I, pag. 167.

Enriques - Superficie algebriche.



18 CAPITOLO PRIMO

Tuttavia questo ragionamento può cadere in difetto se le curve 
C abbiano in 0 tangenti fisse, cioè posseggano come punti base, 
non soltanto (), ma anche altri punti ad esso infinitamente vicini. 
Per eliminare l’eccezione basta osservare che procedendo sopra un 
ramo di una C fino ad un ordine r convenientemente elevato si | 
troverà un primo punto appartenente all’intorno r-mo di 0, | 
suscettibile di descrivere liberamente l’intorno del punto base 
Or-i, che, come l’intorno di 0, costituisce un ente razionale: se ì 
0,_i è un punto base semplice, le curve C corrispondono biunivo- J 
camente ai punti ()r del detto intorno; se (),_, è /-pio e gli succe- 3 
dono più punti liberi, Or, le C rispondono ai gruppi di un'involuzione 
descritta da questi gruppi di punti.

3. Sistemi lineari.
La definizione del fascio lineare di curve sopra F si può genera- | 

lizzare considerando i sistemi lineari di dimensione r > 1.
Un sistema lineare oor di curve C viene segato sopra F da un | 

sistema lineare di superficie (o di ipersuperficie)
(1) + Âvti + • ■ • + Kepi, = 0;
la dimensione r riesce minore di R quando nel sistema (1) vi sono 
co" superficie che contengono come part e la F, e allora r — R — h — 1. 1

Per i sistemi lineari più volte infiniti ICI, come pel fascio, si 
definiscono le curve compimenti fisse delle C e i punti base, di | C| ; 
un punto base è un punto comune a tutte le C, dove si annullano 
contemporaneamente le (p.

Un sistema lineare ÌCI. si può definire in modo intrinseco indi­
pendentemente dal carattere proiettivo della superficie, così come 1 
si è fatto per il fascio lineare. Perciò si considerino r funzioni razio­
nali del punto variabile di F le quali abbiano tutte la stessa, curva 
polare e che supporremo rappresentate da

...<Po ' <P» <Pa
ammettendo per semplicità di discorso che esse siano linearmente 
indipendenti sopra F, sicché non sia possibile trovare r + .1 costanti 
(non tutte nulle) «,, . . ., a,, per cui si abbia identicamente

<Wo + «1 <P1 + .. . + a,epr = 0 (mod. F), j
Allora la curva di livelle, della funzione s 

ta — ÀA + ^4 4*  • - • + Kfir
descrive il sistema lineare \C\ di dimensione r.

In questo sembra assumere una posizione speciale la curva 
polare ç>0; ma si può scegliere come tale una curva qualunque del 
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sistema, giacché a<l uno stesso sistema | <7 ! rispondono infiniti si­
stemi lineari di funzioni che si deducono l’uno dall'altro con sosti­
tuzioni lineari.

ha dimensione r del sistema lineare j C\ riesce definita geometri­
camente dalla proprietà che segue : per r punti generici della superficie 
■passa una ed una sola curva elei sistema.

Un sistema lineare C si dirà irriducibile se la curva generica C 
di esso è irriducibile. Per un sistema lineare irriducibile \C\ si dirà 
genere effettivo il genere della sua curva generica, e grado effettivo 
il numero delie intersezioni variabili di due C generiche. Per r — 1 
il grado è nullo, poiché ogni punto comune a due curve del fascio 
è un punto base che appartiene a tutte le C.

Fra la. dimensione r e il grado n di un sistema lineare | G\ sus­
siste la diseguaglianza r <. n -j- 1 ; infatti la serie segata sopra una. 
qualunque C di \C\ dalle rimanenti curve del sistema, fuori dei 
punti base, è una g*~ 1, per cui si ha r — 1 < n.

(*) La- serie caratteristica di un sistema lineare è stata introdotta da C. Segre 
e G. Castel nuovo intorno al 1890. La denominazione di serie caratteristica è 
stata adoperata per la prima volta da G. Castelnuovo nelle: «Ricerche gene­
rali sopra i sistemi lineari di curve piane». Memorie deU’Acc. di Torino, s. II, 
t. XLII, 189.1, riprodotta a pag. 137 e segg. delle «Memorie scelte», Zanichelli, 
Bologna, 1937.

(2) F. Enriques, Una questione sulla linearità eco. Atti Acc. Lincei, 1893. 
Cfr. C. Seghe, Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico semplicemente 
infinito. Ann. di Mat., s. II, t. 22 (1894).

La serie lineare g*~ l, definita sopra una curva generica G, ha fon­
damentale importanza nello studio del sistema lineare e dicesi 
serie caratteristica di |C| (’).

Il grado effettivo di un sistema lineare di curve, resta anche 
definito per un sistema di curve riducibili che sia privo di parti 
fisse. Ora si può dimostrare che il grado vale n > 0 a meno che il 
sistema stesso non sia un fascio lineare, ovvero le sue curve siano 
composte con quelle di un fascio (razionale o no).

Infatti se n — 0 tutte le curve C del sistema che passano per 
un punto generico dovranno coincidere in una sola (dimensione 
r = 1) ; oppure dovranno avere in comune una curva K, e l’insieme 
delle K costituirà un fascio, razionale o no, con cui le C vengono 
composte.

4. Proprietà caratteristica dei sistemi lineari.

Abbiamo rilevato che, essendo | C | un sistema lineare di dimen­
sione r sopra la superficie F, per r punti generici di F passa una ed 
una sola curva C. Questa proprietà è caratteristica per r > 1 (*),  
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mentre si è listo che per r ---1 possono aversi anche fasci non 
lineari.

La dimostrazione del teorema si dà come segue.
Pongasi per semplicità di discorso die le curve del sistema jt'j 

siano irriducibili, e si consideri dapprima il caso r — 2. Le oo*  
curve si segano a due a due nei gruppi di un'invenzione l„ di ordine 
n ugual-' a! grado di |C|. Si assumano questi gruppi come elementi 
(punti) di ima nuova superficie F': allora si avrà, su F' un sistema 
oo2 di curve C' trasformato ili \C\, che si segano a due a due in 
un punto. Le curve C’ che passano per un punto A: formano un 
fascio dotato di un pom o base, e perciò razionale (cfr. § precedente). 
Accanto a questo fascio se ne consideri un altro con un punto base 
B'. I due fasci di C coi centri A ' e B si possono riferire rispettiva- 
mente a due fasci di rette .4 e B nel piano, per mezzo di proiettività 
che facciano corrispondere ugualmente alla curva congiungente 
A.' e B', la retta AB. Da questo riferimento risulta una corrispon­
denza biunivoca fra i punti di 1" e i punti del piano, dove alle rette 
del piano corrispondono le curve C' e ai fasci di rette i fasci di C'p 
ciò porta che le C' sopra F' e quindi anche le C sopra F, formino 
un sistema lineare (rete). Il teorema essendo così stabilito per le reti; 
si estenderà al caso dei sistemi lineari oo3, e così in generale, passando 
dalla dimensione r alla dimensione r -|- 1. Se | <7 j è un sistema oo’; 
di curve, tale che per tre punti generici passi una C, le C passanti 
per un punto fisso A formeranno una rete. Ora le reti definite da; 
due punti base A e B potranno riferirsi proiettivamente a due stelle 
di piani A' e B' dello spazio ordinario, in modo che alle C del fascio 
comune alle due reti rispondano ugualmente gli stessi piani comuni, 
alle due stelle. Da ciò risulta una corrispondenza biunivoca (omo­
grafica) fra il sistema delle Cei piani dello spazio 83, dove ai piani, 
di un fascio corrisponderanno le 0 di un fascio, e ai piani di una stella 
le C di una rete ; ciò porta che il sistema [ 01 è un sistema lineare, 
c. d. d.

(!) Rendici. Istituto Lombardo, 1880.

5. Estensione dei teoremi di Bertini.

E. Bertini ha dato per i sistemi lineari di curve piane due teo-J 
remi fondamentali (’) : il primo dice che le curve di un sistema li­
neare non possono avere punti doppi o multipli variabili che non 
appartengano ad una componente fissa; il secondo — che è un co-, 
rollarlo del primo — afferma che qualora le parti variabili di un 
sistema lineare siano riducibili esse si compongono con le curve di 
un fascio.
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6. Superficie immagini di sistemi lineari.

Si consideri un sistema lineare ! C| irriducibile di dimensione 
r > 3 e perciò di grado n >0. Riferendo proiettivamente |C'| a! 
sistema degli iperpiani di uno spazio Sr si dà luogo ad una trasfor­
mazione della nostra superficie V in una F' d’ordine n. su cui le 
trasformate delle C vengono segate dagli iperpiani. Infatti le C 
si possono ritenere astrattamente come gli elementi (iperpiani) di 
uno spazio ST e quindi la proiettività indicata fa corrispondere al 
sistema lineare oo’“1 delle C passanti per un punto P. mia stella 
di iperpiani passanti per un punto P' dello 8r e, al variare di P 
su F il punto P' varia descrivendo una superficie F‘.

La corrispondenza univoca fra F ed F' è. in generale, univo­
camente invertibile, perchè alla stella di centro P' corrisponderà 
mi sistema lineare di curve C dotato di un punto base (variabile) 
P e questo sistema non avrà in generale altri punti base, conseguenti 
dall’esistenza di P.

In verità non si può escludere che le condizioni di passaggio delle 
C per un punto generico di F portino di conseguenza il passaggio 
per altri punti PjP2.. . P»,-.,; allora i gruppi analoghi a P Pt.. .Pm-t 
formeranno sopra F un 'involuzione di ordine m a cui apparterranno 
le C; e la superficie F' dello Sr determinata innanzi risulterà una 

superficie d’ordine , da considerarsi come multipla d’ordine m.
Che effettivamente l’appartenenza ad un’involuzione costituisca 

una circostanza particolare per un sistema lineare | <?! di dimensione 
r > 3, risulta da un semplice computo di costanti, perchè vi sono 
almeno 3 curve passanti per P e linearmente indipendenti, ed in 
generale non vi è ragione perchè una di queste passi per l’interse­
zione delle altre due. Invece un sistema lineare oos (cioè una rete) 
appartiene sempre ad un’involuzione d’ordine n, ove sia di grado 
n > 1 ; poiché per un punto P passano soltanto due (J linearmente 
indipendenti e tutto le altre C per P formano un fascio, che ha 
comi' punti base le loro intersezioni. Così, dunque, una rete ÌC| di 
grado n conduce ad un piano multiplo d'ordine n. dove le C Iranno 
per immagini le rette, n-ple e su cui assume importanza speciale 
la curva di diramazione, luogo dei punti del piano a cui corrispon­
dono gruppi dell’involuzione dotati di un punto doppio.

Si può dare un esempio di un sist ema lineare \ (.'! di dimensione 
r i> 3 appartenente ad un’involuzione, considerando il sistema delle 
C intersezioni della superficie F con i coni di un certo ordine n 
che abbiano il vertice, in un punto fisso dello spazio; il sistema 
|C| apparterrà ora ad un’involuzione d’ordine m e sarà di grado 
mn, designando con m l’ordine della superficie F.
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Volendo escluder: l'appartenenza ad un'involuzione di un sistema 
j C diremo in breve che esso è un sistema semplice.

Ritornando in generale alla trasformazione della superficie F 
cui dà luogo un sistema lineare | C \ di dimensione r > 3, noteremo 
à la corrispondenza proiettiva di cui sopra si è discorso si traduce 
nelle formule come segue : se il sistema | C| è rappresentato da

AoÇ>o + h<Pi -l- . . . + }.r<pT == 0,

.si dovrà prendere le coordinate dei punti dello Sr-.

Xo = Mg Xx ss <pi ... XT = <f>r .

Concluderemo enunciando un teorema che estende alle superficie 
una nota considerazione relativa alle curve e alle serie lineari sopra 
di esse :

la geometria delle trasformazioni Irrazionali sopra le superficie, 
quando si ricerchino le relazioni invariantive con un sistema lineare 
semplice oos almeno, si rispecchia nella geometria proiettiva della su­
perficie immagine del sistema.

Così la relazione di due sistemi lineari | C\ e | K| (semplici oo8 
almeno) sopra F, di cui il primo contenga il secondo, si rispecchia 
nel fatto che la superfìcie immagine di | K \ può ritenersi come pro­
iezione della superficie immagine di \C\ da un certo spazio lineare. 
Questo, in generale, segherà la detta superficie in un gruppo di 
punti, se \K\ è dedotto da |Cj con l’imposizione di quei punti 
base, ed invece segherà la superficie secondo una L se \K j sia 
contenuto parzialmente in | C \ per modo che aggiungendo alle K 
la curva fissa L si ottengano delle curve C.

Per quel che concerne i punti base gioverà tener presente le os­
servazioni che seguono. Se 0 è, sopra la superficie F, un punto base 
«'-pio di I GI (semplice per F), esso sarà fondamentale per la trasfor­
mazione che muta la F nella 0, avente come sezioni iperpiane le C : 
e se le C non hanno alcuna tangente fissa in 0, ad 0 corrisponderà 
su K una curva eccezionale di ordine i. Se invece 0, essendo base «-piò 
per : (’ con ? >1, !<- abbiano una tangente fissa in 0 (cioè un 
punir, buse semplice o, infinitamente vicino ad 0), senza coni ai io 
più elevato, si potrà dire ancora che ad O corrisponde su 0 una curva 
eccezionale d’ordine i, ma questa, in generale, si comporrà di una 
curva di ordine i — 1, i cui punti rispondono ai punti variabili 
nell'intorno del primo ordine di 0. e d una retta immagine dell’intorno 
di (ì. (•; « ni punti appartengono all'intorno del secondo ordino di 0). 
In particolare se i 1 l’intero intorno del punto semplice 0 avrà 
per immagine su 0 l’intorno di un punto doppio conico, cui si ag­
giungerà la retta eccezionale immagine di Oj (si pensi, ad esempio, 
alla rappresentazione piana del cono quadrino).
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Nota. - hi generale se iì punto semplice 0 delio superficie P j 
costituisce una singolarità, comunque complicata per le curve G 
di I O|, si può sciogliere questa singolarità trasformando la F in J 
mia superficie 0 su cui l’intorno del punto 0 (preso nella sua iute- j 
grità) verrà rappresentato da una curva eccezionale composta di . 
Laote parti quanti sono i rami (lineari o meno) che costituiscono la S 
singolarità delle C in 0 ; e la connessione di queste part i rispecchierà ? 
’a. composizione «Iella «letta singolarità- mediante punti muli ridi « 
o semplici infinitamente vicini, e le loro relazioni di prossimità (* *).  
in una maniera eh-- ha formato oggetto dell'analisi di E. Barbe« e l 
di O. Zariski (a). Ma avremo occasione di ritornare sull'argument o. j

(x) Ensiqubs-Chisini, Op. eit., Libro IV, vol. II, pag. 327 S segg.
(») Cfr. Babjkbb e Zabiski, Reducible exceptional curves of the first Kind. Ame- L 

rican Journal of Mathematik, 1935 (pag. 119). P. Vv Vat., American Journal of 
Math., 1936.

(*) Cfr. Enbiques-Chisixi, Op. cit., Libro V, vol. Ill (1924).

7. Curve equivalenti e sistemi lineari completi.

Le considerazioni che seguono estendono passo a passo ai sistemi 
lineari di curve sopra una superficie ciò che si dice per i gruppi di : 
punti equivalenti e per le serie lineari complete appartenenti ad una t 
curva (•).

Sopra la superficie F due curve (dello stesso ordine) si dicono 
equivalenti quando appartengono ad un medesimo sistema lines 
di dimensione r > 0 : se esse sono distinte vuol dire che apparten- 
gono ad un fascio lineare ; la considerazione dei sistemi di dira en sio 
zero, significa che una curva deve ritenersi equivalente a sè stessa.

L’equivalenza di due curve C e K si esprimerà scrivendo
C = K o anche G — K.

Due curve equivalenti 0 e K possono sempre considerarsi come 
curva degli zeri e curva dei poli di una funzione razionale t sopra ; 
,F; le due curve vengono scambiate fra loro ove si sostituisca alla : 

funzione t la — .
La relazione di equivalenza fra curve sopra una superficie gode 

delle tre proprietà fondamentali dell’uguaglianza :
1) la proprietà riflessiva, espressa da G s° G,
2) la proprietà simmetrica, se G s; K anche K = C,
3) la proprietà transitiva, se C = K e K = L anche G = L.

Per dimostrare quest’ultima proprietà si costruisca una funzione 
razionale t avente come curva degli zeri K e come curva dei poli 
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C <■ poi una funzione razionale robe abbia K come curva degli zeri 

ed L come curva dei poli; allora la funzione - avrà come curva degli 

zeri G e come curva dei poli L. Ciò prova appunto che G ed L sono 
equivalente

ù Dalie proprietà anzidetto risulta il teorema fondamentale:
Sopra una superficie F la totalità delle curve equivalenti ad 

una data curva G costituisce un sistema lineare che dicesi completo.
Questo sistema si ottiene come insieme delie curve di livello 

dell« funzione razionale che risulta combinando linearmente le 
funzioni razionali indipendenti, per cui la C è curva dei poli.

Il sistema completo C così definito sarà in generale privo di punti 
base, ed in ogni caso s’intenderà, salvo avviso contrario, virtualmente 
privo di punti base, ai sensi che verranno precisati più tardi: ma 

può anche definire il sistema completo relativamente ad un 
. gruppo di punti base assegnati sopra la C. Si noti che, trasformando 
la superficie in guisa che j punti base della C diventino curve (ec­
cezionali), si dovrà ritenere che la trasformata di C sia spogliata di 
queste curve che altrimenti apparirebbero come componenti, fisse 
del. sistema trasformato. E cosi la nozione del sisteiya completo re­
lativamente ad un gruppo di punti base si riconduce in generale a 
quello del sistema completo senza punti base, sopra una superfìcie 

- trasformata.
Comunque sia, il sistema completo irriducibile, con o senza 

punti base, resta definito a partire da un sistema lineare (ooa al­
meno) contenuto in esso, come il sistema più ampio dello stesso 
grado, che contiene il dato.

Dalla proprietà transitiva dell’equivalenza segue che il sistema 
lineare completo | C \, cou o senza punti base assegnati, viene de­
finito ugualmente a partire da una qualunque delle sue curve.

È ovvio che il sistema completo | C | si può costruire come segue.
Si costruisca anzitutto un sistema lineare qualunque che con­

tenga (totalmente) C e poi si ampli successivamente questo sistema, 
finché è possibile; siccome la dimensione non può superare il grado 
aumentato di un'unità, si perverrà in tal guisa ad un sistema, \C\ 
che on sa > à contenuto in un altro sistema lineare più ampio dello 
stesso ordine, e questo sarà il sistema lineare completo definito dalla 
C. Pertanto, comunque si proceda alla costruzione dei sistemi via 
via più ampi di cui si è discorso, si riuscirà infine allo stesso sistema 
lineare completo.

Al concetto di sistema lineare completo risponde il concetto 
di superficie normale, superfìcie di uno spazio Sr che non può otte­
nersi come proiezione di un’altra dello stesso ordine appartenente ad 

Mào spazio superiore : essere la superficie normale significa che il 
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sistema (irriducibile) delle sue sezioni iperpiane è. completo, <» vi- 
ceversa.

Ecco dunque il significato proiettivo del teorema dei sistemi 
completi. Si consideri, per esempio nello spazio ordinario, una su­
perficie F di un certo ordine m; potrà accadere che la F si oiimma 
come proiezione di due superfìcie dello stesso ordine deilo 84, /■', 
ed FI, le proiezioni essendo fatte rispettivamente da due punti 
0 ed O'. Ora se Ft ed F{ sono superficie normali, risulteranno fra | 
loro proiettive, cioè proiettivamente identiche. Se ciò non è, vi 
dire che Fi potrà ritenersi proiezione di una superfìcie Ft dello 8S 
ed Fj proiezione di una F^ dello 8S, e cosi via; procedendo in un ; 
modo qualunque da una superficie ad un’altra dello spazio superiore, 
si arriverà in ultimo ad una superficie Fr dello spazio Sr+3 che sr 
normale ; e questa Fr resterà sempre proiettivamente definita, co- ; 
munque si arrivi ad essa attraverso serie diverse di superficie (Flt 
Fit . . ., o F[, F*,  ...) che si deducono per proiezione l'uua dall’altra, j

Esempi relativi alle superficie normali s’incontrano 
teoria delle superficie razionali (x).

Così una superficie F6 del 5° ordine dello spazio ordinario, a 
sezioni piane ellittiche, dotata di curva doppia del 5° ordine ap­
partenente ad un cono quadrici) ed avente un punto triplo, trip!<> 
anche per la superficie, nel vertice di detto cono, si può ritenere 
proiezione di più superficie F6 dello stesso ordine dello spazio <S4, 
non proiettive fra loro; ma queste sono proiezioni di un’unica su­
perficie normale dello Ss, proiettivamente definita. Queste asserzioni 
si giustificano partendo dalla rappresentazione piana della Fs mercè 
un sistema lineare oo*  di cubiche Cs con 4 punti base semplici 
.A1A.2À-sA.ì.

Infatti un tale sistema oo3 è contenuto in oo1 sistemi lineari oo4 < 
di Cs cogli stessi punti base A^A^, i quali sono, nel piano, omo­
graficamente (e anche birazionalmente) distinti e perciò rappresen­
tano superficie _FS di non proiettive fra loro. Invece la superficie 
normale di 8f di cui queste Fs sono proiezioni (da un punto esterno) ( 
viene proiettivamente definita dal sistema completo delle Cs per. a
A .A 3.13A 4.

8. Somma e differenza di sistemi lineari : teorema del resto.

Curve composte con curve equivalenti, cioè somme di curve equi­
valenti, sono equivalenti.

Infatti siano 0, e Ot, Ks e Kt due coppie di cui- - fu .fi-o. > 
e si assuma la t funzione razionale che abbia (7, come curva polare

(i) Cfr. Eniiiqi’bs-Confosto, Le superficie razionali, Bologna, 1939 (19-15).
I
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€ <7 come curva «logli zeri: <> 7 funziono razionale che abbia L, 
come curva polare < Kt come curva degli zeri: allora la funzione 
xl avrà come curva polare C\ -\ Kt e come curva degli zeri (\ -j- Kt. 
Cosi dall’essere

C, Oì f Kt == K*
’ t '

Cj -j- /fj ss C, -p II ä .

Risulta di qui che, dati due sistemi lineari qualunque jCj e 
(iti, esiste un ben determinato sistema completo \C + K\, che 
contiene totalmente le curve composte C -f- K; questo si dirà il 

completo somma di \C\ e | K \.
Conviene notare che se | C\ e \K\ sono sistemi lineari irridu- 

«eibili di dimensione maggiore di zero, non coincidenti in un me­
desimo fascio, il sistema completo \ C + K\ è irriducibile. Aggiungasi 
che se i sistemi irriducibili |C| e \K\ posseggono dei punti base as­
segnati, questi sono sempre base per \O + K\. O’tz qui una ovvia 
conseguenza della estensione del teorema di Bertini. In particolare 
è irriducibile il doppio e in generale il sistema |sC| multiplo secondo 

is del sistema |C|, tranne il caso che \C\ sia un fascio.
Essendo ancora iCj e \K\ due sistemi non coincidenti in uno 

: stesso fascio si considerino le curve composte C + K; abbiamo detto 
■■ che esse sono contenute nel sistema completo | C 4- K | ; ma in ge- 

aerale potranno essere contenuti anche in sistemi di dimensione in­
ti feriore, e in particolare vi sarà un sistema somma minima dei due 

dati.
Per esempio si assuma una superficie F d’ordine n dello spazio 

ordinario, priva di singolarità; per un punto 0 di essa passano 
> 00s piani che segano una rete completa ; il doppio minimo di questa 

è il sistema ooä segato dai coni quadrici col vertice in O ; ma questo 
sistema che ha il punto base 0 doppio non è completo, essendo con­
tenuto nel sistema oc1’ segato sulla F dalle quadriche che la toccano 

fin 0.
La sottrazione di due sistemi lineari, di cui uno contiene parzial­

mente l’altro, si definisce come operazione inversa della somma e 
precisamente come segue.

Sia \CI un sistema lineare di cui faccia parte la curva spezzata 
C == L + K ; allora dicesi sistema residuo della curva K rispetto 
a I (7 i, il sistema di tutte le curve I che insieme a K costituiscono una 
curva di \ (f . In forza delle proprietà delle curve equivalenti si può 
affermare che :

se una curva particolare C = L + K del sistema completo 
contiene parzialmente una K, ogni altra curva equivalente a 

Ä fa parte di una G. E quindi si ha il teorema del resto : il sistema 



28 CAPITOLO PRIMO

è defluito dalia relazione

1

lineare |Z| residuo di una K rispetto ad un sistema j C|, è pure residuo 
di ogni altra curva equivalente a K.

Insomnia il sistema lineare completo differenza di |Cj e \K\ : 

Nota. - TI teorema enunciato ammette un complemento pro­
iettivo che dimostreremo piti avanti. Vedremo infatti che sopra una ,r< 
superficie F dello spazio ordinario con singolarità normali, le su- I 
perfide (aggiunte) di un dato ordine che passano per la curva doppia l 
segano, fuori di questa, un sistema lineare, completo.

In particolare, sopra una superficie dello spazio ordinario, priva : 
di singolarità, le superficie <p di un dato ordine segano un sistema ‘ 
completo.

Se, riferendoci al caso generale, si conducono le <p d’nn certo i 
ordine passanti per una curva 6' di F, e si considerano le interse­
zioni residue K di. queste superficie aggiunte con F, ogni curva C 
del sistema completo \ C \ risulterà ugualmente residua di ogni K. 
rispetto al sistema segato dalle <p (fuori della curva doppia), e reci­
procamente ogni K è residua di ogni C.

Questa è la forma del Restsatz di LI. Noether (l), che analoga- ; 
mente a ciò che si dice per la geometria sopra ima curva (osserva- » 
zinne di G. Castelnuovo, 1890) contiene due affermazioni distinte : | 
la prima relativa alla sottrazione dei sistemi completi, l’altra che | 
ne reca un complemento proiettivo, concernente l’integrità del si- | 
sterna segato sopra una superficie F dello spazio >S'3 dalle sue aggiunte | 
(p di un dato ordine.

Conviene ora osservare che, mentre l’operazione della somma con­
duce in generale, come si è detto, da sistemi lineari irriducibili a 
sistemi irriducibili, ciò non ha più luogo per la sottrazione • quando 
si sottragga da un sistema irriducibile \ C | una curva K (irridu­
cibile o no) il sistema completo residuo ! C — K\ può risultare ri- * 
dueibile. Un semplice esempio si ha considerando un fascio lineare A 
\L\ che, per semplicità, supponiamo privo di punti base, ed uni 
sistema lineare \K § : se si somma \K\ a i2L\ si ottiene un sistemai 
\C\ — \K + 2L\. E sottraendo da questo |K\, si ha il sistemai 
doppio di i L \, sistema riducibile composto con le curve del fa- -Î 
scio \L\.

Può anche accadere che sot traendo una K dal sistema irrida-1
—

a
(*)  Mathematische Annalen, Bd. Vili. Cfr. per lo curve: Brill e Noether, (5 

Maili. Ann., Bd. Vil; Enriques-Chisini, Op. cil., Libro V. 



S ISTEMI LINEARI 01 CURVE 29

cibile ICI, si ottenga un sistema lineare che contenga una parte 
òssa 2", il cui distacco dalie C sia una conseguenza del distacco della 
j£- e similmente può anche accadere che sottraendo una curva K.

- à iC] il sistema residuo \L\ abbia come conseguenza qualche 
rtìuovo punto base 0 oltre ai punti base di | C\ che non apparten­

gono a K. Questo caso si riconduce al precedente con una trasfor­
mazione della superficie che muti 0 in una curva eccezionale, per­
chè sulla superficie trasformata codesta curva apparirà come parte 
fissa di ILI.

Osservazione. - La definizione, del sistema \L\ ----- \C —K\ è le­
gata ad un presupposto d’esistenza, poiché la differenza assume si­
gnificato effettivo soltanto se il sistema | C \ contiene parzialmente 

Ma nel seguito gioverà anche parlare di curve virtuali che ri­
sultano definite dalla sottrazione, anche quando questa sia effet­
tivamente impossibile. Perciò si riterrà la relazione simbolica

I C —K\ = \L -M\
come equivalente alla

\C+ M\ =\K + L\.

Le curve virtuali vengono definite come i numeri negativi nella 
‘teoria degli operatori di Peano, cioè come possibili addendi. Sommare 
la curva virtuale C — K ad un sistema \D \, vorrà dire sommargli 
0 e, sottrarne K, ciò che risulterà in. generale possibile per sistemi 
sufficientemente ampi. In ogni caso l’equivalenza delle curve virtuali 
C —K e L — significa l’equivalenza dei sistemi lineari

ID + C —K\ = ID + L —M\. 
essendo

\D + (C -Z)| = \D + C -K\.

Tuttavia si può dare un concetto più ristretto delle curve vir­
tuali come curve non aventi esistenza effettiva ma di cui esiste il 
doppio ovvero un multiplo, siccome avremo luogo di vedere nel se- 

; guido. E questo concetto piuttosto che ai numeri negativi risponde a 
v quello degli ideali, che s’incontrano nella teoria dei corpi algebrici.

;■ Notizia. - L’idea, se non il nome, delle « curve virtuali », cioè 
l’idea che la curva C —K, definita mercè il sistema lineare differenza 
di due altri, risponda ad un ente matematico dotato di una certa 

■realtà, anche quando la sottrazione non conduca ad una curva 
effettiva, si è affacciata ad Enriques in rapporto alle curve cano­
niche : essa costituisce anzi il motivo principale del nuovo sviluppo 
dato alla teoria nel passaggio dalle Ricerche del 1893 alla Introduzione 

ledei 1896, dove si ricerca in sostanza il più largo significato che as­
sume l’invarianza delle dette curve canoniche, anche 'quando il gè­
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nere p = 0. Della curva differenza, (■ —K, l’A. definisce i caratteri; 
virtuali, grado e genere (efr. Si IO), e rileva che. pur mancando, può 
avere un doppio dotato di esistenza, effettiva. La locuzione -- vir­
tuale », applicata alla curva oltreché ai suoi caratteri (che così ve-; 
nivan designati da Enriques), si trova in una Nota di Severi, 
Sulle curve algebriche virtuali appartenenti ad una superficie alge­
brica (Rendlc. Istituto Lombardo, 1905). L'interpretazion topolo­
gica delle curve virtuali come cicli a due dimensioni è stata av­
vertita da S. Lefschetz.

9. Superficie immagine del sistema somma.

Si abbiano sulla superficie F due sistemi lineari irriducibili 
\C\ e |jBl| rispettivamente di dimensione r e s, dove sia r > 1, 
ed s > 1. Si può costruire in generale una superficie trasformata 
<Z>, immagine del sistema somma | C + K |, entro uno spazio ad R 
dimensioni, dove riesce R > r + s; il sistema somma di cui si parla 
può essere il sistema somma minimo o anche, se si vuole, il sistema­
completo.

Comunque sia, ci saranno nello Sr, due serie lineari di spazi ri­
spettivamente ad R —r —1 dimensioni e ad R — s — 1 dimensioni, 
secanti le K e le C, per modo che gli oor iperpiani passanti per uno 

della prima serie segheranno le (', contenendo gli H'«-.-» a 
cui esse appartengono, e reciprocamente si d'ca per gii iperpiani che 
passano per uno della seconda serie.

Si fissi uno Sk-t-i della prima serie secante una curva C di \C\\ 
e un Sn-s-i della seconda, secante una curva K di \K\ ; questi' 
saranno contenuti in un iperpiano dello SK, ed avranno perciò 
in comune un ; proiettando da questo sopra un Sr+s si ot­
terrà in tale spazio un’immagine F della superficie data ehe- conterrà*  
una particolare K sezione di un S3_1 e una particolare C sezione di. 
un Sr_, e dove gii iperpiani per lo Ò'»_, segano le oor curve C, e gii 
iperpiani per lo le oos K.

Prendiamo in particolare r —2,8— 1 : saremo condotti ad una 
superficie dello spazio ordinario su cui la rete delle curve C viene 
segata dai piani per un punto 0, e il fascio delle K dai piani per una 
retta a (non passante per 0) e la superficie cosi ottenuta sarà certa 
in corrispondenza biunivoca con quella da cui siano partiti, se jC| 
e \K\ non appartengono ad una medesima involuzione.

La costruzione della superficie F si potrà ottenere anche diret­
tamente, ponendo una corrispondenza proiettiva fra la rete \C\ 
e la stella di piani 0, e fra il fascio i K\ e il fascio di piani a. Alias 
K che si aggiunge alle C della ride viene, così a corrispondere l'intorno- 
del punto multiplo 0, che sarà precisamente Apio, ove si designi- 
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con i il numero delle intersezioni di una C e. di una K : invero l'in­
torno di 0 dovrà avere (come. K) i punti a comune con una sezione

C. Invece alla C, che si aggiunge alle K del fascio, corrisponderà, 
ja retta a multipla per F. che sarà precisamente »-pia, designando 
con n il grado di \ C\. Il piano Oa segherà la superfìcie F fuori di a 
secondo i rette eccezionali, uscenti da 0. La superfìcie F sarà dunque 
d’ordine n i e si vede che essa è. l’immagine di un particolare si­
stema oo3 contenuto in C -t- K . che possiede i punti base nei 
punti comuni a C e K : sono questi punti che danno origine alle 
rette eccezionali per 0 di cui s’è detto sopra.

Se ora si vuole costruire sulla F il sistema somma della rete |C| 
e del fascio | K |, è chiaro che converrà ricorrere al sistema delle 

: superficie che si ottengono sommando un piano per 0 e un piano per 
a, e perciò al sistema lineare oo5 delle quadriche per 0 ed a : si otterrà 
cosi il minimo sistema somma \ C 4- K \.

10. Caratteri virtuali.

Siano I Cj ! e | Ct \ due sistemi lineari irriducibili sopra la super­
ficie F, e si designino rispettivamente con »., ed nt i loro gradi ef­
fettivi, con », e »2 i loro generi, e con i il numero delle intersezioni 
variabili di una C\ con una C2. Il grado del sistema I Cx 4- Ct | sarà 
il numero delle intersezioni

«y, + c2)3 = q + c; + 2c\c2 ,
e quindi varrà

n — »J + n2 -]-2 i .

Il genere del sistema somma varrà

» = », 4- »2 4~ i — 1 ,

tale essendo l’espressione del genere di una curva che viene a spez- 
■ zarsi in due parti, espressione determinata dal Noether secondo 

l’esigenza della continuità (*).

(*) Cfr. Enriques-Chisini, Op. cit„ Libro V, vol. Ill, pag. 399.

Queste formule conducono a definire il grado e il genere virtuale di 
■una cuna C sopra F, indipendentemente dalla possibilità di esten­
dere il sistema lineare co0 da essa determinato. A tale scopo si associ 
alla C un sistema irriducibile |K| tale che il sistema \C K\ 
risulti irriducibile; ciò può farsi facilmente mandando per C le su­
perficie di un ordine abbastanza alto e prendendo come curve K 
le curve residue. Ora designando con n il grado della C che si tratta 
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di definire, con m iì grado di K e con i il numero delle intersezionjS 
di una C con una K, il grado di | C + K 1 verrà dato da

N — n + m 4~ 2i, 
da cui si ricava

n — N — m — 2 i.

Il (/rado virtuale della C così definito è indipendente dalla scelta/st 
del sistema- ausiliario | K\ che si è associalo ad- essa. Invero sienoS 

I li',! e ! Kt due sistemi ausiliari soddisfacenti alle condizioni postefl 
coi gradi »i, ed M2, e siano iL e ir i numeri delle intersezioni CÆ, tzM 
CKt, i il numero delle intersezioni variabili di una Æ, ed una 7f,.D

Si potranno confrontare il grado nl definito rispetto a | A\|,S 
il grado ut definito rispetto a i /i2 , valutando il grado del sistema. M

|(C + A',) + Kt\ = |(C 4- Lr) + A,! = jC+ (A, + 7i2.11 .

Si avrà dunque

A = (»! + mt + 2r,) 4- »4 4~ (2/ 4- 24) ---
— (n, + «- 4- 24) + + (2/ 4- 24),

da cui segue
nt = «a.

In modo affatto simile si può definire il genere virtuale % di uns 
■curva isolata 0, e questo carattere conserva un significato aneli 
quando la 0 sia una curva multipla, o una curva riducibile contenenti 
qualche parte multipla, ‘

Aggiungiamo che la definizione dei caratteri (grado e genere 
virtuali si estende anche al caso di una curva virtuale 0 —K 
nita conte differenza indipendentemente dalla sua effettiva esistenza 
<§ 8). Basta all’uopo sommare a 0 —K una curva L per modo chi 
J Jf I ---- I 0 —K LI sia un sistema lineare irriducibile, e valutari 
quindi i caratteri della differenza | M — L |, i quali risultano indi 
pendenti da \L\.

Ritornando alle curve effettive, notiamo ora che la nozione des 
caratteri virtuali di una curva C dà luogo ad alcune osservar ìov 
che tendono ad attribuire a codesti caratteri un significato inva 
riante rispetto a trasformazioni bfrazionali della superficie.

Si trasformi la F in un’altra superficie F in modo che ad un punt 
O della curva C corrisponda una curva eccezionale o di F-, allot 
come trasformata della C si potrà riguardare la curva compost 
C 4~ o ovvero soltanto la C, tralasciando la o che corrisponde ad uaj| 
punto fondamentale della trasformazione. La scelta che così può 
farsi risponde ad un diverso modo di considerare il punto 0 sopM
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curva (;:se la C sia suscettibile di appartenere ad un sist emù lim are 
riducibile di dimensione > 0 col punto base 0. il trasformato di 

questo sistema sarà il sistema ugualmente irriducibile jC'j. in cui
0 non figura conn- parte fissa. Ma se invece I <7| posse osi elidersi 

in-guisa, da non possedere piu il punto’naso 0, il trasformato di esso 
riterrà in particolare il sistema o 4- |z". dove la o figura come parte

In altre parole la curva eccezionale a corrispondente ad 0 
dovrà ritenersi o meno come componente delia curva trasformata 
di C, secondo che s’intenda di considerare la C come curva di un 
sistema lineare non avente o avente O come punto base. La eir- 

»tanza che un sistema \C\ senza un punto base 0 esista effet­
tivamente può ritenersi come accidentale rispetto alla con siderazione 
di cui -opro. Il (trailo -virtual, della C. avuto riguardo alle possibili 
trasformazioni ilei punti di essa in curve eccezionali, si definirà 
àmpi in generale supponendo che esso non abbia punii base,
ovvero dichiarando quali punti base s’intendono assegnati sopra la 
curva, all’in fuori dei quali ogni altro punto di \C \ che risulti punto 
base per un !C[ effetti vanumi, e cosi rullo deve ritenersi virtual­
mente- inesistente. Aggiungasi che se la C possiede un punto multiplo 
(semplice per la superficie), di molteplici!à > i, questo può assu­
mersi virtualmente come «-pio per la curva C, anche se in effetto 
possegga una molteplicità superiore, e se pur questa resulti la mol­
teplici! fi effettiva del più ampio sistema \(y\ cui sia imposto di pos­
sedere quel punto come i-plo.

In particolare dunque, se sopra la superficie F la curva C pos­
siede un punto ?- pio che non voglia ritenersi come punto base as­
segnalo pei sistema \C\, esso dovrà considerarsi virtual mente ine­
sistente. e perciò il genere virtuale della C si otterrà aggiungendo al 

„„ . ili— 1)
genere, effettivo ~r, ~.y -, che è precisamente il numero di cui
diminuisce il genere di una curva irriducibile che venga ad acqui­
sta .e un punto i-plo.

Similmente il grado virtuale della C si valuterà aggiungendo i- 
al : minore effettivo delle intersezioni di due C fuori di questo, poiché 
appunto di i2 viene a diminuire il numero delle intersezioni di due 

i curve quando esse acquistino un punto i-plo comune.

11. Curve eccezionali.

Da ciò che si è detto innanzi, l’intorno di un punto (semplice) 
delia superficie F, quando sia punto base per un sistema lineare di 
curve, può ritenersi come una curva infinitesima che, per una tra­
sformazione della superficie si muta in una curva propriamente detta 
(curva eccezionale). Reciprocamente ima curva eccezionale è una

i.xKiDt ì:s F. ■ Superficie alyi'ijrichi. 
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una curva irriducibile co sopra la superficie F si dirà curva ■

curva tracciate sulla superficie F <'he possa mutarsi nell tàruc» di 
M punto semplice.

Volendo esaminare piti da verno hi curve > e«vMr>mdi smbili- 
reMv anzitutto quest*  distinzione:

cezlenaìe di la specie se è suscettìbile di trasformarsi in un punto ' 
semplice per mezzo di un sistema, lineare |C| che non abbia punti 
base su m- Ed invece ài dirà curva eccezionale di 2a specie una cmrv^ 
e» trasformabile in un punto mediante un sistema lineare | C\ <
abbia qualche punto base su di essa. H

Esempio di curve eccezionali di prima specie sono le 27 rette 
appartenente ad una superficie cubica generale Ite Infatti N p .*■>  
rappresentare la M-» sopra il piano in modo ohe ad una qualunque’ 
di codeste rette risponda l’intorno di uno dei 6 punti base del sistema5 
di cubiche rappresentative. Invece nel piano non vi sono curve ette
sezionali di prima specie. Ma le rette, le coniche e in generale ls surre 
piane .fondamentali per una creinoniana «osiài-:
seono curve eccezionali di seconda specie , si trasformerà mia retta; 
in un punto per mezzo di una rete omaloidifia (per esempio di. fcä 
nìclie) avente due punti base sopra la retta v .si traf ormerà WM cò­
nica in un punto assumendo per esempio una rete omaloidica 
cubiche con un puntò base doppio e quattro base semplici so-
pia la conica. .

da questi esempi risulta ohe la distinzione fra le curve ite 
sezionali di prima & di seconda specie ha soltanto carattere pro­
iettivo .o gode di una invarianza relativa a trasformazioni prive ‘.i, 
punti base : infatti una eurea eccezionale di seconda specie co appari 
tenente ad ima superficie F può sempre mutarsi in una curva ssM 
rionale: di prima -specie M una superficie trasformata K. A tal uopi 
si consideri il sistema lineare trasformante | 0 \ che muta m in 
punto ; esso ha per ipotesi un certo numero s di punti base, con ce 
molteplicità iit i2; .., ì? sopra e il delle
con tì> uguaglia precisamente la somma te.+ 4 fi- , -p is. Ora, se s 
KomniÄ a j 0 \ un sistema lineare j L | privo di punti, base, e per ey 
la K- non sia curva fondamentale, il sistemai |G -f- L\ varrà a. tra 
sformare ® in una curva, la quale sarà fondamentale per il sistemi 
trasformato di | G\ (senza punti base sopra di esso) e risoli 
quindi una curva M prima specie.

Cerchiamo A valutare il genere e A grado di una curva ecceda 
naie irriducibile di prima specie co, riferendoci al punto semplice 
il cui intorno corrisponde alla co sopra una superficie trasforma 
Assunte su quella un sistema lineare qualsiasi |C| per cui 0 poi 
sia punto base, l’imposizione del punto base 0 diminuisce di i 
il grado di [CI; inoltre le 0 per 0 hanno un punto a comune 
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«li -> desso. Perm è dedgwmlo eon « e rr. ii grado o ii genero 
«ni v ' o l! grado e il genere della curva infinitesima che 

>. il!!tzIDH ri! 0. ossia ile!la curva eccezionale ,,..., avremo

fi ■ i ì .1
.7 — :t ■ - 1 ! .

<5 qaimti
- 1 e (f 0.

. ta immota e - 0 vis ni tu del redo !! priori essendo razionale din­
torno -n '.).

Xal‘.ira mielite lo .-lesso compiilo si può ripetere -iddi superficie 
ch. fresco uno la sii F, ehe contiene la w. Qui si ha un sistema c 
per cui • - è '■Hi-fft fondarne Mille (senza imersezion.i colle § variabili) 
e le t !-!' -s-un i per UN punto di <>> si spezzano nella <a e in una curva 
jfpsiòua ' ; tmisewÄj.ile ìa. io: -mivendo il grado e ii genero di ----- 
.... I", si iitrovinìo le tremule precedenti.

En remiamo dunque ehe : itila evrrtt eccezionale irriducibile di 
1« mpa h<f. il generi ri ri naif <> 0 <• il grado cimi«le v ■■ î.

Passando ora alle curve eccezionali di 2» specie, basta ricordare 
che lie., siffatta curva m si lasci;;, trasformare in una, curva, ecee- 
zimi.'! ' di I« specie, qualora si tolgano da <-ssa dei punti da ritenere 
come pumi base assegnali di un sistema trasformante \c' : perciò 
il v-v ■ e il gelido riitvali ài una c-itrra di 2« Hpceii mr-
rnìiìU-

o 0 e e . 0.

Per e.-empio ii grado <iell<- generar ici biuta rigala vale

! . v = 0 ;

ii gra-m di® vetta del piano -mie

I' 1 .
quel re d'una conica

r ! , e; e,

creremo eia, clM l'ì-sigcnza -die il generi- vii'iirai-' <lì una citron 
"■ mule «/« -, .. u, porta idre una -nrru tm zinnali: irì idaclbile 
ili !" 'perir tu non può : ! Ver-■ punti doppi <) nM'Uipli. Inficili il genere 
V!lt- -;'i' S Vìeue va lutato calcolando il genere del sdirena. .somma

l 'i ■ e> e peroni nn - > - ni unie pulire; doppio delia coin 
peib.-me <.■>. ìwii •.■ssemio punto ha.se per K. , deie riiener-i come 
inesistente, ed allora, essendo già g - ii. la curva risulterebbe- 
l'idi! 7; .ile.

’•■ > reipamìo alcune nozioni che saranno acquisii.e nel seguito 
dire qu> eli, le corvo .'C'.-ezimuiìi vengono deiiuile dai loro
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caratteri virtuali trovati innanzi. Se co è una curva irriducibile di 
genere q - 0 e di grado v —1 sopra la superficie F, essa putrii
trasformarsi in un punto semplice, operando come segue. Si assunW 
sopra F, in modo affatto generale, un sistema lineare oo3| C\ prive! 
di punti base su F, di un certo genere n e di un certo grado n, lei 
cui curve seghino in i punti la M. Sommando «; a |C'j si ottiene uni 
sistema | C + coi di curve (i —1) secanti la co, che sarà di grado! 
n H- 2i — I e di genere n 4- i — 1, di modo che la differenza fra! 
il grado e il doppio del genere n — 2n, viene aumentata di una unità.! 
E, come riconosceremo nel seguito, questo aumento ha un signiti 
Acato effettivo, perchè l’addizione di co riesce effettivamente ad.| 
estendere il sistema |C|, risultando la dimensione del sistema irri-j 
dicibile | (■ -f- <o| maggiore di quella di \C\. Ciò posto, si può! 
procedere sommando ancora al sistema ottenuto la co e così di se-:| 
guito, fino a che non si arrivi ad un sistema i C +■ reo! privo di punti! 
base su F per cui la co riesce fondamentale. Mediante questo sistemai 
la superficie F si lascia trasformare in una 0 in cui ad co corrisponde! 
l’intorno di un punto semplice (). In conclusione la co è una curvai 
eccezionale di 1a specie.

Il procedimento di trasformazione qui adoperato conduce al i 
risultato seguente :

se la superficie F contiene un certo numero s di curve ecce-| 
zionali che seghino rispettivamente le C in r,, i2, ..., i„ punti,| 
dove sia

i. i - /z ... -7- ì& '> 2~t --  2 II

si costruirà sopra F un sistema lineare irriducibile di grado N A 
di genere II per cui

N > 277-2. 1

Vedremo 
danno luogo

nel seguito che resistenza di sistemi i cui caratteri! 
ad una tale disuguaglianza vale a definire una parti- -

colare famiglia di superficie, che anzi essa caratterizza la famiglia 
delle superficie razionali e di quelle riferibili a rigate; sopra unaj 
superficie che non appartenga a codesta famiglia particolare, psH 
ogni sistema lineare di genere n e di grado n sussiste la disuguaglianza! 
fondamentale

n < 2 n —2.
A

Conseguenza delle cose dette sarà che : una superficie non appara 
tenente alla famiglia delle, rigate potrà sempre trasformarsi in un’altra^ 
priva affatto di curve eccezionali. a

In pari tempo si riconoscerà che «una superficie che contenga.! 
curve eccezionali di 2a specie appartiene alla famiglia delle rigate

Infatti si trasformi dapprima, come si è detto, una curva ec-H
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* ezionale di 2a specie in una curva œ di genere o --- 0 e di grado 
J 2: 0- Qu»< P(! essere v >0. iJ procedimento di addizione della 

un sistemi \C\ non ha mai termine perchè cresce, o almeno 
non diminuisce, il numero delle intersezioni delle curve del sistema 
eon la co. sicché certo si arriverà ad un sistema lineare di genere II 
H di grado À, per cui

*””*12.  Nota sulle curve eccezionali riducibili.

Quando si trasforma una superficie F in un'altra 0 per mezzo 
<U mi sistema lineare ICj che abbia su F dei punti base distinti O, 
O , O», ■ ■ ■ ‘e curve eccezionali < he rispondono a questi punti, e 
che sono in pari tempo fondamentali per lo stesso sistema \L\ 
(trasformato delle sezioni piane di sono curve irriducibili fra loro 
sconnesse. Ma che cosa accade quando i punti 0, O1} O2, . . . diven­
tato infinitamente vicini?

Pongasi che i detti punti O, Olt O2, ... abbiano per jC| certe 
molteplicità i, q, i2, .. . dove sia i > ix e le differenze
i—q, ij — it, .. . sieno grandi quanto occorre. A codesti punti 
rispondono in generale su 0 delle curve eccezionali, ß, Qlf ß8, ... 
risp. degli ordini », q, i2, .... Ma se il punto Ot diventa infinita­
mente vicino ad 0, la curva ß d'ordine i viene a spezzarsi in due parti 
co e «q( = ßi), la prima, d’ordine i — i,, corrispondente all'intorno 
del punto 0 privato di 0, e la seconda, d’ordine q, limite della curva 
eccezionale corrispondente ad Ot.

In generale se più punti O2O2. . diventano infinitamente vicini 
ad un punto proprio 0, succedendosi su uno o più rami, lineari o 
superlineari, la curva eccezionale che risponde al punto 0 si spezzerà 
in più parti fra loro connesse, comprendenti le curve eccezionali 
che nascono dai punti successivi. Si può precisare la cosa riferendoci 
al caso caratteristico in cui 0, O1, 02, ... si succedano sopra un 
unico ramo, e incominciando dagli esempi più semplici. Se (), Olr

, 0, si succedono sopra un ramo lineare, la curva eccezio­
nale d’ordine i che risponde ad () diventa una curva composta 

. d’ordine (t - q) 4- (q - i2) + ... + (r,_, - r,) + t, :

ß = co <zq -I- co2 + • • • + (os,

mentre le curve nascenti da Ofi2. .. diventano

ßj uq 4- co2 . . . “h co 2

s—1 ~ï~ (0jk 

>0 § (1) s .
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E, secondo il principio di continuità, questo curve composte do­
vranno ritenersi come curve eccezionali, laddove le parti di esse 
(ad es. (üjttjj.. i) non costituiranno intere curve eccezionali, 
bensì soltanto componenti di esse. Invero la componente co si tro­
verà in corrispondenza biunivoca, non già coll’intorno di 0 (pres| 
nella sua interezza), bensì con quest’intorno privato del punta 
0,, e così M, si troverà in corrispondenza coll’intorno di 0, private 
del punto Os, eco. Potremo passare dalla superficie F alla S mediante 
più trasformazioni successive da F a Fi, da Ft a Ft, ..da FÄ 
a Ft — 0 ; la prima di queste trasformazioni muterà 0 in una curva 
a), la seconda muterà un punto 0, di co in una curva co,, la terza 
muterà un punto O2 di co, (diverso dal punto comune ad co e ojt} 
in una curva ct>a, ecc. Perciò ciascuna co, (per r < s) si troverà con­
nessa in un punto colla successiva coi+1 e il suo grado (che è —1 
sopra Fi) diventerà — 1 — 1 = — 2 sopra Fi+, e su <K. Per conse­
guenza la ■ curva eccezionale composta Q — m -j- co, -f- . .. 4~ co»; 
corrispondente ad una serie di punti 0 Ox ... 0, infinitamente vK 
àr, succedentisi su un ramò lineare, avrà il genere

Q = 0 + 0 4- ... + 0 + (s — 1) — (s — 1) = 0 
e il grado

v =  2 — 2 ... — 2 — 1 4- 2 (s — 1) = — 1 .

Insemina si ritrovano così i caratteri delle curve eccezionali irrt 
ducibili di cui le curve composte Q, Qlf ..., Q, appariscono 
come curve limiti.

Questa coincidenza di caratteri dovrà prodursi ancora quand« 
i punti 0, 0lf 0t, ..., 0, vengano a succedersi sopra un ramo su- 
perlineare, ma nella definizione delle curve limiti andiamo incontri 
ad una sorpresa : le componenti delle curve Qt diventano in generali 
curve multiple '

Riferiamoci, per •semplicità, al caso di tre punti 0, 01; 0it suc­
cedentisi sopra un ramo cuspidale : questo caso si può trattare H 
tenendo il ramo cuspidale come limite di un ramo lineare, dovi 
0s, variabile, nell’intorno di Olf assuma la posizione del suo punte 
satellite. Qui appare che la curva d’ordine i — it, trasformata del­
l’intorno di 0 (privato di 0,), viene a ridursi ad una curva co d’ordine 
i — i, — it e alla curva co2, d’ordine i2, rispondente all’intorno d 
O,; per conseguenza quest’ultima curva viene a comparire d ai 
volte in

co 4“ co, 4~ 2(0z .

Per comprendere più chiaramente le ragioni di ciò che qui ao 
cade si effettuino tre trasformazioni successive della superficie H 
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Untando anzitutto 0 in co, e poi ancora un punto Ot di <o in co,, 
' Analmente il punto 0-, comune ad co e «, in co2 : la posizione del 
punto Ot così definita risponde al punto satellite di O1 sopra la su­
perficie F. Ma poiché 0ä è punto doppio per la curva co 4- cot, la 
eui’va eccezionale trasformata <wx dovrà contarsi come doppia, in 
accordo a ciò che si è detto innanzi. Le molteplicità delle curve ec­
cezionali composte che rispondono ai punti successivi di un ramo 
superlineare sono state determinate da E. Barber e O. Zariski ('), 
rilevando anche l’ordine delle connessioni di queste curve e illu­
strando cosi, sotto un nuovo aspetto, la teoria delle singolarità di 
ffiréroi'Es (-). Noi ci limiteremo a riportare la regola generale se­
guente: la cuna eccezionale composta Lì, clic risponde ad una serie di 
punti Ot, - - -, 0s infinitamente vicini ad un punto proprio 0, succe­
denti* 1 sopra un ramo superlineare, comprende s -j- 1 componenti, e 
la componente afy, che occupa il posto i, vi figura colla molteplicità 
hi eguale all'ordine minimo del ramo uscente da 0 (*)  che contiene gli 
i punti O,, O., . . -, 0, .

La stessa regola si applica alle curve eccezionali composte Lì,, 
Lì«, .. -, Lì, (3). Inoltre la curva w, viene connessa, non sempre alla 
successiva coi+1, bensì — in generale — alla curva coi+l che le succede 
dopo t posti, in corrispondenza alla circostanza che i punti Oi+1.. 
siano prossimi ad 0, (come risulta anche evidente dall’ispezione dello 
schema grafico del ramo Ol+l.. .O,+ ,). Aggiungasi che la detta curva 
io( riesce di grado — 1 — t, come appare da ciò che essa rappresenta 
l’intorno di un punto 0, da cui sono tolti t punti prossimi. Tenuto 
conto delle molteplicità che spettano alle curve co, in Lì,, le curve 
eccezionali composte Lì, Lì,, . .., Lì, risultano sempre di grado 
v — — 1 e di genere o — 0 come le curve eccezionali irriducibili 
di cui sono limiti.

Infine rileveremo che l’insieme delle curve eccezionali irridu­
cibili sconnesse fra loro, di cui qui si considera il limite in seguito 
M'avvicinarsi di (),, (),, . .. ad 0, tende ad una curva

Lì + Lì ... + Lì,

che risulta composta con le co, co,, w2, ..., co,, contate ciascuna 
con una molteplicità che è la somma delle molteplicità che essa pos­
siede per riguardo alle Lì, di cui fa parte. Vedremo più avanti il 
significato di quest’osservazione.

(l) Barber e Zariski, 1. c. Ann. Journ. of Math., 1935.
(21 Quando si parla di un ramo uscente dal punto (?, (ovvero da (>2 ere.) «’in­

tende di aver prima eseguita la trasformazione ehe muta, 0, in un. punto proprio.
(3) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni ere., Libro I, vol. II.
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13. Serie caratteristica virtuale.

Abbiamo spiegato come si determinino i caratteri virtuali, e in 
particolare il grado u di ima curva C tracciata sopra la superficie 
F anche se questa sia ima curva isolata, non contenuta in un sistema 
ICI di dimensione r >0. lì procedimento che conduce a valutare 
n (* *),  conduce altresì a definire, per n > 0, la serie caratteristica di 
C. anche indipendentemente dalla circostanza che essa appartenga 

(l) Cfr. F. Enriques, Introduzione, eco., 1896: nn. 15 e Î6.
(•) F. Scvt.nr, Osservazioni sui siri, .ri continui di curve. Atti Acc. Torino, 1904.
(3) Cfr. Rendic. Circolo Matematico ìli Palermo, 25 die. 1898 In. 4).

ad un sistema più ampio (2).
Infatti si associ a (! un sistema lineare irriducibile |A’|, tale 

che j C 4- K \ riesca irriducibile : la serie caratteristica di C verrà, 
definita dalle curve di \€ + K\ che passano per le intersezioni di 
una 0 con una IL. Questa serie invero riesce, indipendente dalla 
scelta di \ IL , come si vede paragonando le serie definite in relazione i 
a due sistemi j C 4- IL | e | C 4- A | ed al sistema | C 4- IL 4- L |. 
Si noti che, come avremo occasione di spiegare nel seguito, sarà 
sempre lecito scegliere \K\ in modo che le curve di ]C 4~ IL\ se­
ghino sopra una serie completa, e cosi si ottenga sulla C la intera 
serie caratteristica virtuale.

L’importanza di questa serie si manifesta sopratutto nello studio 
dei sistemi continui di curve C non costituiti di curve equivalenti; 
allora la serie caratteristica virtuale della C viene segata (tutta o 
in parte) dalle curve del sistema ad essa infinitamente vicine.

Nota. - In questa maniera la serie caratteristica di una C 
appartenente ad un sistema continuo si è presentata implicita­
mente a G. Castelnuovo, siccome appare da, una sua comunica­
zione. epistolare ad Enriques (3). In seguito il Castelnuovo stesso 
ebbe a rilevare esplicitamente li significato di essa, in rapporto alla 
superficie (iperellittica) che rappresenta, le coppie di punti di una 
curva del genere due, e attrasse su tale esempio l’attenzione di Se­
veri; che. fu indotto quindi alla definizione esposta innanzi, siccome 
egli stesso accenna in una nota a piè della prima pagina del suo lavoro.



Capitolo II.

SISTEMI COVARIANTI E INVARIANTI

1. Curve j acobiane.

Sopra la superficie F. che possiamo supporre priva di qua!siasi 
singolarità, in un iperspazio, consideriamo un sistema lineare irri­
ducibile i G'| di dimensione 2, cioè una rete. li luogo dei punti della 
superficie che sono doppi per una curva della rete, è una linea alge­
brica C>, che diremo jacobiana della rete. La (!s si può anche definire

■ come luogo dei punti di contatto di due curve della rete: intatti il 
fascio da queste determinato contiene una curva che ha un punto 
doppio nel punto di contatto. Nel piano la jacobiana di una rete 
di curve dell’ordine n ( > 1) è una curva dell'ordine 3n —3; ed un 
punto base /-pio della rete ha in generale per questa la molteplicità

: 3i — 1 ; così un punto base semplice 0 è, in generale, doppio per la 
: jacobiana, ma se le curve della rete hanno in 0 una tangente fìssa 

la jacobiana ha in essa un punto triplo, con quella tangente fissa (’■). 
Queste proprietà si conservano inalterate anche per le reti date 

/ sopra una qualunque superficie F, giacché la determinazione delle 
J molteplicità d’un punto base 0. per la jacobiana di una rete |C|
■ dipende soltanto dai caratteri differenziali delle curve C -considerate 

e della superficie che le contiene, la quale, in un ordine d’approssi-
f-inazione grande quanto si vuole, si può approssimare con un para­
fi boloide osculatore nel punto 0, che a sua volta si lascia rappresen­

tare punto per punto sul piano. Per le curve jacobiane delle reti 
estratte da un più ampio sistema lineare | C | sussiste il seguente 
teorema :

ß Le jacobiane delle reti contenute in un medesimo sistema lineare 
irriducibile \C\ dì dimensione r > 2 sono equivalente.

j Estragghiamo da \C\ due reti qualsiansi e confrontiamo le loro 
.jacobiane, supponendo anzitutto che le due reti abbiano a comune 

D Cfr. Enbiques-Chisini, Op. rii., Libro III, vol. Il, cap. I, § S.
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2« Sistema jacobiano»

Da ciò che si è- dimostrate innanzi segue che :
Le jacobiane delle reti di cune in un sistema Mrs

irriducibile \C\ sopra la superficie U appartengono ad un «tedesii 
sistema lineare completo che si dirà il sistema jacobiana I Cs\ di | ( 
La dimensione, di \C\ viene supposta per ora > 2.

La definizione che precede è senz’altro, perfetta quando il. MW 
\C\ non abbia punti base, dove s’intenda che il sistema delle 
codiane M dovrà completarsi »senza l’imposizione di alcun pun 
base. Se invece : (■ abbia un punto base i-pl», s’intenderà che que 
venga assegnato com® punto di molteplici-à 3/ i al sistema co 
pioto te. . poiché, come abbiamo dotto. 3/ î <■ in generale 
molteplicità della jacobiana di una rete contenuta in tei.

Ciò vale anche .«• i punti baso SOM infinitamente vicini. c< 
per esempio, se i.C possiede un punie base semplice con la t. 
gente fìssa, cioè fine punii base semplici 0, <),, m Unit amente vie

un fastri®, <,- perciò appartengano insieme ad im sistema lineare :<y> (» 
Vii punto generico P d<-Na superb-ie /' è «loppio poi una. curva 
del sistema :te- anvdetic. e la insieme col inscio comune alle ,l> 
reti, determina mia rete di curve C la. cui jacobiana, possa- per . 
Si vede in tal guisa che le. jacobiane delle ©o1 reti di curve < coirt 
■nute nel sistema.- ©ö*  ed aventi un fascio comune,,, formano un fase 
(per ogni punto di 1? m passa una).; ma questo fascio tz certo linea 
perchè è razionale, trovandosi in corrispondenza biunivoca col f 
scio delle reti di un sistema lineare oo3 che hanno a comune i 
fascio (2). Ora se si assumono entro. IC | (supposto di_ dimension 
r > 3) due reti di. curve aventi a (ioninne una curva C, si può c 
struire una rete ausiliaria che contenga C ed abbia un fascio 
comune con ciascuna delle due reti : la jacobiana della rete au 
lia,ria risulterà, equivalente alla, jacobiana delle due reti;; tz, 
proprietà transitiva dell’equivalenza, queste saranno dunque eqi 
valenti fra loro.

c î Qu-mio sistema viere? dru Trainato dai fascio comune da due curve p 
rispe-l.ì.i\ amento nelle due reti, mori 'li esSO,

(-) Insieme da assimilarsi ad un fascio di piani doit.» c‘s.

Infine se si hanno entro |C| due reti senza curva comune 
sistema te | avendo la dimensione r > 4), si potranno paragona 
le loro jacobiane costruendo una rete ausiliaria che abbia a conni 
una curva con ciascuna di esse. Le jacobiane delle due reti risiili 
ranno quindi equivalenti, c. d. d.
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-acohiane delle reti contenute in esso avranno effettivamente 
... j,,, pmi io i rifilo con hi tangente fissa 00, ('). ina il sistema

queste curve sarà contenuto generalmente in un sistema più am- 
'n con due punti base doppi 0 e (),, che costituirà il nostro sistema 
Xjbiano completo ' (', ■ Se anche l’ampliamento non sia effet-ti- 

■ »monte »ossidile, la singolarità costituita da un punto triplo e da 
■Vallivi!*  i *

tjm punto semplice in finitamente vicino dovrà ritenersi virtualmente 
come «-.istituita dai due punti doppi O ed (),. Abbiamo supposto sin 
qui che il sistema.  \ fosse irridimi bile, ma è chiaro come la defini- 
|onc debba estendersi al caso in cui |C| contenga una parte fissa 

K (che supporremo semplice). Qui ogni punto della K appare come 
mi pu»'" base con tangente fissa per una rete qualunque contenuta, 
in \C\, perciò la curvali si staccherà 3 volte dalle jacobiane di tutte 
le reti contenute in jC'l. Essa dovrà aggiungersi 3 volte a codeste 
jacobiane e il sistema riducibile così definito sarà contenuto in gene­
rale nei più ampio sistema irriducibile completo jCj.

A dir vero viene così dimostrato che la K si stacca almeno tre 
volte dalle jacobiane delle reti di ì<7|. Per riconoscere che di fatto 
non si si acca più di tre 'mite, si potrà ricondurre la cosa dalla su­
perficie al piano sostituendo ad E un conveniente paraboloide oscu­
latore in un punto della curva K o anche una superficie razionale 
che abbia un contatto assai elevalo con la F lungo tutta la curva 
K (3)- »Si riconosce, così che una curva K la «piale si aggiunga come 
componente fissa di una rete di curve irriducibili C, figura tre colte 
nella Jacoblana di questa rete; essa non può comparirvi più di 3 
volte, a meno che non sia una parte della ja codiami «li ! (' I

Nota. - Si può dare una verifica analitica diretta del teorema 
a cui siamo pervenuti. Per far ciò occorre sapere come un sistema 
lineare completo venga segato sopra ima superficie F (eon singolarità 
normali; delio spazio ordinario, cioè che «le superficie <p aggiunte 
ad /, ossia passanti semplicemente per la curva doppia di /, segano 
su / sistemi completi » (3). Per semplicità di discorso supporremo 
che / sic una superficie d'ordine n, affatto priva di singolarità, co­
sicché le intersezioni complete di essa con la totalità delle superficie 
di un dato ordine m formino un sistema completo.

Date sii / unu rete di curve irriducibili C ■ che non siano inter­
sezioni '.empiete, a cui si aggiunga mia compimenti- lissa K. si può 
sempre supporre che la rete \C\ sia residua di una curva, L non con­
tenente la K come parte, in modo che le C L siano intersezioni

PI Cfr. § i.
(*)  Cfr. EnriquesChisini, labro XV. cap. IV, § 39, voi. 11. pag. 634 << seg.
(’) 1 ; ... nota »! § tei! ,:ip. III.
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complete con superficie <pt d’ordine w. Quindi la rete jL -j- C \ è conte­
nuta parzialmente nella rete rappresentata da un’equazione del tipo:

pfoawcjf = 0,

dove secondo le nostre ipotesi le <p,, ç>„ ç?g, non si annulleranno si­
multaneamente sulla K, che invece fa parte della <p — 0 il cui ordine 
verrà indicato con s. Ora si tratta di scrivere l’equazione della jaco- 
biana della rete così rappresentata, e di riconoscere che la curva 
<p = 0, ed in particolare la K che ne costituisce una parte, figura 
in essa 3 volte come componente. 1 punti della jacobiana sono punti 
di contatto di una superficie del sistema segante la rete, e della f. 
Scrivendo le condizioni per il contatto si ottiene un sistema di equa­
zioni lineari, per la cui compatibilità deve annullarsi il determinante
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Ora dopo avere eseguite le derivate di <p<px W», si
è condotti a scomporre 1 determinante 1) in una iornma di de ter-
minanti : tralasciando que i determinanti che risultino identicamente
nulli, gli altri j»resentano il fattore comune tp'1, tolto il quale i iman-
gono quattro c e terminali ti di cui uno contiene ancora il fai tore <p.
A noi occorre dimostrare che la somma degli altri 3 determinanti
si annulla (semplicemente) nei punti della curva comune q> = 0.
Infatti questa somma si trasforma facilmente in un detenni. nanfe
unico. Scriviamo :

2-? 2^'3 2/
Mi Mi

ì><P 2^2 2ç>3 2/
M3 ’ 2.-Z’., Ms
2ç> 2<P3 2^3 2/
(5^3 m3 2Lz 2®3
2ç? 2?a 29’3 V
m4 2aq M4 2^4
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2$h
Sa?,

3fi_.
Sa-2

2 2->s 2/
3*1 3*i 2JÙ 3*1

2?i 2?- 2??3 2/
'òX.y Là'. 2^2

2 y- 2^3 2/
a», S^z 2s-, ^iZ* 3

2-u ì>(p 2/

ixs

2 Pi
2^4

2;r 4 Sa-» faj

2--2 2<? 2/
2r,

2^2 2<? 2/
s.c. .y*  > à
Sy-2 2 <p 2/

2r3 2Mz
ôy-2 2?- 2/

■ t),^4 S.r4

scambiando nel primo determinante la la colonna con la 3a e nel 
secondo la 2* con la 3» tenuto conto dei segni, appare qui lo svi-
lappo del determinante del 5° ordine :

9h Ç?3 0 0
t) 2 P» ôy> 2/

2.ry 3*i 2aq 2«', 2»r'i

0 --
2ç?i 2ç?3 2?-s 2y? 2/
2-r> 2.i'2 S.r-2 Z
2^1 2-h 2-h 2- 2/

2.r3 2.Cz 2u"z c)A'g
2%h 2<?- 2y>s 2y. 2/
2aq Sr, S.r4 2^4

Sottraendo alla la riga moltiplicata per m la 2» moltiplicata 
per la 3a per a?2, la 4» per æ9, la 5». per aq col tener conto del 
teorema d’Eulero, si potrà sostituire ad essa la

0 , 0, 0, —■ S(p, — nf
poiché con n, m, s abbiamo designato rispettivamente gli ordini di 
/, delle cpi e della tp.

È chiaro che il determinante in cui figura questa linea si annulla 
quando siano simultaneamente xp — 0 e / — 0, perchè annullandosi 
codesti termini la prima riga diventa identicamente nulla, c. d. d.
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f
L

1. 2. 3, 4)

le prime tre colonne zerisonoderivando

Aggiungiamo che la K non può staccarsi più di tre volte dalla il 
jaeobiana della rete; o almeno, se ciò accade, hi K fa parie della ja- | 
e chiana della rete spogliata della parte fissa K.

Infatti un successivo staccamento di K dipenderebbe da un con- J 
tatto fra la superficie / e la 0 lungo tutta la curva A. Ora supponiamo g 
vite in un punto P di questa curva coincidano i piani, tangenti aliaci 
/ ed alla 0. Dovrà aversi M

2/ 20
òJ'i ~òxt ’e

Calcoliamoci la . Possiamo derivare per colonne; in tal mod«, 

la derivata verrà espressa come una somma di determinanti otte 
miti sostituendo in una delle colonne le derivate rispetto a ir,-. On 
è chiaro che trovandoci in un punto in cui y = 0. / = 0, i detenni 
nanti che si ottengono 
Quindi resta :

I 0 0 0 ---8 _ ‘52L.
2;r t

0

X
2yi_

. 2%
2^2
2%

~ò<ps 22y_
LsA««

2/
2«\

W./P

~ò(pi 2<p2 2<?g 22y ... 2/ _
2;Z!4 à 2r’.j

0 0 0 0 — __2f
n Là'«

2yi.
(ÌXj

2y»
tot

2pz 2 y 22/

+
2^1 2^2»,-

&P1
..SL'i

2ys 2?-3
2-v

2y
2« 4

.A.
2L'»LM«

Sviluppando i due determinanti secondo la prima riga si

<>?•! 2Ç/j_
2.i"i 2;rt

2y_3
ÄMx

2/
2.1"!

/20\ u —|_ =XìxJP
â

ÌV-f
2yi 2 y a

■ 2a"4 2.r< 2Ì4
2/ 
à



SISTEMI COVARIANTI E INVARIANTI

V (Ì = 1, 2, 3, 4).

2y2
2;r,

2y3
2«!

2 ip
2®i

2?>1 2<p3 2<p
2r§ 2^4 2^4 2

47

Indicando brevemente il primo determinante del secondo membro 
con A, il secondo con lì, questa equazione si può scrivere

2/ 2<p . 2/m o -—■ == s — A — n -— B.~ W.L 2a?, sa?,- ' (i - 1, 2, 3, 4),,

che

si tocca­

no.
struttura

a priori offre due possibilità :
2/ , è œ1) -— = A , ossia le superficie / - = 0 e œ = 0 

ciò che è contro le ipotesi ; ovvero
2) -4. — 0 e allora, come si riconosce subito dalla

del determinante A. il punto ./' si trova sulla jacobiana della rete.

Il procedimento algebrico che qui abbiamo sviluppato si lascia 
illustrare da alcune semplici considerazioni geometriche che ci li­
miteremo ad accennare, riferendoci al caso più semplice in cui la 
f sia una superficie d’ordine n priva di singolarità nello spazio ordi­
nario, le <plt tpa, <p3 siano tre superficie linearmente indipendenti 

K d'ordine m > n e la <p sia una superficie d’ordine s.
Osserviamo che la superficie / presa insieme con una superficie 

y d’ardine m — n si può combinare linearmente con le -ì, <pt, f>3; 
òsi costruirà quindi la superficie jacobiana del sistema lineare oo*  

così determinato, cioè il luogo dei punti doppi delle superficie del 
ì sistema, che sarà una superficie D d’ordine (4m — 4) (x). Ora la D 

segherà f in una curva d’ordine (4m—4)n che riuscirà composta 
della jacobiana della rete delle curve | 0 | segate da

Âl<pl + A2Ç?2 + iìgVz —- 0

e della curva L intersezione di f e w; siccome quest'ultima è d’or- 
' dine n(m — n), cosi la jacobiana della rete |6'j risulterà d’ordine 
: »(3m + n — 4).

Ciò posto si aggiunga alla rete

À<pl + WPi + X3?!3 = 0
una superficie y d'ordine s, secante / in una curva K d’ordine ns ; 
a giungendo la <j. anche ad / si avrà un sistema lineare ex-’ di super-

(lì Si ha qui un’estensione immediata della jacobiana di una refe di curve 
piane. Cfr. Enrtques-C’hisinr, Op. cit., Libro III, cap. I, § 5, vol. II, pag. 31. 
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fiele d'ordine m 4 « in cui
<p si staccherà 4 volte dalla jacobiana D del sistema; la sua in forse 
rione con / (d’ordine ns), figurerà una volta nella curva intersezioni 
di / con tp-fi <p, e quindi comparirà 3 volte nella curva jacohia« 
della rete \K 4- C\, che è ora d’ordine |

n[30n 4- s) + n— 4] .* I

3. Teorema fondamentale.

Dalle osservazioni che precedono segue il
Teorema fondamentale: i ' sopra - superficie F dw sietem 

lineari irriducibili [Cj ed \L\, che supponiamo sempre virtual 
mente privi di punti base e di dimensione non minore di 2, il siste w|| 
jacobiano \G + L'fi della loro somma viene espresso da

|C + .£L= \(fi-fi3L\ « |3C’+fo|.

Infatti nel sistema |C + L \ è contenuto il sistema jC; 4-1 
con una curva fissa L, ed il sistema C -fi j L | con una curva fisa
(fi i cui sistemi jacobiani completi sono rispettivaniente i sistentì 

j (fi -4 '> Z. J ed : Lj 4“ 3C i I

che coincidono dunque nel sistema \G -fi L\s.
In base al teorema fondamentale si può definire ora il sistemi 

completo jacobiano di un sistema lineare | C | che abbia meno <j 
due dimensioni, riducendosi dunque ad un fascio, od anche ad un
curva isolata C. Invero basterà sommare 
liario \L\, oo’ almeno, ed assumere

alla C un sistema ausi
1

\(fi\ = |3 C + L.-3L

Il teorema fondamelitale si estende così agli jacobiani dì > i-b ir 
lineari comunque riducibili. Occorre soltanto un'avvertenza relativ 
al caso in cui si considerino sistemi lineari |Cj ed \L\ con puri 
base assegnati sopra la superficie F. Se j G j possiede un punto bas 
i-plo 0 che non sia base per |L\, ed |Z| possiede un punto bai 
8-pio 0' che non sia base per \C\, il sistema jacobiano |G - L 
avrà in O la molteplicità (virtuale) 3i — 1, ed in ()' la molteplici! 
3« — 1, ed invece 0 avrà la molteplicità 3-i per \3(l -fi Lfi ed ( 
la molteplicità 3« per |3L-fi C,|; quindi l’equivalenza tra i du 
sistemi JCj -fi 3.241 e 134 -fi Lj\ sussisterà soltanto quando si aß 
giungano ai due sistemi rispettivamente gli intorni dei punti 1 
ed ()'. Si avrà cioè:

\3G -fi Lj -fi 0 ; — \3L -fi C} -fi 0’\ ì
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4. Curve canoniche.
Abbiamo veduto come a partire da un sistema lineare | C i dato®, 

sopra una superficie F si costruisca il sistema lineare aggiunto | C' { 
e quindi il sistema canonico \K\ = j C" • che 
esistenza effettiva o virtuale e si è riconosciuto lu •mes. ubi 
sistema riesce indipendente dalla scelta del sistema |C|, supposto■ 
privo di punti base su F. Anche nel caso cue | C | possegga un punto 
base «-pio 0 semplice per F, il sistema \<J' — C| potrà ritenersi 
ancora identico a \K\, se si prescinda d 
statuente l’intorno di 0, che, essendo (i — l)-plo per ) 
sommarsi alle li. L'indipendenza di F dalla scelta di [Ç| signi- 
fica che il sistema canonico ll£q ha significato invariante per tra­
sformazioni birazionali della superficie.

Per spiegare meglio la cosa, si considerino due superficie dello 
spazio ordinario F e ri, rispettivamente d’oi 11 e me .. dotate 
singolarità normali, e si supponga che fra di esse interceda m i 
corrispondenza dilazionale, aggiungendo dapprima l’ipotesi che.; 
questa non abbia, punti fondamentali nè sull ima nè sull’altra super­
fìcie. Le sezioni piane della superficie F formeranno un sistema li-; 
neare i C j il cui trasformato non ha punti base su ri. e 
piane L di ri formeranno del pari un sistema lineare su S 
trasformato non ha punti base su F. Ora si potrà costruire il sistema, 
canonico \K\ su F sia a partire dal sistema \C\ delle sezioni piane., 
sia a partire dal sistema \L\, e si avrà

\K\ = \C' -01 == IL' —LI ;

lo .stesso sistema si costruirà, su ri, sia a partire dal sistema I 
defile sezioni piane, sia a partire dal sistema |C|, avendosi ancora

\K\ = \L' — L\ = \C' — C\.

Dunque le curve del sistema canonico \.h~\ costrinse su .< a 
dal sistema delle sezioni piane, si trasformano nelle curve del 
canonico di ri costruito a partire dal sistema \L\ delle sezioni piane.'

>3 segato su F dalle

Resta a vedere che cosa importi codesta costruzione.
Si può costruire sopra F il sistema canonico, costruendo anzitutto 

il sistema jacobiano di \0\. A tale scopo osserveremo che una stella 
di sezioni piane di F, avente come centro un punto qualunqu 
dello spazio, costituisce una rete la cui jacobiana è l’intersezione «li 
F con la superficie polare di 0, d’ordine n — 1, intersezione ulteriore 
di essa fuori della curva nodale.

Le jacobiane delle reti contenute nel sistema j C | delle sezioni 
piane formeranno così un sistema lineare co3 segato su F dalle 
lari, fuori della curva nodale : ma questo sistema avrà < ri
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regase sempiici i punti cuspidali sulla detta curva nodale. Che questi 
punti debbano essere ritenuti come « punti semplici » della super­
ficie e perciò, secondo le nostre convenzioni, debbano esser tolti per 
ottener.' il sistema jaeobiano completo |CJ, si può facilmente ri­
conoscere. Invero, se ci riferiamo ad una. superficie trasformata su 
cui la curva nodale di F venga rappresentata dalla curva delle coppie 
neutre rispetto al sistema | Cj, i punti cuspidali daranno su tale 

' curva punti base di contatto per una rete di C e quindi punti base 
doppi per un fascio di C: si tratta dunque di punti che apparten­
uti ' 1 mite ai le jacobiane di tutte le reti contenute nel

‘sistema oo8 delle C.
Ciò posto, il sistema jacodiano completo \CS\ privo, almeno 

virtualmente, di punti base, conterrà l’intero sistema dello curve 
sezioni di F con le superficie di ordine n — 1 passanti per la sua curva 

' doppia (superficie aggiunte). Se ora da queste superficie si tolgono
» che le superfìcie d’ordine n - 4 (supposte esistenti) 

passanti per la curva doppia di F, segano su F curve canoniche.
In modo simile le superficie aggiunte d’ordine m — 4, passanti 

per la curva doppia di 0, segheranno su 0 curve canoniche.
Quindi 1 invarianza, del sistema canonico per trasformazioni

« le curve sezioni di F con le superficie 
o, per la trasformamene birazionale,

in curve equivalenti alle sezioni di 0 con le sue superficie aggiunte 
d’ordine m — 4 ».

'Il teorema assume una forma più espressiva ove si antìcipi un 
RÌ'Z‘1 aio che verrà stabilito nel seguente capitolo, cioè che «le su- 

ie aggiunte di un ordine qualunque, e in particolare quelle di 
ordine n — 4, segano sopra la superficie F d’ordine n un sistema li­
neare completo », cioè, in questo caso, l’intero sistema canonico |IC|.

Avremo pertanto: le curve (canoniche) intersezioni della super­
ficie f- con le sue aggiunte d'ordine n — 4 (fuori della curva nodale) 
ti mutano, per una trasformazione birazionale, nelle sezioni di 0 
<O‘ii le sue superficie aggiunte d’ordine m— 4.

A dir vero si è supposto che la corrispondenza birazionale fra 
F e 0 sia senza eccezioni, cioè che il sistema |Z| non abbia punti 
base su F, e | C\ non abbia punti base su 0. Ma se, per esempio. |L | 
abbia un punto base r-plo 0 sopra F, il teorema sussisterà ancora 

questa modificazione, che : la curva- eccezionale- o> corrispondente 
«l punto 0 di F si sommerà alle trasformate delle \.K\, figurando 
come parte fìssa del sistema- canonico impuro costituito dalle sezioni 
di 0 con le sue superficie aggiunte d’ordine m — 4.

'■>i v. — Si è supposto che la F e la 0 siano dotate soltanto di 
Mugolai ita normali (cioè di curva doppia con punti tripli) ; ma il 
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teorema si estende anche se venga meno questa restrizione, pimeli 
si definiscano le superjide aggiunte ad una data in relazione all 
singolarità più elevate che essa possegga. Basta qui accennare eh 
una curva i-pla ordinaria di F dovrà essere (i — l)-pla per le super 
fiele aggiunte, ed un punto conico d’ordine s, fuori della curva niul 
tipla, dovrà avere in generale per codeste aggiunte la molteplicit 
8—2. Ma di ciò più avanti.

5. Proprietà delle curve canoniche.

2» — 2 — n

(n + (? + s — 1) —

punti.
Questa eguaglianza sussiste per qualunque curva G, anche isolai 

irriducibile o riducibile, riferendoci sempre ai caratteri virtual 
- definiti nel supposto che la G non abbia punti base assegnati su ì 

Infatti si sommi alla C una conveniente curva L di genere q e grafi 
v che la incontri in s punti, per modo che il sistema lineare compiei 
IG + LI sia irriducibile e di dimensione > 2 ; basterà assuiW 
come sistema \L\ il sistema segato dalle superficie d’ordine abH 
stanza alto passanti per G. Ora le curve C' + I appartenenti \ 
sistema [(C 4- Z)'| segheranno una G 4- L in

Le curve canoniche sopra una superficie F (dico le curve carg 
niche impure, sezioni della F d’ordine n colle superficie aggiunf 
d’ordine n — 4, fuori della curva doppia) godono di una proprie! 
che qui vogliamo esplicitamente riconoscere, e che, nelle condirà 
più semplici, vale anche a caratterizzarle, siccome vedremo nel s< 
guente capitolo.

Si consideri su F un sistema lineare irriducibile privo di puh; 
base, I G |, di dimensione r L 2, di genere n e di grado ». La jacobiaj 
di una rete di curve C sega su una C il gruppo dei 2n 4- 2» — 
punti doppi della glri caratteristica, e questo appartiene alla seri 
somma delle serie canonica e del doppio della g\. Togliendo 2 
da JGj\, si avranno curve C' aggiunte a \G\ secanti su C grupj 
canonici ; e togliendo ancora una G si avrà che le curve canonici 
K segano su 0 gruppi residui della serie caratteristica.

Enunceremo dunque che : J
Le curve aggiunte G' segano sopra le curve del sistema \G\ grufy 

canonici. Le curve canoniche K segano sopra le curve C gruppi residt 
della serie caratteristica.

Segue di qui che le aggiunte C' segano una curva C, di gene) 
virtuale n in 2» — 2 punti, e le curve canoniche K, effettive o vi 
tuali, la segano in 
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noti togliendo le intersezioni di esse con 
F oj ;t. ÿ intersezioni con L, resulterà

L, che sono 2q — 2

Abilmente il ninnerò viri naie delle intersezioni di C e K vale sempre 
(CKÌ ■■■• -’.-7 --2 - it.

Jota. - Aggiungiamo che per una curva irriducibile C, senza 
punti multipli su F. il gruppo segato su di essa da un’aggiunta (" 
sarà sempre un gruppo canonico, e il gruppo segato da mia K sarà 
residuo della serie caratteristica (effettiva o virtuale). Basterà di- 
mostrare l'asserto per una curva G che faccia parte di una curva 
composta (' + L, appartenente ad una rete irriducibile. Riprendendo 
il ragionamento fatto innanzi si troverà ora che una curva di

IG-I = |(C+ L)t- 3L\

sega -u <’ un gruppo appartenente alla, serie somma della serie ca­
nonica e del doppio della serie caratteristica virtuale della (' stessa.

H. Genere superficiale e genere lineare.

L’invarianza del sistema canonico per trasformazioni birazionali 
della superficie porta che i caratteri di questo abbiano del pari un 
«ignitirato invariantivo rispetto a tali trasformazioni. Tuttavia 
occorre distinguere :

1) invarianti assoluti, che non mutano per qualsiasi trasfor­
mazione, e

2) invarianti relativi che conservano lo stesso valore per tra­
sformazioni, birazionali senza eccezione, ma si alterano per trasfor­
mazioni dotate di punti fondamentali, che mutino un punto (sem­
plice' della superficie in una curva eccezionale dell’altra.

La dimensione del sistema canonico, o meglio il numero delle 
curve canoniche linearmente indipendenti, ci dà appunto un in­
variante assoluto, che dicesi genere- geometrico superficiale (p o pg), 
o semplicemente «genere», della superficie.

Quando si sia dimostrato che il sistema canonico completo viene 
segato sopra una superficie F d’ordine n dello spazio ordinario dalle 
sue aggiunte <p„_t d’ordine n — 4 (efr. Cap. Ili), si ha che il genere 
di una superficie generale d’ordine n (che è il numero delle li­
nearmente indipendenti) vale

(n —3)0t — 2)(n-l)
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Quindi il genere del piano, delle quadriche e delle superficie cu-j 
biche, varrà H

p — 0.

Ciò si verifica direttamente per il piano osservando che, in essoL 
il sistema | C | delle curve generali d’ordine n 1> 3 contiene il suo;3 
aggiunto |C'|, costituito dalle curve d’ordine n — 3 ; così, essen dW 
16’1 più ampio di 10"|, non può accadere che |G'\ contenga 
C' — C non ha esistenza effettiva, che vuol dire p ----- 0.

-Dall’essere nullo il genere del piano segue che tutte le superai 
fide razionali (rappresentabili punto per punto sul piano) harm» 
parimente il genere zero. Fra queste ci sono appunto le quadriche M 
le cubiche (almeno quelle che non sono coni) dette innanzi.

Un’altra famiglia di superficie aventi il genere (geometrico)» 
nullo sono le rigate, e quindi anche le loro trasformate. L’asserzionej 
si giustifica osservando che una generatrice di una rigata F non puW 
avere sistema aggiunto, poiché questo dovrebbe segare sulla genéW 
ratrice la serie canonica. In generale il sistema I & j aggiunto a« 
un sistema lineare |C| sopra la rigata non può contenere \ C\ perch® 
le C segando le generatrici in n punti, le C le segano in n - 2 punM 
(cfr. Cap. Ili, § 3).

Ritornando alle superficie qualunque, di genere p > 0, il genero 
delle curve canoniche (effettive o virtuali) fornisce un invariant« 
relativo, detto genere lineare pU) o anche genere lineare velati cosi 
che diminuisce di .1 per ogni punto della superficie F che. venga® 
cambiato in una curva eccezionale e viceversa cresce di 1 per ogdB 
curva eccezionale che si muti in un punto. Infatti abbiamo veduta» 
che, quando un punto 0 della superficie F_ si muta in una curvW 
eccezionale di G, questa <o si aggiunge alle K trasformate delle curvW 
canoniche A; ora una curva siffatta non è connessa colle dette KA 
cioè ha con esse un numero virtuale d’intersezioni nullo, poichag 
il punto 0 non è — almeno virtualmente — punto base di ' A jH 
non avendo il detto sistema 1 K j alcun punto base assegnato sopra H 
Pertanto sommando alle A la a> di genere zero e di grado -ì 
sconnessa con esse, il genere di codeste curve diminuisce di 1. |

Qui si palesa l’opportunità di considerare, almeno per le superi 
fide di genere p > 0 dove il sistema canonico ha un’esistenza effet 
ti va, accanto al genere lineare relativo n, anche il genere de 
sistema canonico puro, spogliato delle sue componenti fisse eccezM 
nati, che sarà poi il genere delle curve canoniche sopra una super 
fide trasformata priva di curve eccezionali, siccome verrà precisa­
ne! seguente § 7 : otterremo così un invariante assoluto, che di 
nomineremo genere lineare assoluto della superficie data. Il suo valore 
sarà.

pii) = pi 1) 4- G |
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designando con a U numero delle curve eccezionali appartenenti alla 
superficie.

Ci riserviamo di precisare, nel prossimo paragrafo, che. queste 
curve sono sempre curve eccezionali di la specie (almeno per p >0) 
non connesse fra loro, esaminando in particolare il caso delle cur 
ve eccezionali riducibili.

Come il genere del sistema canonico anche il grado di esso for­
nisce un invariante relativo della superfìcie, che possiamo indicare 
eoh p(1)- Quando, per una trasformazione della superficie F, viene a 
sommarsi alle K una curva eccezionale co di grado — 1 non connessa 
alle li, il Pw diminuisce pure di 1. Ed anche qui, accanto al grado 
del sistema canonico impuro, possiamo definire il grado del sistema 

■ canonico puro, che costituirà un invariante assoluto, definito al­
meno per le superficie di genere p > 0. Ma il 2) non ci dà un nuovo 
carattere invariante in confronto al genere lineare. Infatti sussiste 
fra il (/euere e il grado del sistema canonico impuro la relazione

p<-> = « —1.

Per dimostrarla basta osservare che il sistema aggiunto al sistema 
canonico i li è

\K'\ = 12ÆJ ;

quindi il numero delle intersezioni di K con 2K vale 2/><" — 2 e 
perciò

(KK) --- p<" - 1 .

Nei caso p > 0 (e in tutti i casi in cui si potranno definire i caratteri 
assoluti di cui si discorre, cioè quando la superficie sia trasforma­
bile in altra priva di curve eccezionali) la relazione precedente sussiste, 
ancora fra il genere e il grado del sistema canonico puro, che sono

p(1) + o e p(2) 4- <7.

Nota. - Risulterà più avanti che le sole superficie per cui non 
è possibile definire il genere lineare assolut o (riferendosi ad una I ra­
sformata priva di curve eccezionali) sono quelle che appartengono 
alla famiglia delle rigate (razionali o no). Tuttavia anche per queste 
si giunge a costruire un invariante assoluto, quale è dato — se­
condo Castelnuovo (’) — dal massimo del genere lineare relativo, in 
confronto a tutte le possibili trasformate della superficie data.

Qui riesce opportuno di calcolare il genere lineare del piano e 
delle rigate irrazionali di genere p ( > 0), che rispondono appunto 
a quel massimo.

(l) Sul genere lineare di una superfìcie e sulla classificazione a cui esso dà luogo. 
Rendie. Aec. Lincei, vol. VI, 1897. Memorie scelte : pag. 443.
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Il genere lineare del piano si calcolerà riferendosi ad un àrem 
lineare di quartiche piane CI, di genere .t = 3 e di grado n — itz 
il genere n' — 0 del sistema aggiunto, che è la rete delle rette, vien 
espresso dalla formula

n’ ----- ti + + 2.t — 2 — n — 1 .

Facendo qui n ----- 3, n — 16, n' — 0, si ricava che il genere linea 
del piano vale

----- 10 .

Passiamo a considerare una rigata d’ordine m e di genere p >■' 
Il sistema doppio delle sezioni piane (segato dalle quadriche) 
il genere

71 — 2 p m — I
e il grado

H — ihì.

II sistema aggiunto ad esso è costituito da gruppi di m 4- 2p - 
rette (*),  e quindi ha il genere

ti' — — (m + 2p — 2)4-1 = — m — 2p + 3.

Quindi dalla formula

ti' — 7t- 4- -f- 2ti — 2 ■— n — 1,

si ricava che : il genere lineare delle rigate di genere p > 0 vale

pW = — 8(p — 1) + 1 .

7. Le curve eccezionali esime parti fisse del sistema canonico.

Giova ritornare a precisare in qualche punto ciò che si riferiti 
alle curve eccezionali appartenenti ad una superficie di genere p > 
e alla loro appartenenza, come parti fisse, al sistema canonico (L

Che una curva eccezionale di prima specie, a>, sulla- superficie 
appartenga come componente fissa al sistema \K\ risulta diret 
mente dal fatto che essa- ha il genere § ----- 6 e il grado ------- 
Infatti la <u deve essere intersecata dalle K in

2() - 2 - v - 1

punti; siccome questo numero (virtuale) è negativo la co deve 
parte di ogni K. Si può dire di più : sulla superficie F. di genere p > 
non possono aversi due curve eccezionali irriducibili di prima spe 
connesse fra loro, cioè aventi qualche punto comune. Infatti,

P) Ciò può verificarsi in varie guise; rimandiamo al Cap. III. 
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Sii abbiano due tali curve, co e co', di genere 0 e di grado — 1, con 
i(S--l) punti comuni, esse dovranno figurare come parti fisse, da 
contare un certo numero finito di volte, in tutte le curve cano­
niche K- Ma, se la prima si stacchi r volte e la seconda s volte, il 
numero delle intersezioni di co e co' colle curve residue varrà risp.

(/reo) - r(coco) — s(coco') - —■ 1 r — si,
(Km') — s(co'co')— r(coco') =■ — 1 -j- s — ri.

Ora. di questi due numeri, la cui somma è negativa, uno almeno 
è negativo, sicché la corrispondente curva, co o co', dovrebbe stac­
carsi ulteriormente dalle K, contro il supposto.

Collo stesso ragionamento si prova che la superficie F, di genere 
p > 0, non può contenere una curva eccezionale di seconda specie 
o). All'uopo giova riferirci ad una superficie d>, trasformata di F, 
su cui la co diventi una curva di grado v > 0, conservando sempre 
il genere q = 0. Su questa superficie la co dovrà avere comune con 
una curva canonica K il numero virtuale di punti

2o — 2 — v — — 2 — v

che è negativo; la co si stacca dunque come parte fissa dalle K; 
ma dovrebbe staccarsi infinite volte, ciò che.è assurdo. Invero se 
si supponga che si staccili s volte, il numero delle intersezioni colle 
curve residue varrà

(Km) —«(coco) — — 2 — (s + l)v

che è sempre un numero negativo.
Riassumeremo i risultati ottenuti enunciando il teorema :
Sopra una superficie di genere p > 0. si può «cere tuffi al più uh 

numero finito di carré eccezionali irriducibili di ■prima specie, non 
connesse fra loro, e non si hanno mai curve eccezionali di seconda specie.

Si avverta che quando si abbiano soltanto curve eccezionali di 
1» specie irriducibili, ciascuna di queste, co, si stacca semplicemente 
dai sistema canonico, restando fondamentale per il sistema residuo 
IJf — coj. Tuttavia non si può escludere che la co si stacchi ulterior­
mente da \K — coI, figurando due volte come parte fissa di \K\. 
Ciò significa che trasformando la m in un punto (), questo risulterà 
un pn ii.to base, connine a tutte le curve del sistema canonico trasfor­
mato. Siccome però questo punto base non è assegnato, deve ri­
tenersi virtualmente inesistente, così anche la co sulla superficie 
data dovrà ritenersi ancora come facente parte delle curve canoniche 
pure che si ottengono staccando una volta le curve eccezionali che 
costituiscono parti fisse del sistema- canonico impuro.

Nota I. - Una menzione particolare merita il caso in cui sfibbia­
no curve eccezionali riducibili, provenienti da punti base infinita niente
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eccezionale composta di s parti, non dà luogo ad 
i difficoltà, perchè mia sua componente costituisce una curva 

.olialo irriducibile, che potrà sempre eliminarsi, riducendosi 
(,, sì da s ad s — 1.

II. - Rileviamo più esplicitamente ciò che è incluso 
nelìa proprietà caratteristica delle curve canoniche di segare sopra 
una curva (’ di grado n e di genere :t un gruppo di 2n — 2—n 
punti. Appunto per tale proprietà la differenza

2rr.. 2 — n

(ehe è in generale positiva, ma ehe deve considerarsi anche se vir- 
i-'tualnienie negativa) apporr- un «carattere additivo per i sistemi di 

Curve ■ sopra ia superficie; e la proprietà additivo di essa si può 
riconoscere anche direttamente dalle formule che danno il grado 
e il genero delle curve, composte, indipendentemente dal significato 
effettivo o virtuale che qui lo rende evidente. Ciò posto si può af­
fermai- rii" : •'-opri? uni' se pm-fieic di genere p >0 una curva irridii 
àbile (' di grado « e genere n per cui

M- n 2n_ 2

può essere soltanto una curva eccezionale di prima specie.:

77 ó, n ! ,

Infatti se 2.r - 2 -- n è minore di zero, la (' deve staccarsi da tutte 
le curve canoniche K ; ma se si suppone che si stacchi « volte, il 
sumero delle intersezioni di (' con le curve residue sarà

2.v 2—(8 l)n

«.perciò sempre negativo, a meno che sia n 1, e di conseguenza 
a = 0.

Questo teorema si estende al caso di curve comunque composte, 
osservando che una somma di caratteri negativi 0 nulli nf (2— 2) 
rum può mai -hire un numero positivo. Ma si va incontro ad orni analisi 
un po’ ffi-i ùnta nel casi! delie curve eccezionali rompi-sic. Si evita­
la dittasoltà riferendoci ad una superficie trasformata priva di curve 
eccezionali, Ecco il risultato: Sopra una- superficie di genere p > 0 
non esistono curve (comunque composte) di genere 71 e grado n > 2n — 2, 
4ll’infuori di quellt: che si ottengono sommando a curve con n 2 ~i — 2 
delle ma s, eccezionali sconnesse (aventi con esse un numero virtuale 
nullo di punti comuni).

In particolare si deduce che una curva eccezionale di prima specie, 
comunque composta, appartenente ad una superficie di genere p > 0, 
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viene caratterizzata come «curva connessa di genere o = 0 e grad« 
v = — 1 » (-).

Esercizio. - Lo studioso è invitato a sciogliere il seguente pa-.:| 
radosso : si parta da una superficie, del 4° ordine (di genere p = pM 
Ft contenente una retta « ; si considererà su F\ una cubica C, se-S 
zinne piana per a e si eseguirà una trasformazione di l\ in una «u-H 
perfide 0, per mezzo di un sistema lineare con un punto base mg 
sopra C. Avremo cosi, su <P una curva ellittica C cui viene sommât»! 
una curva eccezionale a che la incontra in un punto. Ora si 
la somma

C + 2co ;

essa è una curva di genere virtuale q = 0 e di grado v = — li 
eppure non è una curva eccezionale!

8. Curve {»canoniche e pìuricanoniche.

Abbiamo veduto che l'esistenza virtuale del sistema canonicM 
\K I = IC' —CI

' i
costruito a partire da un sistema jCj senza punti base sopra unH 
superficie F. importa 1 esistenza di caratteri numerici quali sono | 
pll) e il p(2) che vengono definiti indipendentemente dall'esistenza 
effettiva di ' Ä' '. Ma la considerazione di un sistema canonico viri 
tua!e che non abbia esistenza effettiva assume un significato più; 
concreto quando accada che il sistema inesistente dia luogo ad ufi 
doppio o ad un multiplo effettivamente esistenti che si lasciane 
definire direttamente dalla relazione

\2K\ = \2C— 2C| 
ovvero

I iK I = \iC — ïC [, 
giacché il teorema fondamentale per gli aggiunti dà in ogni casti 

f/C'-iC I = I iL'-iL\.
Notiamo anche che il sistema bicanonieo si può definire per sottraD 
rione del sistema >C' dal suo secondo aggiunto

j ((? + C'Y ! = \C 4- C" I = \2C'\ ; 2K\ = \C" - C\ |

Il più semplice esempio di una superficie di genere p = 0, cup 
appartiene una curva bicanonica (d’ordine zero), ed anche il prinW 
-------------  • V 

(’) Con una piccola restrizione, cioè escludendo il caso che la curva appartenga 
ad un fascio lineare di curve razionali (con qualche componente fissa), il teoremi 
sì estende a tutte le superficie (p L 0). Cfr. A. Fraschetta, Sulla caratterizzazioni 
delle curve eccezionali ecc. Boll. Unione Mat. li., 1941.
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die si
K di ■ 
avv-

; M sol­
gobbe 
prf -

infatti

ltz presentato, viene offerto dalla superficie del sesto ordine 
passa doppiamente per gli spigoli di un tetraedro, sulla quale 

) occasione di ritornare nel seguito. Le sezioni piane della 
a sestiere C di genere 4 ; le curve aggiunte ad esse sono acetiche 
C segate dalle superficie cubiche che passano semplicemente 
spigoli del detto tetraedro ; le curve C e ('".sono disequi va­

lila i loro doppi sono equivalenti, cioè

|2C'| = |2C|;

il sistema completo |2Cj — \2C'\ viene segato sopra Fs 
SS 'galle superficie del 6° ordine, che hanno ugualmente come doppi 

spigoli del nostro tetraedro.

I
l* ' La T\ non contiene curve eccezionali, ma se essa si trasformi 
in una superficie <1> per modo che un suo punto 0 si muti in una curva 

?e>, la curva eccezionale m contata due volte costituirà da sola la 
curva bicanonica di <b.

I caratteri del sistema dicanomi o e similmente quelli dei sistemi 
M plori- anonici forniscono degli invarianti della superficie F. Anzi- 
v tutto la dimensione del sistema bicanonico, o meglio questa dimen-

fafa sione aumentata di un’unità, cioè il numero delle curve- bieanoniehe- 
fafa linearmente indipendenti, costituisce un invariante assoluto che si 
W denominerà il bigenere P — l\. Invece il genere e il grado del si- 
fa. sterna bicanonico forniranno degli invarianti relativi delia super­

ficie. Ma è chiaro che questi caratteri si esprimeranno per mezzo del 
M. genere lineare (relativo) />">.

Infatti, designando con \K\ il sistema canonico virtuale di ge- 
! nere pU> <> di grado pfl> — 1, il genere del sistema bicanonico 
Ufa. |2Ä j verrà dato da

2p(D _|_ pW _ 1 = 3p(D -.. o

gfa e il suo grado sarà
4p(*>  = 4(p<» -1) .

■ifc-
In modo analogo il sistema /-canonico della superficie F, eo­

li manque abbiano o no esistenza effettiva i sistemi pluricanonici 
Mà d'ordine inferiore, ci darà: un invariante assoluto che è Io /-genere 
«fa. P<, cioè il numero delle curve /-canoniche linearmente indipendenti, 
M? e degii invarianti relativi che ne esprimono il genere e il grado. Ma 
A questi dipendono dal genere lineare della superficie; precisa- 
DM Acute il genere del sistema /-canonico vale

e il suo grado
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Le considerazioni svolte nel paragrafo precedente intorno alWM 
curve eccezionali sopra una superficie di genere p > 0, si estendoi^B 
ora allo superficie di genere p ■■ 0 ii cui digenere sia P > 0, o, à M 
generale, che abbiano un P, > 0. Infatti l’esistenza effettiva delle« 
curve bicanoniehe o /-canoniche di ÌK K, . porta sempre <MW 
una curva di genere n e grado n con n . 2zr 2 debba staccarsi« 
come parte fissa dalle K t. In particolare figureranno come partì'« 
fisse delle Kt le curve eccezionali ili prima specie, ciascuna 
in generale i volte. E come nel caso p > 0, non potranno esservi« 
sopra la superficie che curve eccezionali di 1» specie non commise 
tra loro. Non ci soffermiamo a discorrere particolarmente delle; 
curve eccezionali composte che non danno luogo ad osservazioni! 
nuove.

Rileviamo soltanto che, in conseguenza di ciò che si è detto per 
le superficie con un piu rigenere P. > (1 uniche quando sin p = M 
risulterà sempre definito il genere lineare assoluto che del resto vai® 
p(1> 4- <7, designando con p(’5 il genere lineare relativo, e con a il i;' 
numero delle curve eccezionali. D'altronde la superficie con p — M 
e con qualche plnrigenere diverso da zero, potrà trasformarsi in 
un’altra priva di curve eccezionali, e il genere lineare di questa ex 
darà appunto il genere lineare assoluto.

9. Nota storica.

Il genere di una superficie algebrica F si è presentat o per la primai 
volta ad A. Clebsch (’) come «numero degli integrali doppi diM 
prima specie (cioè sempre finiti) appartenenti ad F ». Se si suppone« 
la F d’ordine n, nello spazio ordinario, gli integrandi algebrici diM 
prima specie si formano a partir«’ dalle superficie aggiunte <pn.,, 
d’ordine v — 4, come gli integrandi di prima specie di una curva i 
piana d’ordine n si formano a partire dalle curve aggiunte d’ordine ' 
n — 3. Appare quindi che codeste g> o meglio le curve, (canoniche)! 
sezioni di esse con F. fuori delia curva doppia, hanno carattere inva-1 
riante per trasformazioni hi razionali della superficie. La loro in A 
varianza ha ricevuto una prima dimostrazione algebrica da M.’S 
.Noether (’). Quindi Io stesso Noe tuer ha. notaio che u sistema ca-1 
nonico \K\ fornisce, oltre il genere p (dimensione aumentata di; 
una unità) miche un secondo carattere invariante della superficie,; 
che è il genere delle K, cioè il genere lineare p(l>, definito almeno pere 
p > 0. e da lui designalo come -, Kurvengeschlecht » in opposizione’

3
(*)  Comptes-rendut de /’Académie des Sciences de Paris, 1868.
(2) Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde. Math. 

Annalen Bd. 2 (1869). Bd. 8 (1874).
!
I 
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trasformazioni

astenia lineare, irriducibile co*  almeno, privo di curve fonda­

geometrica dell’invarianza delle

tyiâchengi^elilecht ». Quanto al grado p{•'> del sistema canonico 
jia veduto che si esprime per il p<l) colla formula

?/<2> = p(i) — i,

''conseguenza della proprietà fondamentale delle K di segare sulla 
^>urva generica d'un sistema lineare | (' \ gruppi residui della serie 
Caratteristica. La formula indicata, che Noether riteneva sempre 
àlida per i caratteri effettivi, sussiste invero, senza eccezione, per 
M caratteri virtuali, definiti da Enriques.
! . F Enkiqi'Rs. riprendendo dopo un ventennio lo studio generale 
àUe superficie algebriche dal punto di vista delle
frazionali f‘), si volge anzitutto a riconoscere fino a che punto la 

Proprietà fondamentale delle curve canoniche K, supposta sussi- 
Bere per rapporto ad un particolare sistema |(7|, valga a earatte- 
lizz e le dette K : ciò avviene invero (salvo un’eccezione) se |C|
fA un
mentali proprie (abbassanti il genere delle curve residue). Da ciò 
’’autore trae una dimostrazione

M rispetto a trasformazioni birazionali ; una trasformazione bira- 
. rionale- della superficie venendo scomposta in trasformazioni suc­
cessive. ciascuna delle quali conserva le sezioni piane d’una stella. 
Questi ed altri argomenti trattati nelle citate « (Ricerche » (che a- 
. fimo occasione di richiamare nel seguito), vengono ripresi da F.
Esd.QUES, nella « Introduzione alla Geometria sopra le superficie al- 

&briche » del 1896 («). Per quanto concerne il sistema canonico \K\ 
la osa più importante è l’estensione del teorema d’invarianza al 
,cmo p.j ----- 0, in cui I IL \ non ha più effettiva esistenza. Già nelle 
'■'Ricerche» l’autore aveva considerato il sistema |C"| aggiunto ad un 
«sterna ! 01, che — per p > 0 —• si presenta come la somma 10" | = 
H- I (7 + KI. Ora egli approfondisce lo studio di questo sistema in­
dipendentemente dall'esistenza di \K\ (cioè per p = 0). Le curve 

aggiunte a | C \ sopra una superficie F (come le curve d’ordine 
h — 3 aggiunte ad una curva piana d’ordine n) segano su una G 
generica gruppi canonici. Ma questa proprietà da sola non vale a 
caratterizzarle, se i C | possegga delle curve, fondamentali proprie ; 
sì riesce tuttavia a definirle in ogni caso, per modo che sia soddisfatta 
w ordine a due sistemi lineari qual siansi (privi di punti base), la 
condizione funzionai e

\G + D'\ = \C' + D\ .

P) Ricerche di geometria sulle superficie algebriche. Memorie della R. Acca- 
M-Mia delle Scienze di Torino, 1893.

1®) Memorie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL) serie III, t. X,
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Questa proprietà fonda merda le (icir<tggii.iu.zion< contieni- in si 
per p > 0. l'invarianza del sistema canonico:

\K\ = \C'-C\ i/>■-./> j,

e costituisce la generalizzazione dello stesso teorema d’invarianti 
che appare ancora significativo nel caso in cui ! K ■, definito come np 
differenza (e perciò a priori come virtuale), non abbia una effetti! 
esistenza. TI significato di cui si tratta viene rilevato da EvRtQujj 
sotto più aspetti :

1 ) La relazione fonda men tale fra i sistemi aggiunti conclue 
a definire univocamente i caratteri virtuali del sistema canonie 
pi1! e pl->, imij pen deni ein en te dalla sua esistenza ; e tra di essi h- 
teccede, come si è detto, la relazione

pW =.- prit - i.

2) Può accadere che, pur non essendo : C\ contenuto in . C'\ 
il doppio o un multiplo di esso \sC' sia contenuto in \x('"\ ; vuj 
dire che una curva canonica virtuale,, che non ha esistenza effettivi 
può dar luogo ad un sistema multiplo off etti raw ente esisti-,ite.

Abbiamo già accennato agli esempi che illustrano tale possibilità 
Vedremo più avanti l’utilità che presentano, particolarmente nei pn 
blemidi classificazione, i nuovi caratteri dipendenti dalle dimensioni di 
sistemi multipli del sistema canonico, cioè il Ingeneri:- e i plurigeaer.

Alla teoria degli invarianti così disegnata da Enriques dover 
portare un notevole progresso metodologico l’idea, affacciala 
qualche anno dopo allo stesso autore (») di definire semplicemente! 
sistemi aggiunti e il sistema canonico, per mezzo degli jacobiari 
L’idea è così semplice, la sua attuazione così facile, la sua portai 
così generale per riguardo alla teoria delle varietà ad un nume! 
qualunque di dimensioni, che è potuto sembrare a qualcuno (e n| 
soltanto a matematici passati per la scuola d‘Enriques) trattarsi » 
cosa appartenente al patrimonio comune dei geometri e --he dovretì 
esser nota da tempo Almeno per ciò che concerne le curve. Ma cl 
rilegga le esposizioni «Iella geometria sopra una curva di (’. SegB 
e di E. Bertini del 1894 (2) non vi trova in realtà altra dimostri

(1) Esposta in <»> corso di lezioni all’università di Bologna dell’anno 1897. 
Cfr. il Programma pubblicato nel Bollettino di bibliografia s storia dello Mf 
maliche, n. 13 (1899).

Per le superficie <-fr. Intorno ai fondamenti della geometria sopra le superi 
algebriche. Atti Accademia di Torino, 37, pag. 1 il (1901).

(2) C. Seghe, Introduzione alla Geometria sopra un ente algebrico semplicetta 
infinito. Ann. di Mal., serie II. t. 22.

E. Bertini. La (geometria delle serie, lineari sopra una curva piana- second 
metodo algebrico. Annali di Matematica, s. II, t. 22.
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e è l’unica g^Lt appartenente ad una curva di genere 
osi non fosse, se a quell’epoca fosse stata conosciuta la 
Iella serie canonica e la dunosi razione delia sua inva- 

rhnza che si basa sulla proprietà delle serie jacobiane delie g„t 
ro iivonipreusibile lo sviluppo più la,borioso della, teoria 
canoniche d ima superficie, dato da Enriques nelle 

del 1893 e nell’« Itidroduzione ■ del 1896.
W Aggiungiamo che l’idea dei sistemi jacobiani può essere attuata 
in diversi modi e così dà luogo a talune varianti nell'esposizione di 
Mtrr autori.
W jja forma qui adottata poco lontana dei resto da quella che ap- 
Mkv nei « Fondamenti corrisponde allo sviluppo della teoria 
•fèlle curve esposto nelle «Lezioni; di Enriqvés-Chisini (’) e — 
igj. non erriamo —• raggiunge il massimo di semplicità.

‘ Cfr. C. Seghe, 1. c., n. 75; Bestini, I. e., II. 21 6) e g).
r) Vol. III. Vedasi anche, per il trattamento analitico: F. Enriques, Sul 

‘ , d’invarianza della serie canonica gfzi2 ecc. Memorie R. Accademia di Bo-
i'-ÿi. , 1914.

S81QUF.S F. - Superficie algebriche.
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Capitolo ITI

L LE SUPERFICIE AGGIUNTE

Abbiamo c eduto che sopì-a una superficie F le curve aggiunte 
ad un sistema lineare irreducibile : C\ segano su queste gruppi ca­
nonici- Ora si vuol riconoscere se, e fino a qual punto, tale proprietà 
valga a caratterizzare le curve- C. La questione si collega ad un’altra 

?® carattere proiettivo : come le curve aggiunte al sistema delle 
sezioni piane (' vengano segate sopra la .superficie F, presa nello 
spazio ordinario, mediante certe superfìcie, che diremo aggiunte 
ad essa, definite dalle cmidiz.imii di passare / 1 rode per ogni 

Msrva r-pla di F e da un conveniente comportamento nei punti, 
-»mitip'i isolati di F.

1. Superficie d’ordine n — 3 aggiunte ad una superficie d’ordine ri­
priva di punti multipli propri.

c Si consideri una superficie F d'un certo ordine n. nello spazio 
ordinario, e si designino con C le sue sezioni piane. La F può pos­
sedere due specie di singolarità:

1) una <■ più curve multiple, p- es. una curva doppia che ri­
sponde. sopra ima trasformala di F. ad un luogo di coppie di punti, 
nèutre per il sistema lineare trasformato di - Ci. ovvero una curva 
KM rispondente ad un luogo di gruppi neutri di i punti eco,. ;

2) dei punti multipli particolarmente notevoli, sia punti 
isolati, sia pumi della cuna linotipia, la cui singolari!à non risulti 
dal passaggio per essi di codesta curva.

Per quel che ìiguarda la curva multipla ci riferiremo di regola, 
per semplicità di discorso, ai caso di curve multiple ordinarie, e 
talvolta anche di una curva nodale; ma sarà agevole persuadersi 
che ciò che diremo vale egualmente per qualunque curva di singo­
larità si mordi,Siria-, quando si tenga conto delle curve m ultiple in - 
.tantamente vicine che la definiscono.
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Per ciò che concerne le singolarità puntuali notevoli, di cui' 
occorre tener conto nelle considerazioni di questo capitolo. preci-- 
scremo la distinzione ricorrendo al seguente criterio: un punto: 
multiplo 0 di F si dirà improprio se il genere di una sezione piana 
per 0 uguaglia il genere delle sezioni con piani -he non passano per 
O\ invece si dirà punto multiplo proprio un punto singolare di F 
che abbassa il genere delle sezioni piane.

Se ci riferiamo ad una superlicie trasformata di /■’ su cui alla 
curva multipla risponda un luogo di gruppi di punti neutri per 
jd'l, ad un punto multiplo improprio 0 di F corrisponderà in ge­
nerale un gruppo neutro G di punti (presentanti una sola condizione 
alle C che debbono contenerli); così p. es. ad un punto che sia triplo 
per la superficie F e per la sua curva doppia corrisponde in generale: 
una terna neutra di punti; ad un punto (/ + l)-plo per F e per una? 
sua curva /-pia un gruppo neutro di / + 1 punti eco.

Può darsi tuttavia che, per una trasformazione di F, il punto 0 
dia luogo ad una curva 0 fondamentale per il sistema !f'|, la quale 
può esser composta iti generale di tante parti eccezionali sconnesse 
quanti sono i punti del gruppo G di cui si è discorso innanzi ; e convieni 
notare che questa formazione della 6 è indicata, in modo caratteri; 
cistico, dalla proprietà di essere curva ■fondamentale impropria 
non abbassante il genere delle C. Infatti tale proprietà porta che 
ciascuna parte connessa di 0 sia di genere zero ed abbia un solo­
punto a comune con una curva residua rispetto a |C| (o ad un suoi 
multiplo), e così questa parte viene caratterizzata come una curva­
eccezionale.

Ciò premesso si consideri una superficie F che non sia rigata,. 
le cui sezioni piane C sieno di ordine n e di genere n > 1 ; e sopra: 
F una curva L che seghi le C secondo gruppi canonici. In un piano­
generico il gruppo di punti segato da L apparterrà ad una curva

d’ordine n — 3, aggiunta alla sezione piana C di costituendo; 
l’intersezione completa di questa fuori dei punti multipli (dove un 
punto t-plo di C assorbe /(/ — 1) intersezioni); la (' non può avere­
altre intersezioni colla ip„..3 fuori di L, a meno che sia riducibile.-

Si assuma nello spazio una retta generica « e, in ogni piano per' 
essa, la <p„_t aggiunta alla sezione piana determinata dal gruppo- 
dei punti in eni la L incontra il piano; al variare del piano stesso 
per «, la ç.’„_3 descriverà una superficie </>, passante i I volte per 
ogni curva /-pia di F («), che a priori potrà supporsi d’ordine; 
n —3 i- h. contenendo la retta a come //-pia. (*)

(*) L’ufferinuzioivì si può veriiìeare analiticamente riducendosi al cas - <ii una 
superficie descritta dalla traslazione normale di una curva piana con un punto.; 
•s-plo (s --- i— 1) dove è evidente che il punto «-pio descrive una rotta s-pla. 5
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Ora se 7< > 0, Vintersezione totale della F con la <P dovrà con- 
Ènere i punii comuni ad a e ad F, che sono fuori di L (e della curva 
Suìtìpia)- S .1 è uno di questi punti, ci sarà almeno un piano, tan- 
|énte a 0 in A, la cui sezione con F sarà intersecata dalla <p„_9 ag- 
iduntc noi punto l fum i del gruppo canonico che sta su L. e perciò 
risulta riducibile. Ma per un noto teorema di KkoxeckER-CAstel- 
yrovo (') 1« superficie F, avendo allora oc2 sezioni piane riducibili 
fcyrebiie essere una superficie di Steiner a sezioni piane di genere 
zero, ciò che contraddice alle nostre ipotesi. Si conclude che le curve 
X secami -mie sezioni piane C gruppi canonici sono intersezioni di 

W fuori della curva multipla, con superficie aggiunte <P„ . 3 d’ordine 
(ù.„3. Quindi lo curve (" aggiunte a dovranno essere contenute 
^totalmente o parzialmente) nel sistema \L\. Ora le C e le L sono 
curve dello stesso ordine 2rr — 2, cioè hanno lo stesso numero d in- 
Mersezieni colle (', e perciò non possono differire che per curve fon- 
iàmeniali di \€\ ; ciò significa che il sistema C'\ (ove sia meno am­
pio di L • ) dovrà dedursi da j I. per l'imposizione di qualche punto 
base, che cade, in un punto multiplo 0 della F; ma le !" non sono 
.assoggettate ad avere alcun punto base in un punto multiplo im­
propri" O, perchè anche le aggiunte alle sezioni piane C. per O, 

l-che sono ancora di genere ri. incontrano queste sezioni in 2.u—2 
punti (almeno virtualmente) fuori di 0.

Ciò che si è detto può chiarirsi riferendosi ad una superficie 
».trasformata di F, su cui al punto 0 corrisponda un gruppo neutro 
idi pumi semplici, G: qui il sistema i C', aggiunto a ; (che è de­
dotto da \('- coll’imposizione di punti semplici) non differisce da

'. Enunceremo dunque il teorema:
iS'opra una superficie F. (l’ordine n, dello spazio ordinario, non ri­

gata e priva di punti multipli propri, le carré aggiunti1 alle sezioni 
piane (’ sono caratterizzate dalla proprietà di segare gruppi canonici 
sulle di tte ; ed il sistema completo di queste aggiunte viene segato 
su F dalle superficie. 0n_, d'ordine n — 3 (aggiunte ad essa) passanti 
.- —1 ,. >!te per ogni curva i-pla di F.

•fl. Sups fide aggiunte d’ordine qualsiasi.

Questo risultato si estende alle curve L che segano sulle sezioni 
(■piane c di F gruppi appartenenti alla serie somma o differenza della 
serie canonica e di un multiplo, secondo un numero intero qualsiasi 

. della serie caratteristica: nelle condizioni anzidetto (F non rigata 
e priva di punti multipli propri) le L vengono segate su F (fuori della 

-curia multipla) da superficie 8+r, d’ordine n —3 -p r, aggiunte

(3) Cfr. Enriqces-Conforto, Op cit., Libro II, cap. II, § 7, pag. 273. 
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ad u. Sia dapprima r - 0. Basta ripetere il ragionamento pr 
cedente, con mia sola avvertenza : quando sia r > 3 per il grup 

segato da L su un piano per la retta a passano infinite eur 
y _3+r aggiunte alla sezione C di questo, le quali formano un sister 

ir — L)(r — 2)lineare di dimensione------- -------- ; e conviene determinare u
di queste curve assegnandone, per es., un conveniente numero 
punti, su « e poi un certo numero di tangenti e di curve os< 
latrici. Se poi r < 0 si sommi alla curva L la curva H segata 
J' da una generica superficie XF d’ordine r . La curva L li «e 
allora sulle sezioni piane di F gruppi della serie canonica, e p 
tanto esiste una <2>„ aggiunta ad F. che passa per essa. Ma 
detta 0„_3. avendo in comune con F la curva H. d’ordine \ r\ n 
> j r [ (n 3) si spezza nella F si essa e in una F„ ,, , ancora , 
giunta ad F, e passante per L.

Dalle considerazioni precedenti segue, in panie-duro:
Sopra una superficie d’ordine n dello spazio ordinario, non 

gaia e non possedente punii multipli propri, le superficie 0„_4 passa 
i — 1 volte ver anni curva i-pla di F (cioè «paiunte ad essa) 8SM 
il sistema completo . Zl delle eurer canoniche (impure), come già 
era annunciato ni Cap. Il, § 4; e in generale le 0, . eoa r> 0
(pino completamente su F il sistema aggiunto al sistema r-plo d 
sezioni piane, che, di regola è segato solo in parte dal sistema di tì 
le superficie d’ordine r.

Inoltre questo sistema j(rC')'j ---- \C' + (r — 1)C| ---- \K. + tC\ 
caratterizzato dalla proprietà delle sue curve di segare sulle seni 
piane C di F gruppi appartenenti alla serie somma della serie ed 
niea e dello r-plo della serie caratteristica.

il Superficie rigate.

T! teorema precedente è stato stabilito sulla base di due ipo 
restrittive :

1) che la F non sia rigat a nè una superficie di Steiner, e che
2) non possegga punti multipli propri.

Vediamo subito che la restrizione di non < ssere rigata è cerarne 
essenziale. Se la F è una superficie rigata d’ordine n e di gei 
:i > o (che per «empiimià di discorso assumeremo doluta soltanti 
curva doppia) non esistono curve (" aggiunte alle sezioni piane 
nè superficie aggiunte 0. 3, ma si hanno gruppi di 2n -2 generai 
sellanti le F secondo gruppi canonici.

Infatti, introducendo il sistema canonico virtuale • K . patri 
scrivere
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curve del sistema ' 2(? --- K •, essendo spezzato in '2;i - - 2 - n gei 
•egano in zero punti; quindi le curve K segano le generatrici in 

nnisecanti le generatrici, le K le segano in 
Ie dovrebbero segare le generatrici in

A 4. Proprietà caratteristica delle curve canoniche e delle curve ag­
itante ad un sistema lineare.

Mi Volendo enunciare i risultati ot tenuti sotto forma invariant iva, 
dovrei.',.-! i imrim ad tuia superficie F e ad un sistema lineare irri­
ducibile Isopra di essa, e caratterizzare rispetto a |C| le curve 

^canoniche ■ le curve aggiunte alle (■■ Ma prima di esporre, questo 
conviene liberarci da .una restrizione superflua. Invero 

noi abbiamo supposto che il sistema |C| sia, non soltanto irridu- 
Bbile, bensì anche semplici di dimensione r > 3, sicché za3 <? possano 

^apparire come lo sezioni piane d’ima superficie trasformata.
Y I’O'>i;ìm>i all.'rancarci da questo resi vizio 11 e.

WM.' Se ii sia (o contenga) una rete, di curve irriducibili di genere

si o rc-ì>bero contenerle, ciò che costituisce un assurdo. 
D’altra parte si vede pure che non possono esistere superfìcie 

(p , -m passanti per la curva doppia di F, giacché
- siesta curva incontra le generatrici in n — 2 punti.

■ * Si può aggiungere che, sulla rigata F. esistono pure gruppi di 
■fc_2 -4- (r —■ 1 )« generatrici secanti sulle sezioni piane C gruppi 

serie somma della serie canonica e deilo r-plo delia serie ca- 
f MWeristica. ma tranne per r •- 2, codesti gruppi non costituiscono 

curve aggiunte ad |rC j e non sono intersezioni di superfìcie aggiunte 
0 gì: ; -NÒ le curve di ! (rC)-i debbono incontrare le gì nera! riei 
di F in r — 2 punti (e non in zero).

D Ini
MZWMro

rio si
y canoni
MsHperll

eco, per r > 2. le superficie <J>„ , , passanti per la curro doppia, 
sulla rigala curve aggiunte al sistema r-plo delle sezioni piane. 
oro mi osservando che codeste curve debbono segare gruppi 
;i sulle curve di almeno su quelle segate sopra F da 
ie generali d'ordine r. ’A- Infatti sopra una 0, le curve in- 

delle 0„’_1+r = <Pr+n-ì risultano aggiunte alle intersezioni 
Aideila 1 ■

' " Che poi il sistema scguto sulla rigata F dalle A- !., sia sempre 
compii". s.’Ulterà dimostrato nel seguito, quando apprenderemo 

vaiolarne la dimensione.
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.T e grado a, possiamo supporre clic questa venga segata sopra una -1 
superficie F, d’ordine m «fai piani d una stella, col centro! 
in un punto x-plo O (m " ■ tt-

Aihu-a. a partire da ime curva L elle seghi gruppi canonici sopi'a 
le C ed in relazione ad un fascio di piani il cui a »e <> pmtt pm-a, 
si costruirà-, come innanzi, una superficie aggiunta </>.., z secante^ 
su F la L, la quale passerà- i 1 volte per ogni curva dpi a- di F,l 
ed avrà la molteplicità s - l nel suo punto »-pio 0; risulterà quindi'] 
L = C.

La possibilità di codesta costruzione riposa però su due ipotesi:?
1) che non esistano oo1 sezioni piane per 0 riducibili;
2) che la F non possegga punti multipli propri (anche infi­

niti! mente vicino ad 0) ov v<-ro rette multiple per (), le quali potreb-.? 
fiero riuscire di minore molteplicità per la 0,M„S che abbiamo e-osi rutta.

Guardando la cosa sotto l’aspetto invariantivo le due m-stri-1 
doni si possono assommo- io una sola domandando che: la rete 
delle C non debba contenere curve riducibili. Invero fa presenza 
d una curva fondaim-ntah- per un sistema lineare oar\C\, signifie« 
che ad esso appartengono co--“1 curve riducibili.

Ciò posto enunceremo il seguente, teorema :
Se sopra una superficie F è dato un sistema lineare ^riducibile-» 

Ci, di dimensione r > 1, che non contenga co'-’ carré spezzate, -; 
le curve C aggiunte ad esso sono caratteri zzate, dalla proprietà di se- « 
gare gruppi canonici sulle C. F le curve canoniche di F vengono de-1 
finite dulia proprietà di segare sdir C gruppi résidaI àpio rii i-a 
roti eristica.

Anche le curve aggiunte ad un sistema muliiplo di -c possono 
U-ihursi dai gruppi che segano -uiìe la cosa <■ chiara senza che : 

importi insistere su questo punto.

5. Punti multipli isolati.

Ritorniamo alla- cónside-razioue proiettiva delle sezioni piane: 
d’una superficie dello spazio ordinario.

Vogliamo esaminare fino a qual punto i risultati ottenuti si 
osi ondano al caso in cui la superficie F possegga dei punti multipli : 
propri abbassanti il genere delle sezioni per essi. Per semplicità di 
discorso basterà riferirci alle curve. (" aggiunte ;d dm-ma delie 
sezioni piane G. Si tratta dunque di esaminare tino a eie- putto 
queste curve vengano caratterizzate, dalla semplice proprietà di : 
segare gruppi canonici sopra le sezioni piane ('■ di F. Sulla, super- ■ 
fiele F d’ordine n proiettivamente considerata, una curva L secante , 
le (' in gruppi canonici risulta ancora, come si è visto innanzi, 
intersezione di una 0n_5) d’ordine n — 3, passante, t — 1 volte per
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ogni curva /-pia di i. Aia il sistema 7, può non coincidere con 
'fu pur coni mondo quest'ultimo parzialmente : in ogni caso si avrà 
!/, '<’ <•' designando 0 una curva. <, mi insieme di curve
fonda men tail proprie di . E. discorrendo proiettivamente. Io 
superficie- 0«~3 secanti le C" si distingueranno dalie K,_, secanti 
Je 1, : soggette soi tanto a passare i — i volte per ogni curva /-pia 
di JF) per la condizione di passare ulteriormente per alcuni punti 
multipli di F.

Per chiarire come sia la cosa, supponiamo che F possegga un 
putito s-plo isolato, cioè fuori della curva multipla. Si considerino 
i piani dello spazio passanti per un punto P; le sezioni di questi piani 
formano una rete di 1C . e, dal punto di vista proiettivo, la jaco- 
biana. della rete viene segata dalla superficie polare di P, d’ordine

1. la quid'.- pussa in generale / --- ! volte per ogni curva /-Ilia­
di F e sitnilnu-iiì«.- -mi molteplici là i per il punto s-plo 0. 
Si badi pero che l’intorno del punto s-plo 0 corrisponde (sopra una 
superficie trasformila.) ad una. curva 0 l'onda meni ale per •(?■, la 
quale fa parte (contata in generale una volta) della, jacobiana (\ ('). 
Per conseguenza, ad ottenere una intera curva jacobiana converrà 
sommare all’intersezione della polare suddetta l’intorno del punto 0, 
quindi il sistema \Cfi è in realtà segato dalle superfìcie d’ordine 
n— i passanti 4 — 1 volte per ogni curva i-pla della superficie F 
e con molteplicità s— 2 per il punto s-plo 0. Me segue che le- curve 
(!' aggiunte alle sezioni piane verranno segate dalle superficie K„_, 
soggette alle condizioni di passare i 1 volte per ogni curva i-pla di 
F, e di passare s — 2 volte per il punto s-plo isolato.

Lo stesso ragionamento può ripetersi per un punto s-plo proprio 
appartenente alta curva multipla di F : il punto s-plo è (in generale 
e almeno) (« — 2)-pio per le superficie che segano su F le aggiunte 
C’ alle sezioni piane.

6. Aggiunte e subaggiunte.

L'analisi precedente, relativa ad una Superficie F con punti 
multipli propri conduce a distinguere per queste :

1) le superficie soggette a passare i—1 volte per ogni curva 
«-pia di F, e

2) le superficie che, oltre a passare /—1 volte per ogni curva 
i-pla di F, sono anche soggette a particolari condizioni di passaggio

pi Per ipotesi la 0 non ha intersezioni variabili con le C. Si prenda su 0 un 
punto generico A ; le C costrette a passare per- A si spezzano nella 9 s nelle residue 
curve Cj di un fascio: fra- queste c’è una C\ passante per A, che insieme a & costi­
tuisce una curva della rete che ha un punto doppio in A. 
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per i punti multipli propri di essa, in guisa che (per un ordine co-1 
munque alto) dieno come intersezioni le curve aggiunte ad un D 
multiplo delle sezioni piane.

Riservando a queste ultime il nome di superficie aggiunte, da-1 
remo alle prime il nome di superficie subaggiunte, e quindi diremo D 
curve subaggiunte alle sezioni piane 0 le curve definite dal segare A 
gruppi canonici sulle C. Ciò posto si avrà luogo di ricercare, per ogni I 
particolare specie di punii multipli propri, le condizioni ulteriori® 
che essi impongono alle superfìcie subaggiunte perchè diventino D 
aggiunte. A questo proposito giova osservare che le condizioni re-1 
lati ve ad un punto multiplo, per le aggiunte di un dato ordine, J 
potranno risultare in parte dipendenti dalle altre condizioni imposteW 
dalle, curve multiple o da altri punti multipli; ma si può ammettereD 
fin d'ora (e sarà più precisamente chiarito in seguito) che ciò non D 
accade per le superficie d’ordine abbastanza elevato. In ogni modo H 
valutando il numero di codeste condizioni senza tener conto dell e H 
eventuali dipendenze di cui si è discorso, avremo un numero che! 
risulterà sempre lo stesso (') per le superficie aggiunte di qualunque® 
ordine. Se esso risponde effettivamente al numero delle 0„_4 ag-H 
giunte d’ordine n —4, esprimerà la diminuzione del genere di F 
portata da codesto punto multiplo. Comunque, dicendo che il punto , 
multiplo diminuisce di tanto il genere della superficie, ci riferiremo® 
alla diminuzione virtuale di codesto genere, di cui rileveremo più ' 
avanti il significato, riconoscendo che l'espressione virtuale del ge­
nere fornisce un altro carattere invariante della superfìcie (il suoi 
genere numerico), che può riuscire minore del genere (geometrico)'f 
introdotto innanzi.

Col linguaggio che abbiamo introdotto diremo che :
Un punto s-plo proprio O della superficie F (appartenente o no alla® 

curva multipla) è (in generale e almeno) (s — 2)-plo per le superficie| 
aggiunte.

Nel caso più semplice in cui 0 sia isolato con cono osculatore <M 
(s —l)(s — 2) jgenere ■ ■ -, la molteplicità di () per le superficie aggiunte«

è precisamente s — 2. mentre non si ha alcuna condizione di passaggio 
per le subaggiunte; perciò si può dire che esso impone a priori.

(') Quando s’impone alle superfìcie <p d’ordine abbastanza alto di possedere 
una data singolarità puntuale. 0. si ò condotti ad imporre, alle tp una certa molte-; 
plicità nel punto 0 e in un numero finito di punti infinitamente vicini ad 0 appar­
tenenti ai suoi intorni successivi, corno conseguenza della quale le (p acquisteranno’ 
eventualmente lo assegnate molteplicità in curve infinitesime rii codesti intorni, 
Così il numero dello condizioni imposte allo (p risulterà indipendente dall’ordine 
di esse. ' ,:i
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*2. ---- — condizioni lineari alle superficie aggiunte*  d'ordine
ite- . .. , s(s — l)(s — 2)
f ,n _4, e cosi diminuisce di------- --------- d suo genere.

In particolare un punto doppio conico non influisce sul genere 
della superficie.

Esempi. - La superficie del !" ordine senza singolarità è 
di genere (superficiale) p 1, possedendo una. curva canonica d’or­
dine zero, sezione della superficie aggiunta d’ordine n - I = 0. 
Se la Ft acquista un punto triplo, il suo genere diminuisce di 1.

I diventando dunque p -- 0: d’accordo col fatto che la Ft con punto 
F. triplo è razionale.

La F, con un punto doppio conico è ancora di genere 1 c perciò 
f certo non razionale. Ma vi sono superficie razionali del 4° ordine 
I- con un (solo) punto doppio (l) : il primo tipo di esse è la Ft dotata 

d’un tacnodo. Da questo esempio appare già che «punti doppi 
di specie particolare (fra quelle con cono osculatore ridotto ad un 
piano doppio) possono diminuire il genere della superficie»: donde 
si trae argomento ad un’analisi approfondita.

La superficie F3 del 5° ordine (n = 5) senza singolarità ha il 
genere p — 4, possedendo co3 curve canoniche che sono le sezioni 
dei piani dello spazio (aggiunti ad Fs). Se la F5 acquista un punto

. .. 8(8 — 1 )(« — 2)quadruplo (s — 4) il suo genere diminuisce di - ■ = 4, 

! d’accordo col fatto che essa diventa razionale.
La jFs con retta, doppia a è di genere p — 2, possedendo come 

curve canoniche le ool cubiche sezioni ilei piani (aggiunti) passanti 
per a. Se essa acquista un punto triplo 0 fuori di a, il suo genere si 
riduce ad 1. In questo caso c’è un piano aggiunto, cioè il piano 
0«, che sega Fg secondo la curva canonica impura costituita da tre 
rette per 0. Queste rette sono eccezionali per I<\; infatti si può ri­
conoscere che le quadrici!© per 0 ed a segano su Fs un sistema li­
neare ICI di genere 5 e di grado 8. mercè cui la si trasforma 
in una Fsdi <S's contenente una cubica piana (\, immagine dei punto 
0. mentre le tre ratte della curva canonica impura si trasf ormano in 
tre punti allineati della (\ semplici per la superficie FK: e proiet­
tando la Fs dalla retta che contiene questi tre punti della Cs si riot­
tiene la Fs. Siccome le sezioni iperpiane della F8 sono curve canoniche 
di genere 5 nello S.t} il sistema di esse risulta aggiunto di se stesso, 
e si ha così la verifica che il genere della superficie è eguale ad 1.

(x) Superfìcie determinate da M. Köther. Cfr. Enriques-Conforto, Op. cit., 
Libro I, cap. Vili.
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7. Punii multipli di prima specie.

Volendo ricercare più da vicino le condizioni imposte alle superi 
ficie aggiunte da un punto singolare della F. converrà distinguerai 
anzitutto i punti multipli di prima -specie da quelli di specie superiore?! 
Diremo di «prima specie» un punto singolare 0 di che supponi 
marno abbassare il genere delle sezioni piane C, quando vicino a® 
esso non vi sia alcun altro punto multiplo abbassante il genere dell® 
C per (). Sopra una conveniente trasformata di F il punto 0 diventi® 
una curva 0 fondamentale pel sistema \C !, e ciò che caratterizzai 
la 0 come eure« fondamentale di prima .specie è che « non vi è alci mH 
parte di essa che costituisca una curva fondamentale del sistemi 
residuo \C — 0 \ ».

Le condizioni imposte alle superficie, aggiunte (fi da un punti 
multiplo di prima specie 0 della F si esprimono semplicemente 
dicendo che : le <fi debbono essere segate dai piani per 0 secondi 
curve che sommate ad ima retta per 0 diventino aggiunte alle sezioni 
di F.

La dimostrazione si fa nel modo più semplice riferendosi alle? 
(fin-i d’ordine u - i. e supponendo che la rete delle (’ sezioni di 
F coi piani per 0 non contenga od1 curve riducibili. Perchè allora . 
riesce evidente che le 0„_4 sopra indicate segano sulle C gruppi» 
residui della serie caratteristica, proprietà che — nelle ipotesi fatte! 
— vale a definire le curve canoniche. Il ragionamento si ripete anal 
legamento per le <fi„_i+r con r > 0, anche se manchino le |

Esempi. - Sia una superficie F dotata di un tacnodo 0, ci<M 
di un punto 0 tale che le sezioni piane per esso abbiano due punti 
doppi infinitamente vicini in 0 l1). Applicando il criterio precedente 
si vede che le sezioni piane delle 0„_., per 0, prese insieme ad una» 
retta per O, debbono costituire curve aggiunte alle, sezioni di Fé 
Ciò porta che le dette aggiunte debbono passare semplicemente peri 
il tacnodo 0.

Se invece si ha un oscnodo, cioè un punto 0 tale che le sezioni? 
piane per esso abbiano tre punti doppi infinitamente, vicini in 
si trova in modo simile, che le aggiunte debbono passare seni.plicemenW 
per Voscnodo. e toccare ivi il piano tangente ad F.

Esercizio. - Sia Fs una superficie del 5° ordine dotata d'MW 
retta doppia a e d'un. tacnodo 0. Le aggiunte d’ordine n—i 
a questa superficie si riducono al piano Oa, sicché risulta p —M

p) C'fr. Exmques-Chisini, Op. cit., Libro IV. 
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T/intersezione della col piano Oa (fuori di a) sarà costituita da 
due curve eccezionali : una conica e la retta b, clic si toccano in 0.

Si verificheranno queste affermazioni trasformando la Fs in 
una Fi del 4° ordine senza singolarità, contenente una retta a': 
la quale superficie (su cui il sistema delle sezioni piane è rag­
giunto di se stesso) è di genere p --- 1 e possiede una curva cano­
nica d’ordine zero.

Si effettuerà la trasformazione anzidetto per mezzo di ima spe­
ciale trasformazione quadratica di prima specie dello spazio, de­
finita dal sistema omaloidico delle quadrici!e che passano perdue rette 
incidenti e toccano in un punto di una di esse un dato piano: le 
rette base saranno la a e la retta, b intersezione del piano tacnodale 
in 0 col piano Oa, e il piano tacnodale in 0 sarà il piano tangente 
fisso di cui si è discorso. Per effetto di questa trasformazione la su­
perficie F5 diverrà una Ft del 4° ordine e la quartina ulteriore inter­
sezione del piano tacnodale di Fs, fuori della retta b, si muterà 
in una retta «' di F.t. La conica eccezionale di Ft si trasformerà 
jn un punto 0' di e la retta eccezionale h in un punto B: le tra­
sformato delle sezioni piane di Fs saranno curve C- d’ordine 7. 
intersezioni ulteriori della F4 colle quadriche per aventi un punto 
base doppio in 0' e un punto base semplice in />.

Se si assume ad arbitrio una superfìcie Ft, contenente una retta. 
a', e su Fi un punto generico O' (appartenente ad una cubica K. 
sezione piana per a') si può, viceversa, trasformare la Ft in una
J, dotata di retta doppia e di tacnodo. A tal uopo giova adoperare 
il sistema omaloidico delle quadriche che passano per «' e per la- 
retta b' tangente in O alla cubica K, e toccano in O' la ì\. Qui oc­
corre osservare che l’imposizione di un punto doppio O' alle curve

intersezioni parziali delle quadriche per la retta a', porta di con­
seguenza anche un punto base semplice nel tangenziale di O' su
K. Così il sistema completo delle C, senza punti base, che è di genere 
6, di dimensione 6 e di grado 10. dà luogo ad un sistema sovrabbon­
dante con un punto base doppio e uno semplice, di genere 5, di grado 
5 e. di dimensione 3.

8. Piani doppi.

Facciamo una breve digressione per fermarci sopra una famiglia 
notevole di superfìcie, che viene illustrata dalle con siderazioni pre­
cedenti. Si consideri la superficie F definita dall’equazione z- --- /(.ri/), 
dove j è una curva d’ordine pari 2n : la F, per proiezione dal punto 
all’infinito 0 dell’asse z, viene rappresentata sul -piano doppio con 
curva di diramazione /. Una / d’ordine pari, assunta ad arbitrio, 
riguardata di fronte alle trasformazioni frazionali del piano, de­
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finisce una classe di superficie cui appartiene F; se la j è d’ordine^ 
dispari si aggiunge ad essa, come linea di diramazione, la retta 
all'infinito del piano (*).

La superficie F è d’ordine 2n e, se la / è priva di singolarità, pos- 1 
siede un solo punto multiplo proprio nel punto (). L’analisi di questa-^ 
singolarità si riconduce all'analisi della singolarità che il pun.m al-I 
l’infinito dell’asse s presenta per la curva ipeiellittica sezione drI 
un piano parallelo a codesto asse, per esempio della curva iperellit-W 
fica s*  — /(a1), con / d’ordine 2n. Si sa (*)  che tale curva possiede« 
in O un punto (2n — 2)-plo a cui sono vicini e fronteggianti n — 1 j 
punti doppi su un ramo d’ordine n — 1 tangente alla retta all'inW 
finito del piano.

Quindi la superficie F possiede in 0 un punto singolare (2n — 2)-plo q 
definito dalla proprietà che ogni sezione piana per esso debba avertì 
n — .1 punti doppi prossimi ad 0.

Ciò posto consideriamo le superficie aggiunte alla F dell'ordinW 
2n - - 4. Queste sono coni (e più propriamente cilindri) di vertice^ 
0, poiché sommando un piano vengono a dare come sezioni dell® 
curve aggiunte alle sezioni di F; ma di più tali coni sono soggetti^ 
alla condizione di contenere i punti doppi di F vicini ad 0, e perciW 
da i ssi si stacca il piano all'infinito contato n — 1 volle. Concludiamo j
che le superficie d’ordine 2n — 4 aggiunte alla z*  — f(xy) constano*  
del piano all’infinito contato n — 1 volte e dei coni d’ordine n — Z 
col vertice 0. Il piano all'infinito sega la F secondo 2n rette eccezioS*  
nati. Le curve canoniche del piano doppio che ha per curva- di dira-g 
mozione una curva generale d’ordine 2n sono rappresentate su quests 
dalle curve C'„_3 d’ordine n —3. Il genere del piano doppio rale H W 

n(n— 3) , (n - l)(w — 2) |p = - T I = -

Ora si noli che un punto quadruplo della curva di diramazione, § 
/ è un tacnodo per la superficie z2 — essendo piano tacnodaW 
il piano z — 0, dove le rette per l’origine hanno quattro inters« 
aloni colla superficie. Ne deduciamo che: un punto quadruplo delUS.

luogo ad un oscnodo di F e perciò risulta doppio 
niche ; in generale un punto iti-pio della curva

curro di diramazione diminuisce di 1 il genere del piano doppio. U 
Similmente un punto sestuplo della curva di diramazione <W 

per le cano^j 
di diramazione è -

(i — 1 )-plo per le C„_3 canoniche- e così diminuisce di il -W

nere del piano doppio.

(') Cfr. Enuiques-Chisinr. Lezioni, Libro V, § 12, voi. Ili. pag. 90.
(-) Cfr. Enriques-Chisixc, Op. cit.. Libro V, § 12 nota, voi. Ili, pag.

Ä
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Un punto multiplo .1 di /, d’ordine dispari 2i --j- 1, dsvo rile- 
nersi. in generale, come d’ordine 2i, in quanto le trasformazioni di­
razionali del piano, aventi in O un punto fondamentale, mutano 
l’intorno di questo punto in una linea che fa parte della trasformata 
deila curva di diramazione. Ma, per Io stesso motivo, un punto 
multiplo di / d'ordine dispari 2s -f- 1, che cada infinitamente, vicino 
ad A, dovrà ritenersi come (2s + 2)-pio; e cosi, in particolare, se 
si abbiano due punti multipli infinitamente vicini A e A,, dello 
stesso ordine dispari 2i -j- 1, le Cn_3 canoniche dovranno passare 
i volte A per (anziché i — 1 ) e i — 1 volte per .1,. Il primo esempio 
si ha per i = 1 : la singolarità [3,3], così definita, diminuisce di 1 
il genere del piano doppio, così come accade per un punto 4-plo. 
Nel § 10 ritroveremo questo risultato esaminando il punto doppio 
singolare che ad essa corrisponde per la superficie F.

Notizia storica. - La nozione dei piani doppi risale ad A. Clebsch 
« Leber den Zusammenhang einer Klasse von Flächenabbildungen 
mit der Zweitheilung der Abel sehen Funktionen » f1), il quale ha 
rappresentato sul piano semplice i piani doppi con curva di dira­
mazione d’ordine 2 e 1 (quest’ultimo proveniente — secondo Geiser 
— da una proiezione della superficie cubica) e quelli con sestina 
di diramazione dotata d’uu punto quadruplo provenienti, per 
proiezione, da una superficie del 4° ordine con retta doppia. Quindi 
(1878) M. Noether (2) ricercava sistematicamente tutti i piani doppi 
razionali, riducendoli a tre tipi birazionalmente distinti, che — me­
diante una trasformazione (1,2) di R. De Paolts — danno luogo ai 
tipi delle involuzioni di E. Bertini. Il terzo tipo di Noether è il piano 
doppio con sestica di diramazione dotata di due punti tripli infini­
tamente vicini.

Più tardi (1896) Enriques, intraprendendo lo studio di varie 
classi di piani doppi non razionali (3), indicava esplicitamente come 
si ottengano sul piano doppio le immagini delle curve canoniche 
e pluricanoniche (cfr. Cap. Ili, § 11 e cap. V, § 7).

(*) Math. Annalen, Bd. Ill, 1861. Cfr. anche: Creile’« Journal, 63.
(*) Ueber die Einzweùleutigen Ebenentransjormationen. Sitzungsberichte d. 

Phys-med. Soeietät zu Erlangen, JO.
(’) In particolare nella memoria Sui piani doppi di genere uno. Memorie della 

Società It. d. Scienze (detta «loi XL), 1896.
La teoria dei piani doppi razionali o delle involuzioni piane del 2° ordine, 

elaborata e sistemata nell’insegnamento di Enriques, viene esposta nelle Lezioni 
à Exiuqubs-CaMPzmu (cap. 5, §§ 57-63) e nel trattato su Le superficie razionali 
di Enriques-Confohto (Libro II, cap. IV e V).
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9. Il genere delle curve fondamentali e l’influenza sulle aggiunte.

Riprendiamo a considerare i punti multipli di prima specif 
della superficie F, cui rispondano curve fondamentali irrida cibila 
del sistema |O| delle sezioni piane. Una siffatta curva fondamentali 
6 possiede un genere o e un grado —a (virtuali); s indicherà — cóW 
vedremo — la molteplicità del punto 0 per F, il genere del con,« 
osculatore (semplice o multiplo) in O (tenuto conto delle tangenti 
ai rami della curva doppia che passano per 0, e ritenute come vip 
Vitalmente inesistenti le altre eventuali generatrici doppie di codesti 
cono).

Sappiamo che, per la presenza del punto multiplo O, il .sistema 
! C I aggiunto al sistema delle sezioni piane 0 differisce dal sisteij| 
subaggiunto \L\ per lo stuccamento della 0 contata un certo mi­
mero di volte, e ci proponiamo di ricercare questo numero a? per eitf 
sarà \L\ = \C + x9\.

Esprimendo che la 9 è curva fondamentale, senza intersezùnj 
colle curve di |<7! — jC'id- 0 j avremo

(9C i) + (SS) = 0
e quindi i

(9CJ = s : H

il numero s, essenzialmente positivo, è il numero delie intersezioni 
di 0 con le curve C, residue di essa rispetto a i C |, cioè, in generali 
la molteplicità del punto 0 per F, come si è accennato innanzi. UN 
posto, per determinare il numero x sopra definito potremo parMi 
da I C'|. e cercare di ampliarlo successivamente coi sommarvi « 
finché sia possibile.

È certo che questo ampliamento successivo tocca ad un limite 
quando il numero delle intersezioni di & colle curve som mande 
venti nullo o negativo. Dunque dovremo avere :

(SU') + a (SS) > « .
Scriviamo -M

IO) = ICV+ SI, \C'\ -- I ux + S'î 
(SU') --- (901) + (SS') = 8 + 2o —2;

la diseguaglianza precedente diviene

2q — 2 (x —1)8 > 0 ,

che fissa un limite superiore al valore di x :
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-■uaglianzn precedente ricaviamo anzitutto che. -.e 
0. banque le curve fondameli tali irriducibili di 

di genere zero ft’un sistema lineare , C i non infhu-
finizione delle curve aggiunte. O, sotto forma proiettiva : 
ti pio di prima specie a cono osculatore (semplice o nini - 
ibile di (potere (virtuale) zero non influisce sul (/euere

; tsse di punti multipli rientra anzi! mt-o il punto doppio 
: si è parlato innanzi. e poi a» puma triplo che si.- 
ia curva doppia di F, eco. Se nella diseguaglianza pre­

cedente facciamo q — 1, risulta x < 1. Qui si può sempre prendere 
îÿ = l. Infatti riferiamoci ad una F dotata di curva doppia sopra

<s — 1 )(s — 2)}?, quale ri trovi un punto s-plo per cui passino • .... 9 ' 1

rami <11 ■ ■ curva ; il punto s-plo 0 di cui si discorre risponde 
AvpuUió -ad mia curva fondameli!ale di genero o ■■ 1. Ora- il cono 
Osculatore ad F in 0 è un cono d’ordine s che ammette un cono 
Aggiunto d’ordine s— 3; ciò significa che le superficie subaggiunte 
(d’ordine assai elevato), soggette a passare per la curva doppia, 
avranno in O la molteplici!.à s — 3. mentre le aggiunte debbono 
avere in osmi la molteplicità >• 2.

Nel <•.:-.<> dei punti multipli con o — 1. riunii a anche il tacnodo. 
dove in miri:' irriducibile f> si riduce all’intoi no di <> sul piano lae.iio- 
àie contato due volte. Infatti la 0 appare qui rappresentata sul 

‘fascio doppio delle tangenti con quattro rette di diramazione che 
rispondono alle sezioni piane cuspidali uscenti dal tacnodo. Si ri­
trova così il risultato stabilito nel precedente paragrafo, che il 
ritacnodo diminuisce di 1 il genere della superficie.

In um---- simile si vede che l'oscnodo risponde ad una curva fon- 
(lainenliile 0 di genere q 2, e qui il valore del numero j: risulta 
X — 2, d’accordo con ciò che si è veduto: l’ose nodo diminuisce di 3 
il genere del!G superficie.

Ora riferendosi a! caso di una curva fondamentale di prima 
specie irridimi oil-- di genere <> qualunque, si può chiedere so ii si­
stema ' t possa sempre ampliarsi successi vati mute col sommarvi 
Ö, tinche x soddisfi alla diseguaglianza precedente, come si verifica 
nel caso di un punto multiplo isolato. La risposta è negat iva : ii limite 
superiore di x non è sempre un massimo effettivamente raggiunto. 
Per vederlo basta un esempio. Si supponga che F possegga una curva 
doppia passante con sei rami per un punto sestuplo 0 ii cui cono 
.osculatore risulterà dunque di genere q — 4. In generale le tangenti 

codesti rami non apparterranno ad un com quadrieo e quindi UIC! 
superficie subaggiunta ad F dovrà avere in 0 la molteplicità 3, 
avendo ivi un cono osculatore del 3° ordine aggiunto al con» ose li­

bai

ì)rinu< ■ 
fe «cono sulla de 
JB à plinto orni 
K) irridile

In , ' 
conico, Ui. CU

KB Snriques F. - Superficie algebriche. 
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latore di F. Il punto 0 avrà per le superficie aggiunte la molteplici 
-1, sicché il sistema aggiunto alle sezioni piane si deduce dal pjl 
ampio sistema subaggiunto con io staccamelo di una sola curM 
0 rispondente all’intorno di (), ed il valore ! è inferiore al limi« 
che viene indicato per x dalla diseguaglianza precedente :

6 — (a? — .1 )6 > 0,

che dà per il massimo valore di x, x = 2.

10. Singolarità puntuali di specie superiore.

L’analisi delle singolarità puntuali di specie superiore e dell’ira 
fluenza che esse hanno sul genere della superficie, si riconduce allaj 
definizione dei punti multipli che possono cadere infinitamenW 
vicini ad un punto singolare proprio, e che non siano definiti dM 
passaggio di curve singolari, proprie o infinitesime.

Se s’immagina completamente sciolta la singolarità puntuale’ 
posseduta da una superficie F in un punto 0, il sistema delle se-8 
rioni piane di F, o egualmente un suo multiplo (che possiamo ass«
mere di dimensione grande quanto si vuole) ci darà, sulla trasformati 
di F un sistema lineare |C| dotato di una curva fondamenta« 
che risponde all’intorno del punto 0. Se la singolarità di 0 è di prim® 
specie, codesta curva fondamentale è similmente di prima specie,! 
sicché staccandola da | <7 j nessuna parte di essa rimane fonda-! 
mentale per il sistema residuo. Invece si definirà come curva fon-ì 
(lamentale di seconda specie (corrispondente ad un punto multiplo^ 
() di seconda specie) una curva fondamentale che contiene 
parti costituenti curve fondamentali di prima specie per il sistema! 
residuo. E cosi, in generale, si definiranno induttivamente le curve's 
fondamentali di specie s, riducendone il concetto a quello delle< 
curve di specie s — 1.

Da questa definizione risulta che il problema di determinar» 
l’influenza sul genere della superficie F di un punto multiplo di ­
specie 8, si riconduce all’analogo problema relativo a singolarità^ 
di specie »— 1, e cosi la determinazione «Ielle condizioni che una curvW 
fondamentale del sistema ■ (• | impone alle curve subaggiunte eh® 
debbano essere aggiunte a si fa dipendere dalla, determinazionéi 
analoga nei riguardi del sistema ehe si ottiene da (■ \ staccando coW
desta curva.

Riferiamoci, per semplicità, al caso di una curva fondamental^ 
di seconda specie del sistema ] C |.

Sopra la superficie F che ha per sezioni piane le C abbiamo uW 
punto multiplo 0 a cui sono infinitamente vicini, nell’intorno de® 
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il cui stacca-

... le quali sono del pari curve fondamentali (senza 
le C). In altre parole la somma

saranno curve fondamentali bivalenti di 
lento da |€-| importa due condizioni.

Consideriamo per esempio il caso di un punto doppio unipla- 
%&re (isolato). Questo è un punto doppio 0 in cui il cono osculatore 
si riduce ad un piano contato due volte ; le rette per 0 in codesto 
piano hanno in generale un contatto tripunto con la superficie, 
«ivo tre rette con contatto quadripunto che definiscono tre punti 
doppi Oi, 02, O3, infinitamente vicini ad 0 p). Supporremo per sem­
plicità che la superficie F a cui appartiene il punto uniplanare 0 
Dia una superfìcie cubica F3, e quindi illustreremo le cose dette 
riferendoci alla sua rappresentazione, piana.

Come sistema rappresentativo di F3 si può prendere nel piano 
W sistema lineare oc? di cubiche passanti per tre punti base in 
linea retta Ox, 0 2J ()3 e per altri tre punti infinitamente vicini a

curva fondamentale monovalenti per | il cui 
àccamento da i C : importa una sola condizione. Invece il sistema 

iduo ((•' ■ 0} possiederà ancora le curve fondamentali , 02,...., 
lè potrà dirsi che le curve

()u -j- 20x + 02 + ••••

Moto ordine, alcuni punti multipli (propri) Olt O3,  Sopra una su- 
rficie trasformata, al punto. 0 corrisponderà una curva 0 fonda- 

aentale per !C|l ad tuia curva fondamentale 01? eco. Ora è 
osante notare che le curve 0x, 0„ .... compaiono necessa- 

jamc’ite come parti della curva fondamentale 0, sicché si avrà

= u-fl. -Lfl.n.

Infatti la trasformazione a cui si è sottoposta la superficie F 
può effettuare per gradi assumendo anzitutto un sistema tra- 
rmank di superficie col punto base semplice 0, sicché l’intorno di 
li muti in una curva 0, (semplice o multipla) a cui apparterranno 
unti singolari Ox, 0t) .... ; e poi trasformando successivamente 
cuno dei punti 0,, ()2, .... in una curva che risulterà generai - 

nte connessa con la 0O. In forza di queste connessioni quando si 
ca da . ! la curva 0„ si vengono a staccare conseguentemente 

[che le S,, 02, 
ersezioni con 

;(l) Cfr. per es. Enriques-Chisini, <)p. Cit., Libro IV.

costituisce una
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questi <),, O à, O'i, dove la retta a cui appartengono O,, Ot, 0 3 cori 
risponde al punto uniplanare 0 e alla parte 9„ del suo intorno 
Trasformiamo il nostro sistema di 03 con una trasformazione ere« 
moniana dal 4° ordine, assumendo come rete trasformante una rete' 
di quartiche con un punto base triplo, tre punti base semplici 0, ! 
O3, 0, ed altri tre punti base semplici. 11 sistema ! C3 si trasformerà 
in un altro sistema di curve |C,j, con un punto base sestuplo P- 
tre punti tripli At) A2, A3 allineati, altri tre punti doppi , Bt, 
B3, e t re punti semplici , ()2, 03 che apparterranno rispettivamsHH 
alle rette /'/>,, PBt, PBt. La retta .l,J.,.l;ì contata due volte rapM 
presenta la curva 0„, mentre le PS,, PS„ PS, sono le immagini M 
9,, 9,, 6,. Appare tosto che il gruppo di rette 0„ + 0,4- 9, 4- 0, 
costituisce una curva fondamentale monovalente per il sistema" 
|C|, giacché staccando la. retta 9, si staccano di conseguenza anche! 
le rette 0,. 02. 9, che la incontrano ciascuna in un punto fuori dei 
punti base, e conseguentemente la nominata retta si stacci
una seconda volta; quindi il sistema residuo della () ■--■■■ 9, -••• 9, 
+ 9S + 9a viene costituito dalle quartiche Ct che passano'tre volt«» 
per P, semplicemente per S,, B2, S, e ancora semplicemente pet 
At, Ai} A3. Per questo sistema residuo la 9, non è più retta 
fondamentale: invece sono ancora rette fondamentali le rette PBl} 
P B„, PSz.

L'analisi della singolarità di specie che una superficie F pos­
siate in un punto nniplanare ordinario 0. permette di' riconoscerei 
che codesto punto non ha influenza .sulle superficie aggiunte o su 
genere.

Infatti si consideri il sistema |C} delle sezioni piane di F (a 
cui eventualmente si potrà sostituire un suo multiplo). Le C, sei 
zioni piane per 0 formano un sistema lineare che possiede solfanti 
le curve fondamentali di la specie e di genere zero 0„ 94. 9, corri- 
spondenti ai punti doppi 0,, 02, Os, infinitamente vicini ad Óg 
Perciò questi punti doppi non influiscono sulle curvi canoniche chW 
restano definite dalla proprietà di segare sulle C, gruppi resickW 
della serie caratteristica, cioè tali che appartengano ad una curva» 
d’ordine n - 3 aggiunta ad una (\, costituita da una <p„-i e da unàD 
retta per 0. Dunque le curve aggiunte alle sono segate dalle su-^ 
perfide aggiunte <P„che passano semplicemente per i> e, sommando.
la curva 0 che rappresenta l’intorno di questa, le curve (" aggiunti 
alle sezioni piane di F verranno segate da 4>„_s che non sono piW 
soggette a passare per 0.

Mentre il punto doppio uniplanare ordinario <) non influisce^ 
sul genere di una superficie F, possono darsi partieoiarizzazioni di|| 
questa singolarità che portano un’influenza sul genere. Si è vistflH 
già che ciò accade per il tacnodo, caratterizzato dalla proprietà chW
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tacnodo 0 
?x,--NPÌU «0 : 
si deduco

Me tette ■ 
sch perciò 
Disme per 
gare 0 eie 
ÒA ode ])’c 
S genere 
Mi 2. In ff

:, I j.;t‘ 11t i per 0 abbiano coni F un conte.; io quad ripunto, 
abbassante ili due. anziché di uno, i! genere delle sezioni 

■■'So. Ma più meraviglioso è il caso di un punto unipla- 
a-bbassi soltanto di 1 i! genere delle sezioni piane per esso, 

segga infinitamente vicino un tacnodo (>}, per modo elle 
■ielle sezioni piane per 001 risulti abbassato di 3 anziché 

■sto caso ii ,«ist< C, delle sezioni piane per 0 possiede 
Hjia curva fondamentale 0 di genere 1. ehe ha per immagine il 

,, e questa porta che le superficie $„_4 debbono passare 
de per , os..ia. per effetto di scaricamento, per <). 

quindi che un punto (loppio imiplc.iM«. abbassante so!
Santo di 1 ii genere delle sezioni piane per esso, a cui sia. infinita - 

io un tacnodo diminuisce di 1 il peneri della su perfidi.

.Voto. - Noether lia indicato due tipi di superfìcie del quarto 
andine che riescono razionali per il possesso della singolarità sopra 
'indicala • >■ hi razionalità di queste superficie è d’accordo eoi fatto 
che !'anzidetto punto singolare diminuisce di 1. il genere della su­
perfìcie del 4° ordine, e così lo riduce a zero. I due tipi di superficie 
di Noether danno luogo ad una rappresentazione piana rispettiva- 
ìnente:

1) eoi sistema rappresentativo di oc? curve del 7" ordine 
aventi mi punto base triplo e 9 punti base doppi sopra una cubica 
fondamelii aie ; e

2) col sistema rappresentativo di oo3 curve f, del 9° ordine 
■sverni S minti buse tripli, uno doppio e uno semplice, sopra una 
leu bica fondamentale.

In ambedue i casi la cubica fondamentale del sistema rappreseli- 
dativo, costituisce una 0 di 2“ specie che è fondamentale anche per 
il sistema residuo.

Ed appare dalla rappresentazione indicata che codesta 0 co- 
fstituisee sopra la superfìcie ovvero sopra una trasformata, in cui 
la singolarità venga sciolta senza introdurre nuove c urve eccezionali, 
una curva di genere 1 e di grado  I ; infatti la cubica piana da cui si 
tolgano 10 punti base è precisamente una curva di grado 1 (2).

!*i  Cfr. Enriques Conforto, Le superficie razionali, Op. eie, pag. t!>6 e 204.
(2I Qui <><-corre avvertire clic il tipo 2) delle superficie di Noether presenta tuia, 

l'ipla-azi proieruve, consisi ente in eie che ii piano tacilo.Iute ili (), passa per 
sioehè le sezioni piane per OOt contengono un terzo punto doppio fisso allineato 
> OOt c si spezzano nella retta. ()O1 e in una cubica di genere 1 per cui essa è 
'»gente <|i fiosso. Per effetto di Olle circostanza l'analisi delie singolarità dev'es­
tates ricorrendo, invece che al sistema delie sezioni piane, ad un sistema di 

ersezioui con superficie d’ordine più elevato. Cfr. Enkiqi’hs-Cosporto, Op. 
■ paga. 206-7.
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A questo riguardo l’analisi della singolarità offerta dalle suge 
ficie F4 di Noether si estende alle singolarità consimili di una si 
perfide qualunque: la singolarità di 2» specie costituita da un putì, 
doppio con infinitamente vicino un tacnodo risponde in generale t 
una curva fondamentale di gemere 1 e di grado — 1 per il sistema i 
neare 10| delle sezioni piane della superfìcie (■')•

La dimostrazione diretta dell’asserto (indipendente dalla pò 
sidri 1 it à. di approssimare la superficie data con una F4 avente ' 
medesima singolarità) si può dare: anzitutto mostrando che ur 
curva fondamentale di genere 1 e di grado —1 di un sistema 1 
neare [ C \ produce la detta singolarità sopra una superficie che abb 
oo’ 0 come sezioni piane : e viceversa partendo da una F che pv 
segga la detta singolarità,.che venga sciolta, e calcolando i caratte 
della curva fondamentale che ad essa risponde.

Si assuma che la 0 sia una curva fondamentale per un sisfeir 
(’ di genere ~ e grado u, curva che abbia a sua volta il gene5 

g ■■■ 1 e il grado ;• 1. : appare tosto che il minierò delle iute
sezioni

1C — 9)0 — CO — 00 — — v — 1 ,

cioè le curve del sistema residuo |Cj| ----- |C —di hanno una ij 
tersezione, necessariamente fissa, con la 9 (<7,9 — 1). ?er conseguenr 
il genere x di j Cx | verrà dato dalla equazione

n = a? 1 ~l 1 — 1 — x -j- 1 , 
cioè

M ----- A — 1

ed il suo grado (virtuale) si calcolerà dalla formula

n ----- CC = (G + 9)(C1 + S) ----- CiCi + @0 4-2 
che dà

<\<\ -- n - 1

(invece il grado effettivo di j Cr \, essendovi un punto base su 
sarà n— 2).

Ciò posto sopra la superficie F che ha come sezioni piane oos < 
la 9 avrà per immagine un punto 0, che abbassa di 1 il genere del 
sezioni piane per esso e quindi è doppio per F : e vicino ad 0 vi sai 
un punto singolare 0, che abbassa di due il genere delle sezio: 
(piane o superficiali) per esso, e quindi è un tacnodo.

Viceversa, se si parte da una superficie F che possegga un punì 
doppio 0 con infinitamente vicino un tacnodo O}, al punto 0 i

(’•) Cfr. D. Pedoe, On the canonical System, of certain algebraic Surfaces. Pre 
Phil. Soo. Cambridge, vol. 33 (1937).
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iderà sopì'*'  conveniente trasformata di F, una curva 0 
E àmenUde per il sistema delle sezioni piane ehe ;l p?-i<>uì si 
imporrà di d in- partì 9, e 9,, la prima di genere zero corrispondente 

ficin torno del 1° ordine di 0 (escluso i! tacnodo), l’altra di genere 
Ecorrispondei!te all’intorno di 0,: la curva

0 -- S» -4- S^
fondamentale per (Ci, e necessariamente connessa, rappresenterà 
l'intorno complete d«d punto 0.

Ora si può valutare il genere q > il grado - r della curva S, 
(Esprimendo che il distacco di essa dai sistema ■(' di genere .t 
abbassa di 1 il genere della C, avremo

\0\ = |G + G
n = (n — ,1) 4' Q r x — 1 ,

ito ve j > l designa il numerò dei punti, di connessione delle C spez­
iate, comuni a & e Ct ; e di qui si deduce
H»- x .1 e Q 1.

Quindi, calcolando il numero delle intersezioni 9C\ in funzione 
K1 grado di 9, si avrà

Cjß ~ (C — 9)9 — — ss = — )’ = 1.
Dopo ciò valutiamo il grado — iq di 9, scrivendo che il passaggio 

delle sezioni (\ di F per 0T abbassa di 2 il loro genere ; avremo

dove y designa il numero delle intersezioni

CA. = (G - Si)Si = -9X9X = V1,

di qui si ricava ■ _ _ 9

Ora, designando con —1-„ il grado della 9» si avrà

— ' = — v» — J’i + 2 --- — 1,
quindi

v„ 4- ì’i = 3 ,
I »'« = 1 •
fin conclusione la curva 9, di genere 0 e grado — 1, resulta una 
ìrva eccezionale che può mutarsi in un punto semplice della curva 

di genere 1, la quale diventa così una 9 di grado
v = ---1

‘unser.ondo il genere o --- 1).
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La singolarità costituita da un punto doppio a cui è vicino MA 
tacnodo s'incontra nello studio dei piani doppi, quando ìa eurvW 
di diramazione possieda due punti tripli iniinmimente vicini M» 
01, o come si dice, un punto [3,3]. In questo caso si consideri pai 
esempio il sistema delle curve C aventi un certo genere n che W 
rappresentato sul piano doppio dal sistema oo5 delle coniche - [A 
coniche passanti per 0 rappresentano curve (\ di genere rr—M 
ma quelle per 0 ed 0, rappresentano curve di genere tt — 3. I>usD 
que il punto 0 è un punto doppio della superficie s" — /(««W 
che abbassa soltanto di 1 il genere delle sezioni (piane o superfi-W 
fiali) per esso, mentre il ponto Os ad esso vicino abbassa ulteriori 
mente di due il genere di codeste sezioni, e perciò è un 
Così ritroviamo che: un punto [3.31 appartenente alla euren di dir (A 
inazione d'ordine 2n di un piano doppio deve ritenersi come un puntM 
base, semplice per le curve d’ordine n — 3 immagini delle curvA 
canoniche (cfr. § 7) e quindi diminuisce di 1 il genere del piano doppiS.

Le due superficie razionali del 4° ordine di Noether che SOMA 
abbiamo ricordato vengono proiettate dal loro punto singolare in 
un piano doppio, con curva di diramazione del 6° ordine, la quii*-  
possiede rispettivamente per i due tipi un punto quadruplo, e ! 
punto [3,3]: così viene confermato che la singolarità di quelle' 
superficie diminuisce di 1 il genere delle superficie del 4° ordì -

Esercizi.
1°) Si riconosca che la singolarità (isolata) costituita da due j 

punti tripli infinitamente vicini OO1 impone alle aggiunte due. punW 
base semplici e perciò ha sul genere della, superficie la stessa influenza 
che due punti tripli distinti.

Quindi si calcoli il genere d’una superficie F5 del 5° ordine 
retta doppia e due punti tripli infinitamente vicini OOX fuori della 3 
retta: si troverà i

p = 0 .

Questa deduzione è d’accordo col fatto che la Ft è razioualM 
possedendo un fascio di quartiche sezioni piane razionali per OOV

Si può ottenere la rappresentazione piana della sopra indìD 
cata valendosi di una trasformazione quadratica di 2a specie, wW 
diante il sistema ornaloidieo delle quadriche passanti per la retto 
doppia di Fi e per altri tre punti di essa, due dei quali siano H 
punti tripli infinitamente vicini 0 ed (),. In tal guisa la /<L si tras­
sformerà in una superficie del 4" ordine ì\ con retta doppia.

2°) Si assuma una superficie Ft del 4° ordine, priva di siili 
1 arità, contenente una retta a: il sistema lineare delle sezioni pia 
sommato al doppio del fascio delle cubiche K3 sezioni per «, 
un sistema lineare di curve C di genere 3 + 1 t 1 + (3—1)
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M jVoto. - In ciò che precede abbiamo fatto alcune osservazioni
t à rapporto ad esempi interessanti, ma non riteniamo, in alcun 
Mmodo, di avere esaurito la teoria delle curve fondamentali dei sistemi 
WUiearr, nelle sue relazioni colle singolarità. Occorre perciò esaminare 

e meditare una serie di esempi più copiosa, e riconoscere le compli- 
'■ razioni cui danno luogo. Per approfondire tale ordine di questioni, 
'si invitiamo lo studioso a considerare talune, pure assai semplici, 

singolarità che possono appartenere alla curva di diramazione di 
un piano doppio: punti quadrupli infinitamente vicini, serie di 4 
o 6 eco. punti tripli infinitamente vicini, serie di punti tripli in fin i- 

T*  tarnen le vicini a punti quadrupli eoe. Si tratta di definire questi 
casi er> ratterizzando la curva fondamentale per il sistema delle 
sezioni piane della superficie F, che risponde ai detti punti singolari, 

'' e le circostanze cui dà luogo il suo staccamento l1).

WWWà — ]) — f di cui si trova facilmente che il grado è 16, e la di- 
^D^ài<ionc è eguale a fi. Si imponga alle C di possedere un punto 

mio in un punto P di Ft fuori ili «, che sia un flesso per la L, 
Osante per esso. Si ottiene così un sistema lineare oos di curve 

E I $ «renere 6 <*  di grado 7, che possiede la curva fondamentale K8, 
ORwgenere 1 e di grado — 1. Per mezzo di questo sistema la. Ft si 
t Sfascia trasformare in una superfìcie F, dei 7« ordine possedente, una 

quadrupla, una retta tripla (che riduce a 6 il genere delle 
piane) e un punto doppio con infinitamente vicino un tacnodo : 

E cosi, per la F-, il genere della Ft che è /> = 1. C’è una su-
perfide aggiunta d’ordine 7 — 4 — 3, che si riduce al piano conte- 

fel- «ente le rette quadrupla e tripla contato due volte e al piano pro­
fite iettante dalla retta quadrupla il punto doppio isolato, che sega 

secondo una cubica eccezionale.
rìcci are la trasforniaziune inversa della F, nella Ft.

II. Curve hicanouiche e superficie biaggiunte.
Wx.
- Data nello spazio ordinario una superficie F di un certo ordine 
1 h abbiamo appreso a costruire su di essa le curve canoniche come 
M intersezioni di superficie <?•>„_, d’ordine n — 4 aggiunte ad F, e più 
kl fai generale le curve aggiunte al sistema /■-pio delle sezioni piane IM F, mediante le superficie aggiunte 0„_4+,, le quali segano sempre 

ï F un sistema lineare completo. Ora sarà facile determinare sopra 
ile curve bicanoniche ed anche le curve seconde aggiunte al si-

Ç P) Cfr. : A. ^banchetta, Sui punti doppi isolati delle superficie algebriche. 
^nd. Ace. Lincei, 1945. Note I s II.
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sterna r-plo di \G\, valendosi perciò di superficie biaggiunte ad FM 
y-'tn-s e y>2n-t+r, rispettivamente d’ordine 2».—8 e 2« — 8 4- r. .M 

Riferiamoci per semplicità di discorso al caso del genere p >
in cui esistono effettivamente le aggiunte <[>H_4 e le curve 
che loro sezioni. Il comportamento delle superficie biaggiunte y u W 
in relazione alle singolarità di F viene definito di regola dal cornai 
portamento di due 0n„4 che. prese insieme, compongono
una y2„_s. Tuttavia occorre definire più precisamente questo eonW 
portamento, come facciamo con le osservazioni che seguono.

Se la F possiede soltanto una curva doppia e non punti nmltipiM 
propri, le passano semplicemente per codesta curva e le ytn 1 
passano per essa doppiamente: il sistema lineare segato da q»«WD 
g>2n- 8 è completo perchè si deduce dal sistema segato dalle aggiunteli 

(che già sappiamo essere completo) staccando l'intorno dellM 
curva doppia.

Ma se la F possegga una curva di molteplicità i > 2 le super-« 
fiele biaggiunte ^sn_8 (e similmente le s+r) saranno soggetti 
a passare per codesta curva, non già con la molteplicità 2r — 
ma con la molteplicità i, avendo un conveniente contatto con 1M 
falde della superficie F lungo di essa; per esempio se i — 3 le 
possiederanno la curva tripla di F come tripla e toccheranno senu'-j) 
plicemente le falde di F. Infatti ad una superficie y> che passi quattro 
volte per una curva tripla di F si può sempre sostituire una eombi-H 
nazione lineare di y> e di F che passi tre volte per questa curva, toc-U 
can do le falde di F. Delle y> che così vengono sottoposte a 
meno restrittive si può diro che segano certo su F un sistema liW 
neare segato dalle aggiunte dello stesso ordine, staccando, un cetteW 
numero di volte l’intorno della curva multipla. Invece le tp passai! tM 
quattro volte per una curva tripla di F non daranno in generalW 
un sistema completo. W

Similmente un punto isolato »--pio della- superficie F(s > 2) cùA 
è in generale (s — 2)-plo per le superficie aggiunte 0. dovrà csserM 
multiplo per le superficie biaggiunte y>, non già con la molteplicità | 
2s — 4, ina con la molteplicità s, aggiungendo la condizione di 
toccare la F nel punto stesso s — 4 volte.

Cosi se 0 è un punto triplo isolato di F le y> sono soggette a passa« 
doppiamente per esso. Se in vece 0 è un punto quadruplo, le y> sonò 
soggette soltanto ad avere in esso un punto quadruplo; ma se (Fi 
è un punto quintuplo di F, esso dovrà essere soltanto quintuple 
per le che però dovranno avere in esso lo stesso cono osculatore*

Un’attenzione particolare deve essere rivolta al comportamene 
delle superficie biaggiunte in un tacnodo della superficie F. A primo) 
aspetto si potrebbe ritenere che un tal punto, essendo semplici 
per le superficie aggiunte 0„_4. debba essere doppio per le
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C e per le superficie composte di due 0„_4. Ala si rifletta ai modo 
Av.-'h ève stabilito il comportamento delle superficie 0„_4 in un 

, ' 0- una sezione piana per 0 possiede due punti doppi in-
vicini 0 ed O,, e la sezione di una 0„_.t è taie che insieme 

retta per 0 deve costituire un’aggiunta , alla sezione di 
>tta a priori a passare per il punto (), infì- 
; soltanto per effetto di scaricamento 
■oprio 0. Similmente un piano per 0 
biagginnta y2w_8 secondo una curva 
tassare doppiamente per ()t, e, per 
semplicemente per 0 ed (fi. (póndi le concli- 

,i tacnodo ini/>'>,!r ailr (superficie b in gg inule cn,isixloiu> sol- 
passare per questo punto e toccare tri il piano tacnodale: 

il tacnodo diminuisce il bigenere di tre. Queste condizioni si 
k pOSSono anche verificare rilevando che esse importano per le curve 

, sezioni delle y2„_8 la proprietà caratteristica di segare
U piovra la curva generica di un sistema lineare \('\ (per esempio 

delia rete delle sezioni piane per 0) gruppi di punti appartenenti 
’»falla ferie doppia della residua della serie caratlevisiiea.

Rivolgiamo ora la nostra attenzione al caso della singolarità
costituita da un punto doppio 0 con un tacnodo inli- 

:■ è,amente vieimi (fi. Anche qui il passaggio delle <P„ , per 0 è una 
Mtzegucnza del principio ili scaricamento dell.' singolarità: a priori 
le <P«_4 dovrebbero passare per il punto infinitamente vicino (),. 

’ Quindi le y2.„.s soggette a passare due volte per (fi verranno effet- 
Avament<> determinate dalla condizione di passare per i due punti 

ente vi ài 0 ed 0,. Dunque: un punto doppio con tacnodo 
vicino impone in genere alle superficie biaggiunte di 

semplice mente per i due punti infinitamente vicini, 0 ed (fi, 
-, meli diminuisce il bigenere della superficie soltanto di due. È 

tarpi verificare questi risultati riferendoci ad un piano doppio con 
«tu’ di diramazione fiæÿ) — 0 d’un certo ordine 2», cioè alla su­
perici, z*  =± f{xy). Abbiamo visto che un punto quadruplo della 

,do per la superficie IP, c, nel piano, le curve cario - 
nj«h«> di F sono rappresentate da curve d’ordine n — 3 passanti 
"tufi , per 0. Ora le curve d’ordine 2 n — 6 passanti doppia- 

r 0 rappresenteranno curve bicanoniche di F, per quanto 
L sistema di codeste curve non sia, in generale, completo (l). Così 

a verificare che un tacnodo diminuisce di 3 il bigenere di F.

sèi fi) Un sistema lineare completo di curve \C \ sopra il piano doppio rappre- 
..' senta, sulla superficie F, non già un sistema completo, bensì un sistema di curve 

all’involuzione I le cui coppie corrispondono ai punti del piano 
.doppio; e questo si lascia in generale estendere in un più ampio sistema le cui
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Di qui si passa a) caso della singolarità nwt heriami che risp^i 
a un punto [3, 3] della curva di diramazione /. Il punto [3, 3] H 
ritenersi come un punto doppio (). cui sia minutamente vicino 
punto i pio (),. Le immagini delie curi e Ideai ioni che vengono dim 
assoggettate a passare doppiamente per Olf ossia — per efïett- 
«caricamento — le immagini delie curve bicanoniche dovranno - 
sa re semplicemente per 0 e 0,, e quindi uh punto [3, 3| delia Cì 
di diramazione del piano doppio diminuisce di 2 il bigenere della 
perfide.

12. Superficie di genere p — (1 e di bigenere P > 0.

Le cose dette permettono facilmente di costruire esempi di 
perfidie di genere p - 0 e di hi genere V > 0, le quali perciò z 
certo non razionali.

Il primo esempio si è presentato ad E N’ri qu.es nel 1896 
la superficie de! 6° ordine F, che passa doppiamente per gli spi 
di un tetraedro. Prendendo questo tetraedro come fon àmen 
per un sistema di coordinate proiettive, la F„ viene rappreseli 
da un’equazione della forma:

dove / e </> sono forme quadratiche rispettivamente nelle 
e nei prodotti di terne di quest-- variabili. Del resto la. appari' 
al sistema lineare doppio di quello costituito dalle superficie eub 
che passano semplicemente per gli spigoli del tetraedro.

curve non appartengono più all’involuzione I Ciò si vede già nel caso del
doppio con curva di diramazione del - 
del punto al Fin fini to O dell’asse s de 
£2 f±(xy)f che ha in 0 un tacnodo

4° ordine /,4 - 0 che si ottiene per proti 
fila superaeie del l" ordine /di e-.-ur 
con piano tacnodale all'infinito. Qui le

coniche del piano sono immagini delle curve segate su F,} fiai coni quadrici pe 
'■urve ipeivfiii tiche - ho appartengono all'involuzione /. XIa il si-,terna cxo dii
curve è contenuto nel sistema lineare completo oc6 che viene segato sopra 
dallo quad riche toccanti in () il piano tacnodi !e.

Per <:ucl che c--u- .-rue la possibili!à di (.’stendere il sistema delle curve bit
niello che hanno per immagine sul piano doppio delle curve d’ordine 2n - 
la questione dipendo dai comportamento delie superficie hi aggi un te nel pi 
all infinito dell asse dove la ?' presenta una nota singolarità. Busti dire eli 
generalo lo avranno in quel punto molteplicità 2n 2 ed un convenir 
contatto con la superfìcie. Apparo di qui che, mentre le curve canoniche di 
superfìcie rappresentabile sul piano doppio appartengono sempre all’involuzs 

« * ti i coppie rispondono ai pumi di questo piano, lo -tesso non accade iti, 
nera le per le curve bicanoniehe (Cfr. Cap. V, § 7).

I1) Introduzione tec., I. c.
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ir-. coirne

si deduci eh?

I C’I

pHehe di 
pi dei du-

; ri ni e il signifie ito concreto <le-H'esistenza dei 
ma bicauonieo d'ordine zero Ì2C'—2<’j.

siccome poi , , ,

Mdaio!e: il si'-iemà delie sezioni piane di F„ è a sua volta raggiunto 
: Kut, sistema aggi'.mio. segato dalie superficie 03 che passano per 

spigoli del tetraedro.
Valutiamo il genere lineare pC) della F& calcolando il genere vir- 

i' ! secondo il S10.del Cap. I. Designando 
e n il genere e il grado di jCi, con ,r e y il genere e il grado 

MMg curva irhiale K € ■ C d'ordine zero, che ha i 0 in- 
•Jerso.'.io.ìi <• i 1 .»a ivererno il genere e il grado di - ' - A - \C'\:

---r _L_ V' .1 lì ---  1 - ~T 

. ê genere p --- 0, perchè non esistono q uad riche aggiunte 
*ioè rnissanli per gli spigoli del tetraedro. Ma il bigenere 

F aj( r> .... 1. perché esiste una, superficie biaggiunta ad essa 
" 9 .6  § ... 4, cioè il nostro tetraedro. Questa y>4 sega 

/fttrra bica-noni ca d’ordine zero. Il sistema lineare | C\ 
^K’ezioni piane di / ..è di genere n 4 e di grado» - 2nr 2 = 6; 

caratteristica è una gt completa e non speciale, il cui 
àà il doppio ili-ila serie canonica. I! sistema i("i aggiunto 

' vh-m- ..do si F8 dalle superficie cubiche G, passanti som- 
‘-/S? AeÜte per gli spigoli del tetraedro; esso è. come : C j, un sistema 

-»•onere 4 e di grado 6. lì c’è questo di notevole, che i
astemi C ' e (" : e<;incidom> :

n' == n 4- y + 2 - 0 = », 

■x = 1 , y — 0 :

d -Ila Fe vale p'" = 1.
Md fon secondo esempio di superficie di genere p - 0 e di bigenere 
' D > o è stm. indicato dal Castri.nuovo, ancora nel 1H96 (’). È la 
s «qr -, » . .eitima ordim /•', ein- passa tre volte per una retta r,
MWMh'volte per una conica /’ (non incidente ad >') ed inoltre possiede 

S® tacnodi ni piani tacnode lì passano per >'.

..
■■ (1, G. Càswìj'vuovo. >$'lilla superficie di genere zero. Memorie della Soc. It. 

affife 'm i> (deita dei XL), serie III, t. 10, 1896.
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P = «-

3 pW-

Ora deternüniaiuo le superficie g2..5_s. -= ye biAggîunte alla : 
Era queste si troveranno certo Le superficie composte del piano 
r contato due volte e di quattro per la retta r, tre dei D 
assoggettati a passare per i tacnodi A1} Aì} A$ e perciò coincida 
con i piani sj ö^'ä,,: così si ottengono eb superficie diaggiunte 
che contengono coinè parte variabile un piano generico per : 
segano sulla F, co1 bicanonielife di genere 1, forms
M fascio senza punti base, fi chiaro che questo sistema, bicanoi 
di grado zero non può essere ampliato, e perciò la condizione : 
posta alle superficie biaggiunte M di passare triplamente per 
retta r e toccare, le falde della F~, per essa, porta qui. corné cop 
guema, che la possegga la r come retta quadrupla.

Riassumendo diremo che: la superficie J1, di Castelnnwo ha, 
(lettere p — 0 « Z biffenere P ----- L, SAKàS»à un fascio di quarte­
piane bioanoìtiehe di genere 1 e grado 0.

fi facile determinare il genere lineare della Jfi, cioè il get 
(virtuale) Kto delle sue curve canoniche virtuali L; infatti esse 
il grado A \K | uguale a 1, il genere e il grado di pÂj Lsrsi 
rispettivamente tz

Uhà talé superficie (irriducibile) esiste di fatto e si può costi 
coinè segue ; si anzitutto ima superficie cubica Fs che fi 
MWKÌiMWMà per ia retta r. e per la conica F e si 
piani m ua «3 passanti per la retta r è tM genti alta Fs rispettivaiiM 
nei punti Ai, Aì} Aa (fuori di r). È facile vedere che esiste uni 
perfieie irriducibile del M ordine Ft passante doppiamente pe 
conica F » tangente ai piani G «s a» rispettivainente nei punti Ai, 
A3 : questa superficie presa insieme coi tre piani «( as «, Etite 
■una particolare F, riducibile che passa due volte per la eoj 
F, tre volte, per la retta r, s possiede i tacnodi ./fi,. Jfi, J,s ci 
piani tacnodali «, a2 as. Ma una seconda superficie so-
sfacente alle medesime Condizioni si ha sommando alla. 1\ coni 
due volte un piano per la rotta r\ quindi,, facendo fascio delle 
Fi spezzate, si otterrà una F*  irriducibile dotata delle singola 
sopra indicate. * , s

. Non vi sono superficie Az aggiunte ad Fi : invero una d>3 dove: 
passare per la conica P e doppiamente per la retta, r che non è fi 
dente ad èssa, dovrà a priori, spezzarsi, contenendo come pari 
piano di F. Ma la residua è assoggettata anzitutto a j
sare doppiamente per r s quindi deve spezzarsi in due piani pM 
e deve inoltre passare per i. tacnodi ,fi, Ai, 4»; ê importa 
condizioni impossibili a soddisfare. Si conclude che il genere 
F, vale M

4 ,
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N p.j.jl’essere 3p':' ' l e -ip'P -ì 0 si ricava ugualmente
he il genere li neun vaie p<l) - 1.

per lunghi mmi non >j sono presentali altri esempi di super- 
genere p 0 e di digenere P > 0, e specialmente rimaneva 

|Ì6za risposta, la domanda se tra tali superficie ne esistano di quelle 
il genere lineare p">> 1, possedenti un sistema, bicanonico 

Riducibile di dimensione > 1. A questa domanda rispondono ora 
egeI)ipi effettivamente costruiti, simultaneamente e indipenden- 

temente l'uno dall’altro, da L. Godeaux p) e da L. Campedelli («) 
;E1 1931-32,

Ci limiteremo a riferire l'esempio costruito dal Ca-mpedelli che 
pii riferisce ad un piano doppio con curva di diramazione d’ordine 
W' dotata di 6 punti [3,3] (coppia di punti tripli infinitamente 
Iftini). Si può costruire effettivamente una siffatta curva/10, almeno 
ionie curva, composta di tre coniche a due a due bitangent! e di una 

:euartica ft che le tocchi nei loro 6 punt i di contatto. Invero si ot­
terranno 3 coniche mutuamente bitangent! prendendo p. es. due cer­
ài concentrici (che si toccano nei punti ciclici del piano), ed un’ellisse 
che tocchi il cerchio minore negli estremi di un diametro ed il maggiore 
&gli estremi del diamet ro perpendicolare. .1 fi punti di contatto delle 

cosi ottenute, offrono 12 condizioni lineari ad una quartica. 
Menden do insieme una di queste quartic he con le tre coniche a costi­
tuire la curva di diramazione /w di un piano doppio, avremo che:

1°) non esiste sul piano doppio alcuna curva canonica, che 
sarebbe ina- conica passante per i 6 pum i singolari della mentre 
Dell'esempio costruito si vede che codesti fi punti non appartengono 
«1 una conica (cerchio); quindi il genere del piano doppio vale

p = 0 ;
2°) esiste una rete di quartiche che, come la quartina /4 com­

ponente della /10 di diramazione, passano per i 12 punti tripli di 
questa: esse rappresentano co*  curve bicanoniche della superficie, 
app<i h evoluzione le cui coppie hanno per immagini i
Hupti del piano, e si può vedere che formano il sistema bicanonico 
wmpleto, sicché il bigenere della supeficie vale

P = 3.
Nota. - .La dimostrazione che P ----- 3, e non P > 3 risulterà 

M avanti dalla espressione del P per mezzo del genere lineare 
che dà qui P — p + p<»> — pM — 3, dove il valore del risulta

Cfr. L. Comi aux, Sur une surface algébrique de genre zéro et de bigenre deux. 
5«ad. Acc. dei Lincei, vol. XIV, 1931.
ff_ (") L. Campbdbmj, Sui piani doppi con curva di diramazione del decimo ordine, 
Wem, voi. XV, 1932.
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(l) Cfr. F. Severi, Il teorema A'Abel sulle superficie algebriche. Ann. di X 
(3), 12, 1905. Osservazioni varie di geometria sopra una superficie algebrica. 
1st. Veneto. 65, parte II, 1906. Alcune relazioni di equivalenza ecc. Ibidem, 70,A 

13. Criteri (l’equivalenza.
La costruzione delle superfìcie sub-aggiunte ed aggiunte ad i 

superficie F non rigata dello spazio ordinario contiene un crìi 
di equivalenza : due curve L ed M che seghino sopra le sezioni pi 
C di F gruppi della serie somma (o differenza) della serie eanor 
di C e di un multiplo della serie caratteristica, sono equivale 
a meno di curve fondamentali del sistema j(?l ; sono senz’altro e< 
valenti se |(7j non possegga curve fondamentali proprie. E sì a 
osservare che l'equivalenza delle due curve L ed M può essere 
ferita dalla sola condizione di segare gruppi equivalenti sopra le 
anche se la serie cui essi appartengono non sia la somma della sf 
canonica e d’un multiplo della serie caratteristica, quando il sisfe 
|C| non abbia, come si è detto, curve fondamentali proprie.

Infatti, conducendp per L una superficie aggiunta ad F, d’ori 
abbastanza elevato, si avrà come intersezione ulteriore una H 
1). Ora L + D ed M + D segano su una C gruppi equivalenti d 
serie somma della serie canonica e di un multiplo della serie CA 
ter is fica ; perciò sono equivalenti, e quindi risultano anche eq itivi 
lenti L ed M.

I criteri di equivalenza si possono sviluppare indipendenteme» 
dalla teoria delle superficie aggiunte e subaggiunte, come ha fa“ 
in una maniera interessante, F. Severi t1). Esponiamo breveme

direttamente osservando che la conica doppia virtuale costituen 
la curva canonica, possederebbe 8 punii di diramazione: 6 nei pm 
tripli di ed altri due fuori. Se non si vuol ricorrere alla eur 
canonica virtuale basta anche osservare che il grado del sister, 
bicanonico è il doppio del grado del sistema delle quartiche, sicej 
si ha 4 (/)<»-- .1.) --- 2 • 4 8 . pW - 3 .

Se non si vuol far uso della relazione fra il Ingenero ed il gene 
lineare si può tuttavia dimostrare direttamente che. per la nost 
superficie, la rete, delle quartiche doppie immagini delle curve bic 
unniche è completa. Perciò basterà osservare che la //, compone» 
della curva di diramazione, fa parte di una sola curva bicanonic 
costituita dalla curva stessa contata due volte, e che le oo*  quartic 
per i punti tripli di /10 segano su codesta /« una g4 completa e ni 
speciale: invero se questa serie fosse la serie canonica di ft » 
punti tripli della fw verrebbero ad appartenere ad una cubica, \ 
che facilmente si vede costituire un assurdo.
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come gruppo degli zeri e dei poli di una 
che rimane determinata a meno di una co- 
e possiamo anche determinare questa co-

WK sviluppi. Anzitutto si abbia sopra una superficie F un fascio 
\ J: pare ài curve C dotato di almeno un punto base semplice 0 e privo 

riducibili. Allora se due curve Ke e Jinon passanti per 0 
sulle C (/ruppi di punti equivalenti, esse sono equirnienti.

infatti sopra una qualunque C del fascio possiamo assumere i 
segati da A® e K, 

razionale q, 
aioli iplicativa,

W^te imponendo alla tp di assumere il valore 1 nel punto 0.

I- Al variare della C nel suo fascio, la q. ci dà una funzione razionale 
punii della superficie che ha come curva degli zeri la K„ e come 

dei poli la K,y, sicché queste curve risultano equivalenti, 
à A. d. Perchè la deduzione sia rigorosa occorre tuttavia dimostrare 

la [{a esaurisce la curva degli zeri della nostra funzione, e così 
ne esaurisce la curva dei poli. A lai uopo si osservi che nel- 

flpotesi opposta, si dovrebbe aggiungere alla A’o una curva che, 
avendo intersezioni variabili con lo C irriducibili del fascio, 

Ivrebbe comporsi con una o più C; ma allora, sopra una tale C, 
punto 0 verrebbe a costituire, un punto d’indeterminazione della 
«rione, dove essa avrebbe contemporaneamente i valori zero ed 
tz ciò ... impossibile, non appartenendo 0 nè al gruppo degli zeri 

Mài gruppo dei poli che determinano sopra la (' ia funzione razio-
: naie su b< irdinata.
t"/ Il precedente criterio d’equivalenza si può generalizzare. Sia 

Ì€'| un fascio di curve, razionale o irrazionale, privo di curve riduci- 
due curve A’o e Kv che seghino sopra le C gruppi equirnienti, 

fcowo tra loro equivalenti a meno di curve del fascio, cioè si ha

K„ + ZC = Kn + S'C .I

M. Per dimostrare questo secondo criterio d equivalenza, procederemo 
innanzi a costruire una funzione razionale q. avente ia A", 

KK rispettivamente come curva di zeri e come curva di poli, 
vm I ' la <p è definita a meno di una costante moltiplicativa 

C del fascio, e (designando con t il parametro delle C 
di questo fascio) otteniamo in tal guisa una funzione dei punti della 

. jraporfH«, A(t)<p, dove occorre determinare z. A questo scopo non 
tre determinare un punto sopra ogni C, come si faceva nella 

dimostrazione del primo criterio, ma basta determinare su di essa 
R W gruppo di un certo numero m di punti, formato dalle in terse- 
I ài che la C stessa ha con una curva L ausiìiaria tracciata sulla 
superfìcie; si darà allora la somma dei valori

fapi + Àg'a 4-
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clic la cp assume nei punti di codesto gruppo. Più semplieenieri 
basterà assumere in luogo della <p la funzione

' <Pi + P2 + .... + <P,n '

che è una. funzione razionale dei punti della superficie, indipendeni 
da Â.

È ovvio che la fa parte della curva degli zeri di / e la R 
fa parte della curva dei poli, ma queste curve non sono così osai 
rite: alla K„ occorre sommare un gruppo 27C formato delle C el 
passano per i punti d’intersezione di L con KM; infatti, sopra quegl 
C il denominatore di / diventa oo e quindi / è nullo dapertuttj 
Similmente, alla A'«, conviene sommare un gruppo 27’C formai 
dalle (' che passano per le intersezioni di L con A%, come si ver 

scambiando l’ufficio delle curve A'o e Ä«, col sostituire ad /, ~
Avremo dunque

Ke + 27C ss K.a + 27'07

Che effettivamente la A", + 270 esaurisca la curva degli zeri di 
le analogamente per la L« --- 27'0). si prova osservando che H 
desta curva degli zeri non può contenere fuori di Ko che un ce» 
numero di curve senza intersezioni variabili con le C, e perciò i 
gruppo di C (irriducibili); ma sopra una C non può aversi ident 
cameni e / = 0 se non quando diventi infinita la somma 4~ <pt. 
-t- .... + g,„ e quindi una delle <pt) ciò che significa che la C stesi 
deve passare per un punto comune ad L e Kx.

Aggiungiamo due osservazioni. La prima è che quando il fase 
delle curve C sia razionale, le C di essa sono equivalenti, e pere 
esiste una differenza 27C — 27'0 costituita da un gruppo di un ceri 
numero s di curve C da prendere positivamente o negativamenf 
sicché si avrà

A tz A oa “ 8 0
ovvero

Kx — A'o 4- sC .

E se in particolare il fascio delle C ò dotato di punti base si ha 
z"altro l'equivalenza

A o == A x

quando l'equivalenza tra i due gruppi (CA„) e (OAX.) sussista, 
nendo conto anche dei punti che cadono nei punti base.

Infatti, dall’essere, per esempio,

Ko = Kx — sC
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(CK0) s (CÆ„)-®(CO);
è pUfV (CÆ0) = (CKX),

M quindi. se il gruppo (<?C) non è nullo, deve essere s — 0 .
fc' Passiamo ai terzo criterio d'equivalenza: se sopra una superficie 

(lato un sistema oo1 d'indice (') v > 1 di curve tutte irriducibili, 
curve K9 e Kra che seghino le C in gruppi equi ralenti, sono equi-

E Per dimostrarlo si costruirà come innanzi sopra ogni curva C 
una funzione razionale q> che abbia i suoi zeri nelle intersezioni 
con la K» e ‘ suoi poli nelle intersezioni con la Kx, la quale resta 
determinata a meno di una costante moltiplicativa 7. Quindi si 
Assumerà sopra F una curva ausiliari» L avente un certo numero 
w d’intersezioni con le C, e — per ogni C — si considererà la somma 
dei valori che la q; prende in codesti m punti:

<Fi + (fi + .... + qm ■
In tal guisa sopra ogni C riesce determinata la funzione razionale

<Pi + <Pt ~r .. + <pm '
Dopo ciò determineremo una funzione razionale y> dei punti della 
superficie F attribuendo ad essa in un punto P la somma dei valori 

M, fi, .... /, che la / riceve sopra le v curve C passanti per P:

V == A + A + .... + A -
Possiamo indicare gli anzidetti valori delle /, valendoci di un indice 
superiore: ed allora scriveremo

4 -  A y + ?"»■

La funzione razionale y si annulla evidentemente sulla curva 
Ko, dove tutte le sono eguali a zero e suoi poli debbono ca­
dere necessariamente nella ma non è a priori evidente che tutti 
i punti della Kx siano poli per la funzione razionale y. poiché una 
somma di infiniti non è sempre infinita. Quello che possiamo af­
fermare è che la curva Æo degli zeri di y è, del tipo Kn = 7fc -J- A, 
mentre, detta la curva dei poli, si ha KVj= Kx-\~ B. Segando 
de curve K„ e ~K,0 con la generica C, si ha

 (X.,C) +

(’) S’intende ehe per un punto generico della superficie passino v curve del 
sistema.
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Ma è per ipotesi (K0, C) = (K„, C), e quindi le curve A e B GE 
avrebbero intersezioni con la generica curva ('. mentre le nostj 
ipotesi escludono l’esistenza, di curve siffatte. Concludendo, si ]

K„ - - K n . K, — K

e risulta così dimostrata l’equivalenza delle curve Ko e 71».

Osservazione. - In ciò che precede si è trattato dei criteri! che 
permettono di riconoscere l’equivalenza di due curve (isolate) sopra 
la superficie F. Altri criteri! più significativi si hanno in relazione 
ad una serie continua, (almeno oo1) di curve jC|, che venga dat 
su F. 11 primo criterio di questo genere è stato stabilito da Enriqu® 
nel 1895. Una serie razionale di curve |C| è sempre costituita i 
curve equivalenti, cioè contenuta in un sistema lineare. La propriet 
si dimostra c-ome per le serie razionali di gruppi di punti sopra un 
curva (’), quando non si voglia ricondurre a tal caso, mercè i criter 
dati innanzi. Un secondo criterio notevole viene messo in luce d
Severi (1905) (-). Si può affermare, in generale, che una serie 
(almeno) di curve (' è costituita di curve equivalenti, se le C segano 
gruppi equi ralenti sopra una sola curva generica di un sistema con­
tinuo -J D) d’indice v >1.

Infatti la condizione perchè una serie oo1 di gruppi di punti sopra 
una curva sia costituita di gruppi equivalenti (cioè sia contenuta 
in una serie lineare) si può esprimere, con Cast «-Innovo, mediante un 
criterio numerativi), ove figura il numero dei punti doppi della serie'
stessa (che deve avere il valore massimo) (3). Ora, se questo criterio
è soddisfatto dai gruppi sezioni delle C con una 1), per ragioni di 
continuità sarà anche verificato per rapporto alle altre J). e così
si viene ricondotti al terzo criterio, dato innanzi.

Aggiungiamo che il criterio d’equivalenza delle serie oo1 di gruppi 
di punti sopra una curva, che sopra abbiamo ricordato essere stato 
stabilito dal Castelnuovo, si estende pure alle superficie, come ha 
mostrato R. Torelli. Questi scrive una diseguaglianza cui soddisfa 
il numero d delle curve dotate di punto doppio, appartenenti ad una 
serie oo1; (dove compare l’invariante di Ze.uthen-Segre della super­
fìcie: cfr. cap. V); il massimo di tale numero d risponde al caso in 
cui la detta serie sia costituita di curve equivalenti (♦).

t1) Cfr. Enriqubs-Chisivi, Op. cit., Libro V, cap. 1, nota al § 10, vol. Ili, 
pag. 73 (e pag. 485).

(2) Osservazioni eco., 1. c.
(*)  Cfr. Exmques-Chisini, op. cit., Libro V, cap. IV, 42 (vol. Ili, pag. 482).
(■*)  Cfr. R. Torelli, Sui sistemi algebrici di curve appartenenti ad una su­

perficie algebrica. Atti R. Accademia delle Scienze, Torino, 1907.
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Capitolo IV.

jj. GENE«® NUMERICO E IL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH 
PER LE SUPERFICIE

1. Introduzione.

Per interniere il senso degli sviluppi Ore seguono conviene ri- 
’ chiamare i problemi che »’incontrano nella teoria delle curve, <> 
Atze trovano qui la loro naturale estensione (‘).
- Dopo avere definito le serie lineari sopra una curva e le opera­
zioni elementari che le concernono, e dopo avere riconosciuto l’in- 
fvarianza della serie canonica, si affaccia la domanda di valutare 
"quale sia la dimensione r della serie completa determinata sopra una 
SÈrva di genere p da un gruppo di n punti. La prima risposta che qui 
ip ottiene, cioè r > n — p, viene data dal calcolo della dimensione 
Ad sistema delle curve, d’ordine abbastanza elevato, aggiunte alla 
Curva piana C d’ordine e di genere p. Attesoché il sistema di 
.queste aggiunte sega sempre su C (qualunque sia s, posi­
tivo o negativo) una serie completa, e per. s abbastanza alto i punti 
doppi della 0 offrono alle curve d’ordine m — 3 + s che debbono 
contenerle

, (m — 1 )(m — 2)
(’ ------- -- 2 ------~p

condizioni lineari indipendenti, la serie di grado n ■— 2p — 2 j- sm 
segata su C da codeste aggiunte risulta di dimensione

n - p.

È chiaro quindi che una qualsiasi serie segata sopra C dalle 
fm-s+s passanti per un gruppo G di punti che imponga ad esse .con­
dizioni tutte indipendenti avrà la dimensione uguale al grado di­
minuito del genere p. Questi risultati vengono poi precàijMel 
senso che la serie canonica, di grado 2p — 2, 
A---------- (*/  -/ >
Mf £ 
K (?) Cfr, p. 68. Enbiques-Chisini, Op. cit. Libro V, voi. là { * " ' 
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aggiunte ha sèmpre la dimensione p — 1, quale risulta dal 
numero delle condizioni offerte dai punti doppi di G alle curve d’or­
dine m — 3 che debbono contenerle, queste condizioni riuscendo 
fra loro indipendenti. Infine il teorema di Riemann-Roch propria­
mente detto risponde nel modo più generale alla questione di va­
lutare la dimensione della serie completa determinata su G da un 
gruppo di n punti : designando con i ( > 0) l’indice di specialità 
del gruppo, cioè il numero dei gruppi canonici, linearmente indi­
pendenti, che lo contengono, la dimensione della detta serie risulta 
esattamente

r — n — p + i.

Ora, volendo estendere quest’ordine di problemi alle superficie, 
saremo indotti anzitutto a cercare per la superficie F d'ordine n 
dello spazio ordinario, quale sia la dimensione del sistema lineare 
segato dalle superficie aggiunte 0„_3+„, per s abbastanza aito, 
e porre in relazione il risultato ottenuto col calcolo del genere su­
perficiale di F, di cui si avrà in tal guisa un’espressione virtuale. 
Seguendo questa via saremo indotti a valutare la dimensione dei 
sistemi lineari che si presentano come aggiunti di altri sistemi, 
stabilendo così un « teorema di Riemann-Roch per i sistemi ag­
giunti », e poi ad esaminare il caso di un sistema lineare qualunque, 
che non si presenti più come aggiunto di un altro.

Per valutare la dimensione del sistema delle 0„_s+, aggiunte 
ad una superficie F, occorre richiamare le cosidette formule di po­
stulazione di Cayley (1870) e di Noether (1871), che esprimono il 
numero delle condizioni lineari indipendenti imposte da una curva 
alle superficie d’ordine abbastanza elevato che debbano passare per 
essa, una o più volte.

2. Condizioni impost® .ad una superficie dal passaggio per una curva: 
formule di postulazione.

Si consideri nello spazio ordinario una curva gobba (irriducibile) 
C di un certo ordine m, e di un certo genere p, che sia, priva di punti 
multipli; le superficie 0 di un ordine » qualunque segano sopra 
C una serie lineare grmn, di ordine mn, la cui dimensione designiamo 
con r. Se la serie è completa e non speciale si può scrivere

r = mn — p.
In tale ipotesi si trova subito la postulazione della curva G ri­

spetto alle superficie d’ordine n, cioè il numero delle condizioni 
lineari indipendenti che la G offre alle che debbono contenerle; 
infatti il numero di queste condizioni sarà

r + 1 ----- mn — p fi- 1.
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La nostra domanda riceverebbe così la più semplice risposta, 
senonehè due cause possono modificare in senso opposto il risultato 
accennato: la serie yrmn può esser,•> speciale, e quindi di dimensione 
r > mn — p, e può essere deficiente, cioè avere una dimensione mi­
sere della serie compiei ». Per effetto della prima circo,stamm la 
postulazione di per le <P può riuscire > mn — p ■ ■ 1, e per effetto 
della seconda può riuscire minore. Ma delle due cause perturbatrici 
una si eìinumi senz’altro riferendoci a superficie O d’ordine n ab­
bastanza alto; giacché basta prendere n in modo che sia

UDÌ. > 2p - 2.

Quindi si può affermare che per le superficie O di ordine n abba- 
s danza alto, la curva gobba C, d'ordine n e genere p, ha una postu­
lazione < um — p f- 1; ciò significa ehe per la (' passano almeno

(rt r-2A"±.-J' + p_i
<>

superficie 0 linearmente indipendenti.
Si può precisare il risultato ottenuto, dimostrando che per n 

abbastanza alto, n > m - 2, la detta serie gr„n risulta completa 
A tale scopo si proietti la curva C sopra un piano da un punto 
generico 0 dello spazio: si avrà così una curva d’ordine m con 

! (m— 1)1 m — 2)
d — - — p punti doppi, sopra la quale le curve ag­

giunte d’ordine > m —2 segheranno una serie completa, e non spe­
ciale. Segue di qui che i coni d’ordine m ■ 2 (o maggiore) aventi 
il vertice in 0 e contenenti le d corde di C che passano per 0, seghe­
ranno sopra C, fuori dei punti d’appoggio di tali ‘orde, una serie 
completa. A fortiori le superficie d’ordine n > m — 2 passanti 
porgli stessi punti segneranno su C fuori di questi una serie completa. 
Questa serie si amplia se si estende il sistema delle superficie anzi­
detto. riferendosi alle totalità delle superficie <Pn d’ordine n dello 
spazio. Ora, per dimostrare che queste segano su <7 una serie com­
pleta basterà riconoscere che il gruppo G dei 2d punti d’appoggio 
della C con le corde di essa per 0, offre alle O„ condizioni lineari
indipendenti, cosicché l’addizione dei punti di G condirne da una
serie (non speciale) completa di dimensione y s

, iZ \mn — 2d —p ì. ì -
ad una. serie completa di dimensione ì 1

mn—p. j i   I I
(! ì La dimostrazione che segue è di G. Castmlnuovo, Sui multipli di una serie 

lineare di gruppi di punti appartenente ad una curva algebrica. Rend. Circolo Mat. 
di Palermo, t. VII, 1893. Riprodotto in “ Memorie Scelte „ pag. SS.
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A tal uopo, riferendoci per semplicità di discorso al caso n ---- 
— m — 2, basterà costruire una superficie d'ordine m — 2 che passi 
per 2d—1 punti di G e non per il rimanente; mia tale superficie 
si otterrà sommando ad un cono d’ordine m —- 3 che passi per d — 1 
corde di G uscenti da 0, e non per la rimanente, un piano che passi 
per uno dei due punti d’appoggio della rimanente corda, e non per 
l’altro. L’esistenza del cono d’ordine m — 3 anzidetto, risulta dal 
noto teorema che i punti, doppi di una curva piana d’ordine m (pro­
iezione della 0) offrono condizioni indipendenti alle curve d’ordine 
m — 3 che debbano essere aggiunte ad essa.

Concludiamo pertanto: una curva gobba irriducibile d’ordine m 
e genere p, senza punti multipli, offre

MA — p -j- 1

condizioni lineari alle superficie d’ordine n > m — 2 che debbono 
contenerla.

Il calcolo della postulazione di una curva, che sopra abbiamo 
indicato, si estende, con lievi modificazioni, al caso di curve gobbe 
dotate di punti multipli, ed anche riducibili. Consideriamo dapprima 
il caso più importante per noi in cui si tratti di una curva C (d’or­
dine m e genere p) che sia dotata di un certo numero t di punti tripli, 
con tangenti non appartenenti allo stesso piano, e che vogliamo sup­
porre ancora irriducibile. Qui si dimostra anzitutto che i t punti­
nominati impongono 41 condizioni lineari indipendenti alle super­
ficie d’ordine n abbastanza elevato che debbano possederli come 
punti doppi, e poi che le O, passanti doppiamente per i t punti 
tripli di C, segano su C (fuori di questi) una serie completa (non 
speciale), diguisache la postulazione della curva G per le d’ordine 
n abbastanza alto risulta

4t 4- nm — 61 — p 1 = nm — 2t — p -4- 1.

La prima asserzione è evidente, poiché l’assegnazione d’un punto 
doppio di posizione assegnata porta 4 condizioni lineari a cui la 
superficie deve soddisfare; la seconda asserzione si giustifica collo 
stesso ragionamento svolto per le curve G senza punti multipli.

In modo simile si ottiene la postulazione di C nel caso in cui la 
C possegga un certo numero r di punti doppi (nodali) : qui conviene 
pure far passare anzitutto le K anche per questi r punti, ciò che 
importa r condizioni lineari e diminuisce, di 2t il numero delle in­
tersezioni colla C; cosi la postulazione della G per le S d’ordine ir­
risulta

t + nm — 21 — 2t —- p -j~ 1 — nm — 21 —- r, — p -j- 1.
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Infine vogliamo estendere questa formula al caso in cui la curva 
C si spezzi in più parti, rispettivamente d’ordine m,, -m,, .... e di 
genere plf pi, ....

Per semplicità di discorso riferiamoci al caso in cui si abbiano 
due sole componenti e Cìf le quali potranno essere connesse at­
traverso semplici incroci, cioè punti doppi della curva composta 
C — ('i -V Ct, o anche attraverso qualcuno dei punti tripli della 
C che sia doppio per una delle componenti e semplice per l’altra. 
Osserviamo anzitutto che le superficie 0, d’ordine n abbastanza 
elevato, passanti doppiamente per i punti tripli di C e semplice- 
mente per i suoi punti doppi segheranno serie complete (non spe­
ciali) tanto su Ci che su C3; invero si lascino cadere per le 0 le condi­
zioni relative al passaggio per i punti doppi o tripli di C2; le 0 così 
ottenute segheranno su una serie completa; ma si può sempre 
supporre che per un gruppo di questa serie passi un sistema così 
ampio di superficie 0 che si possa sempre soddisfare alle condizioni 
omesse e trovare quindi una 0 che passi per quel gruppo. Diciamo 
di più: non solo le serie segate dalle 0 sopra C1 e Ct sono ciascuna 
completa per proprio conto, ma anche la serie che si ha sulla curva 
spezzata riesce completa, potendosi associare ad un gruppo qualunque 
della serie data su (\ un gruppo su Ct; in altre parole quando si 
considerano le 0 passanti per un gruppo della serie su Ct e per.un 
altro gruppo associato della serie sopra Ct, presi l’uno e l’altro in 
modo arbitrario, non accade che queste 0 debbano contenere di 
conseguenza l’una o l’altra delle due curve. Per vederlo, collo stesso 
procedimento usato nel caso della C irriducibile, possiamo riportarci 
al piano, invocando la proposizione che « sopra una curva piana 
riducibile le curve aggiunte d’ordine assai elevato segano sempre 
una serie completa ».

Abbiamo così stabilito che per le superficie 0 d’ordine abbastanza 
elevato, passanti come si è detto per i punti di connessione delle 
componenti di <7, la postulazione della curva G è uguale alla somma 
delle postulazioni delle sue componenti. Resta soltanto da valutare 
queste postulazioni. A tal uopo indichiamo con m, ed mt gli ordini 
e con Pi e p-2 i generi delle dette componenti. Se si prescinde dai punti 
fissi assegnati alle 0. gli ordini delle due serie segate su Gt e su Cs 
sarebbero rispettivamente nm-i ed nm2 e le dimensioni nmt — P, ed 
nmt — p-2- Ma un punto doppio della C = C, + C« diminuisce di 1 
la dimensione del sistema delle 0 e diminuisce complessivamente 
di 2 la, somma degli ordini delle due serie segate su <7, e su Ci, tanto 
se questo punto è un punto doppio per una delle componenti irri­
ducibili di C, quanto se è un punto semplice comune ad entrambe. 
Similmente un punto triplo della curva composta C, dovendo essere
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doppio per le 0, diminuisce di 4 la dimensione del sistema delle 0. 
e diminuisce complessivamente di 6 la somma degli ordini delle 
serie da esso segate su e su <’2, tanto se è un punto doppio per una 
e semplice per l’altra, quanto se è un punto triplo per una di esse. 
Insomnia si riconosce in tal guisa che i t punti tripli della curva 
C ed i t punti doppi di essa, hanno la stessa influenza che nel caso 
della curva C irriducibile. Quindi la postulazione della G verrà 
espressa dalla stessa formula scritta innanzi, in cui intervengono i 
t punti tripli della G e i suoi r punti doppi, dove si facciano le modi­
ficazioni che qui indichiamo. Al posto della serie d'ordine .r — mn - 
— 61— 2t segata dalle <t> sulla curva irriducibile G, si dovranno 
considerare le due serie segate sopra (,\ e G2, di cui designiamo 
gli ordini con e .r«: e, al posto della dimensione oc — p di quella 
serie, si avrà la somma delle dimensioni delle duo serio date su 
C,. e C2, cioè „  i•'i — Pi ~r ”<2 Pa •
Ma, mentre nel caso precedente la postulazione di C veniva data 
da x —p + 1, ora questa postulazione si otterrà sommando le 
postulazioni di (\ e C2 e sarà quindi

sci — Pi + 1 + — pi 4-1 .r — (pi 4- pi) 4- 2.

In conclusione la postulazione della curva C — (\ -j- C2, pei­
le superficie d’ordine n abbastanza elevato, verrà espressa da

mn — 2t — t — (Pi 4- pi) + 2.

(Questa formula si riconduce a quella che abbiamo scritto pei­
le C irriducibili se, al posto dei generi px e p2 delle componenti Ct 
<- di s'introduca il genere p della curva composta, calcolato, 
secondo Noether, nell'ipotesi che le componenti non abbiano punti 
di connessione (l): „  „ , « <P -- Pi I Pi L-

Enunciamo il risultato generale a cui si perviene nel caso di 
una aurea d’ordine m composta di h curve irriducibili di generi p,, 
p2, .... ph, la quale sia dotata di t punti tripli (a tangenti generiche) 
e di t punti doppi-, la postulazione delia mirra per le superficie d'ordine 
■n abbastanza elevato è

n m — 21 — t — p 4" 1 
dorè

P ' Pi + pa 4~ •••• 4” Ph — h 4- I

designa il genere della curva composta nell’ipotesi che le sue parti 
non siano fra loro connesse.

(l) Invece questi punti sono stati tolti imponendoli come punti base alle 0.
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3. Dimensione dei sistemi di superficie aggiunte ad una data.

■Riferiamoci ad una superficie F di mi certo ordine », apparte­
nente allo spazio ordinario, e dotata di singolarità normali: curva 
doppia nodale con punti tripli a tangenti non complanari e, se si 
vuole, anche doppi ('). Valutiamo il numero Xm delle superficie 
linearmente indipendenti aggi mit e ad di un ordire >» »
— 4 4- s abbastanza elevato. .Designando ancora queste superficie 
con <b„, e indicando con d bordine della curva doppia di F, con g 
il suo genere, con t il numero dei punti tripli e con r il numero dei 
punti doppi, avremo che il numero N„ delie <P,„ sarà

A ... = I ) — (dm — 21 — t — p - 1 ) ;

quindi la differenza Xm — .V„, , sarà data da

11 significato di questa relazione è che le superficie aggiunte <Pm 
A'un ordine abbastanza elevato segano sopra un piano il sistema linea­
re completo delle curi» aggiunte ... .„ alla ; ione di !■’.

Infatti si può dedurre la dimensione .V- i del sistema 
dalla dimensione Nm - - l. del sistema delle <P,.., staccando da queste 
un piano: e lo stuccamento del piano importa precisamente r + 1 
condizioni lineari quando sia r Li dimensione dei sistema segato dalle 
0r„. In questo caso dunque si trova.

r-n (”’ +-) _rf,
m(m — 3) 

r ' 2 ' -

che è la dimensione del sistema completo delle <pm aggiunte alla 
sezione piana di F.

Nel seguilo diremo che il .numero Nn definito dalla formula scrii fa 
innanzi esprime in ogni caso il numero rirtuuh delle superficie </>„, 
aggiunte ad F: sappiamo che per m abbastanza alto il numero vir­
tuale è uguale al numero effettivo delle 0m, invece per i valori più 
bassi di m ci potrà essere una differenza. Tuilavia è importante 
osservare che: per m > n 1 il numero effettivo delle superficie 
aggiunte ad F è sempre > _V„,.

(l) A priori si può supporre che la data superfìcie F possegga una curva doppia 
irriducibile priva d’incroci: x = 0 (Cfr. Introduzione, eoe,, § a). Tuttavia può essere 
utile sviluppare le formule aneli© nel caso x > 0.
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Per dimostrarlo, partiamo da mi valore dell’ordine m tale che il 
numero effettivo delle 0,„ sia uguale al numero virtuale N,„, e che
Aia in > n — 3.

Dal numero delle </>,„ aggiunte ad F si deduce il numero delle 
sottraendo la dimensione r del sistema segato dalle 0„, sopra 

un piano, aumentata di un'unità. Se questo sistema è il sistema com­
pleto delle <p,„ aggiunte alla sezione piana, il numero effettivo delle. 
0„,_ 1 risulta ancora uguale al numero virtuale; se, invece c’è una 
differenza, bisogna dunque che il sistema delle <pm sezioni delle <J>n 
sopra un piano non sia completo, e allora

m(m -I- 3)r <  «,

e quindi il numero effettivo delle G„,_> riesce maggiore di Nm^. H 
Questo ragionamento si può applicare finché sia m n — .3, perchè K 
in questa ipotesi il sistema completo delle curve aggiunte alla se­
zione piana di F. d’ordine n, è regolare, cioè ha la dimensione u. 

) — (i e non maggiore, i punti doppi della, curva sezione U 

di F imponendo condizioni indipendenti alle curve </,, che debbono . 
passare per essi. Invece se si prende m - n — 4 iì sistema, deile ; 
<p,,_4 aggiunte alla sezione di F riesce sovrabbondante e così il ra- A 
gionamento precedente non è più applicabile.

Chiameremo genere numerico o aritmetico pa, della superfìcie I 
F, il numero virtuale delle curve canoniche linearmente indipendenti, H 
ossia il numero ATB_4 delle superficie aggiunte il genere super- H 
fidalo della stessa F che abbiano definito nel precedente capitolo, D 
verrà distinto, ove occorra, dal genere numerico designandolo come H 
generi: geomètrico-, p.,.

Per quanto abbiamo visto sopra si può affermare che: il genere \ 
numerico della superficie F è in ogni caso minore o uguale del genere M 
geometrico:

Pa < Po-

Rileveremo fra poco l’invarianza del genere numerico rispetto H 
a trasformazioni birazionali della superficie F. Intanto scriviamo W 
iì. valore di questo carattere per mezzo delle formule di postulazione H 
sopra, stabilite:

pa — 3 1 ) — (n — i)d + 2t + T + Q — 1.

Per conseguenza il numero delle superfìcie 0„_4+, aggiunte ad 
F. che sono linearmente indipendenti, si potrà esprimere come
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segue :
V„-4-. = (W O ' ') ■ ■ '»■ — 4 — 6')d -- 2t - T r- 0

Quindi ii sistema lineari' costituito dalle intersezioni (li queste aggiunte 0„_i ■ eon F avrà in generale la dimensione;

■ S, -- ! .
es- -mio i i ielle si animila per * - - 1. 2, 3) il ninnerò delà' > ! - 
perlioio linearmente indipendenti d'ordine s— 4(>0), ossia la di­
mensione del sistema delle superficie 0„_4+F che passano per una 
medesima intersezione con la superficie /' d’ordine n. La dimensione, 
del sis!pina delie sezioni 'lede . clic sopri! abbiamo scritta, 
si lascia esprimere in una torma molto semplice, introducendo il 
genere n, delle curve segate su F dalle superficie d’ordine s. Calco­
liamo anzitutto questo n, per mozzo del genero n (■■■ rr.) delle se­zioni piano di s: avremo

e. sostituendo por tt, il suo sudore

1 — sä .

Ms si ha
s{>i l)(n ■ - -ì s(« -- 1 ) 

' o -, “-HI -

(n — 1 — s\ (n — 1 ; is — 1.
*_> ' •• •> ! ' \ > •' «o ' ó >)

quindi

Concludiamo die il sistema lineari negato sopra F dalle x»p?r- 
ficii <p„ _;,s (lordine n — I x che è il sixteaut aggiunto a g nello
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J O I segato dalle superficie d’ordine s, per s abbastanza alto, ha lai 
dimensione

P ■ TO ’ ■

avendo designato con cr, il genere di j (7, |, »-pio del sistema- delie 
sezioni piane.

4. I! genere numerico.

Riferiamoci sempre ad una superficie F dello spazio ordinario,;; 
avente un certo ordine n e singolarità normali. Ci proponiamo di 
valutare la dimensione del sistema | C' | aggiunto ad un sistema 
lineare irriducibile |C|, appartenente alla F. Ricordiamo anzitutto 
che le curve aggiunte C segano sopra una C gruppi canonici; stac­
cando la 0 da |C'| si ha il sistema canonico IK\ di dimensione! 
p, — 1, quindi, per il gruppo canonico d'intersezione di una 0" 
con una (!, dovranno passare co'- curve (". Segue di qui che la di­
mensione del sistema \(P| è data in ogni caso da.

r — p„ + n — 1 — <5(C)

dove <5{C) designa la deficienza della serie segai a dalle (" su una 
C: si ha in particolare ò(C) 0 e

r = p., r re ■■ 1

se I G-1 sega sopra la C la serie completa A^,.
A priori la deficienza ò(C) dipende dalla scelta del sistema ( | ; 

ma possiamo riconoscere una disuguaglianza fondamentale a cui 
dà luogo la considerazione della somma di due sistemi lineari irri­
ducibili (oo* 1 almeno) ('), |Cj e \L\.

P) Se si tratta di due fasci è inteso che siano distinti sicché |C -j- £ | risulti >i 
pure irriducibile.

I

Si ha infatti
<5(C) < ô!C -j- L),

Supporremo per semplicità che i sistemi |C j ed |L\ siano privi 
dì punti base sopra la superficie F. Partiamo dalla relazione fonda- ■ 
mentale

Ki TO O)'| = \L+ C'I - \L'+ CI.

In base a questa relazione il sistema | C'\ si otterrà da ) (L C)' |. 
staccando la curva L, e ciò importa un numero di condizioni lineari^ 
che è dato dalla dimensione della serie segata dal j(Z C)'\ su 
L, aumentata di una unità.
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Ora la. serie indicata su L è la somma delle serie canonica (LL') 
<_> dalla serie segata da |(’|, la (piale è certamente d’ordine maggiore 
di zero, essendo i sistemi | CI ed ! L \ ambedue di dimensione mag­
giore o ugnale a uno.

Ciò posto, designiamo con n il genere di | O|, con q il genere 
di \L\, e con i il numero delle intersezioni (LC). Allora il genere 
di ! L + C\, sarà

7r' --- et o 4~ i — 1,

e quindi la dimensione di | (L 4- C)' \ sarà
p,j + et' — 1 — d(L -f- (?) — p„ + n 4*  o -j- i — 2 — ò(L -4 C).
Invece la dimensione di \C' i vale

p, 4-71 — 1 — ò(C).

La differenza fra le due dimensioni è indicata, come si è detto, 
dalla, dimensione della serie non speciale g segnata da | (L 4*  C)'\ 
su \L\, accresciuta di un’unità. Se la serie g è completa e quindi 
di dimensione

2q — 2 4- i — Q — o 4“ i — 2, 
ri su 1 ta s en z ’altro

0(C) --- Ò(L + 6);

se invece la g è deficiente, la deficienza di essa esprime la diffe­
renza ò(L -j- C) — ò(C). In ogni caso si ha:

ò(C) < Ò(L + C).

Il ragionamento sussiste ancora nel caso in cui i due sistemi 
CI ed IL j abbiano dei punti base sopra V. I punti base comuni 

ai due sistemi, o i punti base di |(?[ che non appartengono ad \L\, 
non hanno a priori alcuna influenza. Se c’è un punto base di \L | 
che non appartenga a I C | e perciò, almeno virtualmente, neppure 
a ]C"|, l’intorno del punto (considerato come curva infinitesima) 
andrebbe sommato a \C'\, ciò che non ne accresce la dimensione; 
cosi la conclusione precedente s’estende anche a questo caso.

Osserviamo di più che l’ipotesi fatta su \L\ di appartenere ad 
un sistema irriducibile oo1 almeno, contiene più del necessario: 
in realtà la L potrà essere anche una curva isolata e composta di 
più parti Li, L*,  ..., purché nessuna di queste sia fondamentale per 
il sistema |C\ è semprechè sommando a \C\ le Ly, Z2, .... successi­
vamente si ottengano sistemi lineari irriducibili di dimensione su­
periore. Infatti si potrà staccare la L da \(L 4- C)'\ staccando suc­
cessivamente le sue parti L3... , e se queste non sono fonda­
mentali per I C \, le serie segate su di esse, di cui ci occorre la di­
mensione, saranno sempre non speciali, contenendo in se la serie 
canonica.
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Ora ricordiamo che si è calcolato la dimensione del sistema 
segato sopra F dalle superficie aggiunte per s abbastanza elevato;/ 
questo sistema, che è raggiunto del sistema s-plo delle sezioni piane, 
converrà qui designare con \L„\- Indicando con n, il genere di | Ls| 
si è trovato che la dimensione del sistema \L'S\ vale

Pa + *s — !..

D’altra parte essa si esprime in funzione del genere geometrico- 
ps e della deficienza della serie- segata da |L's\ su L,f valendo

•prl + -V- — 1.. <5(A) j

Di qui si deduce che
ò(Ls) = p„ — pa,

essendo », come si è detto, un numero abbastanza elevato.
Ciò posto si consideri su F un qualunque sistema, irriducibile, ; 

co’ almeno, | C \, di un certo genere 7r, che supporremo al solito privo 
di punti base. È chiaro che per « abbastanza elevato vi sono super- ? 
ficie d’ordine 3 passanti per una C, e quindi (Cj è contenuto in \L,\, 
che anzi si presenta come la somma di | C | e di un altro sistema irri-/ 
ducibile \ M\ ---- |L, — C|.

Pertanto se ne deduce- che

0(C) < Ò(L,).

Questa conclusione si estende facilmente al caso in cui | C j ; 
sia dotato di punti base, con certe molteplicità 7,, iz, .... Infatti, 
riferendoci ad un valore di s abbastanza alto, si potrà sempre im­
porre al sistema /,. : di possedere gii stessi punti base di ! con 
le si esse moltepli'-ilà. costruendo così un sistema. !,,, che con­
tenga jC’;, e tale anzi che il residuo M. j --- \LS C sia un sistema 
iìì-vhiv irriducibiic. Ora è levilo supporre che i punti base di \L,\ 

impongano ■■■■ condizioni lineari indipendenti alle curve ag­
giunte 17, che debbano passare per un punto / pio con la moltepli­
cità 7  i. Avremo così un sistema lineare /■ con gli stessi punti 

di - ( '. per < ni risulta ancora

<5(L,) p, -- pa .

15 si dedurrà come innanzi
ò(C) < ò(7, ) .

In lai guisa abbiamo diino.M :■<:to che : sopra In superficie F Jet . 
deficienza (Iella scrii (canonie:;) H s intima aggi a alo e<l un. sisicma 
lineare irriducibile \ C\ sega sopra una C generica ha un calore massimo, 



IL GENERE NT MERICO E 1 J, TEOREMA IH RIE MANX-KOCH, ECO. HZ

costituisce' un carattere intrinseco della superficie e che eguaglia 
la differenza pa pn fra il genere geometrico e il genere numerico 
di essa. Questo massimo è raggiunto per una classe di sistemi lineari 
appartenenti ad che comprende in ogni caso i sistem i abbastanza 
grandi, cioè tali che contengano in sè un multiplo d’ordine assai 
, ■.alo d'un altro sistema irrid m-iblle. Anzi questa classe è definita 
i.. guisa che ogni sistema lineare irriducibile maggiore, di un altro 
<ii essa (cioè che lo contenga parzialmente) appartiene alla classi­
medesima ».

A priori potrà aversi soltanto una seconda classe ristretta di 
sistemi lineari •<?■, per cui la deficienza della serie (canonica) se­

mi su (’ da t resti inferiore al massimo.
Da quel che si è detto risulta che il genou numerico p„ di una 

superficie, definito direttamente dalle formule di postulazione 
(sulla superficie data o su una trasformata con singolarità normali) 
costituisce un carattere invariante per trasformazioni arazionali 
• Iella superficie stessa, non soltanto nel caso in cui si abbia pa

! anche quando sia p„ < p„.
Converrà tuttavia distinguere i due casi designando come su­

perficie regolari quelle per cui pa — p„, ed irregolari (di irregolarità 
Po —Pa) quelle per cui pa < p.,.

Per le une e per le altre superfìcie il risultato ottenuto contiene 
! estensione (dalle serie sopra ima. curva ai sistemi sopra una super­
ficie) del teorema -li Riemann-Roch, per ora limitatamente ai si­
stemi lineari (" che sono aggiunti ad altri sistemi irriducibili

(di genere n. e grado n). La dimensione di i/"|, o almeno un 
limite inferiore di essa, viene, calcolata per mezzo del genere di 

C dalla formula :
r‘ > p : ■ cr - 1.

Ma è. facile esprimere la- stessa r’ pei carati eri. genere n’ e grado 
n\ del sistema j C -. Infatti — designando con -/-<»> il genere lineare 
(relativo) della superficie F, e supponendo, per semplicità, di di­
scorso, che |Cj e \C'\ — \C + K\ siano privi di punti base su F 
si avrà

n‘ s= a: -j~ pt0 2ti 2 — M —-1 ~ 3ti “—3 — n 4- pW
n' — n H- (pd> — 1) 4% — 4 — 2n — à —3 — n -j- pll>, 

e quindi
5T — 1 = n’ — n' + 1.

Così la dimensione del sistema | C [ sarà

r' >pa+ n’ —7t' + 1, 
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e similmente, se j C | stesso sia l’aggiunto di un altro sistema irri­
ducibile, la- sua dimensione varrà

r >Pa + n — a + I.
Vedremo più avanti come questa diseguaglianza fondamentale,. 

che costituisce il teorema di Riemann-Roch per i sistemi lineari ag­
giunti, si estenda, con una piccola modificazione, a tutti i sistemi 
lineari appartenenti ad una superficie di genere numerico p a. Quindi 
diremo regolare ogni sistema lineare completo non speciale la cui 
dimensione sia espressa dall’eguaglianza precedente, e sovrabbon­
dante un sistema per cui valga propriamente la diseguaglianza.

5. Complementi.

Negli sviluppi che precedono ci siamo riferiti ad una superficie 
F dello spazio ordinario, dotata di singolarità normali: in questa 
ipotesi abbiamo determinato la postulazione delle superficie aggiunte 
che sono soggette a passare semplicemente per la curva doppia di 
F. Ma non vi è alcuna difficoltà ad estendere le nostre considera­
zioni, contemplando anche superficie con singolarità più elevate. 
Se si vuol seguire la via indicata nei precedenti paragrafi, si sarà 
condotti anzitutto ad estendere le formule di postulazione, deter­
minando (con Noether) il numero delle condizioni che una curva, 
d’ordine m e genere p, impone alle superficie d’ordine n abbastanza 
alto che debbano contenerla come s-pla, che è ('):

s(L+ 1) [(3n _ 48 + 4)m _ + 1 )(p - 1)]. (2)

E similmente si dovrà valutare il numero delle condizioni im­
poste alle superficie d’un dato ordine dal possesso di un punto mul­
tiplo isolato, che per un punto «-pio è

Ma, col complicarsi delle singolarità, di F, il calcolo della, po­
stulazione da cui dipende la dimensione dei sistemi di superficie 
aggiunte, diventa più difficile, siccome appare già da ciò che ab­
biamo detto in ordine alla influenza virtuale sul genere dei punti 
multipli propri di F. Giova perciò designare una via più rapida, in­
dipendente dalla natura delle singolarità della superficie F. Indi-

Pi Cfr. anche L. Campbdelli, Sulla postulazione di ■una curva i-pla. (Rend.
Circolo Matematico di Palermo, to. 55, 1931).

(2) Da modificare per la presenza di punti multipli della curva. 



IL GENERE NUMERICO E IL TEOREMA DI RIEM ANN-ROCH, ECO. 115

cheremo in ogni caso con n l’ordine di F, con n il genere delle sue 
sezioni piane, con n, e a, i caratteri del sistema s-plo, segato su 
F dalle superficie d’ordine s.

Osserviamo anzitutto che, supponendosi determinato il genere 
numerico p„ (in rapporto ad una trasformata di F con. singolarità 
normali), conosciamo a priori la dimensione dei sistemi di super­
ficie aggiunte ad F, e possiamo affermare che le superficie aggiunte 

per ss abbastanza grande, segano su F un sistema lineare 
completo di dimensione

p a 31 s — 1-,

che a sua volta sega una serie completa d’ordine — 2 -j- sn sulla- 
sezione piana C di F. Perciò le 3+, segano su ogni piano il sistema 
completo delle curve d’ordine n — 3 + s aggiunte alla sezione piana C.

Ciò posto si vede che le dimensioni dei sistemi lineari delle super­
ficie 0„_3+s aggiunte ad F, per s abbastanza grande, formano una pro­
gressione aritmetica del terzo ordine che ha per ragione

Questa progressione, prolungata per i valori più piccoli di s, 
vale a definire in ogni caso l’espressione virtuale del numero delle 
superficie aggiunte di dato ordine linearmente indipendenti, e in 
particolare il genere numerico pa.

In questo senso si può dire che la progressione aritmetica an­
zidetto, che è d’altronde una conseguenza delle formule di postu­
lazione, tiene luogo della conoscenza effettiva di queste formule (').

Riprendiamo a considerare i sistemi delle superfìcie 0„_3+s ag­
giunte alia F.

Indichiamo con h > 0 il più piccolo numero tale che per s > h 
codesti sistemi seghino su un piano la totalità delle curve aggiunte 
dello stesso ordine; vuol dire che, se non è- h = 0, il sistema delle 
$h-3+A-i (che è d’ordine maggiore od uguale ad n — 3) segherà 
su un piano un sistema di curve aggiunte non completo, con la de-

p) Indipendentemente dalla circostanza che il gruppo base assegnato alle 
0 sia costituito dalle singolarità di una superficie jP rispetto a cui le 0 debbono 
essere aggiunte, si può dimostrare che i numeri esprimenti la dimensione del siste­
ma della superficie <P d’ordine abbastanza alto costrette a passare con certe molte­
plicità per i punti e per le curve di un gruppo base assegnato, danno luogo sempre 
ad analoga progressione aritmetica del terzo ordine, la cui conoscenza vale, in molti 
casi, a supplire la conoscenza effettiva delle formule di postulazione. Cfr. G. Ca- 
stbwtovo, Alcuni risultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una super­
ficie algebrica. Mein. Soc. It. delle scienze (detta dei XL), serie III, t. 10, 1896. 
Riportato nelle “ Memorie scelte „ pag. 335.
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ficienza d»_t> 0. Per s < h — 1 i sistemi delle <P„_s+s (s = 0, 1, .... 
h — 2) segheranno sullo stesso piano sistemi di curve aggiunte, 
completi o no, che a priori potranno supporsi avere le deficienze

do > 0 , <5i > 0 , .... , (V2 > 0 .

Ora abbiamo visto che, in corrispondenza alla deficienza <5A_1( 
e in confronto della sua espressione virtuale, cresce appunto di 
dft-i la dimensione del sistema delle superficie aggiunte d’ordine 
n — 3 4- h — 2 e quella del sistema delle curve da esse segato 
su F, che varrà

P« -j- h_2 — 1 4~ <5a~i

Similmente se <5„_2 > 0 crescerà, in senso analogo,, di K»_, la 
dimensione del sistema segato dalle che varrà

Pa + Jï»-s + 2 + <5Ä_1 .
Infine la dimensione del sistema canonico, segato dalle 

risulterà
Ps — 1 — Pa — 1 + + Ó, + .... + <5*-i.

Cioè l’irregolarità p„ — pa delia superficie eguaglia la somma delle 
deficienze dei sistemi di curve segati sopra un piano dalle superficie 
aggiunte ad F, d’ordine

n — 3 + s per s — 1, 2, ....

Possiamo precisare alquanto gli enunciati che precedono, di­
mostrando anzitutto che se le superficie aggiunte di un ordine 
maggiore od uguale ad n — 2 segano sopra un piano il sistema com­
pleto delle curve aggiunte dello stesso ordine, lo stesso accade per tutti 
i sistemi lineari, di superficie aggiunte, d’ordine superiore. (Si dirà 
poi come l’enunciato si estenda per s ----- 0. cioè al caso in cui le su­
perficie aggiunte d’ordine n — 3 segano su un piano il sistema com­
pleto delle aggiunte di quest’ordine).

Per dimostrare il teorema enunciato, potremo passare dai si­
stemi delle superficie A ai sistemi di curve da essi segati sopra F, 
e quindi alle serie che questi sistemi segano sopra mia sezione piana 
C di F. E basterà stabilire che: « se le curve del sistema \sC 4- C'\, 
per s 1> 1, segano su 0 la serie completa, anche la serie segata su 
C dalle curve di | (s + 1)0 + C'\ è certo completa ».

Supporremo dapprima che sia s > 1 e — per semplicità di di­
scorso —- facciamo s = 2. L’ipotesi è dunque che le curve di 
|2C -|- O'|, sezioni delle <Pn_x aggiunte, seghino su C la serie com­
pleta g d’ordine — 2 4~ 2». determinata dalle curve aggiunte 
(pn-x. Ed evidentemente basta mostrare che la somma minima di 
questa g e della serie segata dalle rette è necessariamente completa.
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Si tratta insomma di stabilire (con Castelkuovo) il seguente : 
Lemma sulla integrità della somma di due serie appartenenti ad 

una eurra.
Sopra ima curva di genere ~i si sommi ad una serie completa e 

non speciale gm di un certo ordine m una serie oo1 almeno g„ senza 
punti fissi, che sia contenuta in g„ e dia come residua rispetto a questa 
una serie non speciale.; la somma minima di gm e ga è necessariamente 
completa.

Infatti si sommino alla g„che è di dimensione m —n due gruppi 
G e G' della g„, da ritenere come fissi : si avranno cosi due serie li­
neari d’ordine n -f- m e di dimensione m —®, che hanno a comune 
la serie formata da 2n punti (issi costituenti il gruppo G -j- G' e 
dai gruppi della \gm - gn\ che è una serie d’ordine ni — n, supposta 
non speciale, e perciò di dimensione

tu — n — 71.

Pertanto le nostre due serie, che hanno come fissi i gruppi G 
e G', saranno contenute in una serie di dimensione minima

m -j- n — ir
che risulta dunque completa, «. d. d.

Questo lemma si applica immediatamente al caso h > 2. Ma, 
con lieve modificazione, il ragionamento si estende al caso h = .1 
(non -però ad h = 0). Si tratta di provare che sommando alla serie 
gta-H-n segata su C dalle curve aggiunte la serie segata dalle 
rette, si ottiene sempre, come somma minima, la serie completa 
segata dalle

Infatti si sommino alla ÿ2-_2+„ due gruppi fissi G e G' segati 
da due rette a e a’ del piano ; si avranno due serie lineari di dimen­
sione ti — 2-f- n, che hanno a comune la canonica (non già 
di dimensione n - 2, ma di dimensione n — 1): la somma minima 
delle due serie coi due gruppi fissi G e G' è ora una serie d’ordine 
2n — 2 4- 2n e di dimensione n — 2 4~ n --1 anziché n — 2 4~ ». 
Questa serie, non completa, viene segata su C dal sistema di tutte 
le che passano per il punto comune alle rette a e a'. Ora il mi­
nimo sistema lineare contenente entro di sè due sistemi di <p„_x con 
un punto base diverso è il sistema completo di tutte le Risulta 
pertanto che la somma minima della serie e della serie se­
gata dalle rette del piano riesce necessariamente la serie completa 
segnata dalle <pn_x.

h° Nota sulle condizioni di regolarità di ima superficie.

Abbiamo veduto che, data una superficie F d’ordine n dello spazio 
ordinario, che per semplicità vogliamo supporre dotata di singolarità 
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normali, se le 0-„_a aggiunte a questa, d’ordine n — 2, segano su 
un piano il sistema completo delle curve aggiunte alla sezione di F, 
lo stesso accade per le superficie 0n_2+r aggiunte d’ordine > n — 2 ; 
in questo caso dunque la irregolarità p, — pa della superficie è 
uguale alla deficienza della serie (canonica) segata sulle sezioni 
piane 0 di F dalle In particolare, se le 0„_8 segano sulle dette 
C la serie canonica completa, l’irregolarità p„—pa = 0, ossia la 
superficie F tz regolare.

Ma il criterio di regolarità, così stabilito da Enriques, può ri­
dursi ad altro più semplice.

La superficie F, d’ordine n dello spazio ordinario è regolare (p„ — p„) 
se le superficie 0B_a d’ordine n — 3, aggiunte ad essa, segano su una 
sezione piana la serie canonica completa.

Daremo un rapido cenno della dimostrazione che Castelnuovo f1) 
ha recato di questo teorema. Conviene anzitutto stabilire il

Lemma. - Se un gruppo di m < n punti della nostra superficie F 
scelti fra gli n punti segali da una retta a, appartiene ad una serie spe­
ciale g*  , di dimensione h > 1, sopra una sezione piana C per a, lo 
stesso accade per ogni altra sezione di F con un qualsiasi piano per a.

È una conseguenza immediata dell’ipotesi che le 0„_3 seghino 
sulle sezioni piane C di F la serie canonica completa. Infatti, per il 
teorema di Biemann -Roch, un gruppo della detta ghm su C offre 
precisamente m — h condizioni ai gruppi canonici di C, ovvero 
anche alle C', che debbono contenerlo: ma il numero di tali condi­
zioni è indipendente dalla scelta di una particolare C del- fascio 
segato su F dai piani per a.

Sulla base del lemma anzidetto siamo in grado di riconoscere 
che « se le segano la serie canonica completa sulle sezioni piane 
C di /, la serie caratteristica del sistema completo | CI riesce com­
pleta ».

Sappiamo che il sistema .„completo \C\ si può costruire su F 
mercè il sistema lineare di tutte le aggiunte che passano per 
la sezione. C" di una (teorema del resto). Basterà quindi mostrare
che codeste 0„_a per una C' segano sopra un piano la serie completa 
delle curve ç>„_a d’ordine n — 2 aggiunte alla sezione di F.

A tal uopo si cerchi di costruire una superficie aggiunta 
ad F, come luogo di una curva ç>„_a dello stesso ordine n—2 aggiunta 
alla sezione C di un piano a variabile in un fascio, che abbia per 
asse una retta generica dello spazio, a, non incidente a C'. Alla ç>.„_2 
s’imporrà :

(1) Alcune proprietà fonda ineritali dei. sistemi lineari di curve tracciati sopra una 
superfìcie algebrica. Annali di Mat., serie II, t. 25 (1897). Cfr. Memorie scelte. XXIII.
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1) di passare per i ‘in — 2 punti di un gruppo canonico, se 
Lione di 6”;

2) di passare per s — 1 punti, A1} Alr .... A,_x, scelti fra gli n 
punti comuni a Ce alla retta a, designando s la dimensione della 
serie caratteristica di C resa completa, cioè la dimensione della serie 
■completa cui appartiene la gn segata sulla G dalle rette del piano a;

3) e infine di toccare un piano y, passante per un punto A , 
di codesto gruppo di s — 1 punti e non contenente a.

Le condizioni 1) e 2) determinano, in un piano generico per a, 
un fascio di curve ç>o_s, cui appartiene la curva compósta della 
retta a e della 3 passante per il gruppo canonico di G sezione- 
di C". Aggiungendo la condizione 3) resta determinata nel piano 
■una curva <pn_2; e, al variare di questo piano, la così costruita 
descriverà una superfìcie 0n_s+A, aggiunta ad F che a priori potrà 
essere d’un ordine n — 2 + h > n --2, passando Ä (> 0) volte per 
la retta a. Per il nostro scopo occorre dimostrare che deve essere 
h = 0. Si supporrà dunque h > 0 e si ridurrà all’assurdo questa 
ipotesi.

A tal uopo si osservi che, essendo h > 0, si avranno, in un punto 
As di a, h piani tangenti alla uno qualunque dei quali 'a se­
gherà questa superficie secondo una curva composta della retta a con­
tata Ä volte e di una <pn~2 passante per gli s punti A1A2....A,...1 A,. Ora 
si può porre A, in una delle » —(s—l) intersezioni della superficie 
F o della curva G sezione di « con a, fuori di AiAt.... A,_x: siccome 
la <p„_s sezione di a non passa per Ax (essendo a non incidente a C), 
bisogna che il gruppo di punti A.lAi.... As appartenga, non già ad una, 
ma ad un fascio di curve aggiunte alla sezione C di F con et, 
e quindi che codesto gruppo appartenga ad una g} speciale, di di­
mensione (almeno) eguale ad 1. Ma questo non può accadere sopra 
un particolare piano « per a, senza che accada per tutti i piani a. 
Pertanto si deduce che h — 0, e così riusciamo a costruire una su­
perficie 0„_2 aggiunta ad F che soddisfi alle condizioni di:

1) passare per una curva C sezione di / con una aggiunta <P„_, ;
2) passare per s - 1 fra gli n punti intersezioni di F con 

una retta a;
3) toccare un piano y per uno di questi punti.

Variando i punti che figurano nella condizione 2) si possono otte­
nere oos+1 0„_2 per C, le quali segano, su un piano generico a, oo*  
curve tpn-i, cioè la totalità delle curve aggiunte <p„_2 passanti per il 
gruppo canonico öä._2 sezione di C. Ciò significa che le per C 
segano su F un sistema lineare \C\ di dimensione s -s- 1, che ha 
la serie caratteristica completa, c. d. d.

Per stabilire il teorema di Castelnuovo basta ormai rilevare che: 
« sopra una curva G di genere n(> 0) la somma minima della serie 
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canonica g*-± t e d’un’altra serie compieta g‘, priva di punti fissi 
e non composta con una involuzione, è sempre completa ».

Ciò risulta dall’osservare che un gruppo Gn della seconda serie 
presenta s condizioni indipendenti ad un gruppo della stessa g*  
che debba contenerlo e n — s condizioni ad un gruppo della serie 
canonica, quindi (*)  almeno

- s -f- n — 8 — 1 — n — 1 
condizioni ad un gruppo della serie somma minima 4-
~r gsn\ perciò la dimensione di questa supera di (almeno) n— 1 
la dimensione della serie canonica, e vale dunque

(n — 1) 4- n ~~ 1 — n n — 2:
vuol dire che la serie minima g’~^ -j- g„ ha la dimensione della serie 
completa , ossia coincide con questa.

Nota. - Il teorema di Castelnuovo che esprime le condizioni di 
regolarità della superficie, in relazione al sistema ] CI delle sue sezioni 
piane, si estende facilmente ai sistemi lineari irriducibili | C j anche 
non semplici, come l’autore stesso ha avvertito. Avremo dunque:

La condizione necessaria e sufficiente perchè una superficie sia re­
golare (pa — ps) è che il sistema \C'\ aggiunto ad un sistema lineare 
irriducibile \C\, di genere n > 0, oo8 almeno, seghi sulla C generica 
la serie canonica completa-, cioè che sia di dimensione p, q- n — 1.

Ogni sistema lineare irriducibile completo appartenente ad- una su­
perficie regolare ha la serie caratteristica completa.

Ritroveremo più avanti quest’ultimo teorema come caso partico­
lare di una proprietà relativa alla deficienza della serie caratteristica- 
dei sistemi lineari completi appartenenti a superficie irregolari.

7. Esempi di superficie irregolari.

Gli sviluppi che precedono vengono illustrati da qualche esempio. 
Per la superficie generale d’ordine n, priva di singolarità, le super­
ficie aggiunte costituiscono la totalità delle superficie d’ordine 
n — 4; il numero effettivo di queste, linearmente indipendenti, è 
uguale al numero virtuale

In -1\  (ir - 1)(» - 2)(» - 3) (8).
P’ ~ Pa ~ \ 3 ) ~ 6

(1) Cfr. Castblnvovo, Sui multipli di una serie lineare di gruppi di punti 
appartenente ad una curva algebrica. Rendi«. Circolo di Palermo, 1893. Memorie- 
sedie, Vili.

(2) Se si vogliono applicare le formule generali di postulazione, si deve ritenere 
ehe la curva doppia d’ordine n — 0 sia di genere g — 1.
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Dunque, le superficie generali del proprio ordine sono regolari ; 
in particolare i piani, le quadriclie e le superficie cubiche che non 
siano coni, quindi anche tutte le superficie razionali hanno il genere 
superficiale

Po = Pa ----- fi­
ora, se s’impone ad una superficie d’ordine n di possedere una 

curva doppia, d’ordine relativamente piccolo, si ottengono del 
pari superficie regolari; se invece si vuole che la superfìcie possegga 
una curva doppia d’ordine piuttosto alto, si trova a priori un nu­
mero di condizioni che eccede il numero dei parametri da cui di­
pende la superficie del dato ordine ; pertanto riesce difficile, per 
questa via, ottenere esempi di superficie irregolari.

Ma si prenda a considerare un cono F d’un ordine n > 2, e di 
genere p > 0, e sia 0 il suo vertice (punto n-plo); qui mancano 
certo le superficie aggiunte d’ordine n — 4, che dovrebbero passare 
per il punto 0 con la molteplicità n — 2 > n — 4, sicché risulta 
(come già sappiamo)

pa = 0.

Mancano anche per la stessa ragione le superficie 0„_3 aggiunte 
ad F che dovrebbero segnare su di essa po-|- p curve aggiunte alle 
sezioni piane linearmente indipendenti, sicché

Pa+ P L 0,
cioè

Pa < ~ P-
Ma esistono invece dei coni aggiunti 2 (con 0 (n — 2)-plo) 

i quali segano sopra un piano il sistema completo delle curve d’or­
dine n — -2 aggiunte alla sezione di F. Perciò i nostri risultati ci 
autorizzano a dire che il genere numerico

Pa -- — p-
Si conclude che le rigate di genere p hanno il genere numerico 

— p e l’irregolarità
Pa — Pa ----- P-

Questo teorema riesce dimostrato trasformando la rigata in un 
cono; ma anche senza eseguire questa trasformazione si può ripe­
tere il ragionamento precedente, basato su ciò, che: 1°) non esistono 
sulla superficie curve aggiunte alle sezioni piane C; e 2°) le curve 
di \ C 4- CI .(sezioni delle aggiunte segano su una C la serie 
completa.

L’esempio delle rigate è noto fino dai primi studi di A. Cayley f1)

t1) On the deficiency of certain surfaces. Math- Annalen, ßd. III.
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(1871) e di M. Noether, ehe hanno riconosciuto l’espressione vir­
tuale del genere diventare in questo caso negativa. Successivamente 
il primo esempio di superficie irregolare, per cui p, > 0 è stato in­
dicato da G. Castelnvovo (').

Si imponga ad una supertic’e F8 d’ordine 6 di possedere 8 punti 
tripli -li. A2,..., JLS in posizione arbitrariamente assegnata nello 
spazio. Le F, dipendono da 83 costanti, l’imposizione di un punto 
triplo importa 10 condizioni lineari, quindi le che passano tripla­
mente per .A,, ...., saranno ooa, e si spezzeranno nelle terne, di 
quadriche (appartenenti a un fascio) che passano per quegli 8 punti. 
Ma invece di prendere Ax, At) A8 in posizione arbitraria, si 
supponga che essi costituiscano il gruppo base di una rete di qua­
driche 02. In questo caso, combinando linearmente le terne di O2, 
si otterrà un sistema lineare di Ft irriducibili, di dimensione 9 (’).

Ora le Ft cosi costruite risultano di genere pt = 3, avendo come 
aggiunte d’ordine 6 — 4 ----- 2 le quadriche 0, della rete considerata. 
Ma gli 8 punti base Alf At} ...., As impongono alle 02 sette condi­
zioni lineari indipendenti invece di otto, che è il numero virtuale 
di queste condizioni. Perciò il genere numerico delle FB vale

Pa = Po —1=2.

È interessante notare che quello costruito è il primo caso di 
una serie di esempi analoghi. Si possono costruire in generale su­
perficie irriducibili d’ordine 2n (n L 3) che posseggono 8 punti 
»-pii nei punti base di una rete di quadriche: queste Ftn risultano 
irregolari di genere n(n — 1 )

Po =---- Z----
e

Pa = n — 1.

Qui interessa osservare che le quadriche della rete segano sopra 
una Fin un sistema lineare composto con quantiche ellittiche, e 
queste quantiche formano su Ftn un fascio irrazionale di genere 

infatti il genere del fascio eguaglia il genere del cono osculatore della 
FSn in uno dei punti A, che è punto base per il fascio delle quartiche 
stesse. * (*)

(x) Cfr. G. Castbdnuovo, Osservazioni intorno alla geometria sopra una su­
perficie. Rend. 1st. Lombardo, 1891. Nota 1. “Memorie scelte,, n. XVII.

(*) Si può dimostrare ehe il sistema delle con gli otto punti tripli non può 
avere dimensione r > 9, valutando r per mezzo della dimensione del sistema che 
queste jP6 segano sopra una quadrica della rete.



IL CENERE NUMERICO E IL TEOREMA 01 RIEMANN-ROCH, ECC. 123

Aggiungiamo che ìa serie degli anzidetti esempi, indicati da Ca- 
stelnuovo, si lascia generalizzare come ha mostrato L. Campedelli 
(1936) (-).

La costruzione di una Fin irriducibile con 8 punti n-pli dipende 
invero da quella di un fascio lineare di curve ellittiche d’un ordine 
m divisore di n (n — ms), che possegga 8 punti base s-pli sopra una 
quadrica: questo gruppo di punti base appartiene sempre ad una 
quartina ellittica, e dà su questa un gruppo proveniente dalla di­
visione per n della serie segata sulla curva da tutte le superficie 
d’ordine 2n. Il fascio delle curve ellittiche di cui si tratta si lascia 
proiettare sul piano da uno dei suoi punti base in un fascio di Hal­
phen di curve G3m con 9 punti base m-pli.

A partire dal fascio indicato sopra una quadrica si ottengono 
superficie I\n, con. 8 punti w-pli, irregolari, che posseggono sempre 
un fascio irrazionale di genere p„ — pa.

Nota. - In base al teorema del § 6 che afferma l’integrità della 
serie caratteristica d’un sistema lineare completo sopra mia super­
ficie regolare, si riconosce in generale che «il possesso d’un fascio 
irrazionale (di genere n > v) di curve, porta che la superficie sia 
irregolare ».

Più precisamente troveremo che la superfìcie ha l’irregolarità 
p, —pa>n. Ma di ciò più avanti.

8. Il teorema di Riemann-Roch per le superficie: sistemi più ampi 
del sistema canonico.

Abbiamo riconosciuto che un sistema lineare di grado n e genere 
il, che sia l’aggiunto di un altro sistema irriducibile sopra una su­
perficie di genere numerico pa, ha la dimensione

r > pa + n — n + 1 ,

e questa disuguaglianza fondamentale, pur nelle condizioni restrit­
tive che qui sono supposte, costituisce un’estensione alle superficie 
del noto teorema di Riemann-Roch relativo alle curve. Conviene 
anzitutto rendersi conto del significato della restrizione che |C| 
sia il sistema aggiunto di un altro sistema irriducibile. Per sempli­
cità di discorso riteniamo che \C\ sia privo di punti base sulla su­
perficie F, e lo stesso accada pel sistema \L\ di cui esso-è l’aggiunto. 
Designando con \K\ il sistema canonico avremo

|C| = IL + K |.

C1) L. Campedblm, in Atti lì. Accademia di Torino, 1936.
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fuori di (' della curva doppia (*)•  Ciò posto la curia <' sarà conte 
nata nel sistema \L't\ segato su F dalie 0„.4...s? e darà rispetto a 
questo un sistema residuo irriducibile (senza punii baso)

j I) I = I L's - C j.

Ora. designando con r' la dimensione. con tt' e «' i! genere e il 
grado di // . abbiamo trovato

y' . ■ --Î- ' -- 7?' ----- 1.

(anzi in questo caso vale proprio il segno di eguaglianza): staccando 
una curva J), si troverà che il sistema residuo jC \L't—D\ 
deve, avere la dimensione

r ■■ p 0 H 71 : 1,

qualora si sappia che la serie segata da j L'j su J) è non speciale, sic­
come può affermarsi nel caso che IC\ sia più ampio del sistema ca­
nonico i />.'■. le cui curve segano su D gruppi residui della serie ca­
ratteristica. di L>.

Sviluppiamo il calcolo introducendo i caratteri genere <> e grado v 
di D e il numero t delle intersezioni di C e I). La serie segata da iL's\ 
su D avrà l’ordine v -j- t, e (se sia completa) la dimensione v + t — o, 
quindi lo stuccamento dì 1) diminuisce di v t — o 1 al più la 
dimensione r'. di //. : segue

r . r' — (v + t — o --- 1).
D’altra parte

n's — n 4- v ! 21
n, - 7 + Q 4- t.. 1

e quindi
n'.. — .v' n ■ ,t -, :■ i> 1+1,

per conseguenza
r > p., + n — rr - 1 .

Abbiamo cosi dimostrato che: per i sistemi lineari irriducibili 
o riducibili di grado n e genere n più ampi del sistema canonico, la 
dimensioni cale sempre

r > p„ - n — n j- 1.

Questa diseguaglianza, costituisce il cosidetto teorema di Riemann- 
Roch per le superficie, che si estenderà poi — nel modo ehe vedremo 
— ai sistemi lineari qualunque.

(l) Ciò risulta dall’osservare che nelle, formule <li postulazione relative ad una 
curva composta (o ad una curva e a un gruppo di punti) ciascuna componente porta 
un numero effettivo di condizioni.
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Intanto, riferendoci ai sistemi più ampi del sistema canonico 
distingueremo :

.1) i sistemi regolari per cui vale l’eguaglianza

r — pa + n — n + 1

2) e i sistemi sovrabbondanti per cui invece

r > P« -r n — 71 + I-
Abbiamo già veduto che esistono certi sistemi regolari, chè 

tali sono gli aggiunti ai multipli d’ordine assai elevato d’un sistema 
irriducibile |L\.

Il risultato che abbiamo ottenuto porta subito conseguenze no­
tevoli.

Sia |C| un sistema lineare, irriducibile di genere 7r e grado n, 
più ampio del sistema canonico e regolare sopra la superficie F, e 
si sommi ad esso una curva irriducibile D di genere q e grado v, 
la quale intersechi le (■' in un certo numero m (> 0) di punti.

Il grado e il genere di | ('' + ./>, sono rispettivamente

n 4~ v 4~ 2 m
e

7r 4*  q -f- m — 1,

e quindi la loro differenza vale

(n — 7r) 4- (v - o) 4~ w 4' 1 > « — 7r 
se sia

m o ■ v.

Si deduce che il sistema \ C 4" H\ ha, in tale ipotesi, dimensione 
maggiore di

Pn + » ..  -V 4- 1

che è la dimensione di |C|, e perciò è certo irriducibile.
Inoltre questo sistema | C 4- D\ sarà regolare e dovrà segare 

su T) una serie (non speciale) completa, altrimenti staccando 1> 
si otterrebbe un sistema j <' j sovrabbondante.

Si avverta che questo ampliamento di | <7 ] sarebbe impossibile 
per m -- 0. cioè se la curva T) fosse fondamentale per l(?| ; in questo 
caso dovrà dunque aversi v — o <. 0, il che resulta a priori dal- 
l'osservare che la curva fondamentale I) di genere q > 0, deve avere 
il grado negativo: v < 0, essendo —v il numero delle intersezioni 
di D colle sue curve residue (di 1C —1>|).

Se nell'osservazione precedente s'inverte l’ufficio di e \D\, 
si è condotti ad affermare: dato sopra la superficie F un sistema, li­
neare (virtualmente privo di punti base) ' Cj, comunque, riducibile, 
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si può sempre sommargli un sistema lineare irriducibile regolare \D\ 
‘in guisa da ottenere un sistema irriducibile- |Z> -f- C| egualmente re­
golare.

È sufficiente assumere come sistema \D | il multiplo \L,\ = \sL\ 
d’un sistema regolare \L\ privo di curve fondamentali, e perciò 
avente colle C (o colle componenti di esse) un numero d’interse­
zioni grande con s. Nel caso che le curve C siano riducibili, p. es,, 
C — Ci + C2+ si sommerà anzitutto un multiplo di |Z| a
Cj. e poi il sistema irriducibile (ampio quanto si vuole) così ottenuto 
a G*  e così di seguito, finché si pervenga ad un sistema \sL 4- C\ 
irriducibile.

9. Eliminazione delle curve eccezionali.

Riprendiamo le con siderazioni del paragrafo precedente in ordine 
alla somma di una curva ad un sistema lineare regolare | C \, sopra una 
superficie F. E prendiamo come curva sommanda a | Cj una curva 
eccezionale w di genere 0 ---- 0 e di grado v > — 1. Se essa non è 
fondamentale per |C|, e quindi incontra le C in m > 0 punti, 
sommandola a |C[ si otterrà sempre un sistema lineare di maggior 
dimensione, irriducibile e regolare come |C|. E le curve di questo 
sistema somma avranno con essa m 4- v intersezioni. Perciò la co 
potrà sommarsi successi vamen ie a | C1, 0 si otterrà una serie illi­
mitata di sistemi di dimensione crescente se è v > 0, cioè nel 
caso in cui la co sia mia curva eccezionale di seconda specie. Invece 
se la co è di prima specie (r- = — 1), la serie dei sistemi ottenuta si 
arresterà al sistema |C 4- mcoj per cui la m diventa fondamentale.

Ora si consideri, per ogni sistema lineare | C j di grado n e ge­
nere ri, appartenente alla superficie F, la differenza 2n — 2 — n 
(numero delle intersezioni delle sue curve colle curve canoniche 
virtuali) che dà un carattere additavo a{(!) dei sistemi sulla stessa F. 
Onesta differenza diminuisce almeno di una unità, ogni volta che si 
somma co a | C | o ad uno dei sistemi successivamente così ottenuti, 
e quindi, se la serie di questi è illimitata, finisce certo per divenire 
negativa, sicché si avranno sopra F sistemi di genere n e di grado 
ìi, > 2jc — 2.

Ciò posto noi vogliamo supporre che la superficie F non contenga 
sistemi per cui la differenza -~a{C) = n — (2sr — 2) >0. In tale ipotesi 
essa non conterrà cur ve eccezionali di seconda specie e potrà- contenere 
soltanto un numero finito s di curve eccezionali di prima specie.

Per semplicità discorreremo di queste ritenendo che siano curve 
eccezionali irriducibili, salvo ad avvertire poi ciò che deve dirsi nel 
caso escluso (che risponde a curve eccezionali immagini di punti 
infinitamente vicini ).
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Si assuma che il sistema (irriducibile regolare) [<7| sia, non solo? 
virtualmente sì anche effettivamente, privo di punti base su F. Sei 
■come si è detto innanzi, le C segano la curva eccezionale w in m pun-ì 
ti, la co sarà curva fondamentale (di grado —1 e perciò diminuente? 
di 1 il grado delle curve residue) per il sistema j C -j- mco \. E trasfor­
mando la superficie F in un’altra jF'.per mezzo di questo sistema, 
la w si muterà in un punto semplice 0 di F'.

Ora ognuna delie altre 8 — 1 curve eccezionali su F sarà senza 
connessione colla co e perciò darà su F' ancora una curva eccezionale 
di prima specie (ovvero un punto semplice della superficie), altri­
menti si otterrebbero su F" curve eccezionali di grado > 0 (ossia 
di seconda specie), e quindi si costruirebbero sulla superficie F’ e 
anche su F, sistemi | C ' per cui il carattere

— a(C) > v.
Dunque la trasformazione di F in F" riesce a diminuire il numero 

delle curve eccezionali appartenenti alla superficie, sicché dopo s 
trasformazioni otterremo una superficie affatto priva di curve 
eccezionali.

A vero dire si è semplificato il nostro discorso supponendo che 
lo curve eccezionali su F siano tutte irriducibili. Ma se vi è su F 
una curva eccezionale di prima specie composta di h parti (date 
in un certo ordine w, ori.... co<* -1)), l’ultima di queste componenti 
costituisce sempre una curva eccezionale di grado v — — 1, e quando 
si riduce questa curva ad un punto colla trasformazione che muta 
F in F', la componente che la precede diventa una curva eccezio­
nale (di prima specie) di grado v - — 1. l'osi la curva eccezionale 
composta di h parti (con cui si formano h curve eccezionali di F, 
una irriducibile ed h 1 riducibili) diventa su F‘ una curva ecce­
zionale composta di h — 1 parti. E finalmente scompare dopo h 
trasformazioni, riducendosi (su A) ad un gruppo di h punti semplici 
in finitamente vicini.

Concludiamo pertanto: Una superficie si può generalmente tra­
sformare in urialtra priva eli curve eccezionali. Questa trasformazione 
viene a mancare soltanto per le superficie (di genere p, — 0, bigenere 
P — Oecc.) sulle quali esistono sistemi lineari |C| per cui il carattere 
— a(C) = n — (2n — 2) >0, cioè, come vedremo per le superficie, 
che appartengono alla famiglia delle rigate.

10. Integrità delia serie segata da osi sistema lineare piccolo sulle 
curve di un sistema grande.

L’estensione del teorema di Kiemann-Roch ai sistemi lineari 
qualunque (anche a quelli «speciali», che sono meno ampi del 
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sistema canonico) si darà nel modo più semplice fondandosi sulla 
integrità della serie che un sistema lineare « piccolo » sega sopra 
la curva generica di un sistema « normalmente grande ». ' « Piccolo » 
e « grande » sono termini relativi che si definiscono come segue : 
si considera « grande » rispetto ad un sistema lineare dato | C [ 
(virtualmente privo di punti base sopra la superficie F) un 
sistema lineare | D | che contenga | 0 \ per modo che la differenza 
11) — CI eguagli il multiplo | sL |, secondo un intero s grande quanto 
si vuole, di mi sistema lineare irriducibile \T\ senza punti base, 
ovvero costituisca un sistema « più ampio >, di | si |. E si dirà che 
|..D| è normalmente grande, rispetto a |Cj, se la condizione prece­
dente sia soddisfatta in ordine ad un sistema \.L\ privo di cune fon­
damentali, di modo che, scegliendo s sufficientemente grande si può 
ottenere che il sistema \B\ — \D — C\ sia irriducibile (x).

Si vuol dimostrare il Lemma fondamentale.
Un sistema, lineare completo |C|, irriducibile o riducibile, sega 

una serie completa sopra la curva ■irriducibile d’un sistema lineare 
\.D i, che sia, nei suoi confronti, normalmente grande.

Per stabilire questo lemma, si assuma sopra una I) un gruppo 
arbitrario G della serie completa CD, segata da | 0 |, e gii si associ 
un gruppo G', la cui esistenza sarà dimostrata nel seguito, che 
soddisfa alle due proprietà seguenti:

1) G + G' sia un gruppo della serie caratteristica (general­
mente non completa) segata sulla D dalle altre curve di |Dj ;

2) G' sia un gruppo della serie segata sulla D da una curva 
irriducibile B di | D — C j.

Allora G -f- G' costituirà il gruppo base d’un fascio di curve I) 
e rispetto a questo si avrà una curva fondamentale irriducibile B 
passante per 6r'; di conseguenza al fascio suddetto apparterrà una 
curva D spezzata in B e in una C per G-, ogni gruppo G della serie 
completa CD, su D, sarà dunque gruppo sezione di una C,

Occorre soltanto riconoscere che, essendo \D\ assai grande 
rispetto a | C|, esiste effettivamente per ogni gruppo G, della serie 
completa CD, un gruppo G' associabile ad esso che soddisfi alle 
proprietà 1) e 2). A tal uopo conviene mostrare che le due serie li­
neari, a priori non complete, DD —G e BI), segate su D rispetti­
vamente dalie I) per G e dalle B, e contenute nella medesima serie

p) Ciò non è piti vero se | L | e quindi \L, | — | I.) [ possegga una curva fonda­
mentale () che non sia fondamentale per [ C I, giacché allora 0 si stacca come parte 
lissa- da ! D — C |. Quindi anche il lemma fondamentale non sussiste più per | C j 
in confronto a questo sistema (non normalmente) grande | D | : per esempio il 
sistema canonico I K | non sega più, in generale, sopra una 1) la serie completa 
(segata, da | K 4- ff |).

Enriques F. - Superficie algebriche. S
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completa, hanno certo a comune una effettiva serie lineare, descritta 
dai gruppi (?'. E perciò basta stabilire che le deficienze- di codeste 
due serie sono inferiori alle loro dimensioni, perchè allora, come si 
vede facilmente, la somma delle dimensioni delle due serie è mag­
giore della dimensione delle serie completa.

Ora quest’ultima condizione è certamente soddisfatta poiché si 
riconosce che, per » grande tendente all’infinito, la dimensione 
della serie caratteristica di \D |, su D, e quindi anche la dimen­

sione della serie DD — G, diventa infinita del 2° ordine come n- 
(n grado di |J&|), e lo stesso accade per la dimensione della serie 
BI); invece il difetto della serie caratteristica DD, e quindi anche 
quello della serie DD — G, se pure possa crescere indefinitamente 
con s, non potrà a priori diventare infinito d’ordine superiore al primo.

Ci limiteremo a svolgere questo semplice computo nel caso in 
cui sia

ID\ ----- \La\ W == \L\ .

Designando con n e n grado e genere di \C\ e con n, e ns grado 
e genere di |ZS|, la dimensione r, di \Lt| viene data dal teorema di 
Riemann-R-och:

r, L Pa + ns — rr, + 1, 
dove

s(s — 1)n, ----- â, ns ----- sn —v — n — s + 1 ,
e quindi

. 82 sr, .> n — sm — ? n 8 — 1 :

dunque la dimensione effettiva della serie caratteristica \DD\ ----- 
----- (LtL.) vale

s2r, — 1 > -ç- n -f- ....

tralasciando i termini d’ordine s. E poiché il gruppo G ----- CLS com­
prende 8n punti, anche la dimensione della serie effettiva DD — G 
sarà

8*
Q "”j"“ » « « ,

tralasciando i termini d’ordine inferiore al 2°.
D’altra parte anche la dimensione della serie segata su D ----- Ls. 

dalle curve B di |£s-i| ----- \LS — C\ sarà
s2
z

Ora si può valutare il difetto di codeste serie o almeno un li­
mite superiore di esso che dipende dal difetto della serie caratte-
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natica DJ) e quindi dal suo indice di specialità. Se questa serie sia 
completa (di dimensione r„ — 1 = pa J- n, —- ns) il suo indice di 
specialità- sarà pa, se invece essa abbia il difetto d, il suo indice di 
specialità sarà

i ----- d -f- Pa­

in ogni caso questo indice i sarà inferiore all’ordine della serie 
residua, cioè ai numero delle intersezioni di D ----- L„ con una curva­
canonica K:

DK — s(2 n — 2 — ■«•),

e di conseguenza il difetto della predetta serie DD, e quindi anche 
i difetti di DD — G e di BD, non potranno diventare infiniti con 
8, d’ordine superiore al primo. c. d. d.

Lo stesso computo si estende, con lievi modificazioni, al caso 
in cui, essendo \L\ un sistema privo di curve fondamentali, sia an­
cora IDI = I L„ I == I sL I ed | L | — \ B 4- C \, ovvero in cui sia

\D\ = \L. + JE\,
e [Ci coincida con \L\ o sia contenuto parzialmente in esso :

\L\ ---- \B+ C[.
Si perviene egualmente alla conclusione che il sistema completo 

IC [ sega sulla curva D d’un sistema normalmente grande una serie 
completa.

11. li teorema di Riemann-Roch per i sistemi lineari qualunque.

Al posto del sistema lineare | C |, considerato nel precedente 
paragrafo, si assuma il sistema canonico \K|, supponendo dunque 
p.j > 0, e si costruisca un sistema lineare irriducibile [.Di, che sia 
normalmente grande rispetto a \K |. Potremo affermare che \K\ 
sega, sopra una curva generica D di jD[, la serie completa residua 
della serie caratteristica.

Questa affermazione vale anche per p„ = 0, nel senso che « sopra 
una superfìcie di genere p, = 0, la serie caratteristica di un sistema 
| .D[ , normalmente grande, è una serie non speciale ». Per dimostrarlo 
si assuma un sistema lineare ausiliario 10 \ e si consideri, insieme 
ad esso, il suo sistema aggiunto |C'|. Se |D[ è abbastanza grande 
rispetto a | C | e a IC |, ambedue questi sistemi segano sopra una 
D generica serie complete: diciamo g e g'. Se la serie caratteristica 
DD è speciale e quindi contenuta nella serie canonica DD', dove 
\D'\ ----- \D & ■— €?|, la serie g sarà contenuta in g'f e precisa- 
mente un gruppo G di g farà parte d’un gruppo G' = G + di 
A'. Si tratta di riconoscere che, in tale ipotesi, anche | G'\. contiene 

I <71 e quindi p„ > 0, contro l’ipotesi.
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À tal uopo basta osservare che la curva C passante per G (e, 
nel caso di riducibilità, ogni componente di essa) ha con la D (nor­
malmente grande) un numero ■ d’intersezioni maggiore'di CG', e 
quindi fa parte della C' per G -4- G,.

Così abbiamo stabilito che sopra una superficie di genere pg è 0, 
la serie, caratteristica d’un sistema lineare normalmente grande (in 
confronto del sistema canonico) ha Vindice di specialità p,..

Ora si consideri sulla mpcrm-ie F un sistema lineavo <'• co­
munque speciale d’indice ■' ( 0) ed un sistema . !) normalmente,
grande rispetto ad esso. Vogliamo riconoscere ehe « l'indice ili spe­
cialità della serie segata su una i> dal sistema D — C è uguale 
all’indice di specialità di \C\. cioè al numero i delle curve cano­
niche K linearmente indipendenti di cui fa parte una C .

Infatti, essendo completa la serie segata da K su I>. per un 
gruppo G della serie CD su una D passano tante curve canoniche 
K, linearmente indipendenti, quanto è l'indice di specialità, della 
serie segata sulla stessa D da D - C \ ; ciascuna di queste K ha 
con C (o, nel caso di riducibilità, con una qualsiasi componente di 
C) un numero d'intersezioni CD <'K e quindi contiene per intero 
la C.

Gru siamo in grado di dedurre la dimensione r del sistema (” 
d> grado n, genere V e indice di .-pecudita i. che si ottiene staccando 
una l) dal sistema D - C, -, pere iò occorre togliere dalla dimension»; 
di quest'ultimo sistema che è reg;ilare, la dimensione «Iella serie 
segata su D da /) — c|, di cui si conosce l'indice di special it à i. 
ma che può non essere completa. In questa maniera si trova un li­
mite inferiore per r: precisamente si trova, come pei sistemi più ampi 
del sistema canonico: r > p„ -j- n —rt + ! quando sia i 0. cioè 
per tutti i sistemi \C'. non speciali, e in generale

r > pa " :t -- 1 — i

pre i sistemi speciali (Vindici i.
Questa diseguaglianm- costituisci l'espressione più generali dél­

it nremet di lìiemann-Jìnch per ir superficie.
Essendo stata riconosciuta ner i sistemi lineari completi irridu­

cibili o riducibili senza punti base sopra la superficie /•', si de­
duce che essa è valida per qualsiasi sistema lineare comunque dotato 
di punti base assegnati: infatti un punto base /-pio che s'imponga 

alle G ne diminuisce il grado di i-, il genere di ,e, la dimensione 
di

*(« + 1) . -2 >(*- !)

al più.
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I sistemi lineari [G| per cui la dimensione r riesce eguale a 
r = Pa + n — n + 1 — i si diranno regolari; sovrabbondanti se sia

'■ > Pa + n — a + 1 — i.
II teorema di Riemann-Roch per le curve di genere p ci dà la 

dimensione della serie completa speciale g' espressa per la dimensione 
della serie residua di essa rispetto alla 2 canonica. Codesto teo­
rema ha come, ovvio complemento l’osservazione che la serie residua 
della gTn ha l’ordine 2p —2 —n. Anche per i sistemi lineari speciali 
appartenenti ad una superficie, si può completare il teorema di Rie- 
mannRoch, esprimendo i caratteri genere e grado del sistema resi­
duo, per mezzo di quelli del sistema dato. Infatti siano ÌC1| e |C»| 
due sistemi lineari residui l’uno dell’altro rispetto al sistema canonico 

i KI. Siano nx e nt i caratteri, genere e grado, del primo sistema ; 
nt e 7ì2 i caratteri del secondo, e si designi con m il numero delle 
intersezioni di |(7i] e ]C2|. Introducendo il genere lineare pM della 
superficie, potremo esprimere il genere e il grado di \K\ per mezzo 
delle formule

PW = -Vi + -va + m — 1
PM — 1 = >'h + «r + 2 m.

Ma si può calcolare m tenendo conto che ! K j sega su Cx un gruppo 
di

Zitj — 2 — »3 — »3 -f- m
punti, sicché

in -- 2nx — 2 — 2nx.
Avremo pertanto

pW = jïj 4- -f- 2nx — 2 — 2nx — 1 = 3nx + — 2nx — 3
pW _ 1 — Wg 4- — 4 — 4»i = 4nx — 3nx 4*  »s — 4,

da cui si ricava
= pW — 3.V3 4- 2nx + 3

«z — pw 4- 3'»! — 4tÏ3 4- 3.
Queste formule valgono ad esprimere i caratteri del sistema ] (Ja| 

residuo del sistema speciale \ Ox ! rispetto al sistema canonico, per mezzo 
dei caratteri di | (\ I.

Si noti che le dimensioni dei due sistemi residui uno dell’altro, 
IC, ! e I <7j I, sono date da

hi = Pa + »1 — — r2 4-
r2 >== P « wa Jia h 4" 0-2, 



134 CAPITOLO QUARTO

designando «>i e <ot le rispettive sovrabbondanze. Quindi dalle for­
mule precedenti si ricava.

coi — a>2.

cioè: due sistemi speciali residui l’uno dell'altro rispetto al sistema 
canonico hanno la medesima sovrabbondanza.

12. Deficienza delia serie caratteristica.

Sopra la superficie F di genere numerico pa e genere geome­
trico pe >pa si consideri un sistema lineare irriducibile |C| di 
genere n, di grado n e dimensione r, che per semplicità supponiamo 
non speciale. Sopra la curva generica C abbiamo due serie lineari, 
residue, l’una dell’altra rispetto alla serie canonica; sono: la serie 
caratteristica gr~l, segata dalle altre curve C, e la serie d’ordine 
2n — 2 — n e di dimensione pv — 1 segata dalle curve canoniche K. 
Se queste serie hanno rispettivamente la deficienza d e d\ esse 
sono contenute in due serie complete di dimensione

? — 1 —f- d e pg — 1 —j- d .

Applicando il teorema di Riemann-Roch sopra la curva si ha

r — 1 d -- n — tt. pg — 1 d 1 
cioè

r = n — ti + pg + d’ — d + 1.

Quindi se d’ — 0
r = p„ — d 4- n — n + .1.

Ora, se |C| è un sistema lineare regolare, normalmente grande 
rispetto al sistema canonico, la sua dimensione vale

r = P< + n —n + 1

e d’altra parte sappiamo che le curve canoniche K segano sopra C 
la serie completa, sicché si ha d’ = 0.

Si deduce che
d = P„ — Pa-

In parole: la serie caratteristica di un sistema lineare completo 
irriducibile, normalmente grande, che sia regolare (*),  ha la deficienza

d — p„ — pa.

(l) Si vedrà più avanti che « ogni sistema lineare normalmente grande è re- A 
gelare ». I
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Ciò posto vogliamo dimostrare che la serie caratteristica di un 
qualunque sistema lineare irriducibile | C | appartenente alla su­
perficie F ha sempre una deficienza

d < p„ — pa.

Per ottenere questo risultato stabiliremo il seguente
Lemma: Se un sistema lineare

M -- ICi + GI
somma di due sistemi irriducibili sega la serie completa su una curva 
del sistema \ (\ |, la deficienza ak, della serie caratteristica di | Cx ' 
è minore od uguale di quella <4 di i C2 | :

<4 < <4.

Si designino con nl} 3tif nt, i caratteri di |<4| e jC2|, con -i\ 
ed rs le loro rispettive dimensioni, e con s il numero delle interse­
zioni di una (\ con una Ca; infine sia r la dimensione di |C|. Per*  
ipotesi la serie segata da | C j sopra una C\ è completa. Quindi anche 
le C passanti per il gruppo G degli s punti comuni ad una Cx e ad 
una C2 segheranno su Cs una serie completa di dimensione rt — 1 4- d,.

D’altra parte la dimensione della serie completa segata da C 
su Ci è

r — r 2 — I

e quindi la dimensione della serie segata su Cj dalle C per G sarà

r —rt — 1 — (s -- s), 

dove s — e designa il numero delle condizioni linearmente indipen­
denti che il gruppo di s punti G presenta alle C che debbono conte­
nerlo. Cosi avremo

rx — 1 + <4 •= r — r, — 1 — (s — e), 
cioè

<4 = r — (rx + r 2) — (s — e).

Questa eguaglianza vale anche indipendentemente dall’ipotesi 
che I(7| seghi su |Cx\ la serie completa, purché si sostituisca a 
<4 la deficienza d'x della serie caratteristica di | ! rispetto a quella 
segata dalle C per G (<4 < <4) ; applicando lo stesso ragionamento 
al sistema jCa| si trovai

<4 > <4 = r — (Zj + r») — (s — e).

Dal confronto delle espressioni di <4 e <4 risulta in ogni caso

<4 < dz c. d. d.
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Ciò posto, essendo dato sopra la superficie F un sistema lineare 
qualsiasi irriducibile oo*  almeno | (7j di grado n, e genere n, si co­
struisca su F un altro sistema lineare irriducibile \D\, che sia 
regolare e abbastanza grande in modo che la deficienza della sua 
serie caratteristica valga p„ — pa.

Sappiamo (§ 8) che sommando [ C | a \D\ (per ess«’« il numero 
delle intersezioni (CD) maggiore di n — n) si ottiene ancora un 
sistema regolare | <7 -f- D ! che sega sopra 0 la serie completa. Perciò 
la deficienza d della serie caratteristica di |O| dovrà essere

d L Po ~pa ■
In parole: la serie caratteristica di un sistema lineare irriducibile 

sopra una superficie di generi pa e p„ L Pa Äa la deficienza
d Ita Po Pa '

Così la irregolarità pa—pa d’ima superficie viene anche definita 
come il massimo valore della deficienza della serie caratteristica per i 
sistemi lineari irriducibili che ad essa appartengono.

Sopra una superficie regolare (pa --- pa) ogni sistema lineare irri­
ducibile completo ha la serie caratteristica, completa. O, sotto l’aspetto 
proiettivo: una superficie regolare normale, in un certo spazio, 
ha come sezioni iperpiane curve normali. Se le sezioni d’una super­
ficie normale non sono normali, si deduce

Pa < Po-
Possiamo illustrare le cose dette coll’esempio delle superficie 

rigate.
Sappiamo che le rigate (a sezioni) di genere p hanno il genere 

geometrico p„ == 0 e il genere numerico pa = — p. Pertanto le ri­
gate normali d’ordine n dovranno appartenere in generale a spazi 
di dimensione r ---- n — 2p fi- 1, ed invero 0. Segre (*)  fino dal 1890, 
ha riconosciuto che una rigata non speciale d’ordine n e genere p, 
che non sia un cono, appartiene precisamente ad uno spazio £n_2ì,+1; 
invece una rigata speciale, le cut sezioni piane o iperpiane siano curve 
speciali d’indice i, è normale in uno spazio di n — 2p 1 + i di­
mensioni (escluso sempre il caso del cono in cui il sistema delle se­
zioni risulta sovrabbondante); così la serie caratteristica del si­
stema delle sezioni iperpiane ha in ogni caso la deficienza p.

Osservazione. - Il teorema sulla deficienza della serie caratte­
ristica dei sistemi lineari completi, ha condotto G. Castelnuovo a 
riconoscere che : ogni superficie contenente un fascio irrazionale di 
genere p (> 0) di curve è irregolare di irregolarità

p„ -- Pa > P-

0) C. Segre. Courbes et surfaces réglées. Math.-Annalen, 1892.



IL GENERE NVMEI4IÇ0 È IL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH, ECO. 137

Questo teorema rientra in un altro più generale stabilito da F. En- 
biqwes C): una superficie che contenga un sistema algebrico irridu­
cibile di curve non equivalenti è irregolare-, più precisamente se 
|C}’ contiene <x>‘‘ (d > 0) curve non equivalenti l'irr.eqolarità della 
superfìcie vale

Pt — Pa> d.

Enriques ha riconosciuto la deficienza della serie (canonica) se­
gata sopra una C dal sistema aggiunto |C'|. In quella occasione 
Càstelnuovo — cui egli aveva comunicato il resultato — ha osser­
vato la deficienza della serie caratteristica del sistema lineare com­
pleto a cui appartiene una C. La dimostrazione assume la forma, più 
semplice nell’esposizione di F. Severi (*).  Invero basta notare che 
il sistema continuo completo -j 0} sarà formato da co4 sistemi lineari 
\C\ aventi,' in generale, una certa dimensione r: quindi la serie 
caratteristica di j C j sopra una C generica avrà la dimensione r — 1 
e sarà contenuta nella serie caratteristica del sistema continuo di 
dimensione r -1 -j- d, cioè nella serie segata su C dalle curve infi­
nitamente vicine di -J C ).

(*) Una proprietà delle serie continue di curve appartenenti ad Una superfìcie 
algebrica regolare. Rendic. Circolo Mat. Palermo, t. XIII, 1899.

(2) Osservazioni sui sistemi continui di curve appartenenti ad una superficie 
algebrica. Atti R. Accad. Scienze di Torino, 1904.

(3) A. Cayley, On- the deficiency of certain -Surfaces. Math. Annalen, Bd. HI 
(1871).

Si avverta esplicitamente che il teorema relativo al fascio irra­
zionale rientra in quello così stabilito: basta notare che, sottraendo 
da un sistema lineare abbastanza ampio i gruppi di p curve d’un 
fascio- di genere p, si ottiene un sistema continuo formato da ooF 
sistem i lineari disequivalenti.

13. Nota storica.

La considerazione del genere numerico duna" superficie si è 
presentata fino dai primi studi di A. Cayley, H. G. Zeuthen e M. 
Noethe». Dopo che. Noether ebbe definito il genere (geometrico) 
p d’una superficie Fn d’ordine n, come numero delle superficie ag­
giunte linearmente indipendenti, era naturale di cercare una 
espressione di p per mezzo dei caratteri della curva doppia di F„ ; 
e all'uopo soccorrevano le formule di postulazione di Cayley. Questo 
stesso matematico (8) ebbe a notare che, nel caso delle rigate di ge­
nere p, il calcolo accennato conduce al valore negativo — p, mentre 
il genere geometricamente definito non può, per sua natura, discen­
dere al disotto di zero e, in questo caso, è precisamente nullo.
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Frattanto Zeuthen, da uno studio sulle corrispondenze fra su­
perficie. algebriche, era condotto a dimostrare (sia pure con qualche 
restrizione in ordine alle singolarità) che « l'espressione aritmetica 
(virtuale) del genere, secondo Cayley, rimani’ invariata per trasfor­
mazioni (arazionali «Iella superficie, e ciò indipendentemente dal 
suo (presunto) significato geometrico e dalla dimostrazione dell’in­
varianza del sistema canonico fornita da Noether ».

Questi risultati venivano interpretati da Noether p) nel senso 
che il genere d’una superficie d’ordine n può esser-- definito in 
due modi: per via geometrica come numero effettivo delle super­
ficie aggiunte 0,,.., linearmente indipendenti, e per via numerica 
mediante le formule di postulazione; s’introducono così il genere 
geometrico e il (/(iure numerico della superfìcie, ambedue a priori 
invarianti per trasformazioni birrazionali, ma che si presumono 
coincide«!! i fra loro, sa! coche il genere numerico può di\ untare ne­
gativo (per le rigate) e perciò sembra, assorbire l’altro in un carat- J 
tere di significato più generale. i

Senom-hè la. presunzione «li Noether, che debba essere, per p„ 
non negativo. è venuta a cadere in seguito ai nuovi esempi
di superficie non regolari aggiuntisi all’esempio delle rigale. Come si 
è detto il primo esempio di queste è, stato recalo da G. Castelnuovo 
in una Nota dell’istituto lombardo del 1891. Altri esempi sono emersi 
dalle ricerche di E. rm a rd e di G. Humbert sulle superficie posse­
denti integrali di differenziali totali di prima specie, e in particolare 
sulle superficie iperellittiche, per cui p„ ~ 1 e pa - - 1.

Successivi studi hanno messo in luce larghe classi di superficie 
irregolari, come si è indicato nell Osservazione del § 7.

Frattanto le ricerche iniziate nel 1893 proseguite nel 1896 j 
(nella citata «-Introduzione >) hanno condotto F. Enriques a ri­
conoscere il significai,o geometrico della differenza p„ — pa in rap- j 
porto alla deficienza della serie (canonica) che il sistema | C" | ag- j 
giunto ad un sistema lineare irriducibile ! C sega sulla curva ge­
nerica di -C',: donde risulta la dimostrazione affatto generale del­
l'’invarianza del p„, essendo già stabilita l'invarianza «lei />,. Per 
Enriques l’irregolarità pa — pa è il valore, massimo della deficienza 
indicata, restando a priori possibile che esistano sistemi j C| per cui 
la detta deficienza sia < p, p„. In questo punto E. Picard ha 
completato la teoria, dimostrando (per via trascendente) che il 
sistema «Cd aggiunto ad un sistema irriducibile semplice | C| 
(oo*  almeno) è sempre regolare, e perciò p, - - pa si definisce sempli­
cemente come deficienza della serie segata sulla sezione piana d’una 

(x) Mathematische Annalen. Bd. Vili (1875).
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superficie F„ dalle superficie aggiunte <P„_8 (x). In ordine'a questo 
teorema che per pt ---- pB comprende il teorema di Castelnuovo 
esposto nel § 8, vedansi gli sviluppi del seguente paragrafo.

L’estensione alle superficie del teorema di Riemann - Noch ap­
pare anzitutto accennata da M. Noether nel 1886 (a). L’autore con­
sidera un sistema lineare completo irriducibile | CI di dimensione 
r, di grado n e genere n, avente un certo indice di specialità, i > 0, 
sopra una superficie di genere (geometrico) p. La serie caratteri­
stica di [C\, segata da | C\ su una C generica, è una gr~1 residua 
della serie gg*  segnata dal sistema canonico \K\-, e Noether, 
senza dichiararlo esplicitamente, postula che le due serie (segate 
da sistemi completi) sieno complete; in tale ipotesi il teorema di 
Riemann-Rodi relativo alla curva C fornisce l’eguaglianza

j1) E. Picard, Sur quelques questions se rattachant à la connexion linéaire 
dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes, v. Creile», 
Bd. 129, 1905. Cfr. Picard et Simart, Traité, t. II, pag. 437. Una dimostrazione 
algebrico-geometrica (ed anche un'estensione delle condizioni di sussistenza) del 
teorema, è stata data dal Skvtsbi, nella Nota Sulla regolarità del sistema aggiunto 
(Lincei, 8 nov. 1908), fondandosi però sul teorema della completezza della serie 
caratteristica di un sistema continuo

(2) Extension du théorème de Riemann-Roch aux surfaces algébriques. Comptes 
Rendus de F Académie des Sciences, Paris, t. 103.

i ----- p — 7t 1 — ì.

La questione viene ripresa da Enriques fino dalle «Ricerche» 
del 1893 nelle quali riesce a dimostrare che per le superficie regolari 
di genere p> 1, la serie caratteristica di un sistema completo è 
sempre completa, se tale sia la serie caratteristica del sistema ca­
nonico ; in tale ipotesi (che risulterà poi portare una restrizione su­
perflua) resta cosi dimostrata la diseguaglianza

r > p + n — n + .1,

e l’autore avverte che essa non può convertirsi in una eguaglianza, 
cioè che esistono certo sistemi sovrabbondanti, bastando all’uopo 
la presenza di curve fondamentali di genere o > 0.

Nell' « Introduzione » del 1896, colla nuova definizione del ge­
nere numerico, Enriques dava per tutte le superficie regolari e 
non regolari l’estensione del teorema di Riemann-Roch ai sistemi 
aggiunti, che vuol dire —• sostanzialmente — per i sistemi più ampi 
del sistema canonico.

Per estendere il teorema ai sistemi lineari qualunque pareva 
necessario di ricercare il massimo della deficienza della serie carat­
teristica e dimostrare che esso è dato da p„ — p„. Questo risultato 
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appunto è stato conseguito da 6. Castemotovo in due memorie (’) 
degli anni 1896 e 1897.

Il procedimento usato a tal uopo si basa sopra una conveniente 
estensione dell’idea che conduce a trovare le più semplici condizioni 
di regolarità di una superficie, siccome abbiamo esposto nel § 6. 
Si tratta di metodi che sembrano ancora suscettibili di applicazione 
feconda, ma riescono alquanto laboriosi.

Una semplificazione notevole è stata recata in quest’ordine di 
questioni da F. Severi, in due Note del 1903 e del 1905 (»); parti­
colarmente nella seconda Nota l’autore riesce ad invertire l’ordine 
delle deduzioni, giustificando prima il teorema di Riemann-Boch 
e traendone poi il massimo della deficienza della serie caratteristica, 
dei sistemi irriducibili.

Il punto di partenza di questi sviluppi è il noto teorema di Noe­
ther dell ’Af + B<p esteso alle superficie nella forma seguente :

Ogni superficie fm(xyz) — 0. d’ordine m, non contenente il 
piano s — 0, che passi per i punti del gruppo G comune al piano 
L — 0 e alla curva Dg d’ordine ns, intersezione completa della su­
perficie /„ d’ordine, n, priva di punti multipli propri, con una su­
perficie f, d’ordine s, ha un’equazione della forma

fm — Afa 4- Bf, 4" zfm-l = 0,

essendo un polinomio d’ordine m — 1 ed A e B polinomi in 
x, y, di grado m — n e m — s rispettivamente.

Assumendo addirittura che la superfìcie f„ sia dotata di singola­
rità normali, da questo teorema segue che le superficie fM d’ordine 
qualunque, passanti per i punti doppi di una Ds, segano su Dt 
la serie completa: invero si dimostra che la proposizione è vera per 
m — 1, se è vera per m.

Da ciò Severi trae il
Lemma. - Per s >» — 4 le superficie 0„_4 aggiunte alla f„ se­

gano sopra la curva Ds (interazione completa di f„ e di /,) una serie 
completa.

Infatti le superficie d’ordine n — 4 passanti per 1 punti doppi

(1) Alcuni finitati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie 
algebrica. Memorie della Società Italiana delle Scienze, detta dei XL (1896, vol. X). 
Alcune- proprietà fonda-mentali dei sistemi lineari, di curve tracciati sopra una su­
perficie algebrica. Annali di Matematica, serie II, vol. XXV. Riprodotte in " Me­
morie scelte,,, XXII e XXIII.

(») Sulla serie caratteristica di un sistema lineare di curve appartenente ad una 
superficie algebrica-. Rendiconti R. Accademia dei Lincei, serie V, vol. XII (1903). 
Sul teorema di Riemann-Roch e. sulle serie continue di curve appartenenti ad una su­
perficie algebrica. Atti Accademia delle Scienze di Torino, vol. XL (1905).
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•di D, vengono a contenere per intero la curva doppia di e quindi 
risultano aggiunte ad essa.

Come conseguenza del precedente lemma si ha che «le curve 
canoniche K, e poi anche le curve d’un sistema (speciale) completo 
101 contenuto in | K |, segano sulle curve D, la serie completa. E 

perciò, staccando D, dal sistema completo |JDS -j- C\, si ottiene per 
la dimensione di |.(7j la diseguaglianza che esprime il teorema di 
Biemann-Roch.

D’altra parte lo stesso lemma enunciato innanzi, quando si sia 
verificato che il sistema completo \DS\ — |sD| (privo di curve fon­
damentali proprie) è regolare (à il § .18), porta che la serie carat­
teristica di una Ds ha la deficienza p„ — pa.

Da ciò si deduce (come qui è fatto nel paragrafo precedente.) che 
la serie caratteristica d’un qualsiasi sistema lineare irriducibile 
jC|,. oo1 almeno,'ha una deficienza <pg—pa.

Il ragionamento che conduce a tale risultato è quello stesso che 
Enriques aveva adoperato nelle « Ricerche » per passare dalla serie 
caratteristica del sistema canonico a quella d’un altro sistema li­
neare qualunque, sopra una superficie regolare, e che Castelnuovo 
aveva ripreso nella forma più generale, come un mezzo affatto se­
condario, per giustificare il teorema sulla deficienza della serie carat­
teristica nei casi particolari che sfuggivano alla sua dimostrazione 
diretta (sistemi non semplici).

La nuova dimostrazione de) teorema di Riemann-Roch per i 
sistemi lineari qualunque, quale è offerta in questo, trattato (’), è 
alméno tanto semplice nel concetto quanto quella, del Severi. Essa 
ha, ai nostri occhi, il vantaggio di indicare la ragione profonda del 
fatto che le curve canoniche K (o le curve d’un sistema speciale) 
segano sulle Ds una serie completa: che non sta nell’essere le D, 
intersezioni complete della superficie Fn data con una F,, bensì 
nell’essere \K\ assai piccolo rispetto al sistema \.DInóltre il 
nostro procedimento porge la dimostrazione più diretta del teorema 
che si ha in. vista, rimanendo nello stesso ordine d’idee in cui si 
tratta il caso preliminare dei sistemi aggiunti o dei sistemi più ampi 
del sistema canonico, senza che faccia bisogno di ricorrere a qualche 
motivo nuovo, come sembrava necessario seguendo le vie di Ca- 
steenuovo e di Severi.

Ed ancora, poiché il teorema di Ri emano -Roch per un sistema 
lineare \ C\ viene ottenuto dalla considerazione della serie che un si­
stema \L\ — IC D j sega sopra una curva 1), che si distaccherà

(l) Cfr. F. Enriques, Sw Vextension du théorème de Riemann-Rodi aux sy­
stèmes linéaires de courbes appartenant à une surface algébrique. Bull, des Sciences 
Mathématiques, 1940 (Cfr. iti. particolare il a. 3).
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da \L\, esso resta giustificato per il sistema |C| — \L—1)\ comun­
que questo sia riducibile.

Ora la considerazione relativa al distacco di una .D da |Zj si 
incontra già nelle « Ricerche » di Enriques (del 1893) (»), e perciò 
si può ritenere che Enriques stesso, e Castelnuovo con lui, hanno 
conosciuto assai presto, almeno implicitamente, la possibilità di 
estendere il teorema di Riemann-Roch ai sistemi riducibili. Se­
condo la loro mentalità induttiva essi dovevano rendere esplicita 
la conoscenza in occasione di casi concreti. L’estensione ai sistemi 
riducibili viene formulata in una loro memoria comune del 1900 (2).

Il teorema di Riemann-Roch porge anche notevoli criteri per 
resistenza effettiva delle, curve virtuali, siccome diremo nel se­
guente paragrafo.

14. Curve virtuali.

Teniamo presente che il calcolo della dimensione d’un sistema 
lineare | C | — \ A — B |, residuo di una B rispetto ad un sistema­
regolare e non speciale \A |, si è ottenuto valutando la dimen­
sione della serie segata da | A | su questa curva B ; appare di qui 
che il teorema di Riemann-Roch. esprimente il risultato di codesto 
calcolo, deve porgere anche un criterio per l'esistenza effettiva delle 
curve virtuali di |A — B\. Ciò è anzitutto evidente nel caso in cui 
j AI seghi sopra una B una serie non speciale.

La formula che dà la dimensióne del sistema aggiunto ad un 
altro di genere n:

r > p a + -1 — 1
è una prima applicazione di questo criterio, che si è presentata già 
nella < Introduzione > di Enriques del 1896. Una seconda applica­
zione è la formula che dà la dimensione del sistema ùcanonico sopra 
una superficie di genere lineare p(,):

l'.-l >p., + ---^(?(1)-1) «> 1>

quale s incontra in una Sola di Castelnuovo del 1897 (3) e nella 
memoria di Castelncovo-Enriques del 1900 (•*):  infatti il sistema

(!) L. e., IV, 4.
(a) Castelnuovo-Enriqu.es, Sopra alcune questioni fondamentali, nella teoria 

delle superficie algebriche. Annali di Mat., t. VI, serie III, n. 4.
(3) Sul genere lineare di una superfìcie eoe. Rend. R. Acc. dei Lincei, 1897; 

Riprodotta in « Memorie scelte », XXIV.
(4) Sopra alcune questioni fondamentali della, teoria delle superficie. Ann. di 

Matematica, 1900.

B
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Enriqu.es
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i-canonico \iK\ si può dedurre da un sistema regolare \A\ ----- 
= IB -f- iK I, t-mo aggiunto d’un sistema regolare \B\, staccandone 
\BI, e B + iK sega appunto sopra una B una serie non speciale.

Una terza applicazione del teorema di Riemann -Roch, come 
criterio d’esistenza effettiva delle curve virtuali è data da Severi 
(1905) e contempla in generale il caso ehe \A | seghi sopra una curva 
B una serie comunque speciale: siccome diremo più avanti.

Volendo esaminare la questione d’esistenza delle curve d’un 
sistema differenza | G | ----- IA — B \, è lecito supporre che i due si - 
sterni \A \ e \B\, che definiscono le curve virtuali €, sieno ambedue 
irriducìbili, regolari e privi di curve fondamentali, nonché di punti 
base sopra una superficie F, priva essa stessa di singolarità ; imperoc­
ché ai detti sistemi \A | e \B\ si può sempre sommare un altro si­
stema regolare e privo di curve fondamentali.

Ciò posto osserviamo che:
1) L’esistenza effettiva delle curve virtuali di \C\ ----- \A—B\, 

esige anzitutto die il grado del sistema diminuendo sia maggiore 
od eguale a quello del dim in ut,orò

A2 > B2.

Infatti se A2 < B2, le curve C debbono avere un numero nega­
tivo d’intersezioni colle curve del sistema \A -G B\, essendo 
(A -f- B)(A — B) * A*  — B2, e perciò dovrebbero essere compo­
nenti fisse di questo sistema che per le ipotesi ammesse, è irridu­
cibile.

2) In secondo luogo perchè esistano curve di \A — B\ è 
necessario che il numero delle intersezioni delle curve A e B sia 
compreso fra i gradi dei due sistemi, | A j e j B \ :

li2 < AB < A2.

Se così non fosse le curve (7 avrebbero un numero negativo 
d’intersezioni colle curve B o colle curve A, avendosi rispettiva­
mente: per AB < B2

Hi A — B) < 0
e per AB > A2

A{A — B) < 0.

Le condizioni 1) e 2) sono necessarie sia per l’esistenza effettiva 
di IG| ----- \A—BI, sia per quella d’un multiplo ji(A— R)|. Anzi 
se

A2 > B2
bisogna che sia

B2 < AB < A2,

altrimenti le G (o le iC) — che non sono in senso assoluto curve 
d’ordine zero — avrebbero zero intersezioni colle B o colle A e 
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perciò sarebbero curve fondamentali per ii relativo sistema (che 
abbiamo supposto non possedere curve siffatte).

Alle due condizioni necessarie sopra enunciate, fa riscontro la 
condizione sufficiente per resistenza di un multiplo di jCi :

Se il grado virtuale di |C| — |A—B\ è positivo ed A*>AB>  
> B*,  le curve, del sistema multiplo l'iCl, per i abbastanza grande, 
hanno sempre esistenza effettiva.

Infatti, si consideri la serie segata dal sistema \iA --(•£-— 1)C | 
sopra una curva B (supponendo che tale sistema, esista effettiva­
mente) : questa serie è d’ordine

AB + (i-l)(AB-B*) t

che, per i abbastanza grande Alene a superare l’ordine dei gruppi 
canonici di li-, perciò la detta serie è non speciale, e si potrà calcolare 
la dimensione del sistema residuo

\ iA — (? — 1 }B - - B i ----- I iA — ili I
mediante la formula

r, > p„ + », —zc< + .1, 
dove

», = i'hi
dì — 1) . , ,71, -■ ITT - ------,---»• — ì + I

(n — (JL -- li)8 — grado virtuale di !C! ; -r — genere virtuale ili 
iCjl-

l^al la formula precedente risulta r, > 0 per valori sufficiente­
mente alti di i e quindi l’esistenza effettiva delle curve di \ ic |.

Tuttavia nel discorso precedente, si è supposta a priori resi­
stenza del sistema \iA — (i ; questo supposto si giustifica 
per i valori di i che rendono rt > 0, giacché in tali condizioni si pos­
sono calcolare successivamente le dimensioni virtuali di £4..  B .
\iA—B — B\ = \iA—2B\ .... fino a \iA — (z — 1)B|, che risultano 

1 utte a fortiori maggiori di r, : invero per i detti valori di i. la dimen­
sione della serie segata-da I iA — (ì —2)B i sopra B sarà a fortiori su­
periore a quella della serie canonica, e quindi non speciale, eoe.

Il criterio d’esistenza delle curve virtuali che cosi abbiamo di­
mostrato si applica al sistema pluricanonico di una superfìcie per 
cui il genere lineare sia pO> > 1, e quindi il grado virtuale del si­
stema canonico

= pO) — 1 > 0.

Si trova così la formula già scritta innanzi

Pi >pa+ —3—^pw-D + i-
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Si noti che il criterio non conduce ad alcuna risposta-decisiva 
intorno all’esistenza del multiplo \iC\ di un sistema virtuale di 
grado n ----- 0, e così non permette di affermare a priori l’esistenza 
di curve pluricanoniche per pW -----1 ; sebbene questa esistenza venga 
poi dimostrata mediante altre considerazioni per le superficie prive 
di curve eccezionali (non appartenenti alla famiglia delle rigate).

Il caso in cui il grado di 16'1 sia n < 0 resta a fortiori inde­
ciso; non si può dire se i due sistemi \A.\ e \B\, o i loro multipli 

\ iA I ed I iß I, per i sufficientemente grande, diano luogo o meno 
ad una differenza effettiva.

A complemento di questa discussione vogliamo ancora consi­
derare il caso in cui i sistemi l'A | e i B\ abbiano lo stesso grado :

.A2 =

In questo caso la differenza IA — B\ o un suo multiplo, non può 
avere esistenza effettiva se il numero delle intersezioni delle A e B 
è diverso da A2; si ha dunque la condizione necessaria d’esistenza

AB ----- A2 ----- L2,

e il grado virtuale di |C| ------ |A — Bj vaie

n — (A — B)- ----- 0.

Ora la curva C non può avere esistenza effettiva se non come 
curva d’ordine zero, quando sia A == B. Invece la curva di | iC\ 
avrà esistenza effettiva, ancora come curva d’ordine zero, quando 
sia

iA ss i,B.

Qui vi è luogo ad osservare che. qualora non sia abbia, per qualche 
valore di i, iA -- iB, si potrà costruire sulla superficie (che possiamo 
supporre avere per sezioni piane o iperpiane le curve B) una serie 
illimitata di sistemi | iA — (i— 1 )B\, tutti formati di curve dello 
stesso ordine, e per conseguenza contenuti in una o più serie continue 
di curve non equivalenti, ciò che porta che la superficie sia irregolare:

Po > Pu-

Si può dunque affermare che:
Sopra una superficie regolare due sistemi lineari di eur-oe | A | s 

i BI dello stesso grado, che s’il iter se chino in

AB = A2 ----- B-

punti, sono parti aliquote di uno stesso sistema multiplo'.

I*AI  ---- \ iB\,
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sicché il multiplo secondo i della loro differenza è la curva effet­
tiva d’ordine zero: iA ~iA.

Se si prescinde dalla regolarità della superficie, si può affermare- 
in generale che : « se due curve A e B dello stesso grado n si se­
gano in n punti, due multipli di esse appartengono ad una me­
desima serie continua di curve, o come si dice, sono algebricamente 
equivalenti » (1).

Il criterio d’esistenza effettiva di |C| = ! A — B \, che abbiamo 
detto essere stato indicato da Severi (*),  consiste nella semplice 
estensione formale del teorema, di Riemann-Roch alle curve virtuali, 
quale si ha definendo l’indice di specialità i di |C|, come « numero­
delie curve linearmente indipendenti dal sistema residuo di 10> 
stesso rispetto al sistema canonico (impuro) iff!», cioè come dimen­
sione del sistema

\K — C\ = \B + K-A\

aumentata di una unità.
Designando con n e n i caratteri virtuali di | G |, la diseguaglianza.

r - p a “4“ n — re 4~ 1. — i,
porge un limite inferiore per la dimensione r di | C | e assicura quindi 
dell’esistenza effettiva del sistema quando sia

p„ n — n -(- 1 —i > 0.

Per giustificare ciò che si è detto nel nostro ordine d’idee De­
limitandosi, per semplicità di discorso all’ipotesi i > 0) basta tener 
presente il lemma che ci ha condotto al teorema di Riemann-Roch 
pei sistemi speciali, osservando che il sistema | B -}- K — A \ può 
ritenersi come un sistema piccolo rispetto al sistema normalmente 
grande | sB | per s assai elevato ; perciò | B 4- K — A | segherà sulla­
curva del detto sistema una serie completa di dimensione- i — 1, 
e quindi l’indice di specialità della serie segata sulla curva stessa- 
da IA 4- (s -- 1)B| avrà precisamente l’indice di specialità i: di 
qui si deduce la formula scritta innanzi che dà un limite inferiore 
della dimensione r di

\A -+- (8-1)5 — sB\ = \A — B\.

(i) Cfr. F. Severi, Math. Annalen, 62 (1906), pa-g. 194. A. Tod», Proc, of the- 
Cambridge Phil. Soo. 23 marzo, 1939. Per le relazioni con un teorema sulla base 
di W. V. D. Hodge, J. London Math. Soc. 12, 1937, cfr. B. Segre, Ann. di Mat., 
1937 e J. Bbonowski, J. London Math. Soc., 1938.

(*)  Sulle curve algebriche virtuali appartenenti ad una superficie, algebrica. Rendic, 
1st. Lombardo II, 38 (1905).



IL GENERE NUMERICO E IL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH, ECO. 147

Qui conviene aggiungere l’osservazione che l’indice di specialità 
i di una curva virtuale 0 può riuscire grande quanto si vuole, a dif­
ferenza dell’indice di una curva effettiva che è sempre

i < P, •
Infatti il residuo di C rispetto a \K\,

] li + K — AI,

non è detto a priori che sia contenuto in |.K| : anzi Tesservi conte­
nuto esprime, in altro modo, la condizione necessaria e sufficiente 
perchè una curva virtuale speciale abbia esistenza effettiva.

15. Sistemi lineari regolari e sovrabbondanti.

Sopra una superfìcie di genere aritmetico pa si abbia un sistema 
lineare irriducibile completo, di genere rr, grado n e indice di specia­
lità i: la sua dimensione soddisfa alla diseguaglianza che costituisce 
il teorema di Riemaim-Roch

r > pa -|- n — 7t + 1 — i, 
ovvero

r = pa + » — n -|- 1 — i + oj
con

m > 0;

il sistema si è detto regolare se a- ----- 0, è sovrabbondante se « > 0; 
in quest’ultimo caso m ne designa la sovrabbondanza.

Vi è luogo a ricercare se esistano dei criteri che permettano di­
valutare la sovrabbondanza d’un sistema \C\, o almeno di deci­
dere se j <71 sia o meno regolare.

Il risultato più importante, in quest’ordine d’idee, concerne la 
regolarità del sistema aggiunto ad un 'sistema lineare irriducibile 
ICI, che noi abbiamo dimostrata per un multiplo abbastanza grande 
di ]Oj (oo3 o oo2 almeno) e che si è detto essere stata riconosciuta 
da Picard ( § 13) per il sistema aggiunto a | C | stesso.

Qui possiamo stabilire molto semplicemente il teorema di Picard 
ove si aggiùnga tuttavia una restrizione superflua :

Il sistema i C' |, aggiunto ad un sistema lineare irriducibile | C | di 
dimensione r > p„ — paè certo regolare (di dimensione pa + n — 1). (x)

La dimostrazione riposa sopra un
Lemma. - Siano |<?| e \D\ due sistemi lineari irriducibili,' di­

ciamo per semplicità di dimensione maggiore d’uno. Si può ricono-

T) Cfr. Enriques. Bull. de Se. Math., I. c. 1940. 
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scere che « |Cj sega sulla curva del sistema somma \C + D\ una 
serie completa se la dimensione di |D| superi p, — p„ ». Infatti si 
consideri sulla curva L di \L\ — |C + D\ un gruppo G della serie 
completa contenente i gruppi intersezione delle C. Siccome la serie 
caratteristica di \L\ ha la deficienza <5 < p, - pa, fra gli oor grappi 
LD ve ne saranno oor~Gt ) che associati a G costituiscono gruppi 
della serie caratteristica di |Z| : sia G’ uno di questi gruppi. Ora 
per d-j-ff' passa un fascio di curve L, e, rispetto a questo, la curva 
D per G' è fondamentale: staccandola resta una curva di |C| che 
passa per G. Così dunque la serie completa dei grappi G viene segata 
su L dal sistema | C |.

Ciò posto, si assuma sopra una superficie un sistema lineare irri­
ducibile iCj, di un certo genere ir e di dimensione maggiore di 
ps — Va', vogliamo provare che il suo aggiunto | C -j- K j (K desi­
gnando il sistema canonico) è regolare, di dimensione ptt •$- n — 1.

A tal uopo si associ a \C\ un sistema lineare irriducibile | D | 
di dimensione maggiore di p, —pn) il cui aggiunto sia regolare; e 
si costruisca il sistema

\L\ — 10 + D + K\.

Sopra una curva L, tanto il sistema i C + KI che il sistema 
II) 4-Iti, segheranno serie complete, le quali dovranno essere 
residue l’ima dell’altra rispetto alla serie canonica. Siccome si 
conosce la dimensione della serie segata da |D -j- K|, che è eguale 
alla dimensione del sistema | D + K\, si .dedurrà la dimensione della 
serie segata da | C 4- K\, che è quella segata da questo stesso si­
stema.

Dicansi invero q ed m il genere e il grado di \I) -j- K \, ed $ 
il numero delle intersezioni di una C con una D K : la dimensione 
della serie segata da \D 4- Kj su L vale

P a 4~ m — Q 4- 1

e il suo ordine è m 4- s mentre il genere di L è

ri — n 4~ Q + s — 1.

Quindi il teorema di Riemann-Boch ci dà che la dimensione della 
serie segata sulla stessa L da | C K | è

p„ 4- m — q + 1 — (m 4- s — ri) — 1 — pa 4"71 —■ 1-

Un altro criterio di regolarità (che riesce utile nelle questioni di 
postulazione d’una superficie rispetto alle varietà Vn_t d’uno spazio 
Sn a n >3 dimensioni) concerne i multipli d’un sistema lineare: 
Sono regolari i multipli d’ordine assa i elevato d’un sistema irriducibile, 
oo'2 almeno, |G |, privo di curve fondamentali.
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Si consideri un certo valore di h per cui il sistema j hC | con­
tenga parzialmente il sistema canonico \K\, di guisa che si abbia

<h(' - K\ = 1J -

Sappiamo ehe. per « abbastanza alto il sistema aggiunto ad |sC|, 
cioè IsC -t- K I, è regolare. Ora si avrà

j (,S‘ + h)C\ = j sC K + D j,

dove l) sarà una curva composta, in generale, di più componenti, 
-, mpliei e muli iple. di grado posi! ivo <> negati'1, o. Ciò posto si tratta 
di mostrare'che il sistema regolare \s<‘ ■ ■■ lì si amplia successiva­
mente in sistemi regolari (secondo il criterio del § 8) quando si sorn- 
niauo ad. esso le componenti irriducibili di i).

Infatti, designando con L una componente irriducibile di />, 
di varai Ieri <, - v, ed essendo coni un que >. si vede che i! nuim-ro 
delle intersezioni di L con le curve sommando di j-sC 4- K j (dove 
•< è alto quanto si vuole) vale

hi ■— st ■ 2o 2 — r > Q — v,

essendo t > 0 perchè L non è curva fondamentale per . ( . L’ana­
loga diseguaglianza sussiste, sempre per il numero delle intersezioni 
delle curve di \sC -4- K L\ con una componente di I), e così 
successivamente in rapporto alla somma di jsC 4- K\ con tutte le 
componenti irriducibili di 11)\.

In ultima analisi il sistema \sÇ -j- K 4- D|. che è il sistema mul­
tiplo ! (s -j- h)C\, per s -f Ä assai elevato, risulta regolare, c. d. d.

Basterà spiegare la cosa riferendosi al primo caso significativo, 
in cui si tratti di sommare \sC 4- K + L\ alla L stessa, che si sup­
ponga entrare come componente doppia in una curva D ed essere 
di genere g > 0 e di grado negativo v — - v'. Diciamo dunque che, 
in questo caso, il numero delle intersezioni di L cori le curve di 
X' + K + L\ vale

st 4- 2g — 2 4- v' — v' ----- st 4- 2p — 2 > o 4- v',

per s abbastanza alto in confronto a v’ — — v.
II. teorema innanzi stabilito si può enunciare dicendo che:
Ogni sistema lineare normalmente, grande (rispetto al sistema ca­

nonico) è regolare.
Giova rilevare esplicitamente che la proprietà non sussiste per 

sistemi grandi che non siano tali normalmente.
L’esempio più semplice è dato dai sistemi lineari che posseg­

gono curve fondamentali proprie:
.»S'e il sistema lineare, | C | ha una cuna fondamentale propria 0 
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di genere o > 0, i multipli comunque grandi di jC'! hanno la sovrab­
bondanza

co > Q f1).

Infatti il distacco di una S, di grado — v, da \sC\ diminuisce di 
1 la dimensione effettiva del sistema, di v il suo grado e di v -f- g — 1 
il suo genere, e quindi di q— 1 la sua dimensione virtuale; vuol 
dire che la sovrabbondanza co di \sC\ supera di q quella co' di 
|«O-0|:

CO =■- co' + 0.

Si noti che, in generale (per § > 1) anche co' > 0, e perciò il 
genere o della curva fondamentale è soltanto un limite inferiore 
della sovrabbondanza di \sC\. Qui riesce istruttivo il semplice esem­
pio proiettivo di una superficie F d’ordine n (a sezioni piane C) 
dotata d’un punto multiplo isolato d’ordine i > 3, su cui le super­
ficie cps (d’ordine s abbastanza alto) segano il sistema lineare | s01.

Si vede tosto, non soltanto che le cp, generali segano su F un 
sistema sovrabbondante (che ha la curva fondamentale Q rappresen­
tata dall’intorno di 0), si anche che sono sovrabbondanti i sistemi 
segati su F dalie cp, passanti per 0 colle molteplicità 1, 2, .... i — 3, 
mentre è regolare quello segato dalle cp, aggiunte che passano i — 2 
volte per 0. Donde si trae facilmente il calcolo della sovrabbondanza 
co di |sC|.

16, Precisazioni sulla regolarità del sistema aggiunto ad una curva 
sopra una superficie regolare.

Vogliamo approfondire la questione della regolarità o della so­
vrabbondanza dei sistemi lineari più ampi del sistema canonico, 
riferendoci al caso semplice delle superficie regolari, con pe = pa~ 
= p > 0.

Se ] C [ è un sistema lineare più ampio del sistema canonico | K |, 
si ha

\C — K\ = \L\,

dove |Z] designa un sistema effettivo, e quindi

\C\ = IL + KI --- \L'\.

Così IGI si può considerare come sistema aggiunto ad una curva 
L effettiva. Ora se L è irriducibile, di un genere n > 0, il suo sistema 
aggiunto è certo regolare, di dimensione p + n — 1 giacché esso sega 
sopra L una serie (completa) che non può superare la serie canonica 
dìrr-ì'

(l) Cfr. Enriques, Ricerche eoe., 1893.
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La stessa conclusione — regolarità del sistema aggiunto ad L — 
si estende al caso in cui la curva L sia una curva connessa comunque 
spezzata in parti semplici.

Curva connessa formata di componenti semplici significa « curva 
che comunque divisa in due parti dà luogo a curve aventi qualche 
punto (di connessione) a comune », ovvero anche topologicamente, 
una « curva o superficie riemaimiana su cui può darsi sempre un 
cammino continuo che ne congiunga due punti arbitrari ».

Per le curve connesse, formate di componenti semplici, che sono 
così definite,' sussiste il

Lemma di composizione geometrica delle curve connesse. Una 
curva connessa L formata di s componenti semplici si può sempre 
ottenere sommando ad una parte connessa formata di s — 1 com­
ponenti Li + Lt'+ .... + A- 1 una «-ma componente L, che abbia 
con questa qualche punto comune (di connessione).

Si dimostra per induzione completa: supponendo che la data L 
contenga una parte connessa, formata di A componenti irriducibili 
semplici con h < s, questa. parte deve essere connessa colla rima­
nente e perciò con una almeno delle sue componenti; sommandole 
tale componente si ottiene una parte connessa di L, formata da 
h 4- 1 componenti.

Come Corollario: data una curva connessa L formata di s com­
ponenti semplici, si può prendere queste in un ordine Llf L2, ...., 
L, per modo che nella

L — Li 4- A -f- .... 4- A

tutte le parti A 4- Lt 4- .... 4- A (A — 1, 2, ...., s) siano connesse.
In forza di questa proprietà è facile riconoscere che « il sistema 

aggiunto \L'\ è regolare», come sopra si è enunciato. Infatti si 
designi con il genere di A 4~ + A, con nh il genere di A, 
e con ih il numero delle intersezioni (A 4- 4~ A-i)A- Avremo
che il genere di

L = A 4- .... 4- A = (A 4- .... + A-i) + A 
sarà

ns = n, 4- À i, — 1,

e la serie segata da \L'\ su Ls sarà d’ordine

n, ----- 2%s — 24- i,
e di dimensione

f » < n, — 2 4- i, ;

quindi lo stuccamento di A da \L'\ importerà

rs 4_ 1 si rt.s 4~ i-s — I
condizioni.
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Risulta quindi: se è regolare il sistema |(Li -j- .... -f- Ls_i)'\ 
aggiunto ad |ii+ .... + Ls~^ si ha precisamente

rt 4- .1. — Ss 4- ìj — 1

ed è regolare anche il sistema \I'\ aggiunto ad \L\ — IL, 4- .... -j- 
+ L, j. Il teorema enunciato si verifica per una L formata di s 
componenti (semplici e connesse fra loro) se si verifica per una 
curva formata di s — 1 componenti. E così può ritenersi dimostrato 
in generale, essendo regolare \L'l\.

Al contrario di ciò che accade per le curve connesse, non sono re­
golari, ma sovrabbondanti, i sistemi aggiunti a curve spezzate scon­
nesse, Più precisamente:

Il sistema \L'\ aggiunto ad una curva L composta- di s parti irri­
ducibili semplici senza punti comuni ha la sovrabbondanza s—1.

Si dimostra collo stesso ragionamento induttivo, adoperato per 
le curve connesse. Si tratti per es. di una curva L (di genere n) 
composta di due parti Lt e L2> di genere nx è -r2, senza punti, 
comuni (n = — 1). Allora il sistema aggiunto \L'\ —
= ! (Li + i2)4 sega su Lt la serie canonica completa ed il re­
siduo di Li rispetto ad esso — che è ÌLz k — sega su L, la serie cano­
nica quest’ultimo sistema \L'Ì\ è regolare, quindi |L'\ è
sovrabbondante, di dimensione

p n =■ p -j- (jEj. -+- ji-2 — 1 ) — 1 + m 
con

co — .1 .

Dopo ciò è anche facile valutare la sovrabbondanza del siste­
ma, \(L + 2Jsiß()'\ aggiunto ad una curva sconnessa L -j- £st0i}. 
formata di una curva irriducibile L di grado > 0, diciamo per 
semplicità di una curva variabile in un sistema lineare co*,  e di 
più curve irriducibili 6< di grado v( < 0, fondamentali per questo 
sistema \.L\, contate ciascuna, un certo numero «, di volte.

17. Segue: il sistema aggiunto ad una curva connessa formata di 
componenti multiple sopra una superficie regolare.

I risultati indicati non esauriscono la questione della regolarità 
o sovrabbondanza del sistema aggiunto ad una curva L sopra una 
superficie regolare, quando la L sia comunque composta di parti 
semplici e multiple. La difficoltà che qui s’incontra tiene invero al 
concetto della « curva connessa », che occorre estendere appunto- 
ai caso di una L qualunque, composta come sopra.

Designarne come curva (aritmeticamente) connessa una curva L, 
comunque formata di componenti irriducibili semplici e multiple, 
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quando due parti qualunque, Lr e Lt, in cui essa venga divisa, hanno 
sempre un numero (virtuale) di punti comuni

LJJ2 > 0 :

non è escluso che qualche parte di L, abbia un numero negativo 
— n di punti comuni con Lt (contenente almeno una componente 
multipla di’ Ltf di grado negativo), purché la parte restante abbia 
allora più che n punti comuni colla stessa Lt.

La considerazione delle curve connesse, comunque formate con 
parti multiple, dà luogo a difficoltà che sono state esposte da A. 
Fraschetta (’■), e die qui conviene segnalare.

Contrariamente a ciò che dà l'intuizione nel caso di parti semplici 
(aventi con altre un numero > 0 di punti comuni) non si può dire 
in generale che aggiungendo ad. una curva connessa L una com­
ponente C che la incontri in n > 0 punti si ottiene sempre una curva 
connessa L C.

Infatti Fk an ghetta adduce esempli di curve sconnesse formate di 
s componenti, scomponibili in una curva connessa formata di s — 1 
componenti e in una componente che V incontra in un numero positivo 
di punti.

In conseguenza di ciò cade anche la dimostrazione del lemma 
(di composizione geometrica) che abbiamo stabilito nel paragrafo 
precedente per le curve connesse formate di componenti semplici : 
non si può dire in generale che urta curva aritmeticamente con­
nessa formata di s componenti, si ottenga sempre aggiungendo una 
componente irriducibile ad una curva connessa formata di s — 1 
componenti.

Tuttavia sussistono per le curve aritmeticamente connesse al­
cune proprietà, messe in luce da Fraschetta (3), che prendono il 
posto delle precedenti, quali vengono enunciate dai seguenti teo­
remi :

Teorema J. - ’Una curva L (formata comunque dì componenti 
irriducibili semplici o multiple) è aritmeticamente connessa se ogni 
sua parte connessa, è connessa eolia rimanente (cioè ha con questa 
un numero virtuale di punti comuni > 0).

Invero se la L A -f’ B non sia connessa, avendosi AB <, 0, 
o A è connessa e si ha dunque una parte connessa di L che inter­
seca la residua in un numero < 0 di punti, ovvero è possibile de­
comporre A in due parti Ax e A2 non connesse fra loro :

A “ A, -4- A 2, A x A a A 0 ;

(!) Sulla caratterizzazione delle curve eccezionali riducìbili, di prima specie, in 
Boll. dell’Unione Mat., Bologna, 1941.

(?) t o.
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mentre dall’essere AB <f 0 segue che una almeno delle due curve, 
sia Ai, un numero non positivo d’intersezioni con B ma in questo 
caso si lia

L = -I, i Ma +. B)
con

AS(A2 + B) --- A,A, + A,li < 0.

ossia vi è ima parte A di A, entro L, sconnessa colla parte residua. 
Ora sarà At connessa ovvero conterrà una parte Alt sconnessa colla 
curva residua (L — Au) e così di seguito. Ma la serie delle parti suc­
cessive A, Ait Au, il cui ninnerò di componenti va diminuendo, 
.avrà termine con una curva connessa, formata di una o più compo­
nenti irriducibili: l’ultima parte così ottenuta sarebbe una curva 
connessa in sè e sconnessa colia residua.

Teorema IL - Da una curva L (aritmeticamente) connessa, si 
può togliere una parte B connessa (formata di una o più compo­
nenti) per modo che la parte residua L — B sia ancora connessa.

Fra tutte le possibili parti connesse di L, se ne scelga una, B, 
che abbia il minimo numero (positivo) di. punti comuni colla parte 
residua A ----- L — Z; diciamo che A risulta pure connessa. Se cosi 
non fosse, si avrebbe una divisione in parti sconnesse

A ---- A, + A2:
A,A. L 0,

dove si può supporre che Ai sia, in sè, connessa (teor. I). Ma, in tal 
caso, la B dovrà avere con. ciascuna delle parti Ai e At di A un nu­
mero positivo d’intersezioni, chè altrimenti sarebbe (B -p Ai)A2 L 0 
o (B + As)Ai < 0 e perciò la I sarebbe sconnessa; avremo dunque

HA, > 0 e BA2 > 0.
quindi

BAi < BA = B(A, + A2), 
e a fortiori

(B + AÀAi<BA-,

così la Ai, parte connessa di L, avrebbe colla residua un numero 
d’intersezioni minore che la B, contro la nostra ipotesi.

I teoremi di Feanchetta tengono luogo, fino ad un certo punto, 
delle proprietà, intuitive che caratterizzano le curve connesse for­
mate di componenti semplici, siccome vedremo nel seguito.

Tuttavia non sembra facile dedurne, senza eccezione, la regola­
rità del sistema \L'\ aggiunto ad una curva connessa qualsiasi L 
(con componenti multiple di grado negativo). Si può tentare una 
via alquanto indiretta, che è in stretto rapporto con i nostri svi­
luppi sul teorema di Riemann-Roch, ma che resta tuttavia subor­
dinata ad un’ipotesi di lavoro che verrà messa in luce più sotto.
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Si assuma sulla superficie F un sistema lineare regolare 
che sia multiple d'ordnie assai elevato (Furi sistema irridueibile 
<x>2 almeno, privo di curve fondamentali, sicché risulti, in primo 
luogo, irriducibile \D\ ---- [C te L'\: 81 può ritenere che Muto 
come il suo sistema aggiunto |Jf| ==■ \ L K\ seghino serie conn 
piste sopra una curva I) di questo sistema \ G 4- L j normal Brente 
grande. Ora si che anche |(J| sega, su tale curva A una
serie completa... Infatti, sia G un. gruppo della serie compietà Gl) e 
r un gruppo residuo di tì- rispetto alla serie càratteristfea di \D\, 
sezione di D con L\ G -4 F costituisce il gruppo base Ä'M fascio di 
curve D, che WW hanno àMN ftittusezione eolie componenti M 
L, fuori di I).

Ora. se s'impone ad una D di questo fascio di contenere un punto 
E L fuori di Ï), stante la connessione di L, Finterà curva connessa M 
staccherà dalla. I), restando, una G per ff, s. d. A.

La dimostrazione prevedente si basa sul presupposte ehe essendo 
la I aritmeticamente connessa, quando «’imponga àd usa D ài 
fascio 'predetto, P contenere un punto di L,. fuori M F, là L M 
Stacchi completainente, ossia ogni, sua componente si stacchi con. 
la molteplicità con cui essa compare in L.

Tale proprietà ci pare vera, ma. non ne possediamo una dimo­
strazione esauriente. Noi la introdurremo come ipotesi di lavoro, 
restando così inteso elle il risultato precedente e le 
ehe .M trarremo, sono subordinati alla validità di tale ipotesi.

Ora, avendo riconosciuto elio il sis teina regolare \G\ sega sulla 
■curva D di |Z>! = re ■4' U una serie compieta g, che è residua di 
quella segata da jUj re \L 4- X !, si. potrà valutare la dimensione 
di quest'ultima (e quindi di \L'\} che eguaglia rinàte® di specialità 
di g diminuito di mia unità. Designando con » il grado di ICì^ con. s 
il suo genere, e con ■?» il nummi iteli e interse zàmìi Gì, l’ordine della 
serie g sarà

n -y- m
■e la sua distensione

r = p -r n — Q + t,

mentre il genere di D vate
W te- D te M re 1*

Quindi l’indice dì specialità ì di g è dato da:
Ù '/C. "Jä-‘ {te te § 4" tit J— ’■ ) “te *Ì  -V p te- !Ì 0 -1,

e. di qui segue che la dimensione della serie (6'1?) residua di di) è. 

i-l = p + ,-r-l.

Dunque. \L'\ ha questa stessa dimensione ed 4 regolare.
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In conclusione : Sopra una superficie regolare di genere p > 0? 
il sistema aggiuntò ad unta cuna aritmeticamente connessa è sempre 
regolare.

18. Sulla riducibilità del sistema canonico.

Il teorema stabilito nel paragrafo precedente, porta a notevoli 
applicazioni in ordine al sistema bicanonico e ai sistemi pluricano- 
nici. Per comprenderne il senso conviene rifarci dalla questione 
della riducibilità del sistema canonico.

Noether riteneva di poter dimostrare che il sistema canonico di 
una superficie di genere p > 0 possa essere riducibile soltanto in 
due casi:

1) per la presenza di curve eccezionali (di genere q = 0 e 
grado v — —1) che costituiscono parti fisse del sistema canonico­
impuro;

2) per essere il genere lineare (assoluto) pd) -----1, nel qual caso 
le curve canoniche pure sono in generale composte colle curve ellit­
tiche d’un fascio.

Cosi per pd> > 1 il sistema canonico puro sarebbe sempre irri­
ducibile. Ma la deduzione di Noether cade in errore, e si danno­
effettivi esempi di cune canoniche (pure) K riducibili, appartenenti 
a superficie di genere p > 0 e genere lineare pw > 1 :

1) Il primo esempio viene offerto dal piano doppio con curva 
di diramazione C2n d’ordine 2n, dotata d’un punto 0 (2n — 6)-pio 
(» > 4) e di due punti [3,3], A, e As, allineati con 0 sopra una 
retta a

fip ----- 2n — 7 , pM ------ 4«. —15).

Le curve canoniche K hanno per immagini (doppie) le curve 
con 0 (n — 4)-plo passanti semplicemente per e At, e perciò 

spezzate in O„_4 con 0 fin — 5)-plo e nella parte fissa a. Ora questa 
retta rappresenta ima curva S- (irriducibile) componente fissa delle 
.K, che non è eccezionale, avendo il genere q ----- 0 e il grado v ----- —2:. 
siccome appare anche dal fatto che essa ha due intersezioni colle 
residue componenti delle K, perchè il numero di queste intersezioni 
vale :

2« — 2 — 2v = 2
(S — 0 , r ----- — 2).

2) Un secondo esempio k offerto dal piano doppio con curva- 
di diramazione Cla, d’ordine io, dotata di 3 punti [3, 3] sopra una 
retta a, che non fa parte di C10. Un semplice computo di costanti 
ci dà un sistema lineare di C30 con 3 punti 3-pli assegnati su a e 
altrettanti punti 3-pli vicini a questi in direzioni date, sistema di 
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■dimensione 29, che pertanto non si riduce a quello 00s* costituito 
dalla « contata 2 volte e da curve 0, con 3 tacnodi e tangenti tanno- 
dali date. Ora, sul piano doppio che abbiamo costruito, le immagini 
delle curve canoniche sono le coniche spezzate nella retta fissa a 
e in una retta variabile. La corrispondente parte fissa 0 del sistema 
canonico | K \ è una curva di genere q — 1 e grado v — — 1 ; i ge­
neri della superficie F valgono

p = 3 , pO = 6.

Si calcolerà il grado v — — 1 di 0 avvertendo che la 0 — parte 
fissa di \K\ -- ha 2 intersezioni colle curve residue, sicché

2q — 2 - 2v = — 2v = 2 , v = — 1.

D’altronde la curva completa che risponde alla a su F è una 
curva di genere 4 composta di 3 curve ellittiche di grado — 1 ri­
spondenti ai punti [3, 3] e della nostra 6, che ha un punto comune 
con ciascuna di esse : il grado complessivo di codesta curva completa è

3 — 1 + 2.3 = 2.

3) Un terzo esempio è offerto dal piano doppio con curva di 
diramazione C12, d’ordine .12, con 4 punti [3, 3] appartenenti ad 
una retta a (che non fa parte di C„) ; con un computo di costanti si 
dimostra l’esistenza di Glt irriducibili, che non contengono a. Ora­
le curve canoniche K sono .date sul piano doppio da cubiche, spez­
zate nella retta a e in una conica variabile. Alla retta a risponde 
una 0 componente fissa delle K che ha il genere q — 1 e il grado 
v — — 2 ; infatti la 0 ha 4 intersezioni colle curve residue, sicché

2Q — 2 — 2v = — 2»> = 4 , v — — 2 (*).

La curva completa che. risponde ad a su Uè una curva di genere 
5 composta di 4 curve ellittiche di grado —1 rispondenti ai punti 
[3, 3] e della nostra 9, che ha un punto comune con ciascuna di esse: 
grado complessivo di codesta curva completa è

— 4 —2 -h 2.4 = 2.

(l) Citiamo ancora l’esempio di una superficie irregolare con pa — 2, pt — 3, 
pM = 11, quale è.rappresentata sul piano doppio con C'12 dì diramazione composta 
di 3 quantiche Ct (d’un fascio) che si toccano in 8 punti d’una conica Ct; le im­
magini delle curve canoniche sono spezzate nella conica Cs, cui risponde una 0 
fissa di genere 3, e in una retta variabile. La superficie contiene un fascio irrazionale 
(ellittico) di curve, rappresentato del fascio delle C4, d’accordo con un teorema- 
generale sui piani doppi irregolari di M. De Franchis.
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Nota. - Nello stato attuale delle nostre conoscenze non si sa­
ge esistono superficie con p(1)> 1 il cui sistema canonico sia riduci­
bile in modo che le sue parti variabili siano composte colle curve 
k d’un fascio (*).  In ordine a tale possibilità possiamo soltanto di­
mostrare la seguente proposizione:

(i) Esempi effettivi sono stati costruiti recentemente da G. Posipiw : Alcuni 
esempi di superficie algebriche a sistema canonico puro degenere,, Rend. Aec. Lincei, 
s. 8, v. IV, 1948.

Se le curve canoniche pure d'nna superficie di genere p > 1 (al- 
!'infuori di parti fisse) sono composte colle curve k d’un fascio di genere 
n e grado n, si ha in ogni caso

n < p(’■>, n < pW = pW — 1.

Si designino con 0 le eventuali componenti fìsse delle K :
IK I — SO ---. \sk\

e sieno q e v i caratteri di una 0. Esprimiamo il grado di | K \ come 
somma dei numeri d’intersezione delle sue componenti k (irridu­
cibili o meno) e 0; avremo

s(2 ri, — 2 — n) + 2?(2o — 2 — v) = — 1.

Ora, riferendoci ad una superficie trasformata priva di curve 
eccezionali sarà per ogni 0

2.0 - 2 —v 0.
quindi

2ti — 2 — n <: p<’> —• 1.

D’altra parte una curva k ha, colla curva residua (« — I)L + SO, 
il numero virtuale d’intersezioni

2u — 2 — 2 n > 0.
Di qui si deduce

il < 71 —■ .1,
e

ti < ri , n < p(1) — 1, c. d. d..

19. Sulla regolarità del sistema bicanonico

Le possibilità che il sistema canonico puro \K\ d’una superficie, 
con p > 0 e p<ri > 1, sia riducibile, costringe ad esaminare più. 
profondamente la questione « se il sistema bicanonico e i. sistemi 
pluricanonici siano regolari ». Per ciò occorre dimostrare che, co­
munque .le K siano spezzate in parti semplici e multiple, sempre 
(per p(ri > 1) esse sono connesse; quindi è regolare il sistema ag­
giunto,

|2 K\ = \K'\, (i)
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-e similmente, essendo pur connesse le curve di \ÌKj, è regolare i 
sistema tricanonico

\3K\ == I (3Æ)'j ecc.

In parole : Sopra una superficie regolare di genere p > 0 e di ge­
nere lineare p-15 > 1, il bigenere vale esattamente

P = p 4~
e lo i- genere

, ili—1) , , Pi + _'pai.

Per dimostrare questo importante teorema conviene riconoscere 
successivamente che, per p > 0 e p<l> > 1:

1) le parti variabili del sistema bicanonieo sono irriducibili;
2) le curve canoniche K, comunque riducibili, sono sempre 

connesse, di ordine dì connessione > 2 (cioè una parte qualsiasi di 
K ha almeno 2 intersezioni eolia residua).

3) di conseguenza il sistema bicanonieo puro è regolare di 
dimensione p + pW — i e non maggiore.

Queste deduzioni si estendono a fortiori, ai sistemi pluricanonici 
d’ordine > 2.

1) La prima proposizione si dimostra facilmente. Anzitutto 
se p L 2 e pW > I, le parti variabili delle curve canoniche sono ir­
riducibili o formate colle curve irriducibili C, di genere -r > 1, ap­
partenenti ad un fascio ; quindi le curve C" aggiunte ad una C for­
mano mi sistema lineare di dimensione p + n — 1 (almeno) secanti 
su C la serie canonica completa gJZ-aì due (fi hanno almeno 2n — 2 
intersezioni variabili e perciò le (fi non sono composte colle curve 
d’un fascio ; a fortiori il sistema bicanonieo \2K\ che contiene par­
zialmente ICI non può avere parti variabili riducibili composte colle 
curve d’un fascio.

Il teorema si estende al caso p — I. In questo caso, se le parti 
variabili delle curve bicanoniche sono composte colle curve irridu­
cibili C di un fascio, anzitutto — per essere p<*)  > 1 — il genere di 
queste dovrà essere .v > I (x). Ciò posto, se le componenti C che en­
trano nelle curve di 12K | sono in numero di s (P = s -j- 1 designando 
il bigenere della superficie), per essere p = 1, vi saranno s curve 
<71 i cui doppi appartengono al fascio j C ! :

(l) Infatti vedremo in seguito che se una superficie possiede un fascio di 
curve ellittiche ed il suo genere geometrico è positivo allora il suo genere li­
neare è necessariamente pW = 1.

K = 0 4- sCk .
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Ora il sistema | Ci | aggiunto ad una curva C'i e contenuto in 
\2K\ dovrebbe avere come- parti variabili le curve C di jC| ; ma ciò 
è impossibile perchè la sua dimensione vale non già uno, bensì 
(almeno) p + n — 1 = n > 1 (').

(t) La prop. 1) si dimostra anche in altra maniera, facendo vedere anzitutto 
che deve essere 7r 2 e quindi necessariamente p > 1. Se le parti variabili delle 
curve bicanoniche 2K sono composte di s (> 1) curve C d’un fascio lineare, com­
pleto, designando eon 0 le parti fisse di |2/t j scriveremo

\2K j = 20 4 |eC |.
Ora si indichino con n e k il grado e il genere di |(7 i, e con reo quelli di una 

Ö, e valutiamo il carattere additi ivo delle 2 K che esprime il numero delle loro 
intersezioni con una K; avremo

2K • K — 2pW — 2 — 2(2o ■— 2 — v) - — 2 — n).
Ma, riferendoci, com’è lecito, ad una superficie senza curve .eccezionali:

2o — 2 — v > 0, 
e perciò

.s(2?r 2 —n) < 2ph,>. . . 2 .
Quindi, affinchè il fascio \C \ sia completo, la sua dimensione dovrà essere r — I; 
perciò, se |C j non è contenuto nel sistema canonico |/< !:

p 4- n --- .T ! . , l 
e

n <71 — 1 ;
e questa disegnagli;)nza vale a fortiori se u è contenuto in K p perchè in tal 
caso |2C I fa parte del sistema aggiunto

C ' ■: 'C - K
Ciò posto, se 7ì > 2, si avrà

«<7r — 1) <. 2pl l> — 2
Ti— 1 > 2 
p(t) __ I > .,

e di conseguenza la dimensione di |2A" | vale

in contraddizione coll’ipotesi ehe )2A' I sia formato dai gruppi di s curve del fa­
scio j o quindi abbia In dimensione ».

Dopo avere così stabilito la nostra proposizione nel caso 71 > 2, resta a di­
scutere l’ipotesi ji 2.

In questo caso il fascio delle curve C di genere 71 2 permette di rappresentare
la superficie sopra un piano doppio con curva di diramazione /?,„ <li un certo or­
dine pari 2»t, dotata d’un punto 0 (2m — fi)-pio o (ì»i à)-plo e di altre singo­
larità elementari: punti 4-pli e punti [3,3].

In questo piano lo curve bicanoniche hanno per immagini curve 02,„_6 aggiunte 
ad che si compongono di una 02,„_e_s fissa e di s rette per <). Siccome fra le 
curve bicanoniche c’è almeno una curva canonica contata due volte, la <Z>2, 
dovrà essere il doppio di una curva ‘I’...3_Ä (.» --- 2h) che. insieme ad h rette per O. 
costituisce l'immagine di una curva canonica. Essendo /, 4 I, si deduce p > 1, 
caso già esaurito dalle prime considerazioni del testo!
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2) Per dimostrare la connessione delle curve canoniche K. 
basterà dimostrare che sono connesse le curve bicanoniche di ] 2K | , 
e per ciò si tratta di ridurre all’assurdo l’ipotesi che queste siano 
sconnesse. Ora il sistema dicanonico \%K\ consterà di una parte 
fissa L (comunque composta) e di parti variabili irriducibili C:

|2 K\ = £ + \0\.

Se le curve del detto sistema sono sconnesse, si possono dividere 
in due parti aventi un numero < 0 di punti comuni : una di queste 
parti conterrà una C ed una parte (fissa) E di L, mentre l'altra sarà 
una 1) fissa :

L=D + E , (C -f- E) D < 0 .

Ora è lecito ritenere che la D sia connessa; se non lo fosse si la­
sserebbe scomporre in due parti Dx e D, con un numero nullo o ne­
gativo di punti comuni, e una di queste — sia p. es. Dx — avrebbe

DX(C + E + D2) < 0

intersezioni colla residua; e cosi seguitando si arriverebbe in ogni 
caso a trovare una parte connessa di I, e quindi di C 4- L, avente 
un numero < 0 d’intersezioni colla curva residua.

Supposto dunque che I) sia connessa, si designi con q il suo ge­
nere e con v il suo grado : per -essere I) connessa sarà

Q > o. e)
Scriviamo il numero delle intersezioni, di D colla curva residua 

rispetto al sistema bicanonico j 2K \ :

])(2K — I)) — J)(C -p E) = -lo —- -1 — 3i> < 0 .

Se ne deduce
4

v >3(0 — 1).

Ora, se o — 0, per essere v intero, sarà

v > — 1 : (*)

(*) Questa proposizione si dimostra, con induzione completa, per le curve 
I) composte di s componenti irriducibili ove si ritenga dimostrata per le curve 
composte di meno ehe s componenti. Infatti la D si può decomporre in due parti 
Dx e /q, ciascuna connessa in sé s connesse fra loro, con n > 0 punti comuni; 
quindi, designando con ol e os i generi di queste curve, si avrà

Q = Qi + Q 2 + n — 1,
Qi L 0 , ,p2 L 0 , Jà 0 ;

c. d. d.
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quindi o v > 0 ciò che porta p = 0, ovvero la D è una curva ecce­
zionale della superficie (g — 0, v --- — 1). Si può supporre che la- 
superficie sia trasformata in guisa da non contenere curve siffatte,, 
e perciò è lecito scartare l’ipotesi g ----- 0, e prendere

e > 3-
Ma se g — 1, non potendo aversi v > 0 (altrimenti p ----- 0) sarà. 

v ----- 0, e allora si trova che le curve dicanoniche e pluricanoniche 
di \ iK I avranno eon D zero intersezioni, mentre la D stessa ha sempre 
zero intersezioni colle residue di |iK— D\, \iK — 2P| eco.; da ciò 
segue che le curve di ]iK\ sono composte colle curve ellittiche d’un 
fascio e il genere lineare pM -----1, contro la nostra ipotesi (pò) > 1).

In conclusione, se le curve bicanoniche sono sconnesse, una 
parte D di esse, connessa in sè ed avente un numero < 0 d’inter­
sezioni colle residue, dovrà ritenersi di genere g > 1 e di grado

4
v g (e —.1) > e — 1 •

Ma questa conclusione è assurda, contrastando coll’ipotesi che 
J) sia parte della parte fissa L delle curve di 12L |, giacché la di­
mensione del sistema completo \D\ d’indice di specialità p, secondo 
il teorema di Riemann-Roch, vale

p + v — (g—-1J--.. p > 0.

Dunque le curve del sistema bicanonico \2K\ e perciò anche le 
curve K del sistema canonico, sono connesse: una parte qualsiasi 
di una K, di genere o e grado v, avrà colla residua un numero pari 
> 0 di punti comuni:

2g — 2 — 2r > 2,

e così l'ordine di connessione delle K è 2.
3) Dall'essere connesse le curve canoniche pure K (per p > 0,. 

pò) >1) si deduce che il sistema- bicanonico \2K\ ----- \K’\ è re­
golare. Similmente resultano connesse tutte le curve pluricanoniche, 
e quindi ancora regolari i relativi sistemi

\Ki\ =

20. Nota sulla irriducibilità del sistema bicanonico.

Dopo avere dimostrato che sopra una superficie regolare con. 
p > 0 e pò) > 1 n sistema bicanonico puro è regolare, si pone la- 
domanda se esso sia sempre irriducibile, e — poiché abbiamo escluso 
la riducibilità delle sue partì variabili — si tratta di dimostrare che 
non ha parti fisse (fuori delle curve eccezionali).
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Ma la dimostrazione urta in difficoltà d'ordine delicato, quando 
le curve canoniche si suppongono comunque formate di compo­
nenti semplici e multiple. Ci limiteremo a dimostrare il teorema nel 
caso in cui le carré canoniche (pure) K siami formate di componenti 
semplici.

In tal caso sappiamo che una K rimane connessa quando si 
tolga da essa una componente (irriducibile) Kx avente colla curva 
residua A il minimo numero . 2) di punti comuni.

(ira, designando con u, e rr2 i generi di K, e K2 rispettivamente, 
avremo il genere di K :

g n « Wi + % + n — 1.

Quindi il distacco di da | K | diminuisce di -f- 1 — -Vi. + 
+ n — 1 >0 la dimensione del sistema regolare aggiunto a i K j, 
r5 designando la dimensione della serie segata da \S'\ su Kv Ciò 
significa che la L, non può essere parte fissa di \K'\ — \K^ -f- K’2\, 
ehè altrimenti togliendo la detta parte si otterrebbe il sistema 

! 2ìla j colla medesima dimensione.
Ora — tolta la componente K. — le curve di \K.t restano con­

nesse, ma non più (in generale) di ordine di connessione > 2: esse 
potranno avere dei manici, cioè delle componenti aventi un punto 
comune colla curva residua, le quali — ove sieno di genere 0 — 
costituiranno parti fisse di Tuttavia questi manici non sono, 
in ogni caso, parti fisse di \K'\ ; e ciò perchè altrimenti la serie 

ì ffett-t+n segata da \JL' | su Kt avrebbe dei punti fissi e non sarebbe 
completa, mentre deve avere la dimensione

ri — Jii — 2 4- ».

Dunque si è riconosciuto che. per essere le K curve connesse 
d’ordine di connessione >.2, il sistema aggiunto |K'\ non può 
contenere come parti fìsse nè la Kt, nè i manici della curva residua 
K2. Ora, spogliando una di tali manici, si avrà una curva con­
nessa K.i, d’ordine di connessione > 2, e si dimostrerà similmente 
che non sono parti fisse di |JK£|, nè una componente toglibile senza 
rompere la connessione della curva, nè i manici della curva re­
sidua. Cosi proseguendo risulta che nessuna delle componenti di 
K può essere parte fissa di \2K\ — \K'\. c. d. d.

21. Generi di una superficie spezzata.

Agii sviluppi di questo capitolo vogliamo aggiungere qualche 
indicazione in ordine alle superficie spezzate. Se una superficie F 
di un certo ordine m, che vogliamo supporre dotata di singolarità
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normali, viene a spezzarsi in due superficie I\ ed ì\ rispettivamente 
d’ordine m, ed ms, si domanda di determinare i caratteri numerici 
di F in funzione di quelli di Fi e Ft e della curva ad esse comune.

Conviene, precisare che la superfìcie limite -j- Ft avrà una curva 
doppia limite di quella di F, che sarà composta di tre parti: una 
parte d’un certo ordine di, doppia per F1 e non appartenente ad 
Fs, una seconda parte di cui indicheremo l’ordine con <52, doppia 
per Ft e non appartenente ad Fi, ed infine una terza parte — di­
ciamo d’ordine ò — appartenente ad F, ed Ft. All'infuori di questa 
si avrà una curva 0 di un certo genere rr, intersezione di Fx ed Ftt 
che stabilisce la connessione fra le due superficie ed Ft, la cui 
somma viene pensata come limite di F.

Ora si tratta di determinare i caratteri numerici della superficie 
spezzata F — F, -f- F2 in funzione dei caratteri analoghi delle due 
superficie componenti, e di quelli della curva comune C attraverso 
cui sono connesse (î).

Parliamo anzitutto del genere aritmetico. Indicheremo sempli­
cemente con p (eguale pa) il genere aritmetico di F, con p, e ps ri­
spettivamente i generi aritmetici dì ed Ft, mentre si è detto n 
il genere della curva C.

È chiaro che si può calcolare il p valendoci delle formule di 
postulazione relative alle curve doppie di Fx ed F2, o meglio alle 
curve d’ordine AXA, e d che costituiscono il limite della curva doppia 
di F quando questa degeneri in F, ed Ft. In questa maniera si può 
pervenire- alla formula

p = Pi + Pi + n,

che costituisce l’estensione alle superficie della, formula di Noether 
che dà il genere di una curva spezzata (*).

Ma possiamo giustificare la formula senza sviluppare il calcolo 
sopra indicato.

Infatti le superficie <Pm +w>_x d’ordine mt + — 4 aggiunte
alla Fi 4- Ft (per cui la C no» è da ritenere come curva doppia) 
segheranno sopra I\ il sistema aggiunto a \C\ che ha la dimensione 
virtuale :

Pi 4 ä - 1,

e per ciascuna di queste curve si avranno in generale infinite su­
perficie 0 + 4; la dimensione virtuale di questo sistema di

f1) Che debba esistere una curva di connessione d’ordine maggiore di zero, 
risulta dal principio di degenerazione applicato alle curve sezioni piane di F. Cfr. 
Ewbiqujbs-Chisini, Op. cit.

(2) In generalo, per le varietà di qualunque dimensione: cfr. F. Severi, Fonda­
menti per la geometria sulle varietà algebriche. Rendis-. Circolo Mat. di Palermo, 1909.
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sarà p2, essendovi oo*» -1 0m +B^_4 spezzate nella F, e in una super­
fìcie 0Ki-4 aggiunta alla F2. In tal guisa si trova la dimensione del 
sistema delle <!>... ■ . aggiunte ad F, 4- F2:

p — 1 = P1 -i- Pi -L n _ i.

A questo discorso si potrebbe obiettare che le superficie 0 ag­
giunte ad I\ 4- F_, per il fatto di essere obbligate a passare per una 
curva d’ordine Ò2 non appartenente ad Flf potrebbero segare su 
F1 un sistema di dimensione inferiore a quella., del sistema \C'\ 
aggiunto a \C\. Ma, trattandosi di dimensioni virtuali, questa cir­
costanza non ha effetti sul nostro calcolo, a cui potrebbe sostituirsi 
mi calcolo analogo su superficie aggiunte d’ordine più elevato.

Concludiamo pertanto che il genere, numerico di una superficie 
spezzata le cui componenti di genere P1 e pt siano connesse mediante 
una curva comune di genere rr, vale

P ----- Pl + + n.
Proponiamoci ora di valutare il genere lineare pd) di F\ 4~ Fs.
A tal uopo occorre conoscere i generi lineari P1M e p2(1) di F, ed 

F», il genere della curva di connessione C che già abbiamo desi­
gnato con il, e i gradi n, ed n2 che questa curva possiede rispetti­
vamente sopra F, e sopra Ft.

Il genere lineare della superficie spezzata vale

Pi(1> + pz'i) + 8tc — W'i — »2 — fi­
li if at ti, come abbiamo osservato, le superficie d’ordine 4- mt 4- 

+ 4 aggiunte ad F, 4~ Ft segano su Fr curve C aggiunte a C che 
seno di genere

Pl( 1> 4- à — 3 — Ut :

similmente le curve che le stesse 0 segano su Fs sono di genere
P2w 4. 3jl _ 3 — ,th.

Ora una curva del primo sistema su 1\ ed una curva del secondo 
su Ft costituiranno insieme l’intersezione di Fi 4- F*  con una 

allorché abbiano a comune un gruppo canonico di 2n — 2 
punti costituenti le loro intersezioni con (', sicché il genere delle 
curve composte di queste due sarà

pO) = P1W 4. p2<i) 4- 8?r — «! — n2 — 9 ;
c d. d.





Capitolo V.

INVARIANTI NUMERICI E PIANI MULTIPLI

1. L’invariante di Zeuthen-Segre.

In ciò che precede si sono introdotti gli invarianti delle super­
ficie che vengono definiti in relazione al sistema canonico, seguendo 
un procedimento che appare naturale estensione di quello che con­
duce a definire il genere di una curva. Ma quest’ultimo procedimento 
può essere esteso in sensi diversi, e si riesce quindi a definire altri, 
caratteri numerici delle superficie che hanno del pari un signifi­
cato invariante e che possono essere adoperati con vantaggio negli 
sviluppi ulteriori della teoria, sebbene non. siano caratteri essenzial­
mente nuovi, potendosi esprimere per mezzo del genere numerico 
pa e del genere lineare come avremo occasione di spiegare.

Sopra la superfìcie F si consideri un fascio lineare di curve irri­
ducibili di genere n > 0, aventi un certo numero n di punti base 
effettivi (semplici, o multipli), e si designi con ò il numero delle 
curve del fascio dotate di un punto doppio, fuori dei punti base.

Ij espressione,
I ~ fi — n — à,

formata col numero dei punti base, col genere e col numero delle curve 
dotate d'un punto doppio d’un fascio lineare, non dipende dalla scelta 
arbitraria del fascio, e costituisce perciò un invariante (relativo) della 
superficie.

Il significato invariante di questo carattere è stato riconosciuto 
anzitutto da Zeuthen (*)  riferendosi ad un fascio di sezioni piane 
di una superficie. C. Segre (2) ha dimostrato direttamente l’egua­
glianza dei caratteri analoghi in ordine a due fasci qualunque ap­
partenenti alla superfìcie. E perciò I viene designato di solito come 
invariante di Zeuthen-Segre.

(1) H. G. Zbctken, Etudes géométriques etc. Math. Ann., IV, 1871.
(2) C. Seghe, Intorno ad un carattere delle superficie esc. Atti .Ace. Scienze di 

Torino, 1896.



168 CAPITOLO QUINTO

Esponiamo la dimostrazione di Segre, confrontando due fasci 
in relazione affatto generica, j C, i e | Ca|, presi sulla superficie- 

li primo fascio avrà un certo numero nx di punti base che vo­
gliamo supporre semplici e distinti; il secondo avrà similmente un. 
certo numero n2 di punti base, diversi dai primi e pure semplici e 
distinti. Designeremo rispettivamente con 71. e -r, i generi delle 
curve generiche dei due fasci, e con s il numero delle intersezioni. 
(CiCt). E considereremo la curva L luogo dei punti di contatto delle 
curve Ci e <7t, cioè la jacobiana dei due fasci.

Una curva (\ incontra I nei punti del gruppo jacobiano della 
serie g1, segata da |0a| su C1, e perciò in 2.« -j- 2— 2 punti, fuori 
degli nx punti base che pure appartengono ad L. Similmente una C'2 
sega L in 2« + 2îïa — 2 punti variabili.

Ora sulla curva L, il cui genere designeremo con ti, avremo due 
serie co1, rispettivamente d’ordine 2a + 2^ — 2 e 2» + 2?r, — 2, che 
designeremo con gx e A,. Consideriamo il gruppo jacobiano di gL 
che è formato di

4s 4- — 1) + 2?r - 2
punti.

Si osservi c he i punti doppi della serie gx su L vengono dati da:
1 ) i <5, punti doppi del fascio | C3 ì ; infatti uno di questi punti 

è doppio per il gruppo segato dalla relativa su L-,
2) i r punti ove una 6'i e una C2 hanno un contatto tripunto, 

perchè ivi si hanno due punti infinitamente vicini di una Cx comuni' 
ad L\

3) e infine gli »a punti base del fascio C2; infatti uno di questi 
punti figura come punto fisso per la serie segata dalle <7, sulla C\ 
che passa per esso, e quindi conta due volte nello jacobiano di questa 
serie, sicché costituisce un semplice contatto della C\ con la L.

Ciò posto avremo

4s + 4(7r» — 1) + 2-r — 2 = òx 4- r + >h ■

Similmente, scambiando ! (\ | con j Ca i si otterrà

48 + 4(st2 — 1) + 2 ti — 2 = <5a + T '«1 •

Sottraendo si deduce

<5i — nx — l.A = ò2 — n, — 4^2,
c. d. d.

Osservazione. - Abbiamo supposto che i punti base di ciascuno 
dei due fasci j Cx \ e j Ca j fossero semplici e distinti, ma possiamo 
affrancarci da queste restrizioni.

Pongasi per esempio che un punto 0 base di | Ca j sia un punto 
multiplo d’ordine r maggiore di uno, a tangenti variabili. Allora è 
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facile mostrare che questo punto avrà la molteplicità 2r — 1 per la. 
jacobiana Lt si verifica infatti che la L completata con due curve 
Cj e Ct, appartenenti rispettivamente ai due fasci, costituisce la­
curva jacobiana della rete cui appartengono i due fasci

Cs+ |C»! e Üx+JO.1,

e perciò avrà in 0 la molteplicità 3r — 1 ; togliendo la 0s resta che 
L ha in 0 la molteplicità 2r — 1. Ora quando nel ragionamento pre­
cedente si va a cercare la molteplicità con cui (I figura appartenere 
al gruppo di punti sezione di L con la (\ che passa per O, si troverà 
che questa molteplicità è 2r'e quindi che 0 appartiene 2r volte al 
gruppo jacobiano della gls sopra la L; di conseguenza il punto 0 
viene sempre a figurare una volta nel computo dell'ordine della 
serie jacobiana di g,.

Per quel che concerne il caso in cui uno dei nostri fasci possegga 
punti base infinitamente vicini, si può dire che la nostra formula 
vale sempre conformemente ad. una esigenza di continuità, purché 
si tenga conto delle curve del fascio che vengono ad acquistare un 
punto doppio (diminuendo il genere n) in un punto base del fascio 
stesso, o in un punto ad esso infinitamente vicino. Basterà riferirci 
al caso in cui il fascio | C, | abbia un punto base semplice 0 in cui 
le sue curve si tocchino: allora il fascio contiene ima curva avente 
in 0 un punto doppio e una seconda curva (infinitamente vicina 
alla precedente) che ha un punto doppio infinitamente vicino ad 0 : 
queste due curve debbono figurare nel computo di Ô, che sarà dunque 
eguale al numero delle curve del fascio dotate di un punto doppio 
fuori dei punti base, aumentato di 2.

'Dopo ciò possiamo valutare l’equivalenza di una curva C, do­
tata di un punto r-plo, fuori dei punti base, mostrando che essa 
tien luogo in generale di (r — l)2 curve dotate di punto doppio. Si 
confronti il fascio -]CX| a cui appartiene la curva dotata del punto 
r-plo con un secondo fascio generico | Ct \. Anzitutto, come già si 
è osservato innanzi, il punto r-plo, P, sarà (r — l)-plo per la jaco­
biana dei due fasci | 1 e j Cz |. E sopra ogni ramo di questa jaco­
biana il punto P figurerà come (r — l)-plo per la serie segata dalle 
Ct-, sicché, ripetendo il ragionamento precedente, P verrà a contare 
(r — l)2, volte nel computo dell’invariante I.

In luogo di una curva dotata di un punto multiplo, può trovarsi 
in un fascio j C | una curva che contenga tutta una componente 
doppia o multipla: per esempio una

ce» = 2X + v,

dove la % abbia un certo genere q > 0 e la residua curva ip (che può 
anche mancare) incontri la % in un certo numero i > 0 di punti. 
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Non è difficile valutare l’equivalenza di questa curva 2% -j- ip, 
cioè il numero delle curve C dotate di punto doppio che vengono 
da essa assorbite.

Questo calcolo si trova sviluppato in una memoria di Castel- 
jSVOVo-Enbiques f1). Lo esporremo qui nel caso più semplice in cui 
non interviene la complicazione dei punti base infinitamente vicini, 
riferendoci perciò all’ipotesi che il fascio non possegga punti base, 
che è il caso in cui ci converrà in seguito applicare la formula in 
relazione ai fasci irrazionali.

Paragonando il fascio lineare j C | = | C1 j ad un altro fascio 
generico |C,|, si osserverà anzitutto che la % si stacca dalla jaco- 
biana X dei due fasci, e la curva L, parte residua di questa, passerà 
per gli i punti comuni che sono tripli per la curva O<*>.  Se­
guendo un procedimento analogo a quello tenuto nel caso generale, 
si dovrà cercare l’ordine delle serie, segata su Xx dalle, curve dei fasci 
10*1  e |C,|.

Intanto l’ordine della serie segata dalle curve sulla X. è 

m-l — 2 s + 2 — 2 con s —

giacché tante sono le <7, che toccano una Ct generica.
Per determinare l’ordine della serie segata su Xt dalle O2, 

occorre tener presente che il gruppo jacobiano della serie g*  segata 
dalle su una C, generica comprende anche il gruppo dei punti 
d’intersezione della Cs stessa , colla /. Indicando con a il numero 
di questi punti si avrà che le curve toccanti propriamente 
una €'ä generica sono

Mz — 2 s + 2.u2 — 2 — <7,

e questo è anche il numero delle intersezioni (C2L). Ora, indicando 
con P il genere della jacobiana X,., il gruppo jacobiano della serie 
Zè su li sarà composto di 2wq 4- 2P — 2 punti, e questo stesso 
gruppo è formato da:

1) i ò punti doppi delle restanti curve nodate che apparten­
gono al fascio \Ci\-

2) i T contatti tripunti di una Gt con una C2;
3) gli h.2 punti base del fascio jC|  ;*
4) gli i punti comuni a % e y>, ciascuno dei quali, essendo triplo 

per il gruppo segato dalla (M == 2/ -j- ip su X, deve essere contato 
due volte:

j1) Castblnuovo-Enhiqcbs, Sopra alcune questioni jondamentali eoe. Ann. 
di Mat., 1901.
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8) i 2cr -l- ‘2o — 2 punti doppi della serie segata dal fascio 
j C21 sulla %, attesoché la Lt passa per questi punti, che sono doppi 
per il gruppo segato dalla C(oh

Si avrà dunque

2■»»! + 2P — 2 = Ô + T + n2 4~ Zi -|- 2<7 + 2q — 2 .

Invece, per la serie segata dalle curve Ct su si ha semplice­
mente

2mì 4- 2P — 2 = ò2 + T,

mancando i punti base per il fascio [ Ct I.
Eliminando da queste due relazioni 2P — t — 2 e sostituendo 

i valori di mi e m 2 si ottiene

ó — toi -(- 2Q — 2 -j- 2L — ò2 — Hi — 4jt2 .

Ma se il fascio j C\ | fosse dotato solo di curve aventi punti doppi 
isolati, e si indicasse con il loro numero, si avrebbe

■I ÒI  * 4 .

Dal confronto segue che una curva <7<®> dotata di una componente 
doppia di genere o che intersechi in i punti la curva residua conta 
per

ò0 = 2o - 2 + 2't

<ww dotate di un punto doppio, nel calcolo dell'invariante di Zeu- 
then-Segre, almeno nell'ipotesi che il fascio non sia dotato di punti 
base.

Il ragionamento che precede si estende al caso in cui il fascio 
] CI — I Ci I contenga una curva

ÇW — h% 4- ip,

contenente una componente multipla secondo h (maggiore di 1), 
priva di punti doppi, la quale incontri in i punti la residua curva yj.

In questo caso si avrà

ò0 = (Ä—l)(2g—2) + hi.

Più in generale, si supponga che il fascio j C | contenga una curva 
spezzata

0<°> = ÄiZi + + .... + htjft

costituita di t componenti % semplici o multiple (Är > 1), e che le 
curve %r e abbiano ir3 punti a comune. L’equivalenza di questa 
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curva ai fini del calcolo dell’invariante di Zeuthen-Segre è dato 
dalla formula di Godeaux (l).

ó0 — S(hT — l)(2or — 2) -j- 27,-j- h, — 1)

Questa formula è suscettibile di corrispondere a tutti i casi,, 
quando si tenga conto di due modificazioni:

1) 8o una delle curve, A., possiede un punto doppio o multiplo,. 
d0 deve essere debitamente accresciuto: se si tratta di un punto 
doppio e si assuma gì come genere effettivo, a d, si deve aggiungere 
2-l — 1; se invece con K si rappresenta il genere virtuale di %x, il 
d0 va aumentato soltanto di un'unità.

2) Nel caso che il fascio {C| abbia punti base infinitamente 
vicini sopra una componente multipla. della <?<">, si possono elimi­
nare codesti punti mediante una trasformazione della superficie che 
•li muti in curve eccezionali: ciò equivale ad aggiungere alle %r uno 
o più intorni di punti base. Con questa convenzione la formula di Go­
deaux risponde anche al caso di punti base infinitamente vicini.

2, Fascio irrazionale.

L’invariante di Zeuthen-Segre relativo ad una superficie F 
può calcolarsi non soltanto in relazione ai fasci lineari tracciati su 
F, sì anche a fasci irrazionali che ad F appartengono.

Precisamente l’invariante I si esprime in relazione ad un fascio 
di genere ,o > 0 costituito di curve di genere jt che contenga zi curve 
dotate di punto doppio mediante la formula,

1 = a + 4(e —1)(« — i) — 4 (’).

Questa formula si può dimostrare direttamente, riprendendo 
il confronto di due fasci IC, | e | C2! col sostituire ad uno dei due il 
fascio irrazionale \ C} di cui qui si discorre. Ma si può anche ricon­
durre questa dimostrazione al caso di due fasci lineari, sostituendo 
a {(7} un fascio lineare costituito dai gruppi di n curve C di una 
g„, dove n è un intero sufficientemente grande, per esempio uguale 
a g 4* * 1. Invero la circostanza che uno dei due fasci sia composto 
di curve riducibili non infirma i ragionamenti svolti nel precedente 
paragrafo.

P) L. Godeaux, Sur le calcul de l’invariant de Zeuthen-Segre. Mémoires de 
la Société des Sciences du Hainaut, t. 86, 1920. Cfr. Bull, de l’Aeadémie Royale 
de Belgique, 13 ott. 1934. V. anche L. Campbdelli, Sul computo dell'invariante 
di Zeuthen-Segre per una superficie algebrica. - Ancora sul computo ecc. Rend. Acc.. 
Lincei, serie 6, t. XIX, 1934.

(*) Cfr. Castblnuovo-Enbiqubs, 1. c.
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Adunque i gruppi di n curve C della g\ predetta formeranno un 
fascio lineare di curve, di genere

17 = nn — n 4- 1

privo di punti base ; e in questo fascio si avranno :
1) A curve contenenti una 0 con punto doppio e
2) 2n + 2Q —2 curve contenenti una C di genere tre contata 

due volte, ciascuna dello quali equivale a 2n—2 curve dotate di 
punto doppio;

quindi si avrà

I = A + (n — 2)(2n 4- 2o — 2) — HI = A + 4(g — 1)(.v — 1) — 4 ,

c. d. d.

3. Espressione dell’invariante di Zeuthen-Segre per mezzo dei generi.

Si è detto che l’invariante I di Zeuthen-Segre è un invariante 
relativo della superficie F-, infatti esso cresce di uno quando un punto 
0 di II si muti in una curva eccezionale. .L’asserzione si verifica in 
due modi: qualora si prenda un punto () di F che non sia punto 
base e sia semplice per una curva del fascio |Cj, mutando 0 in una 
curva eccezionale, crescerà di uno il numero ò delle curve dotate 
di punto doppio ; invece se 0 cade in un punto base del fascio |C|, 
la trasformazione diminuisce di uno il numero dei punti base.

Osserviamo ora che una trasformazione della superficie F so­
stituente ad un punto una curva eccezionale fa variare in senso in­
verso l’invariante I e il genere lineare pM della superficie, giacché 
sappiamo che quest’ultimo decresce di una unità. Perciò la somma

I + pM

costituirà un invariante assoluto della superficie. Ma non si tratta 
di un invariante nuovo, poiché Noether ha dimostrato che esso si 
esprime per il genere numerico mediante la formula

j 4- p(D = i2p(> 4- 9 (i) .

Questa relazione si collega ad un gruppo di formule che mettono 
in evidenza diversi caratteri numerici invarianti vi delle superficie. 
La dimostreremo qui seguendo la via indicata da T. Bonneses (*).

fi) Noethbb, op. o.. Math. Ann., Vili.
(’) P. Bonussen, Sur les séries linéaires triplement infinies de courbes algé- 

briques sur une. surface algébrique. Bull, de F Académie Royal des Sciences et des 
Lettres de Dauern arque, .1906, n. 4.
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Riferiamoci ad un sistema lineare irriducibile semplice oc3 di 
curve J <71, che possiamo ritenere sezioni piane di una superficie 
F dotata di una curva doppia .2); porremo per semplicità che la D 
sia irriducibile e dotata soltanto di t punti tripli che siano purq 
tripli per la F. L'invariante I della superficie F si può calcolare in 
relazione ad un fascio di sezioni piane C, e vien dato da

(1) I — ô — n — in,

dove n è l’ordine di F, n il genere delle C e ô designa la classe della 
superficie F. La classe di F è pur data dal grado effettivo del sistema 
|C,| segato su F delle polari 0„_t; questo sistema possiede come 
punti base semplici i r punti cuspidali di F sopra I), sicché <5 -f- v 
eguaglia il grado di

I<7,| -- j3C + 7C|

calcolato a prescindere dai x punti base suddetti. Introducendo il 
genere lineare pW (genere delle curve canoniche impure K) avremo 
quindi

(2) ò + x = 3n + 12 (n — 1) + p«1’ — 1.

Ora al sistema co8 | C | si legano alcuni caratteri (caratteri pro­
iettivi della superficie F) e in particolare i seguenti :

«) l’ordine d della curva doppia I) che dipende dal grado » 
e dal genere n di | C j :

(n — l)(w — 2)(3) d —---- —2-------- —-r;

ß) il genere o della curva doppia I);
y) il numero t dei punti tripli di D, che sono anche tripli 

per la superficie F-, inoltre, chiamando A la curva che corrisponde 
alla curva doppia I) su un modello F‘ privo di singolarità della 
superficie F:

ô) il genere (effettivo) Il della curva delle coppie neutre di | G |, 
curva A che viene rappresentata sulla D doppia con x punti di di­
ramazione nei punti cuspidali. Occorre notare che la curva A 
delle coppie neutre appare possedere t terne di punti doppi in cor­
rispondenza ai t punti tripli della I). e perciò il genere virtuale di. 
A è

TI 4- 31.

Fra i caratteri anzidetti oltre le (1) e (2) intercedono diverse re­
lazioni da cui appare che oltre i due caratteri n e n del sistema \C\, 
due soli caratteri della superficie sono suscettibili di assumere valori 
indipendenti e, fino a un certo punto, arbitrari.

Anzitutto osserviamo che la curva A covariante del sistema 
co8 ICj risulta essere sopra la superficie F' (trasformata di F ove è 
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sciolta la curva doppia D) una curva parziale del sistema | (n — 4)6 Î ; 
più precisamente, sommando a A una curva canonica K si ottiene

\A 4- K |=| (» — 4)6'1.

Perciò le intersezioni di A con le curve del sistema aggiunto 
IA + KI formeranno un gruppo canonico sopra la curva A di ge­
nere virtuale FI -j- 31, e si avrà quindi

(4) 2 (.77 + 37) — 2 = 2 (n — 4 )d,

dove d è espresso della formula (2).
D’altra parte, poiché la curva doppia D è in corrispondenza 

(1, 2) con la A e si hanno su essa r punti di diramazione, avremo, 
per una nota formula di Zeuthen,

(5) 2(2p — 2) + T = 277 - 2.

Finalmente possiamo procurarci una sesta relazione, valutando 
il numero delle intersezioni di una Cs, jacobiana di una rete di [Gl, 
con la A, o, ciò che è Io stesso, con la D. A tal uopo osserviamo che

\Cf\ = \3C + K\ e \A + K\ = |(n--4)Cj;

per-conseguenza il numero delle intersezioni (G,A) = (C,D) è dato 
da

(30 4- K)[(n — 4)G — K'\ = 2n~ — 7n 4- 15 -j- 2n.(n — 7).

Ma questo stesso numero (0,7)) si può calcolare direttamente 
sulla superficie F, cercando il numero a delle intersezioni di JJ con 
la seconda polare 0„_2 di un punto generico 0; infatti la 0, inter­
sezione della polare di 0 incontra la curva doppia D: nei r punti 
cuspidali e negli a punti comuni a I) e a 0„_2 (fuori dei punti tripli 
di D) in ciascuno dei quali il piano tangente ad una falda di F va 
a passare per O. Or dunque avremo

(Cs I>) = a -f- T, 
dove

a = (n — 2 )d — 37.

Per conseguenza possiamo scrivere

(6) 2»2 + n 4- 14 4- 2ai(n — 7) — pW = (« — 2)d -. 31.1

1
= g (n — l)(n — 2)(9 — 2n) + n(n — 4) + 21 4- q — 1.

Alle sei relazioni che abbiamo scritte conviene aggiungerne una 
settima che introduce il» genere pa: si ha
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Abbiamo trovato sette equazioni che legano gli undici caratteri : 
n, n, Ô, I, d, Q, li, T, t, pa, p(l-.

Fra questi n e » possono assumersi fino ad un certo punto in 
modo arbitrario, dipendendo dalla scelta di un fascio j C \ sopra la 
superficie F ; pertanto è chiaro a priori che i sette caratteri

ò, I, Q, n, r, t

potranno esprimersi in funzione dei detti n e n e degli invarianti 
pa e ph) della superficie. In particolare si dovrà esprimere I come 
funzione di pa e pW : a priori, si potrebbe supporre che questa fun­
zione dipenda altresì da n e », ma in fatto dovrà riuscire indipendente 
da questi, trattandosi di un carattere invariante di F.

Non resta che eseguire il calcolo, e poiché le (1) « (2) contengono 
già una espressione esplicita di I e di d, si tratta di risolvere cinque 
equazioni lineari, in cui figurano come parametri », n, pa e p(lì. 
Si ottiene così:

ö = n 4 4% — p11' 4 l‘2pa 4- d
1Q ----- g (»*  — 7n 4 48) (n — 12)» 4 9pa — 2p-d

11 ----- »*  — Qn 4- 2Gì — IO)» 4 12p„ — 'Jpto 4 36

t ; b ÌH’3 — 91 f " 4- 2t>w -— 78) — (n ■— 8)» — 4p(, 4 P11 ' 

t = 2» 4 8» — 12pa 4- 2pM — 22.

Dalla prima di queste formule si ricava l’espressione di Noether 
dell’invariante di Zeuthen-Segre :

I --- 12p. - pW 4 9.

Noia. - Le quattro formule che danno s, II, t e r, mettono in 
evidenza quattro invarianti relativi costruiti coi caratteri d’un si­
stema lineare co*  ICI appartenente alla superficie. In particolare 
è degna di nota l’ultima formula, che contiene linearmente n e »; 
essa definisce l’invariante

2» 4 8» — t ----- 12p„ — 2pW 4 22.

Combinando questa formula colla prima si otterrà un altro 
invariante relativo molto semplice (3j, cioè

2d — t ----- 36p» — ip’'11 4 à (a)

f1) Cfr. Bonnbsbn, l. c.
("-) Cfr. Bosnesïs, l. c.
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Questo invariante è costruito a partire da due caratteri inerenti 
ad un sistema lineare oo8 [Cd tracciato sopra la superficie : <5 de­
signa, in generale, il numero delle curve C di un fascio dotate di 
un. punto doppio (fuori dei punti base) e r indica il numero dei 
fasci contenuti nel sistema oo? | C ! che posseggono un punto base 
doppio (fuori dei punti base di \C\).

4. Curve cuspidate di una rete.

Riprendiamo il sistema lineare oo8|0| e i caratteri di esso con­
siderati nel precedente paragrafo. Le formule stabilite ci permet-

Osservazione. — L’espressione dell’invariante di Zeuthen-Segre 
per mezzo del genere numerico e dei genere lineare conduce a ritro­
vare il genere lineare del piano e delle rigate, che abbiamo calcolato 
nel Cap. Il, § 6.

Anzitutto si può calcolare l’invariante l del piano, riferendosi ad 
un fascio di coniche, per cui si ha:

il genere n ----- 0,
il numero dei punti base n ----- 4,
e il numero delle curve dotate di punto doppio <5 = 3.

Avremo
I = ò — n — in ----- — I;

quindi dalla formula

I = 12pa — pM -f- 9

■essendo p„ ----- 0, si ricava

pW = 10.

Passiamo ora alle rigate irrazionali di genere p„ ----- —p (p >0). 
Qui si. può calcolare il valore di I in relazione al fascio delle rette 
generatrici, che è di genere p e. per cui

n = 0 , zi ----- 0 , n ----- 0.
Si avrà

I = A + 4(p - l)(w - 1) - 4 = - 4p.

Ora dalla formula noetheriana si deduce

12pa — 4- 9 = — 4p

ed essendo p„ = — p,
p(D _ __ g(p — 1) + 1 .

Allo stesso risultato si perviene riferendosi invece che al fascio 
irrazionale delle generatrici ad un fascio lineare di sezioni piane. 4 * * 
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tono di determinare i caratteri appartenenti ad una rete di curve 
\C\, e in particolare il numero % delle curve di una rete che sono 
dotate di una cuspide.

A tal uopo riferiamoci alla superficie F che ha per sezioni piane 
le curve C. Il luogo dei punti di F per cui la sezione piana tangente 
possiede una cuspide è la curva parabolica CK di F, sezione della F" 
stessa con la superfìcie Hessiana H. E quindi le % sezioni piane do­
tate di cuspide che passano per un punto 0 dello spazio, corrispon­
deranno alle intersezioni di 0*  con la curva Ct, jacobiana della rete 
segata dai piani per (), fuori dei punti cuspidali di F, che apparten­
gono semplicemente alla Git e, come vedremo, sono doppi per la­
curva parabolica Gr,.

Per valutare % occorre pertanto:
1) determinare il comportamento della hessiana nella curva­

doppia nodale della superfìcie F-,
2) trovare ulteriormente le molteplicità che la curva Ch pos­

siede nei T punti cuspidali di F.
Il primo calcolo si effettua semplicemente sostituendo alla data 

una superficie, che torniamo momentaneamente a indicare con F, che 
abbia nell’origine un punto doppio biplanare, coi piani tangenti 
x e y. scriviamo in coordinate omogenee x, y, z, u:

F = «"’2 xy + u” -s<p3(x y z) + .... -T <p» {xyz).

Lo hessiano di F è

b2F y F y F y F
bx1 bxby bxbz bxbu
y F y F y.F y F

H = bybx W bybz bybu
y F y-F y F y F
bzbx bz by b z2 bZb'li

y F y F y-F yF
bUbX baby b'UbZ bu2

Eseguendo il calcolo si trova che il comportamento dell'hessiana 
nell'origine- delle coordinate (a? — y — a = 0, u — 1) resta de­
finito dalla, hessiana della superficie approssimante del terzo ordine, 
e così H possiede nel punto biplanare di F un punto quadruplo. 
Ritornando ora alla nostra superficie F dotata di curva nodale, 
si deduce che la sua hessiana H d’ordine in — 8 passa quattro volte 
per la detta curva nodale. Per conseguenza la curva parabolica 
Ct, apparterrà al sistema lineare

|4 K + 801,

designando al solito con K le curve canoniche della superficie. .
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Ora si vede che i t punti cuspidali di F (semplici per le Gt) sono 
doppi per la curva parabolica C». Infatti, riferendoci ad una super­
ficie trasformata su cui venga sciolta la curva nodale di F, un punto 
cuspidale di F darà su tale superficie un punto base doppio per un 
fascio di IGI, nel quale si avranno dunque due curve G dotate di 
cuspide.

Ciò posto, il numero delle curve cuspidate di una rete entro | G j 
verrà dato da

X = «?c0»)-2t.
Ma essendo

|G| = \3C + K\ , \CnI = |8G+ÌK\, 
si avrà

(Gì - 0») = 24n + 20(2?! — 2 — n) + 4pW — 4,

e ricordando l’espressione del x dal paragrafo precedente

x — 2n + 8rr — 12pa 4- 2pW — 22 
segue

X = 24 (pa + a).

Si arriva cosi alla relazione scoperta da Zeuthen : il numero delle 
curve cuspidate di una rete di genere n è in generale 24. (pa + n).

A dir vero noi abbiamo dimostrato questa formula riferendoci 
ad una rete di curve C elle sia contenuta totalmente in un sistema 
oo*.  Ma è facile estendere il ragionamento fatto riferendosi ad un 
sistema lineare oo3 \L -j- C| che contenga parzialmente |<7|. E 
cosi la formula verrà giustificata in ogni caso (x).

(1) La dimostrazione della formula data nel testo si può esporre anche in. una 
forma poco diversa, dove non si fa più uso delle proprietà dell’Hessiana. A tal 
uopo conviene associare alla superficie F la sua duale F’ che è trasformata di F 
ottenuta facendo corrispondere alle sezioni piane le z»codiane Gs delle reti di jC |. 
Se ora si costruisce la superficie duale di F' si dovrà ricadere sopra F. Ciò significa 
che le curve jacobiane delle reti di Ct sopra F, diciamo le Oj)t debbono identi­
ficarsi con le sezioni piane C, a meno di una componente fissa, che si riconosce essere 
la curva parabolica Ck.

Infatti si considerino le polari rispetto ad. F dei punti di un piano a, le quali 
formano una rete. E chiaro anzitutto che la sezione piana G di a appartiene alla 
jacobiana Cft di codesta rete, perchè la polare di un punto P di C sega F in una 
curva che passa doppiamente per P. Inoltre/se si assume un punto A sulla curva 
parabolica Oh, il piano tangente in A incontra a secondo una retta a, e le polari 
dei punti di a segano F secondo le curve di un fascio, che ha in A un punto base 
con tangente fissa, fra le quali ce n’è una dotata di un punto doppio in *4 ; perciò- 
la curva Ch fa parte della seconda jacobiana C- .

Dalla relazione
lGW I = l<?» + Ö 1 

segue quindi
|C» ! = 18C 4- 4KI .
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5. Notizia storica.

La relazione del numero delle curve cuspidate di una rete col 
genere numerico è stata scoperta da H. G. Zeuthen (’■). Supponendo 
nota l’invarianza del genere numerico (che Zeuthen e Noether rico­
noscevano. sia pure con qualche restrizione relativa alle singolarità 
della superfìcie), Zeuthen veniva così a provare che il numero %—2à, 
calcolato a partire da una rete (di sezioni piane), risulta indipen­
dente da questa, e perciò costituisce un carattere intrinseco della 
superficie. F. Severi nel 1902 ha dato una dimostrazione diretta 
di questo teorema, con un procedimento affatto elementare (’).

La dimostrazione svolta nel testo si trova in Bonnesen, 1. c. (s).
Non possiamo chiudere questo cenno storico che completa le 

notizie, date nei precedenti paragrafi, senza ricordare un ordine 
d’idee in cui si ricerca l’interpretazione geometrica funzionale delle 
formule numeratóre di cui innanzi si è discorso. È noto come questa 
veduta si sia introdotta nella teoria delle curve, col teorema di 
Painlevè-Castelnuovo (interpretazione della formula di Zeuthen 
relativa alle corrispondenze [1, «]) e colla considerazione della serie 
jacobiana di una serie lineare, in cui Enriques ha riconosciuto il 
modo più semplice di definire la serie canonica e dimostrarne 
l’invarianza.

Per trovare una interpretazione analoga della geometria numera - 
tiva sopra le superficie, Severi, in successive memorie a partire dal 
1932, ha cercato di costruire mia teoria delle serie di gruppi di punti, 
che chiama di equivalenza, la quale dovrebbe costituire una naturale 
estensione della teoria delle serie lineari sopra una curva.

Per un’ampia bibliografia sull’argomento vedi il libro di F. 
Severi: «Serie, sistemi di •equivalenza e corrispondenze algebriche 
sulle varietà algebriche », Roma, ed. Cremonese, 1942.

6. Caratteri di una rete e piani multipli.

Le formule stabilite nel precedente paragrafo permettono anche 
di esprimere i caratteri di una rete di curve ! C \, per mezzo di due

(1) H. G. Zeuthen, Études géométriques etc. Math. Ann., Bd. IV, 1871. Cfr. 
la memoria, pure citata, di Nobthbr, dei Math. Ann., Vili.

(2) F. Severi, Il genere aritmetico ed il genere lineare in relazione alle reti di 
curve tracciate sopra una superficie algebrica. Atti Acc. di Torino, vol. XXXVII, 
1902.

(3) Cfr. anche M. Pannelli, Sui sistemi lineari triplamente infiniti di curve 
tracciati sopra una superficie algebrica. Rend. Cire. Mat. Palermo, t. XX, 1905. 
La considerazione relativa alla jacobiana di una rete di jacobiane., che abbiamo in­
dicato in una nota precedente, s’incontra anche in. E. Caporali. 
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di essi, p. es. del genere rr e del grado n, e degli invarianti della 
superficie: pa e pM.

Sia ICI una rete di curve irriducibili (di genere n e grado n) 
priva di punti base sopra la superficie F;. ad essa apparterranno in 
genere i seguenti caratteri numerici:

1) il numero N delle intersezioni delle curve € cotta jacobiana 
detta rete Cp.

A' = 2n + 2 ji — 2 ;

2) il numero ó delle curve C di un fascio dotate di punto doppio, 
che sappiamo essere espresso da

<5 --- n -f- à + 12pa — p'1') 4- 9 :

3) il genere della detta jacobiana Cf 3C 4- K)
P =-. p W 4- à — 9:

4) il numero k dei contatti tripunti delle G della rete (punti 
base d'un fascio di C osculatrici):

5) il numero i delle curve della rete |<71 dotate d’una cuspide-,
6) il numero d dei doppi contatti delle G della rete (punti 

base d’un fascio di 0 bitangenti) ;
7) il numero t delle G della rete dotate di due punti doppi.

Si può supporre che la rete delle G sia segata su F da una stella 
di piani, per un punto 0, ehe sarà in generale multiplo per F e rap­
presenterà una curva irriducibile L (la quale sommata alle G dà 
il sistema delle sezioni piane).

Allora la F viene proiettata da 0 sopra un piano multiplo n-plo, 
i cui punti rispondono a gruppi di n punti di F appartenenti all’in­
voluzione I definita dalla rete | C \. E i caratteri anzidetto assumono 
il seguente significato:

1) N è l’ordine della curva di diramazione D del piano n-plo 
(curva luogo dei punti del piano cui rispondono gruppi di I dotati 
duna coincidenza) ;

2) P è il genere della curva di diramazione T> :
3) <5 è la ckisse della detta curva D;
4) k è il numero delle rette per 0 che hanno un contatto tri­

punto colla superfìcie F, e quindi il numero delle cuspidi della D;
5) i è il numero delle curve cuspidate, sezioni piane di F 

per 0, e quindi il numero dei flessi della curva di diramazione D-,
6) d è il numero delle rette per 0 bitangenti ad F e quindi 

il numero dei nodi di D;
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7) t è il numero dei piani per 0 bitangenti ad F e quindi il 
numero delle tangenti doppie (con contatti distinti) della D.

Questi caratteri sono legati dalle formule di Plücker relative alla 
curva I), che in generale è irriducibile e non possiede altre singolarità, 
puntuali o tangenziali.

In tal guisa si perviene a stabilire le seguenti relazioni:

-A)

N -- 2n + 2n — 2
P ----- pip 9n — g
ô — n 4 4m+12pa — pil> 4- 9
L ----- 3(n + + p(® — — 11)
i ------ 24 (« 4- p„)
d ----- 2[(m 4*  n)*  — 5n — 1771 —■ 2p(l) -4 &pa

t ----- li» 4 à 4 12p»—pW)* -4- 15n — 6tt4- 132p»-..17p«4-74].

Queste formule esprimono in generale i caratteri di una rete irri­
ducibile ICI priva di punti base sopra la superficie F, ovvero i 'caratteri 
plüekeriani della curva di diramazione D del corrispondente piano 
multiplo, per mezzo del genere e del grado, n ed n, di | C’| e degli inva­
rianti pa s pW della superficie.

Tali invarianti sono espressi per mezzo dei caratteri di D dalle 
formule :

pW = p — 9« 4 9
i

o anche
4 pa — n 4- P — 3.v 

N
>7r ----- — n + 1).

Osservazione, - Tra le formule A) hanno particolare importanza 
la quarta e la quinta, che mettono in evidenza due caratteri inva­
rianti della rete 101 contenenti linearmente n e n, cioè 3 (•» 4- 6« — L) 
e 2à — i.

Ma soprattutto è importante l’ultima di queste due formule che ci 
porge l’invariante assoluto pa. Come si è detto questa relazione fra 
il pa e il numero delle curve cuspidate di una rete è stata scoperta 
da G. II. Zeuthen. Ed ]?. Severi ha dimostrato in modo diretto ed 
elementare che l’espressione 24« — i è eguale per tutte le reti prive di 
punti base appartenenti alla superficie F. Si ha così una nuova di­
mostrazione dell’invarianza del pa.
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7. Corrispondenza (1, n) fra due superficies piani doppi.

Si abbia una corrispondenza (1, n) fra due superficie / ed Ft 
ad un punto di F corrisponde un punto su /, mentre ai punti di j 
corrispondono su F i gruppi di una involuzione I d’ordine n (ogni 
punto di F appartiene ad un gruppo della I). Aggiungiamo per 
semplicità l’ipotesi che non vi siano punti fondamentali, cioè punti 
di f o F a cui risponda sull’altra superficie una curva.

Ad un sistema lineare irriducibile |c|, dato sopra f, risponderà 
su F un sistema lineare \C\, appartenente all’involuzione I. Alla 
jacobiana | es \ di una rete contenuta in \c\, risponde su F una curva 
che fa parte della jacobiana della rete delie [ C | omologhe. Ma per 
completare la jacobiana di questa occorre aggiungervi la curva 
delle coincidenze D, che corrisponde alla curva di diramazione sopra 
/; infatti, un punto di D è un punto base di un fascio di | C\ dentro 
la suddetta rete, che ha una tangente fissa, e perciò contiene una 
C dotata di punto doppio. Ciò posto, ricordando la definizione delle 
curve canoniche (\K\ ---- }<7# — 3C|) si deduce il teorema:

Per effetto di una corrispondenza (1, n) fra le superficie f ed F, le 
trasformate delle curve canoniche di f, sommate alla curva omologa 
della curva di diramazione, costituiscono curve canoniche di F (*).

I1) Cfr. Enriques, Ricerche ecc.

Il teorema va modificato quando vi sia sopra f un punto fonda­
mentale a cui risponda sopra F una curva (ovvero una curva e un 
gruppo dì punti) ; questa curva fondamentale va aggiunta alle immagini 
delle curve canoniche di f s alla curva di coincidenza, per formare una 
curva canonica di F.

Il teorema enunciato sussiste anche quando le curve canoniche 
di f siano virtuali. Si può farne applicazione al problema delle curve 
canoniche e pluricanoniche di un piano doppio.

Si abbia una superficie F contenente un’involuzione razionale. I 
di 2° ordine, mercè cui viene rappresentata sul piano doppio

= fin (®, y )

dove la curva di diramazione fin d’ordine 2n, potrà avere dei punti 
singolari, la cui molteplicità è da valutare secondo le convenzioni 
del Cap. Ili, § 7. Sul piano, doppio si assume la curva <pm d’un si­
stema lineare che non abbia punti base fuori dei punti singolari 
di fìn ; a <pm risponde su F una curva che ha per aggiunte le trasfor­
mate delle aggiunte alla <pm nel piano, sommate alla curva di 
coincidenza omologa alla /,„. Se, in luogo di una prima aggiunta, si 
considera una seconda aggiunta alla trasformata di essa dovrà 
sommarsi la curva di coincidenza contata due volte, e cosi via.
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Infatti sul piano le curve canoniche virtuali K sono defluite 
dalla sottrazione \ g ; _ 3 — y \

e perciò si otterranno curve canoniche sopra F sommando le K 
alia curva di coincidenza /to; sommando a queste le omologhe delle- 
<pm si avranno dunque le aggiunte a queste ultime curve.

Applichiamo il risultato ottenuto assumendo al posto delle <pm 
la curva, di diramazione fin e le seconde aggiunte a questa: /2„_3. 
Per avere su F le seconde aggiunte alla curva di coincidenza contata 
due volte, che risponde alla ftn, basterà sommare questa curva con­
tata due volte alle trasformate delle /*,_«.  Sottraendo dal sistema 
così ottenuto la stessa curva di coincidenza contata due volte, si 
avranno le curve bicanoniche di F, fra cui sono quelle, appartenenti 
all’involuzione I, che hanno per immagini le

.Dunque: le curve seconde aggiunte alla cuna di diramazione del 
piano doppio sono immagini di curve bicanoniche appartenenti al­
l’involuzione I. Questa deduzione è d’accordo con ciò che si è visto 
al Cap. Ili, § 7 : che le curve canoniche della superficie sono rappre­
sentate dalle /„_3 appartenenti alla metà del sistema secondo ag­
giunto alla curva di diramazione.

Il ragionamento si estende alle curve plori canoniche : si otten­
gono curve tricanoniche del piano doppio sommando le terze aggiunte 
della curva di diramazione a questa stessa curva, e cosi via.

Ma ritorniamo alle curve bicanoniche, per osservare che, anche 
in altro modo, si ottengono curve bicanoniche del piano doppio som­
mando la curva di diramazione alle aggiunte delle curve 3, immagini 
delle curve canoniche; basta ricordare che il sistema bicanonico sega 
gruppi della serie canonica sulle curve del sistema canonico.

Ora si noti che il sistema bicanonico è trasformato in se stesso 
dall’involuzione I, mentre le sue curve non appartengono in gene­
rale a questa involuzione. Quindi dovremo considerare' codesto si­
stema come uno spazio lineare di P — 1 dimensioni (P designando 
il bigenere di F) su cui la I subordina, un’omografia involatori» con 
due spazi di punti uniti Sr e St, dove

P — 1 = r 4- t -t- 1.
Uno dei due spazi, sia p. es. Sr, risponderà al sistema delle /2ì!-6, 

seconde aggiunte della ftn, mentre l’altro spazio St corrisponderà 
al sistema formato dalla fin di diramazione presa, insieme, con le 
/»-, aggiunte delle immagini delle curve canoniche. Quindi, desi­
gnando con rr, == t -4- 1 il genere delle risulterà

P = r + st + 1.
Questa formula esprime il bigenere del piano doppio in funzione 

del genere (r -j- 1) delle curve /2n_3 aggiunte alla curva di diramazione 
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e del genere n delle curve metà delle biaggiunte /in_e, cioè del genere 
dell’involuzione di 2° ordine che la I subordina su una curva ca­
nonica.

Le cose dette si estendono facilmente ai piurigeneri. Ci limite­
remo a rilevare che se i piurigeneri debbono essere tutti nulli, man­
cheranno tutti i successivi aggiunti alla curva di diramazione, e perciò 
questa curva si potrà trasformare birazionalmente in una curva 
d’ordine 2n con un punto (2n — 2)-plo o in una quantica o in una se­
stina con due punti tripli infinitamente vicini, o in un caso parti­
colare di queste (*).

Pertanto si può affermare che:
Un piano doppio avente tutti i generi nulli è razionale ovvero rife­

ribile ad una, rigata ip er ellittica.

8. Formule di corrispondenza.

Il teorema che abbiamo dato nel paragrafo precedente in ordine 
alla trasformazione delle curve canoniche in una corrispondenza (1, n) 
fra due superficie / ed F, dice anzitutto che, in ogni caso, il genere 
Pg di F non può essere inferiore a quello di / :

P„ > Po-
Inoltre lo stesso teorema conduce subito ad una relazione fra i 

generi lineari Pd> e pW delle due superficie.
Conviene premettere un’osservazione relativa alla curva di di­

ramazione D della corrispondenza sopra /. Essa sarà in generale do­
tata di un certo numero di nodi a'cui rispondono sopra F gruppi 
di n punti con due coincidenze distinte. Inoltre la I) possiederà un 
certo numero di cuspidi; a ciascuna delle quali risponde un gruppo 
di n punti di cui tre sono venuti a coincidere. Ciò posto, per un noto 
teorema- di Zeuthen, ad una curva canonica n-pla su f che incontri 
in s punti la curva di diramazione il, risponde una curva di genere

n(P1) + g + 1-

Questa curva incontra in s punti la curva 
sicché designando con o il genere effettivo (2)

di coincidenza P, 
di questa, si avrà

Q pw = n(pW — 1) -j_ o + .

F) Teorema di Castblnuovo-Enriques, 1900. Cfr. Enbiqubs-Confobto, 
Le superficie razionali, § 27, pag. 489.

(2) Si ammette ehe la curva <1 non presenti altre singolarità ehe i nodi e le 
cuspidi che hanno il significato spiegato innanzi rispetto alla nostra corrispon­
denza.
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Questa relazione lega i generi lineari delle due superficie in cor­
rispondenza (1. n) (1). In essa deve farsi q = 1 ed s — 0 quando manchi 
(sia d’ordine zero sopra una / senza Singolarità) la curva di dirama­
zione.

Accanto alla precedente si può scrivere una seconda relazione 
che lega i generi numerici Pa e pa di F ed f (2).

A tal uopo si assumerà un fascio di curve | e | sopra / e il fascio 
delle curve corrispondenti | <71 sopra F. Per mezzo dei caratteri di 
questi due fasci si valuteranno gli invarianti di Zeuthen-Segre i 
ed I delle due superficie e si scriverà la relazione da cui essi sono 
legati.

Si designi dunque con m il numero dei punti base di j c |, con n 
A genere delle e, e con <5 il numero delle s dotate di punto doppio; 
avremo

i — (5 — m — à.

Ora il numero M dei punti base del fascio \C |, e il genere H 
delle C sono dati rispettivamente da

,M ---- mn 

li — n(n — 1) 4- 1

ove con l si designa il numero delle intersezioni di una c con la curva 
di diramazione d su /. Quanto al numero A delle curve C dotate di 
punto doppio, si troveranno anzitutto tra queste le A curve che ri­
spondono alle c dotate di punto doppio, ognuna delle quali, avendo 
■n punti doppi, dovrà contare per n. Ma vi saranno in generale altre 
A —nò curve che si ottengono dalle <■ che toccano la curva d, fatta 
eccezione per quelle che hanno un contatto improprio, passando 
per una cuspide della d, alla quale, risponde su F un punto in cui 
si riuniscono tre degli » punì corrispondenti.

Pertanto, designando con q il genere effettivo della curva di 
diramazione d, e con % il numero delle cuspidi di essa si avrà

A = nò + 2t + 2ö — 2 — X,

quindi si avrà l’invariante di Zeuthen-Segre della F espresso da

Ï — A — M — 4II = nò + 2q — 2 — A — nm — 4n(n — 1) — 4 .

(x) Estriques, Ricerche eco., 1893.
(2) Cfr. Sbvesi, Sulle relazioni che legano i caratteri invarianti di due superficie 

algebriche. Rend. 1st. Lombardo, 1903.
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Ciò posto, ricordando la relazione di Noether

i ---- 12pa — pW 4- 9
I == 12 Pa — PW + g, 

si dedurrà
24(14 + 1) -- 24»,(pà + 1) + 6Q — 6 + 38 — 2;/.

Questa relazione lega i generi numerici delle due superficie f ed F 
in corrispondenza (1, n), nell’ipotesi semplificativa che non esistano 
punti fondamentali della corrispondenza sopra f. Anche qui se man­
ca la curva di diramazione si assumerà

e = 1, s = 0.

Le formule che legano i generi numerici e i generi lineari di due 
superficie f ed F in corrispondenza (1, n) si possono anche scrivere 
in altra forma, introducendo al posto del numero s che designa il 
numero delle intersezioni della curva di diramazione d di / con le 
curve canoniche k, il grado v della curva d: grado virtuale che si 
esprime per mezzo di s e del genere virtuale di d, o 4- e + %, dove 
■con s si indica il numero dei nodi di d e con % il numero delle 
cuspidi. Si avrà

s --- 2 lo 4' « + B — 2 - v

e quindi le formule che legano i caratteri di f e di F diventeranno-.

pw = n(pt 1) — 1) 4- 4Q 4- 3(L 4- X) — ~v — 3

24(FO 4- 1) = 24n(pa 4- 1) + 12o —12 4- 6e 4- 4X — 3.
La prima formula si può dedurre egualmente comparando i 

gradi del sistema canonico su / e su F. Ricordiamo che si ottiene 
una curva canonica S. di F sommando alla trasformata di una k 
di f la curva di coincidenza D che la incontra in s punti ; indicando 
con œ il grado di D, avremo;

pw — 1 = n(p(i) — i) 4- x 4- 28.

Questa formula si accorda con la precedente, ove si calcoli i 
valore di x che è

®=2~(«4-z).

In particolare, se si ha su f una curva di diramazione o una com­
ponente di essa di grado v, che sia priva affatto di punti doppi,

V 
la curva di coincidenza che le corrisponde sopra F ha il grado r-.

Ciò appare chiaro specialmente nel caso di una corrispondenza 
(1, 2), n — 2, dove la curva di diramazione deve ritenersi in generale 



188 CAPITOLO QUINTO

priva di punti doppi: a questa curva di grado v corrisponde una» 

curva doppia di grado 2v, la cui componente ha dunque il grado .
È interessante confrontare le formule qui ottenute con quelle 

che porgono il genere numerico e il genere lineare dei piani multipli 
che abbiamo date nel § 6.

Si debbono ritrovare queste formule tenendo conto ehe N genere 
lineare (relativo) del piano vale -----10 (*),  mentre il suo genere 
numerico è pa ----- 0.

A tal uopo si riprendano le notazioni adoperate nelle formule 
B) del § 6, mettendo così P al posto di q, le al posto di A d al posto­
di e e N2 al posto di v, dove

A ----- 2n + 2-r — 2.

Con queste posizioni, le nostre formule danno

pw = 9n 4- 4P + 3(d + k) —- ~X2 — 3
e poiché

(X 1W — 2)
P ---- -----î------ ---- + k),

si deduce
PW ---- àP — 9u 4 9:

che tz la prima delle nostre formule 8).
Similmente la formula che dà 24 (Pa 4- 1) diventa

24(J* tt 4- 1) ----- 24n 4 12 (P — 1) 4 6d 4 4L — 342 
da cui

k
4 P, ----- n + P — 37k —7^ — 2

che è la seconda delle nostre formule B).
In questo modo si sono ritrovate le 'formule che dònno i caratteri 

di un piano multiplo.
Esempi. - Riprendiamo le notazioni di questo paragrafo, per 

applicare le formule ottenute !àd alcuni esempi interessanti.
Si consideri la superficie di 'Kummer, superficie singolare del com­

plesso quadratico di rette dello spazio, che è definita come super­
ficie del 4° ordine /4 dotata di 16 punti doppi (2). È noto che la 
che è superficie duale di sè stessa, possiede 16 piani tangenti doppi, 
che la toccano ciascuno lungo una. conica, cui appartengono 6 punti 
doppi. Ciò risulta senz’altro dalla rappresentazione della ft su un 
piano doppio con sestica di diramazione spezzata in 6 rette, quale 
si ottiene proiettando la /4 da un suo punto doppio. Ora si conside­

ri Cfr. Cap. II, § 6; Cap, V, Z 3.
(*)  Cfr. Enbiques-Chisini, Lezioni eoe.. Libro VI, § 40, vol. IV, pag. 246.



ino A piani tangenti doppi àà /,t passanti per un punto doppio A 
pienti s interseelieranno a àte a due secondo rette. .che proiettar ’̂

Ï) ; quind
, cónti

tO, MWMAWchg <

w’s ---- T\X y Lj 

fifx, F, z) — ()).,

ASWAN

zero, e quindi > tattilì A. C O 111 Q (Hi

generi eguali ad. uno.
priori il genere lineare fassohit Arà dunque MM == j

i ostia formula

Epàl — xj -f- à >D- 3 le A I)

A tal uopo si osservi che la curva di diramazione d su à à co­
stituita dai 16 intorni dei 16 punti doppi, ciascuno dei quali è una. 
curva infinitesima di genere zero s grado -— 2 (s ~ g — M Troveremo 
dunque

4 • 15 4- i ■ 32 — 3 == —15
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Questa conclusione paradossale, riesce chiarita se si pensa che- 
a ciascuna curva di diramazione*di  genere zero e grado — 2, risponde 
a priori una curva di genere zero e grado — 1, che è eccezionale, e 
che nel caso nostro appare come l’intorno di un punto semplice di F. 
Per costruire la curva canonica di F noi abbiamo sommato alla 
trasformata della curva canonica d’ordine zero di /«, la trasformata 
della curva di diramazione, per conseguenza abbiamo valutato il 
pw tenendo conto degli intorni di 16 punti semplici come se questi 
fossero curve eccezionali di F agli effetti del calcolo del genere li­
neare. In altre parole abbiamo valutato il genere lineare di una su­
perficie trasformata di F con 16 curve eccezionali. Eliminando queste- 
curve si trova, come deve essere :

PW = 1.

Procedendo ancora a valutare il genere numerico di F. si avrà

24(P„ + 1) = 96 — 12 • 15 — 12 + 3 • 32 = 0 
ossia

Pa = -1.

Nota. - Come è stato dimostrato - da F. Klein (*),  la superficie 
di Kummer /«- si può rappresentare come una involuzione sopra la 
superficie G di cui gli elementi sono le coppie di punti di una curva- 
C di genere 2; precisamente, si prendono come coniugate su C le 
coppie di punti che sono residue l’una dell’altra rispetto ad una- 
gl. In tal guisa si definisce su O un’involuzione I che ha 16 punti 
di confidenza, in corrispondenza alle 16 coppie di C provenienti 
dalla bisezione della gl- Ora la I essendo rappresentata dalla /«,. 
si ha che la S viene rappresentata da questa superficie di Kummer 
doppia, con 16 punti di diramazione, che cadono nei suoi 16 punti 
doppi. Pertanto si deduce che la superficie K equivale alla F di 
cui innanzi abbiamo scritto l’equazione. -E così la superficie iperel- 
littica rappresentante l’insieme delle coppie di punti di una curva dì 
genere 2. ha i generi

Po = 1 , Pa ~ — 1

6 tutti i piùrigeneri uguali ad 1. Avremo occasione di ritornare più. 
avanti su tale superficie (2).

Un altro esempio interessante, in ordine alla nostra teoria si. 
ha considerando la superficie di genere pu = p, = 0 e di Ingenero

(1) Cfr. Enriques-Chisini, 1. c.
(2) Per la costruzione indicata innanzi della superfìcie iperellittica come su­

perfìcie di Kummer doppia, con curva di diramazione definita dal tetraedro T, 
cfr. Enriques-Severi, Mémoire sur les surfaces hyperellitpiques. Acta Math., 1909.. 
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P = 1, costituita dalla sestà /, che passa doppiamente per gli 
spigoli di un tetraedro T (cfr. Cap. II, § 8). Costruiamo la superficie 
F definita dalle equazioni

«2 = T (a?, y, s), /. (se, y, s) = 0.

che è rappresentata sopra la /« doppia. Poiché T ed fe hanno comuni 
i 6 spigoli del tetraedro T contati 2 volte, sulla /, non c’è curva di 
diramazione d’ordine > 0. Ma non ci sono nemmeno curve di di­
ramazione infinitesime, cioè punti di diramazione : a priori questi 
potrebbero cadere soltanto nei vertici di T; ma uno di questi vertici 
A proviene su fs dalla sovrapposizione di 3 punti semplici, i cui in­
torni appartengono ai piani facce del tetraedro passanti per A. Ora, 
poiché A è 4-plo per la sezione di fs con una faccia a, i punti infini­
tamente vicini ad A su a non saranno punti di diramazione. della 
nostra /, doppia. Ciò posto osserviamo che le curve C sezioni piane 
di /6 sono curve doppie irriducibili (criterio di Comessatti) e quindi 
rappresentano su F curve (7 di genere n — 7 e di grado N — 2 ■ 6 = 
— 2jt — 2. Siccome il doppio di | C\ coincide col doppio del sistema 
aggiunto :

120'1 - |2O|,
si deduce che su F

10'1 = [0|
e perciò il genere geometrico di F vale

p — 1

La F possiede una curva canonica d’ordine zero, quindi il suo 
genere lineare

PW = 1

e tutti i suoi plurigeneri Pt — 1.
Confrontiamo i caratteri di F con quelli della superficie doppia 

ft che ha
Pa ----- pa = 0 , x M --- 1

(cfr. § II, 8). Le nostre formule ci danno

n — 2 , Q = 1 , v — 0 , e — % — 0, 
PM --- 2(pW — 1) 4- — 3 = 1

e
24(P, + 1) = 2 • 24(pa + 1) = 48 

donde
P, -----1.

La settica ft passante doppiamente per gli spigoli di un tetraedro 
che — come semplice — è una superficie regolare di genere zero e di 
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bigenere uno con curva bicanonica d'ordine zero, si può ritenere come 
una superficie doppia coi generi eguali ad 1 e con curva canonica 
d’ordine zero (*).

9. Teorema d’esistenza.

Ritorniamo alla considerazione dei piani multipli. Quando una 
superficie F con dati generi pa e pw venga rappresentata sopra un 
piano multiplo di un certo ordine », in corrispondenza ad una sua 
rete di curve di genere n e grado », abbiamo appreso a valutare i 
caratteri della curva di diramazione del piano n-plo per mezzo di n, 
n, pa e (cfr. § 8).

Le formule così ottenute indicano già che la curva di diramazione 
di un piano n-plo, per n > 2, non può assumersi ad arbitrio. A dir 
vero, data una qualunque curva piana

/(M, y ) = 0

si può costruire il piano »-pio (ciclico')
zn = f (xy)

che ha appunto, come curva di diramazione, la / — 0.
Ma la curva di diramazione di questo piano n-plo non è costituita 

dalla sola / irriducibile, bensì dalla / contata 1 volte, alla quale 
si aggiunge ancora la retta all’infinito, contata una o più volte, 
quando l’ordine m di / non sia multiplo di n (*).  Così dunque la curva 
di diramazione di un piano ciclico »-pio, non è affatto una curva 
irriducibile arbitrariamente data.

Poiché la curva di diramazione di un piano »-pio per n > 2 
non può darsi ad arbitrio, nasce il problema di « determinare le 
condizioni perchè una curva piana f(xy) — 0 sia curva di diramazione 
di un piano n-plo». Queste condizioni condurranno ad un teorema 
d’esistenza per i piani multipli o per le funzioni algebriche di due va­
riabili, teorema che presenta un Sènso analogo, ma sotto un certo

(l) Cfr. F. Enbiqubs, Un'osservazione relativa alle superfìcie di bigenere uno. 
Renelle. Ace. Bologna, 1908.

(3) Per vederlo basta riferirsi ad una retta n-pla o meglio ad una riemanniana 
ad n fogli, citò si costruisca assumendo. nel piano della variabile complessa m 
punti di diramazione, a ciascuno dei quali risponda la sostituzione ciclica fra i rami 
(12 3... n). Un giro che avvolga tutti gli rn punti di diramazione dà luogo ad una 
permutazione fra i rami espressa da (12 3 ... n)m, e questa è la sostituzione cor­
rispondente ad un giro intorno al punto all'infinito, ohe pertanto riesce di fatto 
un punto di diramazione, quando la detta sostituzione non sia identica, cioè m 
non sia multiplo di n.
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aspettò diverso, dal teorema d’esistenza per le rette n-ple o per le 
funzioni algebriche di una variabile, dato da Rxemann (1). Infatti, 
nel caso di Riemann il gruppo dei punti di diramazione si può 
dare ad arbitrio, ed in corrispondenza ad esso si ha un numero 
finito di classi di funzioni algebriche (o di rette n-ple), ognuna delle 
quali dipende dall’assegnare le sostituzioni fra i rami, in relazione 
ad un sistema di cappi avvolgenti i punti di diramazione ; qui in­
vece, come si è detto, si tratta di trovare le condizioni particolari 
a cui la curva di diramazione deve soddisfare per l’esistenza del piano 
«-pio e, almeno in generale, quando queste condizioni siano soddi­
sfatte, si avrà soltanto una classe (* *)  di superficie rappresentata sul 
piano, ossia un piano «-pio unico, cui risponde un determinato si­
stema di sostituzioni in relazione ai cappi avvolgenti la curva di 
diramazione, di cui diciamo in appresso.

f1) Cfr. p. es. Enuiques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. Ili, § 33 (vol. Ili, 
pag. 355).

(*) Cfr.: O. Chisini, Sulla identità birazionale delle funzioni algebriche di due 
variabili dotate di una medesima curva di diramazione. Rend. 1st. Lombardo di 
Scienze e Lettere, 1944.

Eneiques F. - Superficie algebriche.

Tuttavia, il significato algebrico della questione resta analogo 
a quello della costruzione di una funzione algebrica d’una sola va­
riabile di cui sono dati i punti di diramazione. Quando si proietti 
la superficie F(xyz) — 0 dal punto all'infinito Z dell’asse delle z 
sopra ii piano z — 0, si ha in generale in questo piano una curva 
luogo dei punti critici della z(xy) che si rappresenta annullando il 
discriminante di questa funzione,

J(®y) = 0
cioè il risultante delle due equazioni

FF F(xyz) = 0, — — 0.

Però codesta curva Zi — 0 si decompone in generale in due parti, 
A =

una delle quali, zi, — 0, è. una curva critica apparente, proiezione 
della curva doppia di F, mentre l’altra A1 — 0 (la cosidetta parte 
principale del discriminante) costituisce propriamente la curva di 
diramazione delia funzione algebrica e{xy). Il nostro problema con­
siste nell’ «assegnare le condizioni perchè una curva piana sia 
curva di diramazione di una funzione algebrica di due variabili » 
e quindi nella « costruzione di questa funzione algebrica con data 
curva di diramazione ». La posizione dei problema stesso si può 
precisare assumendo che la curva piana /, che vuoisi essere curva di 
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diramazione di un piano »-pio, sia una curva di ordine pari 2m f), 
proiezione da un punto 0 del contorno apparente C di una super­
fìcie F, così che la / possegga un certo numero d di nodi ed un certo 
numero di cuspidi, che rispondano a punti doppi apparenti della 
detta curva C: oltre a questi punti doppi la f può possedere nodi e 
cuspidi rispondenti a punti doppi isolati (rispettivamente punti co­
nici e punti biplanari) della F-, ina da questi punti doppi di / si può 
prescindere ritenendoli come virtualmente inesistenti.

Ciò premesso, consideriamo nel piano della curva data / un fascio 
di rette, il cui centro, per semplicità di discorso, possiamo supporre 
non appartenente ad /, e sia per esempio il fascio y — t-p col centro 
nell’origine 0. Per un valore generico di t, si ha una retta »-pia 
su cui sono segnati 2m punti di diramazione semplici; nel piano rap­
presentativo della variabile complessa æ si assumono 2m cappi, 
uscenti dal punto 0 e avvolgenti codesti 2m punti; si possono asse­
gnare ad arbitrio 2m trasposizioni sui rami corrispondenti ai detti 
cappi, con la condizione che il gruppo da esse generato sia transitivo 
e che il loro prodotto sia l’identità: in tal guisa si trova un numero 
finito di curve irriducibili, in generale biraziDualmente distinte, 
che vengono rappresentate sulla retta n-pla y ----- to e che sono egual­
mente di genere 

queste curve sono definite a meno di trasformazioni birazionali,. 
cioè rispondono a classi determinate di curve o funzioni algebriche,, 
generalmente distinte.

Il numero r delle dette curve Cj G2.... Cr è stato determinato 
da Hurwitz, ma qui non occorre conoscerlo. Importa invece tener 
presente che, quando si faccia variare t descrivendo un cammino 
chiuso nel piano r di questa variabile complessa, le curve C.\, C2,

Cr (o le classi di curve cui esse appartengono) verranno in ge­
nerale permutate fra loro: ciò avviene in primo luogo perchè ven­
gono fra loro permutati i 2m punti di diramazione intersezioni della 
retta y = to con f, ed anche perchè il sistema dei cappi, coi quali 
si costruisce per es. la riemanniana ad n fogli di €’x, può ridursi per 
continuità ad un nuovo sistema di cappi, che si lascia riportare al­
l’antico mutando opportunamente le relative trasposizioni. Ora se 
la f è curva di diramazione di un piano w-plo, proiezione di una su­
perficie F razionalmente determinata, bisogna che una delle dette 
curve, sia per es. essendo sezione di F, venga razionalmente 

(i) Se fosse di ordine dispari le si aggiungerebbe necessariamente la retta 
aU’infìnito.
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determinata e perciò la sua riemanniana, non si scambi con quelle 
di Ctf .... Cr, ma ritorni sempre in C}_ per ogni giro chiuso percorso 
dal punto t nel piano di questa variabile complessa.

Si tratta in primo luogo di stabilire le condizioni d'invarianza 
della (classe a cui appartiene) o della sua riemanniana, rispetto 
a tutti i possibili cammini chiusi percorsi da t nel piano r. Queste 
condizioni saranno certo condizioni necessarie per l'esistenza d’un 
piano »-pio avente f come curva di diramazione.

Precisiamo il senso della nostra ricerca. Anzitutto si scelga un 
valore iniziale di t, sia p. es. t --- 0, e nel piano della variabile 
complessa x si assegni un sistema ordinato di cappi uscenti da O 
ed avvolgenti i punti di diramazione Ai At.... Ä,„, (intersezioni di 
f colla retta y ----- 0) : quindi, in ordine ad una data nomenclatura dei 
rami 1, 2, .... n della funzione algebrica s(-v), si prenda nota delle 
trasposizioni che rispondono ai detti cappi OAt, riuscendo così a 
definire la riemanniana ad » fogli rappresentativa della nostra (\ 
(quella di cui si ricercano le condizioni d’invarianza rispetto ai giri 
chiusi percorsi da t nel piano r).

Avendo definita la riemanniana iniziale, fra quelle che rappre­
sentano le rette multiple y = tx, faremo variare, per continuità la 
t (a partire dal punto t = 0) descrivendo un cammino chiuso nel 
piano t di codesta variabile ; mentre t varia in questo modo, anche 
la Cj. varia per continuità e la sua riemanniana si può costruire con 
fogli sovrapposti sul medesimo piano della variabile complessa x, 
poiché (nel linguaggio della geometria algebrica) alla retta multipla 
y — tx — che ha per punti di diramazione le intersezioni con / —■ 
si può sostituire in generale la sua proiezione sull’asse delle x fatta 
dal punto all’infinito dell’asse y.

Ora, in corrispondenza ad una variazione continua di t nel piano 
t, escludendo le posizioni di t cui rispondono due punti Ar e As 
coincidenti, vedremo nel piano della variabile complessa x. i punti 
Ax Az,... Az« moversi con continuità senza mai coincidere, descri­
vendo linee qual siansi (chiuse o aperte) ed è lecito far variare i 
cappi OAt che li avvolgono, sempre con continuità, in modo che 
essi — conservando l’ordine in cui si succedono — rimangano linee 
aperte e sciolte, non attraversantisi fra loro.

Dopo ciò si consideri, nel piano r, un giro chiuso percorso dal 
punto t, a partire dall’origine è ----- 0. Se questo giro non comprenda 
alcun punto critico cui rispondono due punti A; coincidenti, esso 
potrà deformarsi per continuità riducendosi ad un ciclo nullo, per­
ciò in corrispondenza ad esso il sistema ordinato di cappi e ie relative 
sostituzioni che definiscono la riemanniana C, dovrà ritornare in sé 
stesso: insomma il detto ciclo non dà luogo ad alcuna condizione 
per l’invarianza della C,.
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Pertanto le condizioni d’invarianza della 0, si ridurranno a quelle 
che rispondono a giri elementari o cappi del piano t avvolgenti un 
pulito critico t, per cui coincidono due punti A{.

Ora siffatti giri possono appartenere a tre specie diverse:
1) giri che avvolgono un punto T, cui risponde una tangente 

semplice della curva / condotta dal punto esterno ()■.
2) giri che avvolgono un punto D cui risponde una retta per 

O che va ad un nodo della curva /; e
3) giri che avvolgono un punto Q cui risponde una retta, per 

0 che va ad una cuspide di /.
Per ciascuno di questi tre casi è facile determinare le condizioni 

d'invarianza della rieinanniana (\, incominciando dall'ipotesi sem­
plice in cui i due punti 2,24 che vengono a coincidere nel punto 
critico (T o D o H) appartengono a cappi OAt c OAS contigui ed 
onestamente ricini: intendiamo con ciò che al limite (quando At 
e 2, si sovrappongono) le due linee 02, e OA,, aventi comune il 
punto terminale 2, ~ .1,. delimitino una superficie in cui non cade 
alcuno degli altri punti A, per modo che codeste linee possano 
ridursi infinitamente vicine senza attraversare altri cappi della 
rieinanniana variabile e quindi anche senza mutare le sostituzioni 
sui rami di z(x) che loro corrispondono.

Esaminiamo successivamente i tre casi definiti innanzi:
1) Se 2, e 2ä vanno a coincidere in un punto T, sulla retta 

multipla limite OT i due punti di diramazione ri, e 2, si perdono, 
confondendosi in un punto critico apparente immagine di un punto 
doppio di (’, (e dopo il giro di t si scambiano l’uno coll’altro); ciò 
significa che le due trasposizioni relative ai due cappi 02, e OAt 
(onestamente vicini) debbono essere identiche. Viceversa se questo 
accade, per esempio se ad 02, e 02, risponde la medesima trasposi­
zione (12), la rieinanniana in corrispondenza al cappio del piano 
t avvolgente 7. rimane invariante.

2) Se 2ve 2, vanno a coincidere in un punto D, sulla retta 
multipla limite OD i due punti di diramazione 2, e 2» si sovrappon­
gono in un punto che è immagine di due punti distinti di (\. Ciò 
significa che le trasposizioni relative ai due cappi 02, e 02, (one­
stamente. vicini) debbono portare su coppie di rami distinte, ossia 
essere permutabili e in generale disgiunte come (.12) e (34) ('). Vi­
ceversa se questo accade, la rieinanniana C1} in corrispondenza al 
cappio del piano r avvolgente D, rimane invariante.

(!) Saranno invece identiche a perciò ancora permutabili se il punto D sia 
’ii). nodo virtualmente inesistente di /. »

. ;
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3) Infine se rix e ri2 vanno a coincidere in un punto Q, sulla 
retta multipla limite OQ i due punti di diramazione rix e ri2 si so­
vrappongono in Q, e per effetto del giro di t si scambiano fra loro; 
ma il punto Q diventa immagine di un flesso di Cx> per modo che le 
trasposizioni relative ad rix e ri, dovranno dare come prodotto una 
sostituzione ciclica del 3° ordino, portando perciò su due coppie di 
rami aventi un ramo a comune, cioè essere concatenate come (12) 
e (23).

Le condizioni 1), 2) e 3) assicurano l’invarianza della riemanniana. 
Cx rispetto ai giri avvolgenti i punti T, 1> e Q, nel piano r, quando 
i due punti ArAs che vanno a coincidere in codesti punti siano i 
termini di cappi OAr e OA, che diventano onestamente, vicini. 
Il caso in cui OA,. e OA, non diventano onestamente vicini, si lascia 
ricondurre al precedente: in questo caso infatti accade che le due 
linee anzidetto che vengono ad avere l’estremo comune ri,. ----- A, 
formeranno una linea chiusa delimitante una superfìcie entro cui 
cade qualcun altro dei punti ri--; ma si può sempre ridurre la linea 
OA, infinitamente vicina alla Ori,, facendola variare per continuità 
traversando i suddetti punti ri,: vuol dire che per effetto di questa 
riduzione, cambiando l’ordine dei cappi, cambia anche la trasposi­
zione corrispondente al cappio OA{ (l)7

Possiamo riassumere il risultato ottenuto dicendo che: le condi­
zioni d’invarianza di una riemanniana Cx, per riguardo alle sue varia­
zioni nel fascio delle rette n-ple y — te, coi punti di diramazione sulla 
■curva /, sono relative ai giri che la t compie nel piano r, avvolgendo 
rispettivamente i punti critici T, D s Q (punti che rispondono alle 
tangenti proprie e alle rette che vanno ai nodi e alle cuspidi della, 
curva di diramazione /); esse si-esprimono dicendo che le trasposizioni' 
corrispondenti ai punti di diramazione ri, e A, che vengono a coincidere 
in uno di quei punti critici, debbono essere rispettivamente identiche, 
o permutabili (e in generale disgiunte) o concatenate, quando il sistema- 
dei cappi che definisce la riemanniana sia trasformato in guisa che i 
cappi avvolgenti i detti punti, OAr s OA„ diventino onestamente vicini.

Le condizioni sopra espresse sono condizioni necessarie, perchè 
la curva f, dotata di nodi e di cuspidi, sia curva di diramazione d’un 
piano «-pio (n >2). Vogliamo riconoscere che esse sono altresi 
sufficienti per l’esistenza di tale piano '«-pio.

A tal uopo si consideri il fascio di piani per l’asse z, aventi per 
tracce, nel piano (s ----- 0) della curva f(xy) ----- 0, le rette y ----- te. In 
ciascuno di questi piani si vuol costruire una curva ben definita 
che, per proiezione dal punto all’infinito dell’asse z, diciamo Z, 
dia luogo alla retta '»-pia 0, coi punti di diramazione in rix ri,.... ri,» 

(l) Cfr. p. ss. Enbiquiss-Chisini, Lezioni, Libro V, § 3, vol. Ili, pag. 18.
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intersezioni colla curva /. La Clf come si è detto innanzi, è definita 
come riemanniana in modo invariante rispetto ai giri chiusi di t 
nel piano; si può costruire quindi una immagine proiettiva irridu­
cibile di Ci cioè una curva (7<K+A>, d’un certo ordine n + h abbastanza 
alto, che passi h volte per il punto Z e tocchi le rette ZA.Ad una 
siffatta curva C'<** +s) si può imporre altresì di passare per n punti di­
stinti O, 0-2.... On. della retta OZ, ed inoltre di soddisfare un certo 
numero di condizioni lineari, dipendenti da h; si troverà così un 
numero finito di curve C(<,+*>  irriducibili, e fra queste un numero 
finito s di curve rappresentate dalla riemanniana Ct} cui risponde­
ranno s funzioni algebriche egualmente diramate -r»(rv), .... 
z,(x) (]j: allora la somma

z(æ) ----- z^x) 4- zt(x) + •••• +

corrisponderà del pari ad una curva irriducìbile C rappresentata 
sulla riemanniana C, e razionalmente definita. Facciamo variare 
codesta C col parametro t, e si otterrà una superficie F rappre­
sentata sul piano n-plo z ----- 0 colla curva di diramazione /. È ovvio 
che la / fa parte della curva di diramazione del piano n-plo ottenuto 
proiettando la F dal punto Z ; si potrebbe tuttavia dubitare che a 
questa curva si aggiunga un certo numero di rette di diramazione 
uscenti da 0 ; ma se cosi fosse dovrebbe qualche piano per la retta 
OZ toccare la F lungo una curva, e ciò è impossibile se i punti OtOt...O» 
sono distinti, come si è supposto.

In conclusione : Le condizioni d’esistenza di un piano n-plo (n > 2) 
di cui sia assegnata la curva ài diramazione f(xy) ----- 0, dotata di nodi 
e di cuspidi, (e non passante per l’origine 0 ----- [00]) si esprimono 
mercè le condizioni d’invarianza ài una delle riemanniane rappre­
sentate sulla retta multipla y ----- te, in relazione ai cammini chiusi 
che il parametro t può compiere, a partire dall’origine 0 nel piano 
della propria variabile complessa, avvolgendo i punti che rispondono 
alle tangenti condotte ad f da 0 ovvero alle rette congiungenti O eoi 
suoi nodi o colle sue cuspidi.

È essenziale osservare che le condizioni richieste per l’esistenza 
di un piano multiplo avente una certa curva di diramazione /, sono 
condizioni qualitative, che non possono variare quando la f stessa 
varii con continuità. Quindi il teorema d’esistenza che abbiamo 
stabilito dà luogo al seguente:

Corollario. - Dato nel piano un sistema continuo ài curve /, do­
tate di nodi e di cuspidi, se una di codeste curve è curva di diramazione 
di un piano n-plo, altrettanto accade per tutte le curve del sistema.

(l) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, § 33, voi. Ili, pag. 355.
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10. Complementi: forme limiti della curva di diramazione secondo 
Ghiaini.

Il teorema d’esistenza pei piani multipli, col suo corollario, 
esposto nel precedente paragrafo, è stato stabilito da F. Enriques 
nel la memoria « Sulla costruzione delle funzioni algebriche di due 
variabili possedenti una data curva di diramazione », inserita negli 
Annali di Matematica s. IV, t. I (1923).

A questo teorema si collegano poi interessanti sviluppi. Anzi­
tutto O. Zabissi P) ha trasformato le condizioni di esistenza di En­
riques in una forma topologico-gruppale, dalla quale egli deduce 
in particolare che una curva priva di cuspidi non può essere curva 
di diramazione di un piano multiplo d’ordine n > 2, tranne il caso 
della curva contata n — 1 volte che risponde a un piano »-pio ciclico.

Ma, sia sotto la forma di Enriques che sotto quella di Zariski, 
il teorema di esistenza dei piani multipli va incontro a notevoli dif­
ficoltà nella sua pratica applicazione, dando luogo al problema ul­
teriore di determinare le curve di diramazione soddisfacenti alle 
condizioni poste. Un contributo importante a questo problema è 
stato dato da O. Chisini (»), con la ricerca delle forme limiti contenute 
in un sistema continuo di curve di diramazione, dotate di un certo 
numero di nodi e di cuspidi.

Per comprendere la ricerca di Chisini, si consideri una superfìcie 
F d’un certo ordine m + h, con un punto Ä-plo Z, la quale venga 
a spezzarsi in due parti ed /, intersecanti le rette per Z rispetti­
vamente in n ed s punti (m — n -f- s). Qui la curva di diramazione 
del piano wi-plo, cu sui F„ viene proiettata da Z, si spezzerà- nelle 
due curve di diramazione del piano »-pio e del piano s-plo corri­
spondenti ad /i e ad e nella curva doppia proiezione della curva 
comune ad /, ed ft, che diventa curva critica apparente. Questa 
osservazione conduce a ricercare se si possa costruire la curva di 
diramazione di un piano m-plo, con m — n -j- », sommando alle 
curve di diramazione dei due piani »-pio ed s-plo, una curva doppia, 
che dovrà avere un comportamento opportuno rispetto a quelle,

f1) 0. Zabiski, On the problem of existence of algebraic junctions of two variables 
possessing a given branch cime. Am. J. Math., vol, 51 (1929). On the linear connection 
index of the algebraic -surfaces zn = f(xy). Proc. Mat. Accad. Se. U. 8. A., vol. 15 
(1929). On the irregularity of cyclic multiple planes. Ann. of Math., II s., vol. 32 
(1931). Cfr. Algebraic surfaces, Berlino, Springer, 1.935.

(2) O. Chisini, Un teorema di esistenza dei piani multipli. Note I e II, Atti 
Ace. Lincei, VI, 19 (1934). Un più generale teorema di esistenza dei piani multipli. 
Atti Avo. Lincei, VI, 27 (1938). Altre curve di diramazione dei piani n-pli. Atti 
Acc. Lincei, VI, 29 (1939).
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per modo che la curva composta, costruita come si è detto, rappre­
senti la curva limite di un sistema continuo di curve di diramazione 
di piani m-pli, dotate di un certo numero di nodi e di cuspidi.

Ciò che si è detto vale a spiegare la genesi del pensiero di Chisini. 
Tuttavia la ricerca generale delle curve doppie da aggiungere alla- 
somma delle curve di diramazione di un piano '»-pio e di un piano 
s-plo, dà luogo ancora a notevoli difficoltà. Per superarle, Chisini, 
si restringe al caso in cui sia, per ss., s ----- 1, cioè, si abbia soltanto la 
curva di diramazione di un piano «-pio, da cui, con l’aggiunta di 
una conveniente curva doppia, si voglia trarre la curva di diramazione 
di un piano (n + l)-plo. Basterà spiegare la costruzione di Chisini 
riferendosi ad un semplice esempio.

Proponiamoci di costruire il sistema delle curve di diramazione dei 
piani quadrupli che nascono per proiezione della superficie generale 
del 4° ordine Ft. Queste curve di diramazione sono C12 d’ordine 
12 con d ----- 12 nodi e li ----- 24 cuspidi.

Se facciamo passare la superficie Ft per il centro di proiezione 
Z, la curva di diramazione del piano quadruplo Cat degenera nella 
curva di diramazione di un piano triplo Gl0, dotata di le' ----- 18 cu­
spidi (e non più di nodi), e in una retta Ct tangente doppia della 
Clo, contata due volte. A sua volta la C10 è suscettibile di degenerare 
in una sestica 0», affatto generale, curva di diramazione di un piano­
doppio, e in una conica sestitangente ad essa, contata due volte, 
e ciò in corrispondenza alla condizione che si imponga alla Ft di. 
passare doppiamente per il punto. Z. Infine se il punto doppio Z 
della Ft diventi triplo, la corrispondente curva di diramazione Ce. 
del nominato piano doppio degenera in una cubica contata due 
volte.

Giova ora esaminare che cosa diventino le singolarità della curva 
di diramazione del piano multiplo, in corrispondenza alle successive 
degenerazioni sopra indicate.

Anzitutto, quando la anzidetto, Gia degenera nella C10 + 2C\, 
ciascuno dei due punti di contatto Px e P2 di C\ e Cì0 appare come li­
mite di 3 cuspidi della Glif e ciascuno degli altri 6 punti comuni, 
a C\ e CM risulta limite di due nodi di CM. L’asserto si giustifica 
riferendosi alla superficie ì\ che • viene a passare per il centro di. 
proiezione Z ; occorre tener conto che le cuspidi di C12 si ottengono 
proiettando da Z le intersezioni di Ft con la 1» e la 2a polare del punto 
Z, e che i nodi di 0M provengono dalle bitangenti alla Ft passanti 
per Z, le quali diventano ora le sei tangenti altrove condotte per 
Z alla quartina sezione della 1\ col piano tangente in Z, ciascuna 
contata due volte.

Ciò che si è osservato in ordine alla degenerazione delle singolarità­
delia Ou quando questa diventa Glo 4- 2(?i, sussiste ancora nei ri­
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guardi della C,9 degenerante in 0, + 2C2; vale a dire che i 6 punti 
di contatto della Ct con la Ct vengono ad assorbire ciascuno 3 cu­
spidi della Cw.

Abbiamo osservato in qual modo la curva di diramazione (?,, 
di un piano quadruplo rappresentativo di ima ì\ possa farsi dege­
nerare successivamente in una (7,0 -j- 2C, e poi in una C6 -] 2(7, -j- 
+ 2(7,, e infine anche, se si vuole, in una 20, -j- 20, + 20,, dove la 
O10 è curva di diramazione d’un piano triplo, bitangents alla retta 
0,, e la 0, (curva di diramazione di un piano doppio) è sestitangente 
alla conica 0,. Ora questo processo analitico di riduzione si lascia 
invertire conducendo quindi ad un processo sintetico costruttivo 
dei piani multipli, che costituisce appunto il teorema di esistenza di 
Chisini. Infatti l’autore risale dalle forme limiti a forme più gene­
rali dei piani multipli ritrovando le terne di cuspidi e le coppie di 
punti doppi che sono assorbiti dalle singolarità limiti. Cosi, prendendo 
le mosse dal piano doppio con sestica Ct di diramazione e partico- 
larizzando la (7, in guisa che’ ammetta una conica C, sestitangente, 
si considererà la curva <7, + 2C, come caso particolare di una (7„, 
per la quale verranno soddisfatte le condizioni d’Enriques spiegate 
nel precedente paragrafo, e che perciò risulterà curva di diramazione 
d’un piano triplo. E poi, sommando ancora alla Clg una bitangents 
('„ si proverà similmente, che la Cl0 À 2(7, (o la Ce 26, -j- 2C\) 
è forma limite di una (7„ che costituisce la curva di diramazione 
d’un piano quadruplo, rappresentativo di una superficie Ft a se­
zioni piane di genere 3. È inutile dire che il caso a cui ci siamo ri­
feriti non è che un esempio particolare, sebbene caratteristico, di 
un metodo che conduce l’autore al riconoscimento delle condizioni 
d’esistenza per una più vasta famiglia di piani multipli. Non ci 
proponiamo di esporre qui gli sviluppi più generali di Chisini, ma 
ci limiteremo a chiarire il suo metodo costruttivo ed anche le que­
stioni delicate cui esso dà luogo col riferirci ad una famiglia note­
vole di superfìcie che comprende in sè le quartiche F., sulla quale 
dovremo ritornare nel seguito di queste Lezioni : diciamo delle su­
perficie coi generi pa — p„ = 1 e pM = ,1 possedenti una curva 
canonica d’ordine zero. .

D’accordo colle formule del § 6, si ottengono superficie apparte­
nenti alla anzidetto famiglia, partendo dai piani multipli »-pii, 
con » — 2ir — 2, definiti da una curva di diramazione CM — C8-_tI 
d’ordine 2n -j- 2»—2 — 3» — 671 — 6, dotata di L(.v) — 24(71— 2) 
cuspidi e d(n) = I8712 — 78?r 4-84 nodi: infatti un piano »-pio 
siffatto (ove esista) ha i generi pa — — 1 ed anche il pr — 1,
possedendo una curva canonica d’ordine zero; e le immagini delle 
rette del piano appartengono ad un. sistema lineare di genere n 
e grado » — 2ir — 2, e quindi di dimensione n. Così il piano «-pio 
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si può far nascere per proiezione, da punti esterni, di una superficie 
F„ d’ordine n ---- Lir — 2 dello S„ a sezioni iperpiane canoniche 
di genere n.

Ora qui si tenterà di provare l’esistenza di piani «.-pii rispondenti 
alle (j Sn di diramazione sopra indicate, e quindi delle F„ ---- I’2iT_2 
di fi. a sezioni canoniche di genere n, per tutti i valori di n — 3, 
4, 5 .... Già nella discussione precedente abbiamo indicato come si 
pervenga a costruire la curva di diramazione C12 di un piano qua­
druplo (rappresentativo di una corrispondente a n'--- 3, a par­
tire dal piano doppio con sestina di diramazione C8, sestitangente 
ad una conica C2. Ora si procederà similmente a costruire il piano 
sestuplo corrispondente a n = 4, a partire da una C12 sestitangente 
ad una conica Ct: ci domanderemo se C'12 + 20, sia la forma dege­
nere di una Cle, curva di diramazione di un piano quintuplo' e se, 
sommando poi a questa una retta bitangent e (!1} contata due volte, 
si pervenga ad una CWI curva di diramazione d’un piano sestuplo. 
Se questo accade, mentre la Cu sopra indicata possiede lc(n) — L(3) — 
— 24 cuspidi e d(7t) — d(3) --- 12 nodi, la Clt avrà in più 18 cuspidi 
(3 cuspidi corrispondendo a ciascuno dei 6 contatti di C1S con C,) 
e 24 nodi (2 nodi nascendo da ciascuna delle 12 intersezioni semplici 
di €■ is con C,), e così in tutto 42 cuspidi e 36 nodi; sommando poi 
alla( Cu la bitangente (\ contata due volte, si otterrà una Cu avente 
in più altre 6 cuspidi e altri 24 nodi, e così

L(4) — 48 cuspidi 
e

d(4) — 60 nodi.

In generale per proseguire questo procedimento costruttivo, in 
corrispondenza ai valori successivi di n, giova anticipare una- no­
zione che verrà stabilita nel seguente paragrafo, cioè che le super­
ficie Fn (di generi pa = pa — p — 1, pfl)^=l) dipendono da almeno 
9p — 2pM + 12 = 19 parametri essenziali o moduli, invarianti ri­
spetto alle trasformazioni birazionali. Per conseguenza, quando sia 
dato un piano multiplo definito da una curva di diramazione C3n — 
= coi caratteri an zidetti, disponendo di un parametro, si 
potrà particularizzare la Ctn in guisa che possegga una conica sesti­
tangente G,. E per seguire il metodo di Chisini siamo indotti sempre 
a.domandarci se la Ca„ + 2CS possa riguardarsi come forma limite 
di una C3n+4, d’ordine 3n -j- 4, che possieda, oltre alle cuspidi e ai 
nodi della C3B, 18 cuspidi e 12» — 24 — 24(»— 2) nodi, corri­
spondenti rispettivamente ai 6 punti di contatto della C, colla C3n 
e alle 6» —12 intersezioni ulteriori di queste curve; e se le C3n+i 
cosi costruite risultino curve di diramazione di piani (» + l)-pli.

Se ciò possa farsi (in guisa che vengano soddisfatte le condizioni 
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d’invarianza del precedente paragrafo) le Cin+l così costruite risulte­
ranno curve di diramazione di piani (n + l)-pli. E-, come diremo, som­
mando ad esse una conveniente retta bitangente si otterrà poi la 
curva di diramazione di un piano (n 4- 2)-pio, rappresentativo di 
una -F„+s, a sezioni canoniche di genere » 4- 1 dello spazio

Ma la domanda sopra espressa non comporta sempre una ri­
sposta affermativa. Perchè la C3n -j- 26, sia effettivamente forma 
limite di una C3n+i soddisfacente alle nostre .richieste, bisogna che 
le singolarità di essa si risolvano in nodi e cuspidi nel modo indicato, 
e che per la curva C3n+1 così costruita si verifichino le condizioni 
d’invarianza che permettono di ritenerla come curva di diramazione 
di un piano («■ 4~ l)-plo. Ora l’insieme di queste condizioni non viene 
soddisfatto per una qualsiasi conica sestitangente a C3n; ma. ri­
ferendosi, per esempio al caso n = 4, si può soddisfare riducendo 
la Clt alla forma limite di Ghiaini 6U — 2C2 4- 2C1 4- Ce e ammet­
tendo poi che vi sia una seconda conica sestitangente a 6, diversa 
da C2. Da ciò appare come la difficoltà si possa superare per i più 
piccoli valori di n, ma non si vede che possa farsi per i più grandi.

Comunque, se si sia. riusciti a vedere la curva Ctn 4- 26, come 
forma limite di una C3n+4 che sia curva di diramazione di un piano 
(n + l)-plo, converrà ancora sommare a questa una retta bitangente 
<4, scelta in guisa che la curva 63„ 4~ 26, 4- 26, sia forma limite 
della curva di diramazione di un piano (n -4 2)-plo. Ma qui (senza 
bisogno di ricorrere a considerazioni analoghe a quelle che, nel caso 
di n — 4, ci hanno condotto alla scelta della 6, sestitangente a 
6k), la difficoltà della scelta di 6, si supera subito in base a questa 
semplice osservazione : che il piano (-» 4- I)-plo definito dalla curva 
di diramazione C3n+i ha i generi uno e perciò appare rappresentativo 
■di una J?„+.2 (» — 2n — 2) a sezioni canoniche di genere n 4- 1, 
proiettata da un suo punto semplice ; a questo punto risponde la 
retta eccezionale, bitangente a 63n+4, che è la richiesta 6,.

Ciò che abbiamo detto vale a spiegare il metodo costruttivo di 
Ghiaini, e in qualche modo a saggiarne il significato coll’esame di 
un problema concreto. Per quel che concerne questo problema —- 
relativo all’esistenza e alla classificazione delle superficie F„, coi 
generi uno —- ne daremo la soluzione diretta nel § 3 del Gap. VII 
ove si troverà anche una notizia storica dell'ordine di queste ri­
cerche.

Aggiungiamo alle precedenti alcune indicazioni bibliografiche. 
Mentre nelle citazioni fatte ci riferivamo a piani »-pii con n > 2, 
si possono annoverare alcune ricerche speciali sul caso dei piani 
doppi : F. Enriques, « Sui piani doppi di genere 1 », Memorie della 
Società It. delle Scienze, detta dei XL, Poma, 1896 ; « Sui piani 
doppi di genere lineare pW — 1 ». lì. Accademia dei Lincei, 1898. 
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L. Campedelli, -! Sopra i piani doppi con tutti i generi uguali, 
all’unità».. Rend, del Sem. mat. di Padova, vol. XI, 1940; «Le 
superfìcie con i generi uguali all’unità, rappresentabili in infiniti modi 
sul piano doppio », Rend, del Sem. Mat. della R. Università di 
Roma, s. V, vol. I, 1940 e « La classificazione dei piani doppi con 
tutti i generi uguali all’unità ». Atti del 2° Congresso dell'Unione 
Mat. Ital., Bologna, 1940 ; « Sui piani doppi con curva di dirama­
zione dell’ottavo ordine ». R. Accademia dei Lincei. 1932; »Sui. 
piani doppi con curva di diramazione del 10° ordine », ibidem, 
1932.; - Sopra alcuni piani doppi notevoli con curva di dirama­
zione del 10° ordine », ibidem. 1932.

Al caso dei piani doppi si ravvicina in qualche modo lo studio 
di quei particolari piani quadrupli che dipendono da equazioni 
abeliane, cioè dall’estrazione di due radicali quadratici: P. Libots, 
Rend. Ace. Lincei, 1934.

A classi notevoli di piani multipli «-pii, con n > 2, si riferiscono 
ancora i seguenti lavori : B. Segue, « Sulla caratterizzazione delle 
curve di diramazione dei piani multipli generali », Reale Ace. d’Italia, 
vol. I, 1930. —• G. Pompili, « Sulla rappresentazione algebrica dei 
piani tripli». Rend. Sem. mat. della R. Università-di Roma, 1939; 
«Osservazioni sui piani tripli». R. Istituto Lombardo. 1941; «Sui. 
piani multipli diedrici ». Rend- Sem. mat. della R. Università di 
Roma, 1939.

11. Ï moduli di una classe di superficie algebriche.

La con siderazione dei piani multipli con curva di diramazione 
semplice, su cui può generalmente rappresentarsi una superficie alge­
brica, e il relativo teorema di esistenza che abbiamo spiegato nel pre­
cedente paragrafo, permette di dire qualcosa in ordine al numero dei 
moduli d parametri da cui dipende la determinazione di una classe 
di superficie entro una famiglia continua cui rispondono certi valori 
dei caratteri p & pdì. Assumiamo per semplicità che si tratti di su­
perficie regolari p --- p„ — p„, aventi qualche plurigenere Pt > 0, 
e perciò trasformabili in guisa da eliminare le curve eccezionali, 
sicché il pd>- diventi per esse il genere lineare assoluto.

Sopra una superficie F soddisfacente alle condizioni anzidetto, 
scegliamo ad arbitrio un sistema lineare irriducibile, senza punti 
base ICj, di genere n è grado n < — 2, ehe supporremo regolare
e non speciale, quindi di dimensione

r = p 4- n — n -j- 1.

Una rete generica contenuta entro [C\ permette di rappresen­
tare la F sopra un piano multiplo d’ordine n, dotato di una curva 
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di diramazione D d’ordine 2n 4 2ir — 2, la quale possiederà un certo 
numero d di nodi e un certo numero fc di cuspidi, dove questi numeri 
si esprimono per p e pW, mercè le formule del § 6. Ora, se facciamo 
variare la curva D, d’ordine 2n 4 2rr — 2, entro un sistema continuo 
di curve aventi ancora d nodi e ,fc cuspidi, abbiamo visto che questa 
curva è curva di diramazione per un piano n-plo, cui risponde una 
superficie avente gli stessi caratteri p e p(di F. Però non tutte le 
curve di questo sistema, di dimensione

s > (n 4- n — l)(2n -j- 2rr + 1) — d — 2'fc,

corrisponderanno a superficie birazionalmente distinte dalla F-, 
anzitutto le oos trasformate omografiche di D conducono alla stessa 
F, e alla stessa rete di curve |C| sopra di essa; in secondo luogo, 
vi sono nel sistema oor | C’|, infinite reti, ciascuna delle quali dipende 
da 3r — 6 parametri. Avremo pertanto almeno

(n 4 n — 1)(2n 4 2n 4 1) — d — 2k — 8 — (3r — 6) 

superfìcie, le quali debbono ritenersi birazionalmente distinte dalla 
F. Infatti se co1 curve I) non corrispondenti a reti contenute entro 
\C I, diano luogo a superficie birazionalmente identiche, ciò significa 
che la F possiede una serie continua di reti di curve non equivalenti, 
in cui è contenuta una rete di C, e ciò contraddice l’ipotesi che la. 
superfìcie sia regolare (p„ — pt).

A dir vero in confronto a questa asserzione si può sollevare il 
•dubbio che una rete di C, diciamo ! C i 2, possa presentarsi come li­
mite di una rete di curve \L |2, d’ordine più alto, dotata di punti 
base, cosi come la rete delle rette del piano appare limite d’una rete 
di coniche con tre punti base. Ma il dubbio espresso viene facilmente 
escluso per le superficie F su cui il grado d’un sistema lineare di 
■curve non può superare il doppio del genere meno due, e che perciò 
possono ritenersi prive di curve eccezionali, alle quali ci riferiamo. 
Invero se una rete |I|a di genere effettivo n e di grado effettivo n 
possieda qualche punto base d’ordine i > 1, le L avranno colle curve 
canoniche K un numero virtuale d’intersezioni 2« — 2 — n. — Si*-,  e 
al limite dovranno spezzarsi in curve G aumentate d’una compo­
nente fìssa 9, la quale avrà colle K il numero negativo d’intersezio­
ni : — Si*.  Questa 9 avrà dunque un certo genere o e un grado

v = 2q — 2 + Si*  > 2Q — 2 ;

e la sua presenza sulla superficie F contraddice l’ipotesi fatta in 
base a cui essa si è trasformata in guisa da non possedere curve 
eccezionali. Qui per la giustezza del nostro computo (affermazione 
che si avranno oo8,-*+ 8 piani multipli identici), giova aggiungere 
che la nostra F non può ammettere una serie continua di trasfor- 



206 CAPITOLO QUINTO

inazioni frazionali in se stessa; giacché ne risulterebbe : o che il 
sistema completo |Cj dovrebbe appartenere ad una più ampia serie- 
di curve disequivalenti, ciò che contraddice all’ipotesi pa — pg, 
ovvero che |(7| sarebbe trasformato in se stesso, e ciò contraddice 
all’ipotesi che la superficie F non appartenga alla famiglia delle ri­
gate C).

Siamo ora in grado di scrivere il numero M dei moduli da cui di­
pende la classe delle superficie F, o almeno un limite inferiore di 
questo numero. Avremo infatti

M > (n + n — 1)(2n 4- 2?r + 1 ) — d — 2k — 8 — (3r — 6), 

ossia
AI > (n 4- fi — 1)(2.n + 2n + 1) — d — 2k — 3r — 2.

In questa formula sostituiamo a d e k le loro espressioni per 
p c pw date dalle formule del § 6:

d — 2[(n + ?r)a — on — lin. — 2pW 4- 6pa 4- 24] 
k = 3{n -j- 6yr + pW — 4pa —-11);

inoltre sostituiamo ad r il suo valore

r — p 4~ n — n -J- 1.
Toveremo così

M > 9p — 2pW 4- 12,

ovvero, più precisamente,

AI — 9p. - 2pW 4- 12 4- co,

dove w > 0 designa la sovrabbondanza del sistema delle curve­
piane I)-, vuol dire che nel sistema continuo delle curve I) d’ordine 
2n 4*  2n — 2, dotate di d 4- k punti doppi, le condizioni imposte 
che k punti doppi diventino cuspidi, non sono k condizioni indipen­
denti, ma dipendono soltanto da k — co condizioni.

(*) Infatti te superficie che posseggono un’infinità continua di trasformazioni 
proiettive sono razionali o rigate. Teorema di Enkiqitbs-Fano. Cfr. Enbiqubs- 
Cos tosto, Le superficie razionali, Op. vit., cap. VI, § 37, pag. 496.

Concludiamo intanto:
Le. superficie regolari con qualche plurigenere Pf > 0, di genere 

superficiale p e genere lineare assoluto pW, dipendono, in generale, da

AI = 9p — 2pw 4- 12 4- &

moduli, con co 0.
Per le superficie con pa.< p„, il computo’ che precede si deve 

modificare in rapporto alla proprietà caratteristica di queste super- 
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freie, che stabiliremo più avanti, cioè alla proprietà di contenere serie 
oo^-ì'a di sistemi lineari disequivalenti. Quindi per le superficie 
irregolari il numero dei moduli sarà

Jf = 10p„ — — 2pM -J- 12 + co
con co i> 0 (4-

Eitorniamo alle superficie regolari (p„ = p, = p). Per le super­
ficie con curva canonica o dicanonica d’ordine zero (p -----1, pW -----1, 
e. p — 0, pW = 1) si avrà rispettivamente

9 p — 2pU) + 12 = 19 
e

9p — 2-pW + 12 ----- 10,

e verificheremo che in effetto il numero dei moduli è appunto, pei­
le prime

M ----- 19,
e per le seconde

M ----- 10;
dunque

<0 ----- 0.
Ma in genere si troverà

a> > 0.

12. Digressione sulla integrità della serie caratteristica d’uri si­
stema completo di curve piane dotate di nodi e di cuspidi.

Per esprimere il computo dei moduli di una superficie con una 
formula più significativa conviene cercare il significato del carattere 
<o, che appare nella formula del paragrafo precedente. È agevole 
riconoscere che «la sovrabbondanza co di un sistema continuo di 
curve piane {D\, d’un certo ordine n dotate di d nodi e di le cuspidi, 
è minore o eguale all’indice di specialità della sua serie caratteristica- 
sopra una generica D, cioè della serie segata su di essa dalle curve 
dello stesso ordine che passano semplicemente per i d nodi e per le k 
cuspidi, e toccano in questi punti le tangenti cuspidali ».

Infatti ricordiamo che, essendo data una serie continua \I)\ 
di curve piane D, d’un certo ordine n dotate di d nodi e di le cuspidi, 
le curve di \D\infinitamente vicine ad una data D ----- Dn hanno con 
questa 2 intersezioni assorbite in ciascun nodo e 3 intersezioni as­
sorbite in ciascuna cuspide (*).  Vuol dire che la serie caratteristica, 

(*) Salvo il significato di co la formula vale a fortiori per le superficie che am­
mettono un gruppo continuo di trasformazioni in sè stesse.

C2) Osservazione di De Jonquièkbs e Beck (Math. Annalen, Bd. 14, 1878). 
Cfr. Enäiques-Chisini, Libro II, cap. II (vol. I, pag. 331, cfr. vol, II, pag. 286).
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segata su Da dalle 1) infinitamente vicine è contenuta nella serie 
completa segata sulla detta Da dalle curve dello stesso ordine pas­
santi per i suoi d nodi e le sue L cuspidi e tangenti in questi punti 
alle tangenti cuspidali. Ora, se il sistema continuo ha la sovrab­
bondanza co, la dimensione di esso vale, non già

..

bensì
, n(n +3) ,T co Q — d — 2k- -I— io*

e quindi la dimensione delia serie gm, d’ordine m --- n — 2d — 3k. 
segata sulla Da, di genere

n(n-3)----- - -----  _r 1 d — k.

dalle I) infinitamente vicine è > r -fi co ----- m —% -f- co, cioè codesta 
serie caratteristica è speciale, d’indice di specialità almeno eguale 
ad co. A prima vista si sarebbe tentati di dire che w è senz’altro eguale 
al detto indice di specialità, cioè che « la serie caratteristica del si­
stema completo \D\, costituito delle curve piane d’ordine n con d 
nodi e k cuspidi, è completa.». Infatti è facile verificare che viene 
soddisfatta la seguente proprietà differenziale : nel fascio determinato 
da una D e da una sua curva aggiunta <pn che tocchi nelle le cuspidi 
le sue tangenti cuspidali, la curva infinitamente vicina alla I), pos­
siede d nodi e k cuspidi vicini a quelli della D stessa.

Ma questa proprietà differenziale non porta di conseguenza che 
ognuna delle anzidetto curve con d nodi -e L cuspidi, vicine a D, 
faccia parte di una serie continua di curve dotate dello stesso numero 
di nodi e di cuspidi, invero, se ci riferiamo alla varietà V rappresen­
tativa degli elementi (curve) à sistema I), questa V ci apparirà 

n(n 4- 3) 
come intersezione di una varietà w, dello spazio b» a lì ® —g-— 

dimensioni, rappresentativa del sistema di tutte le curve piane 
d’ordine n dotate di d -fi L nodi, eon L ipersuperficie o falde 
ipersuperficiali lineari del detto spazio Su', e potrebbe accadere 
p. es. che queste k falde abbiano in ogni punto comune lo stesso 
spazio tangente a R — (L — 1) dimensioni, pur intersecandosi se­
condo una varietà di R—L (e non di R — lc -f- 1) dimensioni: in 
questo caso un punto di V (rappresentante una curva di \ì>\) 
avrebbe, non già oor~\ bensì <x>r punti vicini appartenenti a V 
(cioè immagini di curve di
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Sebbene taluni indizi! e gli esempi che conosciamo tendano ad 
escludere questo dubbio, non siamo riusciti a dimostrare ciò che 
crediamo vero, e dobbiamo limitarci a introdurre una

Ipotesi di lavoro: Il sistema continuo completo delle curve piane 
D dotate di d nodi e L cuspidi ha la serie caratteristica completa; 
perciò la sovrabbondanza <o di questo sistema \ .D\ eguaglia Vindice di 
specialità della serie stessa, segata su una D dalle curve infinita­
mente vicine.

Questa ipotesi conduce ad alcune conseguenze notevoli, ed ha 
un certo valore euristico, in rapporto agli sviluppi che seguono.

13. I moduli delle superficie regolari di genere p > 3,

Abbiamo veduto come venga espresso in generale il numero dei 
moduli da cui dipende una classe di superficie algebriche (con qualche 
plurigenere maggiore di zero, cioè non appartenenti alla famiglia 
delle rigate), quando queste superficie vengano rappresentate sopra­
piani multipli con curve di diramazione D d’un certo ordine n, 
dotate di un certo numero di nodi e di cuspidi. La formula conseguita 
nel § 11 contiene, oltre i caratteri, generi superficiali pa, p„ e genere 
lineare assoluto pW, anche un carattere numerico co, non negativo, 
che è la sovrabbondanza del sistema continuo delle D, e — secondo 
la nostra ipotesi di lavoro (§ 12) — l’indice di specialità della serie 
caratteristica di \D\.

Ora il significato ammesso per co è suscettibile di un’altra inter­
pretazione e c’induce a scrivere una formula più significativa, in 
ordine al numero dei moduli delle superficie regolari di genere p > 3.

A tal uopo si consideri una superficie F = Fn dello spazio ordi­
nario, di un certo ordine n. dotata di singolarità normali, e la rappre­
sentazione di F sopra un piano '«-pio, che si ottiene per proiezione 
■della F stessa da un punto esterno generico, 0. In questa rappresen­
tazione la curva di diramazione D nasce per proiezione dalla curva 
Cj jaeobiana della rete delle sezioni piane C con piani per 0. Ora 
sulla curva piana D la serie caratteristica completa del sistema 
continuo costituito dalle curve dello stesso ordine collo stesso 
numero di nodi e di cuspidi, ha precisamente l’indice di specialità 
m. Si tratta di ritrovare questa serie, di specialità tu, sulla curva 
jaeobiana A tal uopo si osservi che la U,- è sezione di F con la 
polare del punto 0, ossia (designando con K le curve canoniche di 
F) è una curva del sistema lineare [3C + K \ segato sopra F dalle 
superficie aggiunte ad essa d’ordine n — I, che passano per i 
T punti cuspidali di F, il cui gruppo, appartenente alla curva doppia 
di F, verrà designato con G. Le altre curve Cj, passanti per i t 
punti cuspidali, segano sulla Cit fuori di essi, una serie lineare che, 
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come subito vedremo, viene proiettata da 0 nella serie segata- 
sulla curva di diramazione D dalle sue prime polari. Infatti, detta 
Cj la sezione di F con la superficie polare di un punto 0, il piano 
tangente ad F in un punto P comune a C, e Ot passa per la retta 
00: quindi la tangente alla curva D nel punto P', proiezione di 
P da 0, passa per la traccia della retta OO sul piano multiplo.

Segue da ciò che la serie caratteristica di sulla D proiezione 
di Cj, nasce per proiezione dalla serie che viene segata su Cf dalle 
curve del sistema lineare \L\ — |4C -j- K\ passanti per G (ovvero­
sia dalle superfìcie aggiunte <pn passanti per i t punti del detto 
G). Dunque il carattere a>, che designa l’indice di specialità della 
predetta serie caratteristica di -J D }-, si può anche interpretare come 
«indice di specialità della serie segata sopra la curva Cj, che è 
una curva di |3C -f- K\ per G, dalle curve del sistema lineare \L\ = 
— \iC-C K\ passanti egualmente per G ».

Questa interpretazione proiettiva del carattere m, rispetto alla 
superficie F, è valida egualmente per superficie regolari e irregolari. 
E conduce a valutare il numero dei moduli da cui dipende una classe- 
di superficie F entro la più ampia famiglia continua di superficie 
che la contiene, in un modo che si accorda assai bene coll’intuizione.

Infatti si consideri il sistema continuo di tutte le superfìcie F, 
aventi lo stesso ordine » e una curva doppia coi medesimi caratteri,, 
su cui si trovi lo stesso numero r di punti cuspidali: le superficie 
di un tale sistema -j F„ {• cui appartenga F, determinano su una di 
esse, e in particolare sulla data F, un sistema lineare caratteristico, 
costituito dalle intersezioni di F colle superficie del sistema infini­
tamente vicine, e questo sistema lineare (che a priori si potrebbe 
dubitare non completo) viene segato sulla F dalle superficie ag­
giunte epn d’ordiné n, tangenti nei punti del gruppo G ai piani 
cuspidali di F.

Il nostro teorema d’esistenza cui si aggiunga l’ipotesi di lavoro 
del § 12, ci assicura che il sistema continuo Fn segherà su una F 
il sistema, lineare caratteristico completo-, e, reciprocamente, questo 
presupposto equivale alla: detta ipotesi di lavoro, e dà il modo di com­
putare il numero dei moduli da cui dipende la classe di F entro 
1 FnNaturalmente per avere superficie con moduli generadi, converrà 
partire da un modello proiettivo F di cui si possa assicurare a priori 
l’esistenza entro una famiglia continua di superficie coi dati carat­
teri ; per esempio à una F che risponda ad un sistema lineare re­
golare di grado n e genere n convenientemente elevato, per cui sia 
soddisfatta la diseguaglianza n > n — 1, ovvero anche — salvo 
il caso di genere piccolo o di qualche eccezione analoga — da una 
superficie canonica, avente per sezioni piane co8 curve K. Vediamo 
a che conduca il computo dei moduli, riferendoci alle due scelte di 
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F sopra indicate e supponendo, per semplicità di discorso, che la 
superficie sia regolare.

Anzitutto colia prima scelta si ritrova la formula dei moduli 
del § 11. Infatti si tratta di valutare, la dimensione R del sistema 
caratteristico di \Fn\ e poi il numero 8 che indica quanti sono i 
parametri da cui dipendono le Fn del detto sistema continuo dira­
zionalmente identiche ad una data _F; sarà quindi

Jf = R..- 8.

Per calcolare R valutiamo anzitutto la dimensione del sistema 
\L\ = \4CK\ senza punti base, che è lecito supporre seghi 
su una Cf una serie completa e non speciale, e poi sottragghiamo da 
codesta dimensione r — co, cioè il numero delle condizioni indipen­
denti che il gruppo dei x punti cuspidali di F impone alle curve L 
che debbano contenerlo. La dimensione di \L\ varrà

p 4- -J- 6« — 4,

e quindi la dimensione del sistema caratteristico di F.„ sarà

R — 1 = p + 4tï 4~ — 4 — t 4~ w,
dove

x — 2n 4- 8n —12p 4- 2p<1> — 22, 
sicché

R = 13p 4- 4n — — 2pW 4-19 4- co.

D’altra parte si calcola 8 aggiungendo 15 (numero dei parametri 
di un'omografia spaziale) al numero dei parametri che definiscono 
un sistema lineare oo3 entro il sistema lineare completo | C | di di­
mensione r. Si ottiene così

8 = 4r —12 4- 15 = 4r 4- 3 
cioè

8 — 4 p 4- 4 n — 4*  7.
Pertanto si trova

M --- lì — 8 = 9p — 2pM 4- 12 4.. W)

che è la formula data nel § 11.
Ma, tenuto conto del significato di m (in accordo colla nostra 

ipotesi di lavoro del § 12), si può dare una formula più significativa, 
mostrando che per p > 3 si ha in generale

co > p,
'M = 10p — 2pM 4~ 12 4- to'

(co' > 0).
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A tal uopo riprendiamo il calcolo precedente, riferendoci ad una 
superficie Fn d’ordine n — — 1 le cui sezioni piane siano curve
canoniche K. Qui occorrono le seguenti modificazióni:

1) le curve L di \L\ — |5K| segano su una <7, — K, la serie 
canonica completa, perciò il calcolo di lì, indicando ancora con co 
l’indice di specialità della serie segata sulla su L, dalle curva di 

[ 5KI che passano per il gruppo G, ci darà ancora

lì — 1 — p + à + 6n — 4 — T ì «
da cui risulta che i t punti cuspidali impongono, non r — co ma 
T — (co — 1) condizioni indipendenti alle L che debbano contenerli :

2) il sistema |K\, a differenza del sistema regolare non spe­
ciale \C\ considerato innanzi, ha la dimensione

p — 1 — p -f- n -—ti

(n = p(1) Il — 1 , n = p(l)) , 
anziché

I L\ = \5K\ 
che è aggiunto a

\Ki\ = W-

Il gruppo G, sarà dunque un gruppo speciale, ed imporrà alle 
curve di 16K | che debbono contenerlo, precisamente t — 0 condi­
zioni, dove 0 sia la dimensione della serie completa cui appartiene 
il Gr sopra Kj (teorema di Eiemann-Boch).

P + n — 7t+ 1;

quindi il numero delle superficie Fn birazionalmente identiche ad. 
una data risulta

4p + 4n — in -j- 3 
invece di

4 p + 4 n — Ì7t + 7.

Pertanto si troverà che il numero dei moduli di Fn viene dato da

Jf = 9p — 2pW 4- 16 4- 0

dove 6 = co — 4 designa l’indice di specialità della serie segata 
su una K, dalle curve di 15K | passanti per il gruppo G dei punti 
cuspidali che appartengono alla superficie F immagine di un sistema 
lineare scelto entro \K\-

Ora si può valutare co, o almeiìb un suo limite inferiore, osser­
vando che il gruppo G dei punti cuspidali è un gruppo di punti 
appartenenti alla curva Kt jacobiana di una rete di curve K, ed 
intersezione parziale con curva una L del sistema



INVARIANTI NUMERICI E PIANI MULTIPLI 213

Ma si ha un limite inferiore di Ö, notando che la rete avente come 
jacobiana la Kt appartiene ad co’-* sistemi lineari oo*  di curve K, 
contenuti entro il sistema canonico. Ciascuno di questi sistemi oo3 
definisce un gruppo Gr sopra Ki} che è il gruppo dei punti doppi 
per oo1 curve del sistema. Pertanto risulta

I1) M. Nobthbb, Anzahl der Moduln einer Classe algebraischer Flächen. Sit­
zungsberichte der Akademie, Berlin, 1888.

e infine
Ö > p — 4

M = 10p -- 2pM + 12 + m' (po' 0).

Enunciamo il risultato ottenuto, tenendo presente che in esso 
gioca l’ipotesi di lavoro del § .12, di cui occorrerebbe dare la dimo­
strazione :

II numero dei moduli da cui dipende una classe di superficie re­
golari di genere p > 3, con sistema canonico irriducibile semplice 
(pò) > 5), è probabilmente

M 2 10p — 2pM + 12.

Nel seguente paragrafo diremo come questa formula si estenda 
al caso delle superficie irregolari.

14. Nota storica « complementi.

Il primo tentativo di determinare il numero M dei moduli da 
cui dipende una classe di superficie algebriche è dovuto a M. Noe­
ther P) (1888) che ritiene valida, sotto larghe condizioni, la formula

M --- 10p — 2pM 4-12 (p = pa = p„), 

quella appunto che, secondo la nostra ipotesi di lavoro del § 12, 
darebbe in generale un limite inferiore di M per le superficie regolari 
con p > 3, corrispondendo ad a>' — 0. Noether è giunto a questa 
specie di divinazione mediante un intuito geniale. Egli è partito 
dalla formula che dà la postulazione di una curva gobba C (dotata 
di punti tripli) per le superficie F„ d’ordine n, che debbano passare 
doppiamente per essa. Se il numero delle condizioni così imposte 
ad Fn è negativo, — L, presume che li indichi il numero delle condi­
zioni perchè la detta curva C sia doppia per una Fn; quindi si tro­
verà il numero dei moduli relativi alle Fn colla G doppia, valutando 
il numero N dei parametri da cui dipende la C:

M = N — L.
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La questione dei moduli delle superficie è stata ripresa da En­
riques in due lavori, del 1908 e del 1912 (1). La valutazione si fa 
considerando — nello spazio ordinario —■ il sistema continuo delle 
superfìcie F„ d’ordine n dotate di una curva doppia con dati carat­
teri, e ammettendo che il sistema caratteristico, segato su una F„ 
dalle Fn infinitamente vicine, sia completo: che in tale presupposto 
si contenga implicitamente un’ipotesi che non viene sufficientemente 
dimostrata accertando la com spendente proprietà differenziale, 
non si accorse allora l’autore; la lacuna è stata segnalata soltanto da 
Zaeiski (1938) (») dopo che una lacuna analoga era stata trovata 
dal Severi (1921) nella dimostrazione del teorema fondamentale 
che esprime la proprietà, caratteristica delle superficie irregolari 
(cfr. Cap. IX, § 6).

(x) F. Enbiqubs, Sui moduli delle superficie algebriche. Rend. Lincei, giugno 
1908; Sui moduli di una classe di superficie algebriche e sul teorema d'esistenza 
per le funzioni algebriche di due variabili. Att. R. Accademia di Torino, 1912. 
Cfr. Annali di Mat., 1923-24.

(a) O. Zabiski, Algebraic Surfaces. Berlino, 1935 (cfr. V, 8).

Comunque, Enriques, basandosi sull’ipotesi implicita sopra ac­
cennata, trovava anzitutto la formula dei § 11:

M = 10pa -- p„ — 2pW + 12 + m (m > 0) 

valida per tutte le superfìcie regolari e irregolari che non apparten­
gono alla famiglia delle rigate (cioè con qualche plurigenere Pt > 0) ; 
e in secondo luogo la formula più espressiva che dovrebbe valere, 
in generale, per le superficie regolari (con sistema canonico irridu­
cibile semplice) il cui genere p > 3 (pM 6) :

M = 10p—2p<-j- 12 4- co'; (to' > 0)

questa formula, come abbiam detto, per m — 0 si riduce a quella 
di Noether. Nella seconda Nota (del 1912) Enriques traeva dalla 
formula dei moduli una qualche veduta del teorema d’esistenza dei 
piani multipli, rilevando che le condizioni perchè una curva piana 
dotata di un certo numero di nodi e di cuspidi sia curva di diramazione 
d’un piano multiplo sono di natura puramente aritmetica, di guisa- 
chè si può dire che « se una curva D sia curva di diramazione d’un 
piano n-plo, lo stesso dovrà accadere per tutte le curve del più 
ampio sistema continuo che sono dotate dello stesso numero di nodi 
e di cuspidi ». L’autore avvertiva, in questa occasione, che sif­
fatte condizioni aritmetiche potranno determinarsi collo studio del 
gruppo di monoàmia, come ha realizzato di poi nella memoria 
degli Annali di Matematica del 1923 e qui si è esposto nel § 9.

Ora è chiaro che, partendo — come si è fatto innanzi nel § 11 
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— dal teorema d’esistenza dei piani multipli, si riesce a dare la prima 
formula dei moduli che (esclusa la famiglia delle rigate) è assoluta- 
mente generale, e resta così immune dalla critica di Zaristi. La quale 
tocca invece la seconda formula più espressiva (per p > 3), che in 
questa esposizione si è fatta dipendere dall’ipotesi di lavoro del § 12.

La questione dei moduli delle superficie algebriche è stata ri­
presa da B. Segre (’) nel 1934, in ispeeie coll’intento di trovare una 
formula più espressiva per le superfìcie irregolari. In questa ricerca 
però rimane il presupposto (dell’integrità del sistema caratteristico 
di un sistema continuo di superficie Fn) che noi abbiamo ricondotto 
all’ipotesi di lavoro del § 12; giacché il Segre non si era accorto 
della difficoltà messa in luce più tardi dalla critica di Zariski.

Qui notiamo che, sulla base del detto presupposto, il ragiona­
mento svolto innanzi per il caso generale delle superficie regolari 
con p > 3 si estende subito al caso delle superficie irregolari (te­
nendo presente la proprietà caratteristica di queste cui si è accen­
nato). In tal guisa si perverrebbe alla formula

M --- 12pa — 2p„ — 2pW + 1'2 + m (co > 0)

Ma il Segre tiene un’altra via che lo conduce ad un’altra formula 
più significativa, tantoché già nel caso delle superficie regolari è 
condotto a scrivere m'Szp — 1, e quindi

M > 10p — 2pM 4- li,

formula che (salvo le restrizioni sopra accennate) dovrebbe valere 
per tutte le superficie con qualche plurigenere non nullo, senza che 
faccia bisogno di ammettere p > 3, curve canoniche irriducibili, eoe.

Del resto questo risultato rientra nella formula più generale 
che dà i moduli delle superficie irregolari. Infatti B. Segre trova 
io > 2p„ — pa — 1, e quindi

M = 9p„ + pg — 2pO) 4- 11 + 9

Per chiudere riportiamo una formula comunicataci dal Prof. G. 
Castelnuovo il quale per il carattere a> ha trovato la seguente 
disuguaglianza :

M > 2pa + pg + pW — 1 — 3 .

(l) B. Sbgbe, Sui moduli delle superfìcie algebriche irregolari. Renàio. Aec. Lin­
cei, vol'. XIX (1934).





Capitolo VI.

SUPERFICIE REGOLARI: MINIMO DEI GENERI
E CONDIZIONI DI RAZIONALITÀ

In questo capitolo vogliamo considerare per semplicità super­
ficie regolari di genere

P> = Po = P,

sebbene molti risultati che a queste si riferiscono si estenderanno 
senza difficoltà alle superficie irregolari; come avremo spesso occa­
sione di avvertire.

1. Limite inferiore del genere lineare.

Consideriamo una superficie F di genere p > 0, che possiamo 
supporre priva di curve eccezionali (Cap. IV, § 9). La F possiede per 
ipotesi delle curve canoniche che supporremo dapprima essere di 
ordine maggiore di zero. Vogliamo dimostrare che il genere lineare 
di F (che è qui il genere lineare assoluto) vale

pM > 0.

Occorre riconoscere che l’ipotesi pM < 0 conduce ad un assurdo. 
Sia dunque pW A 0, e quindi il grado del sistema canonico \K\

p(2) — pM — 1 <0.

Avremo cosi (almeno) una curva canonica K di grado negativo, 
la quale potrà essere costituita da più parti semplici o multipler

K = slK1 + 8.jK2 + ---- + Sr Kr,
dove le Kt non possono essere curve di genere virtuale q.: — 0 e- 
di grado vt — — 1, che sarebbero curve eccezionali di prima specie 
sopra F. Intersechiamo una delle componenti di K, sia per esempio 
K,, con la K. Il numero delle intersezioni sarà

2gx — 2 — vx .
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Questo numero non può essere negativo. Infatti se

2gi — 2 — Vi < 0, 
essendo à > 0, segue

i’i > — 1

e quindi (essendo esclusi i valori vt ----- — 1, à — 6),

iq > 0.

Ma questo è assurdo perchè una componente di grado vt > 0 
non può avere un numero negativo di intersezioni con la K ----- -|-
4~ 4- .... Ora, avendo provato che le componenti Kt di K
debbono avere con K un numero non negativo d’intersezioni, si 
deduce facilmente che la JET stessa deve avere un grado pW > 0.

Infatti, designando con nti il numero delle intersezioni di due 
componenti Kt e Kt della K, il grado della K sarà espresso da

pW — Ss^Vi 4- ^SSiS^ti.

L’espressione del p— ci appare ora come una forma quadratica 
nelle st e, tenendo presente il teorema di Eulero sulle funzioni 
omogenee, si riconosce che essa deve essere essenzialmente non ne­
gativa perchè le sue derivate parziali rappresentanti il doppio del 
numero delle intersezioni (K ■ K,) sono

~ÌS~ = 2^8,Vi + 0.

La diseguaglianza pW > 0 sussiste ancora nel caso che la super 
fiele F possegga una sola curva canonica d’ordine zero (p -----1). 
Infatti si assuma sopra la F, priva di curve eccezionali, un sistema 
lineare irriducibile |C| senza punti base di genere..t e grado n; 
avremo in questo caso

n — — 2,

essendo il numero delle intersezioni (C • L) ----- 2n— 2 — n = 0. E, 
designando con \ C' j il sistema aggiunto di | C |, di genere n’ e di 
grado n', sarà .

Ora, valutando il genere n’ — % di | <7‘ |, si trova

ji' = n == n 4- p(1> 4~ 2zc — 2 — n — 1 
e quindi

pM = i.

li teorema dimostrato (pd> à 1) sussite anche per le superficie 
di genere p ----- 0 che abbiano un plurigenere P, > 0. Infatti, si
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può ripetere il ragionamento, ove si ponga al posto delia curva ca­
nonica K la curva «-canonica iK, la quale se fosse pd) < 0 dovrebbe 
avere con ciascuna delle sue componenti (di genere o e grado v) 
un numero non negativo d’intersezioni, espresso da

i(2o - 2 - V).
Anche nel caso (P{ — 1) in cui la curva «-canonica sia d’ordine 

zero, e quindi un sistema | C | coincida col suo «-esimo aggiunto, si 
conclude coinè nel caso p = 1, che

p(1) — 1.

Infine avvertiamo che la dimostrazione del nostro teorema è 
affatto indipendente dall’ipotesi che la F sia regolare. Enunciamo 
dunque, senza restrizioni, che:

Una superficie di genere p„ > 0, o anche eli genere pt = 0 che 
abbia un plurigenere Pt > 0, ha il genere lineare assoluto

pw > 1.

Vogliamo offrire una seconda dimostrazione del teorema sopra 
enunciato, la quale dipende da un lemma che riceverà nel seguito 
importanti applicazioni. Abbiasi una superficie F, che vogliamo sup­
porre priva di curve eccezionali, di genere lineare pw < 0, e si as­
suma sopra di essa un sistema lineare irriducibile regolare | C |, di 
genere n e di grado n < 2n — 2. Le C incontrano una curva cano­
nica virtuale K in

Lu — 2 — n > 0

punti. Invece le curve C del sistema aggiunto (|C"| — \C 4- K\) 
incontrano le L in

2n •— 2 — n pW — 1 < 2n — 2 — n
punti. Così, passando da un sistema lineare al suo aggiunto, il nu­
mero delle intersezioni delle curve del sistema con la curva ca­
nonica va diminuendo. Ma ciò porta che il processo dell’aggiunzione 
stessa debba avere un termine, ovvero che si arrivi a sistemi lineari 
di genere n e grado F > 2n—-2; ma l’esistenza di un siffatto si­
stema \L\ porta ancora di necessità che la serie degli aggiunti 
|Z'|, \L"\, eco. debba avere un termine, perchè il numero delle 
intersezioni (L ■ L) > (L' ■ L) > (L" • li)....

Dunque l’ipotesi pb> <; 0 porta che, a partire da un sistema li­
neare \ CI, si ottenga soltanto una serie limitata di successivi ag­
giunti, e perciò che un sistema | C | non possa essere contenuto in 
nessuno dei suoi sistemi aggiunti | 0<‘> |, ossia che tutti i plurigeneri 
della superficie siano P4 === 0.
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Qui occorrono due osservazioni. La prima è che l’ipotesi di una- 
superficie F priva di curve eccezionali si introduce soltanto a scopo 
di riduzione all’assurdo ; se si rigetta tale ipotesi si deve ammettere 
senz’altro che la superficie F possegga un sistema con n > — 2,
a partire dal quale il processo di aggiunzione si estingue.

La seconda osservazione si riferisce alla eventuale riducibilità 
del sistema \C'\ aggiunto al sistema irriducibile |0| da cui siamo 
partiti. Se la superfìcie F è regolare e |C| privo di curve fondamentali, 
è chiaro che | C | non può essere riducibile, e cosi in particolare non 
può ridursi al sistema | C | cui si aggiunga una curva canonica fìssa.. 
Ma, indipendentemente dalla irriducibilità dei sistemi aggiunti suc­
cessivi a J GI, basta in realtà pervenire ad un sistema j L \ comunque 
riducibile, di genere n e di grado N > — 2 ; ogni multiplo di
questo sistema darà sempre un sistema lineare che soddisfa a fortiori 
alla medesima diseguaglianza. Riuscirà quindi agevole costruire 
un sistema irriducibile che soddisfi del pari ad una diseguaglianza 
analoga, sommando \sL\ ad un conveniente sistema lineare irridu­
cibile, su di che non giova qui trattenersi ulteriormente.

Frattanto concludiamo affermando il risultato sopra enunciato.

2. Il bigenere e i plurigeneri.

Riferiamoci ad mia superfìcie F tale che per ogni sistema li­
neare di genere n, sia il grado n < 2n — 2, la quale, come abbiamo 
visto (Cap. IV, § 9) può trasformarsi in guisa da eliminare le sue curve 
eccezionali. A partire da un sistema lineare irriducibile- \C\, che 
può essere il sistema delle sezioni iperpiane di una F priva di singo­
larità, cerchiamo di costruire il sistema bicanonico di F. Occorre 
perciò staccare una 0 dal sistema secondo aggiunto (C"j. Ora. 
se si suppone che sia la differenza

d ----- 2n — 2 — n > 0,
le C" segheranno sopra C una serie d’ordine 2n — 2 4~ d che è certo 
non speciale e perciò lo stuccamento di 0 da | C" | imporrà al più 
n — 1 4- d condizioni. Quindi, calcolando con il teorema di Rie- 
mann-Roch la dimensione di | C" |, si trova che quella del sistema 
bicanonico | C — C | sarà espressa, da

P — 1 > A.+ Pw — 1 ; 
avremo dunque

P A Pa + PW-
Questo risultato è indipendente dall’esistenza effettiva delle 

curve canoniche (d’ordine d A 0), cioè sussiste per pg A 0. In 
particolare per le superficie regolari (p ----- p„ — p„), prive di curve ec-
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sezionali, con curve canoniche ■virtuali d'ordine d ( > 0) il bigenere 
vale sempre
1) P :> p + p .(1)

Se vi sono curve canoniche irriducibili di genere pW > 1, su cui 
allora il sistema bicanonico sega la serie canonica completa, si ha 
esattamente :
2) P = p 4-

In luogo dell’eguaglianza 2) si ha in generale la diseguaglianza

3) P > p -f-  1 per Pw — 1,*

giacché il sistema canonico di grado pW —1 = 0 si spezza allora 
nelle curve ellittiche le d’un fascio (lineare sulla F regolare): se una 
curva canonica è composta di p — 1 curve L d’un tal fascio, le 
curve bicanoniche sono formate da 2p — 2 curve k e danno quindi 
un sistema lineare di dimensione

P — 1 = 2p — 2 ;

se alle p — 1 curve L si aggiunge qualche curva fissa, il doppio di 
questa può costituire una curva le suscettibile di variare nel fascio di 
■esse ; e perciò può riuscire

P — 1 >2 p —2.

I risultati precedenti subiscono qualche modificazione nel caso 
p = 1, quando c’è una curva canonica effettiva d’ordine d == 0: 
si ha allora in luogo della 1):

P = 1
■e

= 1 (P < p pM).

Infatti se è d = 0, il sistema | C j considerato sopra la superficie 
P è di grado

n ----- 2'n — 2.
ed essendo p ----- 1 si ha

|(7[ = |O'| = ,01;

quindi il sistema bicanonico coincide col sistema d’ordine zero che 
■costituisce il sistema canonico e che ha la dimensione

p — 1 ----- P — 1=0;

il genere di tale sistema \K\ vale

p'P ----- 1,
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perchè sommando una L d’ordine zero ad una C si ha una curva­
composta di genere

a — sr + p(l) + 0 — 1.

Così le superficie regolari di genere p ----- 1 che posseggono una curva 
canonica d’ordine zero si distinguono da quelle con curve canonica 
d’ordine maggiore di zero per avere: le prime

P ----- 1, 
e le seconde

P >. p 4- pW > 2.

Per una superfìcie regolare senza curve eccezionali (» < 2jt — 2)> 
di genere p ----- 0, con curva canonica virtuale d’ordine d — 0 (d ---- 2sr — 
— 2 — n) sussìste ancora, come per d > 0, la diseguaglianza 1) moè

.P > p« ' 
avendosi

P = 1 . pM --- 1.

Infatti, essendo | C' | diverso da j C |, anche I C" I sarà distinto 
da \C'\ e segherà sopra una 0 una serie gtlt_t non speciale; ili con­
seguenza lo stuccamento di C da | C" | importerà n — 1 condizioni 
lineari al più : si deduce che esso importa proprio n — 1 condizioni, 
risultando

IC" I = ICI , P ----- 1, pM -----1.

Osservazione. - È importante osservare che i risultati precedenti, 
in ispecie la diseguaglianza fondamentale

I) P > p + pW,

cadono assolutamente in difetto per le superficie contenenti sistemi 
lineari |C| di genere n e grado n > 2n — 2; ossia aventi curve ca­
noniche virtuali d’ordine negativo

— d ----- « — (2,'t — 2).

Infatti il sistema | C" | segherà, ora sopra una C una serie d’ordine 
2n — 2 — d che potrà essere speciale.

Valga ad esempio il caso del piano, in cui si assume, il sistema li­
neare I C,| formato dalle curve generali del 7° ordine. Le curve 
aggiunte sono le quartiche C4, e le seconde aggiunte le rette Clf 
secanti sopra una (7, una serie g,, serie speciale d’indice di specialità

i --- 10.

Qui si può calcolare il genere (lineare -pto) del sistema canonico, 
virtuale

IK j ----- \C1--Oi\.
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Siccome le K segano le Ct in — d -- — 3 e le C4 (di genere 3) in —12 
punti, si avrà

0 = pW + 3 — 12 — 1

e quindi ritroviamo che il genere lineare {relativo) del piano vale:

pW = 10.

Frattanto, non essendo possibile staccare | C | da | Cx | manca 
affatto il sistema bicanonico e perciò

P = 0.

Le formule che esprimono il bigenere per mezzo del genere su­
perficiale e lineare, si estendono ai plurigeneri. Quando la superficie 
P priva di curve eccezionali possegga curve canoniche virtuali d’or­
dine d >0 (d — 2ir — 2 — n) si ha

P< >Pa+ {PM - 1) + 1

e per una superfìcie regolare {pa ~ pg = p) di genere lineare pM > i? 
con curve {i — 1) canoniche irriducibili:

P^p+ {pM - 1) + 1 .

L’eguaglianza diventa dis eguaglianza nel caso pM — 1, dove le 
curve pluricanoniehe di grado i*(p&  — 1) = 0. si compongono tutte 
colle curve ellittiche di un medesimo fascio :

Pi > p + 1.

Fanno eccezione alla diseguaglianza fondamentale

P^P + ^~^(pW-D + i

le superficie di bigenere P = Ps — 1 che posseggono una curva ca­
nonica virtuale d’ordine d — 0 e una curva bicanonica effettiva, 
pure d’ordine zero. In questo caso la serie segata dal terzo aggiunto 

I C" J ----- I C" I sopra una C è la serie canonica (di dimensione n — 1), 
quindi il suo stuccamento da [ &" \, importando n condizioni, non 
è possibile, sicché

P 3 = 0.
Dunque le superficie regolari di genere zero e bigenere uno con curva 

bicanonica d’ordine zero si distinguono da quelle con curva bicanonica 
d’ordine maggiore di zero per avere:

le prime il trigenere
P 3 = 0,
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mentre le seconde hanno

Per le prime superficie si ha poi 

P« = 1, P2 i+l — 0 ,

mentre per le seconde tutti i plurigeneri sono essenzialmente posi­
tivi. Anzi essi vengono a superare l’unità anche nel caso pW ----1. 
Infatti, combinando una curva bicanonica contata tre volte con una 
curva tricanonica contata due volte si ottiene un fascio di curve 
sesticanoniche, sicché

pe > 2.

3. Esempi: piani doppi di genere lineare pW ---- 1.

Una esemplificazione interessante delle formule del precedente 
paragrafo viene offerta dai piani doppi di genere lineare pW — 1 (i). 
Ivi si dimostra che ad esclusione del piano doppio con sestina di 
diramazione affatto generale

za = Dt (xy)

che ha curva canonica d’ordine zero (genere e plurigeneri p = Pt = 1) 
gli altri piani doppi, per cui p(1> ---le qualcuno dei plurigeneri 
Pi > 1, contengono un fascio (razionale o meno) di curve ellittiche 
L, trasformato in sè dall’involuzione 1 le cui coppie rispondono ai 
punti del piano. E quindi si è condotti a due famiglie di superficie 
rappresentabili su tali piani doppi :

I) superficie con un fascio lineare di curve ellittiche L (irridu­
cibili) trasformate in sè dall’involuzione I che subordina su di esse una 
involuzione lineare gl, le quali vengono rappresentate su piani doppi 
con curva di diramazione D2n d’ordine 2n (n > 3) dotata d’un punto 
(2n — 4)-pio o (2n — 3)-pio 0, ed eventualmente di altre singolarità 
abbassanti il genere : punti quadrupli e punti [3, 3] ; le rette per 0 
sono lo immagini sul piano doppio delle curve L-,

II) superficie con un fascio di curve ellittiche irriducibili 
L, che possono essere curve d’un fascio razionale, trasformate in sè 
dall'involuzione I subordinante su di esse un’involuzione ellittica 
yl, ovvero curve d’un fascio (razionale o meno) associate a due a 
due da I in un’involuzione razionale del fascio; queste superficie si 
rappresentano su piani doppi per modo che alle L rispondano le

(l) Cfr. F. Enbiqubs, Sui piani doppi di genere lineare pW --- 1. Rendic. R. 
Acc. Lincei; Aprile e Maggio 1898.

I
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curve ellittiche d’un fascio di Halphen (’) (curve C3s con S punti 
8-pli) e pertanto le curve di diramazione di essi (supposte prive di 
curve eccezionali) sono composte colle curve del detto fascio ed 
eventualmente anche colla cubica passante per i suoi nove punti 
base.

Fra i piani doppi della categoria I sono notevoli quelli con curva 
di diramazione Dìn dotata di coppie di punti tripli infinitamente vi­
cini (punti [3, 3]) allineati col punto (2n — 4)-plo O.

Per n — 4 abbiamo il piano doppio con Ds di diramazione dotata 
d’ un punto 4-pIo O e di due punti tripli infinitamente vicini A e A,, 
allineati con 0; la Ds si compone di una D1 con OaAsAa e della retta 
r — OA. Il gènere di questo piano doppio vale

Po = Pa = P = 1,

avendosi una curva canonica rappresentata dalla retta r — OA 
(soggetta a passare semplicemente per 0 e JL). C’è qualche difficoltà 
a determinare il genere lineare pW, giacché alla retta doppia r — OA, 
sembra rispondere soltanto una coppia di curve razionali coinci­
denti sconnesse. Si scioglie la difficoltà riconoscendo che la super­
ficie F rappresentata per proiezione sul piano doppio possiede una 
curva canonica impura, costituita da due curve eccezionali infini­
tamente vicine i cui punti rispondono ai punti generici di r, e da una 
curva infinitesima rappresentata dall’intorno del punto Ax; la quale, 
per una trasformazione di F in una superficie priva di singolarità, 
si muta in una curva d’ordine maggiore di zero e di genere pM -----1. 
D’accordo con questo riconoscimento la F avrà il bigenere

P — P + Pw — 2,

essendovi un fascio di curve bicanoniche ellittiche rappresentate 
sul piano doppio dalle rette per 0: aggiungendo le curve eccezionali 
si avranno come immagini delle curve bicanoniche impure le coppie 
di rette formate da r e da una retta variabile per 0. Ciò che si è detto 
si rende, chiaro considerando il sistema lineare oos delle coniche 
per AAlt che porta a trasformare la F in un cono quadrino doppio 
senza curve eccezionali: le immagini di codeste coniche doppie, 
con 10 punti di diramazione, sono curve iperellittiche di genere 4, 
formanti un sistema lineare di grado 4 (< 2 - 4 — 2); le quali ven­
gono segate in 2 punti (coniugati) dalla curva canonica che risponde, 
all’intorno di A3, e in 4 punti, costituiti da due coppie di punti co­
niugati nella dalle curve bicanoniche; perciò queste ultime sono

(’) Cfr. p. es., Enhiqujïs-Coni’orto, Le superficie razionali. (Zanichelli - 
Bologna).
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rappresentate sul cono dalle sezioni piane d’un fascio, e sul piano 
dalle rette per 0. Precisiamo che il detto cono quadrino doppio pos­
siedono una curva di diramazione Din del 10° ordine, di cui la D7 
si può ritenere come proiezione da un punto triplo P a cui è in- 
fìnitanmnl • vicino mi‘nitro punte • ri pio 1\ vie si proietti! in 0. 
lei retta Pl\ giace sul piano tangente al cono lungo la generatrice. 
k per P e i piani per essa segano sul cono le immagini delle cur­
ve bicanoniche.

.Accanio al piano doppio menzionato innanzi, che ha una curva 
di diramazione />„ -- ri), con O*A aAf, si può considerare il piano 
doppio con Da di diramazione passante per <)' e per due coppie di 
punti tripl' infinitamente vicini allineati con 0 : A3Aa e BaBf. Questa 
Dg è spezzata nelle due rette r = 0.1 ed s = Olì e in una T)a(O2A*  
AfIPBi). 11 genero di tale piano doppio è

P - 0, 
e il ingenero

P -- 1,

essendovi una curva bicanonica impura rappresentata dalla coppia, 
delle rette r e s. Questa curva si riduce ad una coppia di curve 
eccezionali contate due volte. Valutando il trigenere del piano doppio 
si troverebbe P3 = 0. Ciò risulta indirettamente dalle osservazioni 
che seguono.

Se si trasforma il piano doppio in una superfìcie F senza curve 
eccezionali, appare che la curva bicanonica di F è d’ordine zero: 
si può costruire F mercè il sistema lineare oo*  delle cubiche per 
0AAtBBlf che sono immagini di curve di genere 4 e grado 6; si 
è condotti in tal guisa ad una superficie cubica doppia (normale 
in St) con curva di diramazione del 10° ordine.

Vedremo nel seguito che la F si può trasformare anche nella 
superficie F6 del 6° ordine che passa doppiamente per gli spigoli 
d’un tetraedro.

Consideriamo ora i piani doppi (ancora della categoria I) con 
curva di diramazione X>10 del 10° ordine, dotata d’un punto 6-plo 
O e di due coppie di punti tripli infinitamente vicini AAX e BBt 
allineati con O : la D10 è composta delle due rette r — OA es — OB 
e di una Dv(0'lA'lAaB°B‘l). Qui si ha una curva canonica impura rap­
presentata dalle due rette eccezionali r ed », e da una curva resi­
dua (che diventa d’ordine > 0 sopra una superficie trasformata 
senza singolarità) formata di due componenti ellittiche che rispon­
dono agli intorni dei punti J.t e Bx, sicché

pg = Pa = p = 1 , pi i) = i.
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Il bigenere P deve superare l’unità e difatti si ha una rete di 
curve bicanoniche che hanno per immagini sul piano doppio le 
coppie di rette per 0; si conclude dunque che

P == 3 (>P + pW).

Accanto al piano doppio menzionato si consideri quello con curva 
di diramazione I) 10 dotata di un punto 6-plo 0 e di 3 coppie di punti 
3-pli infinitamente vicini A Ai, BB1; LL,, allineati con 0. La super­
ficie F così definita non possiede curva canonica, non essendovi 
alcuna conica passante doppiamente per 0 e semplicemente per A, 
B, E-, quindi

Pa = Po = P = 0.

Invece si hanno curve dicanoniche ellittiche rappresentate dalle 
rette per 0, cui si aggiungono le immagini eccezionali delle rette 
di diramazione

r ----- OA , 3 ----- OB , t — OE;
perciò

pM --- 1
e

5 ----- 2 (> pW).

'Fra codeste curve dicanoniche vi sono tre curve doppie (in cor­
rispondenza alle tre rette r, s, t o meglio agli intorni di Au Bt ed EJ, 
le quali prese insieme semplicemente costituiscono una curva tri­
canonica della superficie F:

P3 ----- I (---- pM).

Il doppio della detta curva tricanonica appartiene al triplo del 
sistema dicanonico; si ottiene cosi il sistema lineare delle curve 
sesticanoniche di F, le quali hanno per immagini le terne di rette 
per 0. Si ha dunque:

P6 = 4.

Nella categoria II troviamo pure esempi interessanti per la 
nostra teoria. Si assuma un piano doppio con curva di diramazione 
DSn (n > 1) costituita da una curva ellittica irriducibile con 9 punti 
2n-pli, appartenente — com'è noto — ad un fascio di Halphen (■*),  
La superficie F così definita possiede una curva canonica avente per

(x) Ogni curva (doppia) del fascio di Halphen rappresenta due curve L di­
stinte non appartenenti all’involuzione I giacché ciò accade per la jD6„; del resto 
ciò è d’accordo col criterio di Comessatti, poiché la Dtn può ridursi per continuità 
ad una ytz doppia. Cfr. p. es. Enbiques-Chisini, Libro V, cap. IV, § 38 (vol. Ili, 
pag. 446).
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immagine una curva d’ordine 3n — 3 soggetta a passare n — 1 
volte per i 9 punti base dei fascio, la quale si riduce alla cubica g>3 
pei 9 punti contata n — 1 volte; diciamo alla *.  Si ha pertanto

Pa = P„ = P = 1 - pW = 1.

Ora la curva di diramazione l)en, presa insieme con la 
aggiunta alla <p1~~1 (da contare due volte) formerà, una curva bica­
nomea di F (cfr. Cap. V, § 7), mentre un’altra curva bicanonica è data 
dalla <pln~2 da contare due volte. Si deduce che le curve del fascio 
di Halphen definito dalla D,„, prese insieme colla <p3-2 fissa, rappre­
sentano un fascio di curve dicanoniche, costituite dunque da curve
ellittiche irriducibili L (*)  (non appartenenti all’involuzione 1) e 
da una parte fìssa, che è una curva ellittica multipla secondo n — 2, 
la cui componente appartiene all’involuzione I ed equivale ad una 
parte (n — l)-ma di L. Così avremo

P =*>  2 (= p +

Si trova poi facilmente che le curve tricanoniche sono date dalle 
coppie di curve L, sicché

Ps = 3.

Accanto al precedente troviamo ancora nella categoria II il 
piano doppio con curva di diramazione Dt„ — .Dons + 2)», composta 
d’una curva irriducibile Z>aB_s di Halphen, con 9 punti (2n — l)-plr 
e dalla cubica Ds che passa per questi 9 punti.

La superficie F cosi definita possiede una curva canonica rappre­
sentata dalla I)s contata n — 1 volte, diciamo DJ-X, sicché

Po ■= Po = P — 1 , P( 1S = 1.

Le curve dicanoniche trasformate in sè dall’involuzione I sono 
date: dalla D%~1 doppia, contata due volte, e dalla curva di dira­
mazione Pans + Dg presa insieme all’aggiunta dell’immagine della 
curva canonica, che è la s doppia. Quindi si ha un fascio di curve 
dicanoniche ellittiche rappresentate dalle curve d’ordine 6n — 3 
del fascio di Halphen semplici (2), prese insieme colla curva multipla 
rappresentata dalla doppia :

P = 2.

f1) Ogni curva L di questo fascio è immagine di due curve ellittiche distinte 
in accordo col criterio di Combssatti, perchè il gruppo dei punti critici apparenti 
segato su L dalla De„ viene segato egualmente dalla Dfn, doppio della Dg. Cfr. 
Ekbiqubs-Chisini, 1. c.

(a) Ved, nota precedente.
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Non ci soffermeremo sui piani doppi della categoria II aventi 
una curva di diramazione comùnque composta colle curve d’un 
fascio di Halphen : i quali portano in generale a superficie irregolari 
con

p, --- 1 , P„ > 1 , pW = 1.

'Ma vogliamo indicare un piano doppio con pW = 1, p = 0f 
P — 1, dotato di curva bicanonica d’ordine maggiore di zero, che 
possiede un fascio di curve ellittiche (non autoconiugate in I) rap­
presentate dalle curve d’un fascio di Halphen, e nondimeno esce 
dalla categoria II per la presenza di una retta parte della curva di 
diramazione, immagine di una curva eccezionale. È un piano doppio 
già presentatosi ad EnbiqueS, che ha una curva di diramazione 
2)10 d’ordine 10 e s’incontra nella classificazione di questi piani di 
L. Campedelli (*)  : la I)J0 si compone di una -j- r, dove la Dt è 
una curva ellittica (irriducibile) di Halphen con 9 punti tripli, sei 
dei quali AAlt BBlf EE1 sono a coppie infinitamente vicini mentre 
gli altri tre (distinti) si trovano sulla retta r.

La superficie F rappresentata su questo piano doppio non pos­
siede curve canoniche, poiché una conica passante per i tre punti 
tripli di D, su r e per i tre punti A, B, e E si spezzerebbe nella curva­
eccezionale che risponde alla retta r (*)  e in una retta per A, B e 
E, che invece non sono allineati.

Si ha dunque
p = 0.

D’altra parte una retta doppia per A, B e E, se esistesse, avrebbe- 
4 punti di diramazione (tre nei detti tre punti e uno su r), quindi il 
genere lineare assoluto di F (genere delie curve canoniche private 
della curva eccezionale) vale

pW = i.

Ora sulla E si ha una curva bicanonica irriducibile (*),  che è 
rappresentata sul piano doppio dalla cubica I)3 passante per i N 
punti tripli di D9 cui si aggiunge la curva eccezionale rappresentata 
dalla retta- r. Dunque il bigenere di F vale

P — 1

P) L. Camfbdelli, Sui piani doppi con curva di diramazione del 10° ordine- 
s Sopra alcuni piani doppi notevoli con curva di diramazione del 10° ordine. B. Acc. 
Lincei, 1932.

(2) È facile vedere che la curva corrispondente a codesta retta di dirama­
zione di genere 0 e grado — 2 ha sopra F il genere 0 e il grado — 1.

(3) L’irriducibilità della cubica D3 doppia risulta dal criterio di Combssatti, 
tenuta presente la costruzione del fascio di Halphen cui appartiene la Dä.
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In conformità del nostro teorema si dovrà avere il trigenere 
J\ >1 e il sestigenere JP6 > 2.

Per verificarlo si osservi che (la Ds possedendo una curva ag­
giunta d’ordine 0) una curva tricanonica di F verrà data dalla curva 
di diramazione D, cui si aggiunga la curva eccezionale r. Codesta 
curva tricanonica è isolata, cioè non suscettibile di variare in un 
fascio, poiché altrimenti, non avendo punti comuni colla curva 
bicanonica rappresentata da D3, dovrebbe contenerla e si avrebbe 
p„ > 0. Vuol dire che le curve ellittiche doppie di 9° ordine, del 
fascio di Halphen definito dalla Dt) sono immagini di curve irridu­
cibili (autoconiugate nell ’involuzione I definite su F dal piano dop­
pio). Questa deduzione si può anche confermare direttamente. col 
criterio di Comessatti. Infine abbiamo una curva tricanonica Ds 
e un fascio di curve sesticanoniche irriducibili rappresentate dalie 
curve del fascio di Halphen cui appartengono la curva tricanonica 
contata due volte e la curva bicanonica contata tre volte. Dunque 
si ha :

P. = 1 , P. = 2.

4. Condizioni di razionalità di una superficie.

Una superficie razionale, cioè riferibile punto per punto al piano, 
deve avere come questo il genere p = pa — p„ — 0 e insieme col 
genere debbono annullarsi tutti i suoi piu rigeneri. Gii esempi che 
abbiamo addotto (in particolare la superficie del 6° ordine che passa 
doppiamente per gii spigoli di un tetraedro) mostrano che una su­
perficie regolare di genere p — 0 può avere il bigenere P > 0, sicché 
l’annullamento del genere non basta a fornire le condizioni di ra­
zionalità di una superficie. Ora è estremamente interessante rico­
noscere che queste condizioni possono esprimersi annullando oltre 
al genere anche il bigenere, cioè scrivendo

Pa = P = 0

(da cui segue necessariamente anche pt = 0). Questo teorema è do­
vuto a G. Castelnuovo che Io ha dato in una memoria del 1896 (*).

La dimostrazione del nostro teorema si lascia ricondurre ai cri­
teri di razionalità di Noether e di Clebsch-Noether, relativi alle 
superficie con un fascio lineare di curve razionali e ai tipi di piani 
doppi da essi determinati. A tale scopo si parte da un sistema li­
neare irriducibile | C | sopra la superfìcie data e si costruiscono sue-

(J) G. Castelnuovo, Sulle superficie di genere zero. Soc. It. delle Scienze 
(detta dei XL), cfr. Memorie scelte, pag. 307.
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cessivamente il suo sistema aggiunto IC |, il secondo aggiunto 
\C"\ e così di seguito. Si riconoscerà che, essendo pu = P — 0 la 

.serie di questi aggiunti successivi ha un termine, e l’ultimo sistema 
aggiunto oal almeno riesce composto di curve razionali o ellittiche 
e conduce quindi ad uno dei casi di razionalità contemplati nei cri ­
teri di Noether e di Olebsch-Noether di cui si è discorso.

La discussione si può svolgere in forma assai semplice distin­
guendo due ipotesi: 1°) la superficie data F contiene un sistema li­
neare irriducibile [C| di genere n e di grado n > 2n — 2, che può 
supporsi essere il sistema delle sezioni piane o iperpiane di una F, 
affatto priva di singolarità; 2°) per ogni sistema lineare irriducibile 
dato sopra la superficie F sussiste la diseguaglianza n <2n — 2, 
designando n e n il grado e il genere del sistema.

Ipotesi I. - È chiaro che costruendo i successivi aggiunti |C'|, 
I C'\, eoe. a partire dal sistema | C \ dato sopra F, si ottiene una 

serie limitata di sistemi; in altre parole il procedimento d’aggiun­
zione si estingue. Infatti le curve C', 0", .... avranno un ordine de­
crescente

271 —2 , 2 ?r — 2 — d 271 — 2 — 2 d,
essendo

d = n — (2-1 — 2).

Pertanto vogliamo considerare l’ultimo sistema aggiunto jCW| 
di dimensione r( > 1.

Supponiamo dapprima che i sistemi aggiunti |C'|, |C’j, ...., 
I <7<ò I della serie anzidetta siano irriducibili. Il sistema \ CW I, primo 
della serie che non ha un aggiunto di dimensione maggior di zero, è 
costituito di curve di genere zero o uno. Se il sistema ! | è for­
mato di curve di genere zero, il teorema di Noether (l) sulle super­
ficie contenenti un fascio lineare di curve razionali permette di de­
durre, senz’altro che la F è razionale.

Se invece il sistema | | è di genere 1, conviene distinguere
l’ipotesi che la sua dimensione sia rt > 2, ovvero rt — 1. Se rt > 2 
il sistema completo di curve ellittiche 16^°), che, per la regolarità 
della superficie, ha serie caratteristica completa, avrà il grado 
nt — rt, e perciò conterrà dentro di sè una rete di grado 2, mercè 
la quale la superficie F viene rappresentata sul piano doppio con 
quartina di diramazione: da ciò segue (’) che la nostra superficie è 
razionale.

Se invece r( — 1, il sistema j 1> j che precede |(JW| nella 
serie degli aggiunti, dovrà essere di genere due, e si potrà supporre

(l) Cfr. p. e. Enbiques-Cootorto, Op. oit.
(a) Teorema dì debacli. Cfr. Enriques-Coneobto, Op. cif 
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di dimensione r,•_! > 2, perchè altrimenti si potrebbe risalire ad un 
sistema precedente, ancora di genere due. Ora si può vedere che il 
sistema | C^~*>  | non è semplice : tutte le <?<<-»> passanti per un punto 
P della superficie F passano di conseguenza per un punto P' che è 
coniugato a P nella gl sopra di essa; infatti il coniugato di ,P sopra 
una OC4“1’ variabile per P dovrà essere fìsso, altrimenti descriverebbe 
una curva (M o una componente di di genere zero, contro le 
nostre ipotesi.

Ciò posto, essendo la F una superficie regolare, il sistema C<!'-l> 
aggiunto a sarà un sistema regolare, di dimensione pt_t — 1, 
designando p4_t il genere di j £<<-*>  j, ed avrà la serie caratteristica 
completa e non speciale. Perciò questa serie, che abbiamo visto 
essere composta con la gl, sarà precisamente il doppio di questa gl. 
Quindi il sistema j | sarà un sistema oo*  di curve di genere 2, 
appartenente ad un’involuzione di coppie di punti, mercè cui la 
nostra superficie F viene rappresentata sopra una quadrica doppia 
H, con curva di diramazione del sesto ordine J)t. Siccome le gene­
ratrici di Q non possono possedere un numero dispari di punti di 
diramazione, si deduce che la Q è un cono, il cui vertice costitui­
sce un punto di diramazione da aggiungere alla De, secante le gene­
ratrici in tre punti. Il cono doppio così definito si lascia rappresen­
tare sul piano doppio di Noether con sestica di diramazione dotata 
di due punti tripli infinitamente vicini, e da ciò segue che il piano 
doppio è razionale (x).

Abbiamo ammesso che la serie dei successivi sistemi aggiunti 
|C'|, IC"j, .... sia formata di sistemi irriducibili. Se percorrendo 
questa serie »'incontra un sistema dotato di una curva fissa 
0 e di cui la parte variabile sia irriducibile, appartenente ad un si­
stema di dimensione r„ ;> 2, si potrà in generale proseguire la costru­
zione della nostra serie di sistemi aggiunti ponendo al posto di | OW | 
il sistema irriducibile j CW — 01, spogliato della parte fissa 0. E' 
se questo sistema sia di genere (ko 1, e quindi (per l’integrità della 
serie caratteristica) di grado nh — rh — 1 ovvero nh = rh, si conclu­
derà (come innanzi) che la superficie F è razionale.

Resta da approfondire l’esame del caso in cui il sistema | Ch — 01 
spogliato della parte fissa 0, sia un fascio ovvero sia composto colle 
curve L d’un fascio che, per la regolarità della superficie, sarà li­
neare.

In primo luogo se le curve L del fascio sono razionali il noto teo­
rema di Noether ci permette di affermare la razionalità della su­
perficie.

p) Teorema di Noether. Cfr. Enriques-Confobto, Op. eit.
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Si assuma invece che le curve I abbiano il genere q > 0. Os­
serviamo intanto che la 6, parte fissa di | CK \ dovrà essere curva 
fondamentale per il sistema irriducibile | Ò* -11, giacché | Ch I sega 
su una Cfi~l la serie canonica completa, priva di punti fissi.

Ciò posto, le curve L incontreranno le €'Ä-1 in v > 1 punti va­
riabili (poiché dall’ipotesi v — 1 si dedurebbe che le L sono razionali), 
e la serie canonica completa segata da 10*  — 9| su una Ck~1 sarà 
composta coi gruppi dell’involuzione d’ordine v segata dal fascio 
delle L; di qui si deduce che le CK~1 sono curve iperellittiche essendo 
v — 2 : il fascio delle L, con cui si compongono le curve di | C" — 0 \, 
è un fascio lineare di bisecanti.

Ora ricordiamo che il sistema completo \ Ch~11 aggiunto al si­
stema irriducibile | C'n~21 (sopra la superficie F regolare di genere 
p = 0) è un sistema regolare (di dimensione nh-t— 1) e perciò ha 
serie caratteristica completa e non speciale. Questa serie è composta 
colla gl perchè altrimenti il coniugato d’un punto P sopra una 
CK~1 per P descriverebbe una curva razionale, formante la L o una 
componente della L per P. Per conseguenza il sistema | C* “11 non è 
semplice, ma compósto con una involuzione di 2° ordine e il grado 
nk-1 di codesto sistema di curve iperellittiche sarà il doppio della 
dimensione diminuita di una unità :

»»-1 = 2(rÄ-1--l);

mentre il suo genere varrà

7*4-1  — 4-1 ’ 1-

Possiamo arrivare a una determinazione più precisa di questi 
caratteri, mercè la considerazione seguente. Se si stacca dal sistema 

! (P-i] una curva I (su cui le Ch~1 segano le coppie di una gl) si ot­
tiene un sistema lineare di dimensione r*_ x — 2, che deve avere come 
sistema aggiunto, il sistema aggiunto di j C* -11, diminuito della 
L, e perciò il sistema costituito da tutti i gruppi di — 2 curve 
L; quindi lo staccamento della L da i ne diminuisce il genere 
di una sola unità, Ma d’altra parte le Ck~1 che vengono a spezzarsi 
nella L e in una curva residua, debbono essere connesse, e quindi 
la L deve incontrare le curve residue in L L 1 punti; così, essendo

— 1 il genere di queste curve, si avrà

7* ä-i = (7*71-1  —-1) ré Q ré i — 1

da cui (essendo a > 0)' segue

Q = 1 7 i = 1.
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Dunque, le curve residue di una L rispetto a ' | Ch~1 \ segano la 
L in un puntò che è necessariamente fisso, e comune alle L dei nostro 
fascio, e ciò porta che queste curve residue si spezzino in tante L 
del fascio stesso.

Ora, mercè il sistema | Ch~11trasformiamo la superficie F in 
una superficie doppia d’ordine m --- rÄ_, — 1 nello spazio ad m-f- 
+ 1 = rK-! dimensioni. Questa superficie, su cui le curve I sono 
rappresentate da rette, sarà un cono avente un certo vertice 0, 
e dovrà possedere una curva di diramazione I), d’ordine

2 -j- 2= 2m + 2.

Se questa D deve incontrare le generatrici della superficie in 
almeno 3 punti variabili (affinchè il genere delle L sia q >0), deve 
essere m ---- 2 ; infatti un iperpiano condotto per O sega il nostro 
cono in M generatrici, e perciò si deve avere

3m < 2m -f- 2.

In tal guisa siamo pervenuti a concludere che il sistema | CK~11 
conduce a rappresentare la nostra superficie F sopra un cono quadrieo 
doppio, con sestica di diramazione, che, come già abbiamo ricordato, 
è razionale (Noether).

Ipotesi II. - Dobbiamo ancora esaminare la seconda ipotesi: 
ogni sistema lineare irriducibile tracciato sopra la superficie F ha 
genere n e grado n, soddisfacenti alla diseguaglianza

,, ■< 2?r — 2.

Assumiamo questa ipotesi che ridurremo all’assurdo. Secondo 
l’assunto, la superficie F si può supporre trasformata in guisa da 
non contenere curve eccezionali, e, se si vuole, priva di singolarità 
in un conveniente spazio. Le sezioni iperpiano di essa costituiscono 
un sistema lineare |Ci, di cui designiamo con n il grado, e con n 
il genere, essendo, come si è detto

n <2 n — 2.

Allora il bigenere P della F, si può valutare aumentando di una 
unità la dimensione del sistema bieanonico, il quale si ot tiene stac­
cando una C dal sistema secondo aggiunto j C \, e, come abbiamo 
visto, si trova che per una superfìcie regolare di genere superficiale 
p ---- p„ --- pt --- 0, e di genere lineare p<’>, il bigenere vale

Per conseguenza, se P — 0, sarà
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Allora si consideri la serie dei sistemi aggiunti successivamente 
a iCi, |C"|, |C’|, .... ; il numero delle intersezioni (2n — 2 — n) 
ohe IGI ha con le curve canoniche virtuali, cresce passando al si­
stema aggiunto di pd) — 1, cioè in realtà diminuisce almeno di una 
unità. Pertanto dovrà avverarsi uno almeno dei due fatti che se­
guono :

1°) o la differenza n — (2n — 2) costruita con i caratteri di 
un sistema j G | diventa positiva per qualcuno degli aggiunti succes­
sivi, ciò che contraddice direttamente la nostra ipotesi;

2°) ovvero la serie dei detti aggiunti è limitata.
In tal caso, così come accadeva nella Ipotesi I), si arriva ad un 

ultimo sistema lineare, composto con le curve razionali di un fascio 
lineare, oppure ad un fascio di curve ellittiche che si presenta come 
aggiunto alle curve di genere 2 iperellittiche di un sistema lineare oos 
almeno di grado 4. Con lo stesso ragionamento svolto nella Ipotesi I, 
si deduce di qui la razionalità della superficie F. Ma non importa 
nemmeno ripetere quel ragionamento; basta avvertire che, in con­
traddizione alla nostra Ipotesi II, siamo pervenuti a costruire sopra 
F un sistema lineare di genere n e grado n > 2n — 2, sicché l’ipo­
tesi stessa viene ridotta all'assurdo. Qui è opportuno osservare che 
quando si abbia sopra F un sistema \L\ comunque riducibile che 
non contenga componenti eccezionali, di genere n e grado n > 2% — 2, 
sommando un multiplo di esso ad un sistema regolare, si può sempre 
ottenere un sistema lineare irriducibile i cui caratteri soddisfino alla 
medesima diseguaglianza. Concluderemo enunciando il teorema: 
le condizioni necessarie e sufficienti perchè una superficie sia razionale 
sono espresse dall’annullarsi del genere numerico e del bigenere:

P« = P = 0;
dove la condizione P --- 0 porta a priori che sia anche p, — 0. 
Così in altre parole può dirsi che le superficie razionali vengono ca­
ratterizzate come « superficie regolari di bigenere zero ».

Questo teorema appartiene a G. Oastelnuovo che lo ha dimostra­
to sostanzialmente col metodo qui tenuto : dove si sono introdotte 
soltanto semplificazioni di particolari.





Capitolo VII.

CLASSIFICAZIONE DELLE SUPERFICIE
DI GENERE LINEARE p&> = 1.

I. Superficie di genere zero e bigenere 1, con curva bicanonica 
d’ordine zero.

Abbiamo veduto (Cap. VI, § 2) che tra le superfìcie regolari di 
genere p = 0 e di bigenere P — 1 quelle dotate di curva bicanonica 
d’ordine zero, sono caratterizzate, di fronte alle trasformazioni 
birazionali, dal valore del trigenere, che è per esse

P3 = 0,

ovvero del sestigenere, che è

= 1
(anziché P6 >1).

Ora vogliamo approfondire lo studio di queste superfìcie Fì 
riconducendole ad un tipo proiettivamente definito, che sarà il 
piano doppio con curva di diramazione D8, formata da una sestica 
con due tacnodi M ed N e con un punto doppio nell’intersezione 
delle loro tangenti tacnodali p e q, cui si aggiungono queste due 
rette p e q. Riconosceremo poi che questo piano doppio si può 
trasformare in una superfìcie del 6° ordine F6, passante doppiamente 
per gli spigoli di un tetraedro, che perciò può ugualmente prendersi 
come tipo della nostra famiglia di superficie (p — 0, P = 1, P3 = 0).

Ricordiamo anzitutto le proprietà fondamentali delle nostre su­
perficie F, riferendoci ad un modello di esse privo di curve eccezionali :

1°) ogni curva C di genere n tracciata su F ha il grado

n = — 2 ;

2°) la dimensione del sistema lineare completo \C\ (virtual­
mente privo di punti base), è

r > ti — 1 ;
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3°) per ogni sistema irriducibile \C\, di genere n > 1, si ha 
esattamente

r — n — 1 
cioè il sistema è regolare;

4°) il sistema lineare \C\ ha come aggiunto un sistema \C'\r 
distinti) da esso, coi medesimi caratteri; la relazione ira i due sistemi 
è reciproca, essendo anche | C\ l'aggiunto di | C' | : i due sistemi sono 
due diverse metà del medesimo sistema doppio

|Z| = \2C\ = \2C' I ;

5°) alla superfìcie F possono appartenere curve ellittiche, cioè 
curve irriducibili di genere virtuale n — 1, e quindi di grado n — 0. 
Queste curve possono essere isolate, cioè costituenti un sistema re­
golare di dimensione r — 0, ovvero appartenenti ad un fascio (si­
stema sovrabbondante, di dimensione r = 1). Se |C| è un fascio d4 
curve ellittiche sopra F, il sistema aggiunto | C'\ è costituito da due 

C / C\ 'curve ellittiche isolate e ( 2/ ' Türmte Tuna dell’altra, i cui 

doppi appartengono al fascio. Infatti la curva aggiunta C', non avendo 
intersezioni variabili con le C del fascio, ed essendo distinta da una 
(7, deve constare di parti di curve C, e d’altra parte \2C'\ deve equi ­
valere a una coppia di curve C.

C 
Reciprocamente se nel fascio \C\ si ha una curva metà -g 

anche la sua aggiunta sarà una curva metà del fascio, e le curve

C l O\' caggiunte a "2 + ( "g ) saranno le 2 — = C. E quindi per la pro­

prietà 4°) a un fascio di curve ellittiche | C | non può appartenere 
che una sola coppia di curve ellittiche doppie, formate con due metà 
del fascio, che sono aggiunte l’una dell’altra;

6°) una curva 0, che non sìa componente delle curve ellittiche 
di un fascio |(7|, sega necessariamente le C in un numero pari di 
punti. Infatti questo numero è doppio del numero delle interse- 

Czioni di 0 con le curve — ;
70) una curva 0 irriducibile di genere (virtuale) zero e quindi 

di grado — 2, sopra la superfìcie F, non può possedere alcuna curva 
aggiunta.

Infatti, se esistesse un’aggiunta 0\ questa dovrebbe incontrare 
la 6 in —2 punti e quindi coinciderebbe con 6; ma da 0 = 0' se­
guirebbe che il genere p = 1, contro l’ipotesi.

In altre parole l’esistenza di 0' porta che la 0 sia di genere > 0;
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8°) sopra la superficie F, dato un fascio di curve ellittiche \ C\, 
non può esistere una curva irriducibile 0 di genere zero che le bi­
sechi.

; invece si

Infatti il sistema (7+0, che sarebbe un fascio di curve di genere 
virtuale q = 2, dovrebbe ammettere un sistema aggiunto |Z| di di- 

C / C\ ' mensione 1, contenente la curva composta ’

può riconoscere che questa curva non può variare in un fascio. A tal 
Cuopo si osservi che la — deve incontrare la L in un solo punto,

essendo
CT Gfì MCC-i-G (C\ 
2L = 2Ö + 2 2 + 2 W

e

quindi le L segano ? e analogamente Z in un punto fìsso e

perciò — se ve ne sono oo1 che non si riducono alla 0 stessa aumentata 
C / C\'della C' — — + — risultano prive d’intersezioni colle C 

e quindi composte colle dette C e con una curva 6' aggiunta a 0: 
ma l’esistenza di 0' porterebbe che il genere di 0 sia > 0, contro 
l’ipotesi.

Teniamo presenti le proposizioni 1) .... 8).
Essendo \C\ un sistema lineare irriducibile, di dimensione 

n — 1, si consideri il sistema doppio | L | che ha il grado 4n = 8n — 8, 
il genere 4tz — 3, e la dimensione 47r — 4. Entro il sistema \L\ si 
hanno due sistemi oo2"~2, diciamo A e 27', costituiti: il primo dalle 
coppie di curve (7, e il secondo dalle coppie di curve C', ciascuno dei 
quali ha l’indice

1 /2rc — 2 \
? “ 2 \ 7T —1/'

Indicando con £4?r_4 lo spazio i cui punti rappresentano gli ele­
menti (curve) del sistema \L\, si avranno in esso due varietà, rap­
presentative di A e 2?, di dimensione — 2, e d’ordine i, le quali 
avranno a comune i2, ovvero una infinità di punti. Così si trovano 
delle curve L che sono contemporaneamente decomponibili in due 
curve C e in due curve C'; queste L sono necessariamente spezzate, 
e permettono in generale di costruire entro un sistema \C\ di ge­
nere ti > 1, un sistema parzialmente contenuto in esso, di genere 
minore di ti.

Precisiamo che si troverà una curva composta di due C:

c = + C2, C = C3 + c,
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decomposta in modo che una parte della prima, insieme ad una parte 
della seconda, dovrà dare una curva Cz, sia per es.

Cx + C3 = C', C2+ o4 = <r,
sicché, essendo

Ci -|- c3 = (<7X + C2y 
si dedurrà

c3 = c;
e analogamente

64 - O[.
Ciò importa che le curve C19 C2 e similmente le C3 e C4 siano di 

genere maggiore o uguale a uno.
Distingueremo due casi:

a) fra le due curve Cx e C2 ve n’è una, per es. (7X, di genere 
Tri > 1.

ò) le due curve Cx e C2 sono di genere 1.
Nel caso a) si può affermare che la Ox appartiene a un sistema li­

neare completo I <7! | di dimensione %x — 1 >1. Siccome questo 
sistema è contenuto parzialmente in | C |, la sua dimensione ttx — 1 < 
< — 1, e quindi il genere < %.

Inoltre, le parti variabili delle curve Cr dovranno essere irridu­
cibili, e ancora di genere q >1 (@ < %). Invero, pongasi che codeste 
parti siano composte con s curve K di un fascio lineare (§ >1). 
Se le K fossero di genere maggiore di 1, il sistema completo multiplo 
di \K\ secondo s, risulterebbe di dimensione maggiore di s, e quindi 
irriducibile.

Sia invece il genere delle K uguale ad 1. In tale ipotesi i gruppi 
di sK sono soltanto parti delle curve C1:

|CX| = 0 + \sK\.

E affinchè il genere di Cx sia ttx > 1 bisogna che la 9, o una com­
ponente 9X di essa, incontri in qualche punto le K (una curva non 
intersecante le K resultando parte d’una K e quindi di genere minore 
o uguale I). Il numero di queste intersezioni essendo pari, e perciò 
maggiore o ugual due, l’addizione di 0X ad \sK\ riesce certo ad am­
pliare il sistema \sK\ se 0X è di genere 1, ed anche se 9X è di genere 
0, poiché in tale ipotesi il numero delle intersezioni con le K deve 
essere maggiore di 2 (cfr. prop. 8) e quindi maggiore o uguale a 4.

In conclusione, il sistema delle Cx? ovvero un sistema completo 
in esso contenuto, costituisce un sistema lineare irriducibile, di ge­
nere maggiore d’uno.

Pertanto, l’applicazione reiterata del nostro processo di riduzione, 
ove non s’incontri il caso &), conduce a trovare un sistema lineare 
parzialmente contenuto in \C\ e di genere due.
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Mettiamoci invece ne] caso 9), supponendo dunque che fra le 
curve di un sistema \C\ di genere ti si trovi qualche curva spezzata 
in due curve di genere 1,

C = 0x +

Siccome C1 e C2 sono curve di genere 1 e di grado 0, i loro doppi 
2C1 e 2C2 daranno luogo a due fasci di curve ellittiche, le cui parti 
variabili designeremo con K1q>K2ì 6, come innanzi, è facile riconoscere 
che nessuno di questi due fasci può possedere parti fìsse che non siano 
componenti delle curve del fascio stesso. Quindi le curve dei due 
fasci IÆiI e \K2\ dovranno intersecarsi in un numero di punti 
maggiore di zero, affinchè il grado di | + C21 risulti maggiore di

zero. Ora due curve metà di K± e If2, diciamo ~~ e ~~ costituiscono 

due curve ellittiche isolate, aventi un certo numero s d’intersezioni, 
tale che

1 < S <71 — 1.

In conclusione si può ritenere che, ove il nostro procedimento di 
riduzione non conduca a costruire un fascio di genere 2, si arriverà 
sempre a determinare due curve ellittiche isolate, che torniamo a 
chiamare Ci e C2, con un certo numero s < ti — 1 di punti a comune 
(s > 0). A rigore non si può affermare che queste e C2 sieno senza 
parti comuni; potrebbe accadere per esempio che la C1 sia spezzata 
in due curve di genere zero con due punti comuni, C± = 9 + ài 
e similmente sia C2 = 9 + 92; allora e C2 avrebbero a comune la 
componente 9, ma nelle deduzioni fondate sull’uso dei caratteri 
virtuali, è « come se » le due curve 9 + 9X e 9 + 92 sieno irriducibili 
con

8 = (6 -F 91? 9 -f- 92) 
punti comuni.

Il pro cedimento di riduzione che abbiamo messo in opera, a 
partire da un sistema lineare irriducibile, sopra la superfìcie F, con­
duce a costruire su F: o un sistema lineare oo1 |C| di genere 2, ov­
vero una coppia di curve ellittiche e C2 con §( > I) punti comuni.

Nel primo caso le curve C debbono ritenersi irriducibili, perchè 
sono a priori irriducibili e di genere 2 le loro parti variabili costituenti 
un fascio: se invero queste fossero curve K di genere 1, \C\ posse­
derebbe una parte fìssa 9, secante le K soltanto in 2 punti comuni, 
che è impossibile.

Pertanto si troveranno entro \C\ delle curve spezzate in due 
componenti ellittiche isolate e C2, con un punto comune.

Nel secondo caso, quando si abbiano su F due curve ellittiche 
isolate Cr e C2 con s > 1 punti comuni, si può trovare su F una coppia 
di curve ellittiche secantisi in s' <s (s' >1) punti, e quindi anche

Emptotttr V 
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una coppia di curve ellittiche con un punto comune. La possibilità 
di questa nuova riduzione si dimostra come segue.

Se s > 1 il sistema lineare | 0 | = ] Ox + O21 è di genere n — 
= s + 1 >2. Quindi fra le coppie di curve 20, si avranno in ge­

nerale > 9 curve spezzate. Se queste contengono delle

componenti di genere maggiore o uguale due, si arriva a costruire 
col procedimento già esposto una coppia di curve ellittiche con un 
numero d’intersezioni s' < s. Se invece tutte le dette curve spez­
zate sono formate da componenti ellittiche occorre svolgere le 
considerazioni seguenti.

Precisamente si deve ammettere che oltre alla coppia di curve 
spezzate che costituisce

Cl + G2 + @1 + ^2 5

si trovi un’altra coppia di curve spezzate in componenti ellittiche

03 + 04 + 01 + 01,

dove 03 e 04 sieno distinte da 01? 02, 01 e 02: l’esistenza di 03 -j- 04 
si deduce dall’ammettere che le due varietà 27 e 2? rappresentative 
delle coppie di curve 0 e C' abbiano qualche altro punto a comune 
distinto dai due punti che rispondono alle coppie

Oi + 02 + C’a
e

£1 + Cyg 02 +

ed invero vedremo fra poco che le dette coppie di curve ellittiche 
isolate Ci + 02 e 01 -j- 01, non possono rispondere a intersezioni di 
27 e 2? che cadano infinitamente vicine.

Ordunque, essendo 03 + 04 una curva spezzata del sistema |0| 
diversa da Ox + 02 e da + 01, bisognerà che 03 e 04 seghino in 
qualche punto ciascuna delle due curve 04 e 02, che altrimenti con­
terrebbero come parte la Ox stessa, ovvero una delle due curve 
02 o 01; segue che, per esempio, la 03 dovrà incontrare ciascuna 
delle C1 e 02 in un numero di punti minore di §; sicché abbiamo ot­
tenuto, come si voleva, una coppia di curve ellittiche isolate 04 e 
03 con s' < s punti a comune.

Resta da giustificare che il nostro sistema | 01 non può contenere 
due coppie di curve ellittiche isolate infinitamente vicine 04 + 02 
e 03 + 04, dove sia per es. 03 infinitamente vicina a 04 e 04 a 02. 
Infatti le curve 2O4 e 203 dovrebbero definire un fascio di curve el­
littiche, di cui Oi risulterebbe componente fìssa, sicché la Ox stessa 
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verrebbe a variare in un fascio di curve ellittiche, mentre si è sup­
posta isolata.

Da ciò che precede si ricava la conclusione che la nostra super­
fìcie F possiede una coppia di curve ellittiche isolate C1 e C2 aventi 
un punto a comune, per modo che le loro aggiunte, e C'2, sono 
incidenti alla C2 e alla Cx. La curva composta C1 C2 C2 riesce 
pertanto di genere 3, e definisce una rete di curve |I£| di questo 
genere: le K segano C2 e C2 ciascuna in un sol punto, che deve 
essere fìsso ; quindi le K hanno due punti base semplici, che cadono 
precisamente nei punti comuni aCJe C2, e Cx e C2, giacché la fa 
parte di oo1 curve K avendo come residuo rispetto a \K\ il fascio 
delle curve ellittiche \2C2\ : l’asserto risulta dal l’osservare che le 
curve + 2C2 sono' seconde aggiunte alle K = + C2 + C2,
e quindi sono equivalenti, appartenendo al medesimo sistema \K\.

Pertanto le K risulteranno curve ip er ellittiche, segandosi a due 
a due in due punti variabili; queste K segano poi sulla le coppie 
di una g2, essendovi una sola curva residua di rispetto a \K\9 
che è la C2 + C2. Si aggiunga che i punti base delle K sono, sopra 
una K qualunque, due punti doppi della relativa gl.

Per mezzo della rete di curve iperellittiche |Æ| di genere 3, 
si può ora rappresentare la superficie F sopra un piano doppio, che 
avrà una curva di diramazione Z>8 di ordine 8.

Di questa D 8 faranno parte due rette di diramazione, p e q*  
corrispondenti ai punti base di \K\ ; e il punto 0 = pq sarà l’im­
magine della curva ellittica e quindi quadruplo per la ov­
vero doppio per la sua componente D6 che rimane togliendo le rette 
p e q. Le rette del fascio di centro 0 saranno, nel piano doppio, le 
immagini delle curve ellittiche del fascio \2C2\ = |2C2|; alle 
e C'2 corrisponderanno due tacnodi della D6 con le tangenti tacno- 
dali peg, ossia due punti [3, 3] della curva di diramazione D 8. 
Queste singolarità della D 8 valgono effettivamente a caratteriz­
zarla come curva di diramazione di un piano doppio, di genere 
pa = pg = 0 e P = 1, con curva bicanonica (pura) d’ordine zero, 
siccome si riconosce in base al Cap. V, § 7.

Concludiamo pertanto che le superficie regolari di genere zero e 
Eigener e 1, con curva bicanonica d'ordine zero — quali sono carat­
terizzate dal valore P3 = 0 del trigenere, ovvero P6 = 1 del sestigenere 
— -formano una sola famiglia, che ha per tipo il piano doppio con curva 
di diramazione

D8 = Pq 4~ P + A
costituita da una sestica con due tacnodi e con un punto doppio nel 
punto d'incontro delle loro tangenti tacnodali, cui si sommino questo 
stesse tangenti.
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Questa famiglia di superfìcie dipende da 10 moduli. Infatti la * 
costruzione della I)6 con 4 punti doppi assegnati e quindi della I) 
dipende da

-- — 5-3-12

costanti, sicché, aggiungendo le 6 costanti che dipendono dalla 
scelta dei punti singolari della Z>6, si hanno oo18 curve D8. Dai 18 
parametri che ad esse appartengono, bisogna toglierne 8, in corri­
spondenza alle oo8 D8 omografiche, che definiscono, naturalmente 
la stessa superfìcie F.

Si consideri la superfìcie sestica F6, dello spazio ordinario, pas­
sante doppiamente per gli spigoli d’un tetraedro T. Essendo la 
una superfìcie regolare con p = 0, P ----- 1, Ps == 0, essa deve potarsi 
rappresentare su un piano doppio con curva di diramazione D8j 
dotata delle singolarità dette innanzi. Si ottiene effettivamente una 
rappresentazione di F6 su un piano doppio mercè la proiezione sghem­
ba da una coppia di spigoli opposti a e b del tetraedro T, giacche le 
rette incidenti ad a e b incontrano la FQ in due punti semplici. Ma 
questa costruzione conduce in generale ad un piano doppio con 
curva di diramazione JD10, che soltanto con una trasformazione ul­
teriore del piano può ricondursi alla nostra D 8. Giova perciò parti- 
colarizzare la detta costruzione, assumendo un piano rappresen­
tativo che passi per uno spigolo c del tetraedro, incidente ad a e 
b. Allora le rette del piano doppio appaiono immagini delle curve K 
segate su FQ dalle quadri che per a, b, c. Queste K sono curve ipe- 
rellittiche di genere 3, fra le quali si trova una curva spezzata negli 
intorni di 3 rette doppie del tetraedro T: c, d, ed 6, essendo d ed e 
gli spigoli di T ulteriori sezioni, di F6 con i piani ca e cb. Si noti che 
le componenti di questa curva K spezzata, cioè gli intorni delle 3 
rette doppie c, d, ed 6, sono curve ellittiche connesse come le ' . 
C2, C2J di cui ci siamo valsi innanzi per costruire la rete delle K 
che ci ha condotto al piano doppio con D8 di diramazione.

Si riesce così a verificare nel modo più semplice le conclusioni 
che si traggono a priori per la Eg, dalla proprietà di essere superfìcie 
regolare di genere p = 0 e bigenere E ----- I, con curva bicanonica 
d’ordine zero.

Ora si osservi che vi sono nello spazio oo13 sestiche FQ passanti 
doppiamente per gli spigoli di un dato tetraedro T (delle quali ab­
biamo scritto l’equazione nel § 11 del Cap. Ili) e che vi sono oo3 
omografìe coi punti uniti nei vertici di T; segue da ciò che le Es 
dipendono da 10 parametri o invarianti proiettivi, proprio come i 
piani doppi con D 8 di diramazione, su cui abbiamo appreso a rap­
presentarle. Che questi invarianti proiettivi diano altrettanti moduli 
delle superfìcie F6, rispetto alle trasformazioni birazionali si deduce 
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à ciò che il sistema delle sezioni piane è completo, ed essendo la 
superficie regolare, non può essere contenuto in una serie continua 
di sistemi analoghi, benché invero possa aversi sopra F una serie 
dis û di nu a di sistemi siffatti (1).

Segue da ciò che la F&, al pari ed in luogo del corrispondente 
piano doppio con B8 di diramazione, si può assumere come tipo 
generale delle superfìcie regolari di genere p = 0 e di bigenere P = 1, 
con curva bicanonica d’ordine zero (P3 = 0).

Il problema di costruire la trasformata F& a partire dal piano dop­
pio con B8 ài diramazione, si può risolvere determinando in questo 
piano una cubica K3 passante per i 5 punti doppi di Be, che tocchi 
J96 in 4 punti e che sia immagine di una curva ellittica spezzata sopra 
la superfìcie F rappresentata dal nostro piano doppio. Che fra le 
cubiche K3 aggiunte a D6 e quadritangenti ad essa esistano effet­
tivamente delle immagini di curve spezzate, si può dimostrare 
adoperando il criterio di Comessatti, già più volte richiamato. Si 
tratta di provare che c’è una K3 quadritangente a BG, i cui punti 
di contatto stanno sopra un’altra cubica parimenti aggiunta a 
Dg. E per ciò si partirà da una cubica qualunque K3 e si sceglieranno 
su di essa due punti P e Q aventi lo stesso tangenziale 0; poi si sce-

- un gruppo di 4 punti A1A2A3A4f sezione di K3 con un’altra 
cubica K3 passante per 0 e tangente in P e Q alla nostra K3; si 
verifica quindi che vi sono oo5 curve del 6° ordine B6 passanti dop­
piamente per 0 ed aventi in P e Q due tacnodi con le rispettive tan­
genti tacnodali p = PO e q = QO e tangenti a K3 in A17 A2, A3J 
Ap al variare della K3 e dei punti che abbiamo scelto sopra di essa 
per la costruzione precedente, la BQ viene a variare nel sistema com­
pleto delle sestiche dotate di due tacnodi e di un punto doppio nel 
punto d’incontro delle loro tangenti tacnodali p = PO e q = QO 
e tangenti a K3 in A^ A2, A3, A4. Si deduce che, data a priori rina­
tale jD6, esistono delle cubiche K3 aggiunte e quadritangenti ad essa,

(x) L’esistenza effettiva di una tale serie risulta dalla proprietà di PG di pos­
sedere un’infinità discontinua di trasformazioni birazionali in se stessa. Queste 
si lasciano definire in rapporto alle oo1 quartiche ellittiche K segate dalle quadriche 
passanti per 4 spigoli ab de di T che formino un quadrilatero sghembo. Su ciascuna 
di queste curve si ottiene una trasformazione birazionale, sommando ad un punto 
P il gruppo virtuale d’ordine zero, differenza delle coppie Gd •— Ge sezioni di due 
spigoli incidenti d ed e: dove giova notare che queste coppie Gd e Ge non possono 
essere equivalenti, nè dar luogo a multipli equivalenti, giacché ne risulterebbe che 
le stesse d ed e, o i loro multipli riuscirebbero equivalenti, ciò che contraddice 
al fatto che d ed e hanno un punto a comune. Pertanto la trasformazione definita 
sopra ogni K del nostro fascio, portante da un punto P al punto P' — P -j- Gd — Ge 
non potrà essere ciclica, e così darà luogo ad una serie infinita di potenze, che danno 
ancora trasformazioni birazionali della superfìcie in sè stessa.



246 CAPITOLO SETTIMO

che sono immagini di due curve ellittiche distinte sopra la super­
fìcie F.

Ciò posto, si considerino su F le curve di genere 2 che hanno per 
immagine le rette per uno dei due tacnodi di I)6, sia per es. per P, 
che possiamo supporre distinto da 0; sommando a codeste curve 
di genere due una curva ellittica bisecante corrispondente alla nostra 
Kz si definirà un sistema lineare oo3 di genere 4 e grado 6 che conduce 
a rappresentare la F sopra la sestica FQ che passa doppiamente per 
gli spigoli d’un tetraedro. Le immagini delle sezioni piane di questa 
Fq saranno sul piano doppio oo3 curve del 6° ordine 7£6, aventi a 
comune con I)Q i punti doppi 0, P, Q e P', Q' infinitamente vicini 
a questi ultimi; aventi inoltre un punto doppio variabile e 8-tan­
genti alla Dg.

Il significato della costruzione operata sul piano doppio si può 
anche spiegare dicendo che: sopra la superfìcie F, che abbiamo ri­
conosciuto contenere un quadrilatero semplice di curve ellittiche 
isolate, + C2 -|- C[ 4- C2, esistono altre due curve ellittiche iso­
late, Cg e C'3 (corrispondenti alla sopra nominata K3), incidenti 
ai lati del quadrilatero. Tre curve ellittiche a due a due incidenti 
come C1? C2 e C3, costituiscono una curva di genere 4 appartenente 
ad un sistema lineare oo3, che conduce a trasformare F in una Fq 
dove le dette curve hanno per immagini tre rette doppie, lati d’un 
trilatero e le loro aggiunte, C2 C'z, dan luogo del pari a tre rette 
doppie, spigoli d’un tetraedro di cui fa parte il trilatero, passanti 
per il vertice opposto alla faccia di esso.

Riassumendo il risultato ottenuto enunceremo il teorema (4 :
Le superficie regolari di genere p — 0 e P = 1, con curva bica- 

nonica d'ordine zero — quali sono caratterizzate dal valore P3 = 0 
del trigenere (o PQ — 1 del sestigenere) — si lasciano trasformare in 
sestiche Fq passanti doppiamente per gli spigoli d’un tetraedro.

Osservazione. - Giova osservare alcuni casi particolari notevoli 
della sestina P6.

Anzitutto può accadere che i 4 piani del tetraedro, i cui spigoli 
sono rette doppie di F6, vengano a passare per un punto. Il tetraedro 
si riduce, quindi, ad un angoloide, il cui vertice diventa quadruplo 
per Fq. Questo caso è stato osservato dal Castelnuovo. Per proie­
zione del punto quadruplo la F6 viene rappresentata sopra un piano 
doppio con curva di diramazione l)10, la quale, con una trasforma­
zione quadratica si lascia ricondurre alla D 8 di cui innanzi si è de­
finito il tipo.

P) F. Enriques, Sopra le superficie algebriche di bigenere uno. Memorie Soc.
It. delle Scienze, detta dei XL, 1906.
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Un’altra degenerazione possibile del tetraedro si ha immaginando 
che due spigoli opposti diventino rette sghembe infinitamente vi­
cine, ed insieme le coppie di facce per codeste rette vengano pure 
a coincidere. Si ottiene così una F6 che possiede una retta tripla e 
una retta doppia, infinitamente vicina sghemba con essa, nonché 
altre due rette doppie fra loro sghembe, incidenti alla retta tripla. 
Questa Fq corrisponde ad un piano doppio, con una curva di dira­
mazione P8 = p + q + F e, dove uno dei tacnodi della De è infi­
nitamente vicino al punto doppio 0.

2. Le superficie con tutti i generi uguali ad I.

Abbiamo veduto che le superfìcie regolari di genere p — 1, con 
curva canonica d’ordine zero, sono caratterizzate di fronte ad altre 
aventi egualmente il genere lineare — 1, dall’essere il bigenere 
P — 1, anziché P> 1. Anche tutti i plurigeneri ulteriori della su­
perfìcie risultano Pt = 1.

Assunto come modello una superfìcie F priva di curve eccezionali, 
ogni sistema lineare | (7 j di genere n, senza punti base sopra di essa, 
ha il grado n — — 2 ed è l’aggiunto di sé stesso, sicché per un | C |
irriducibile la serie caratteristica è la serie canonica.

Sopra la superficie F (p = P = 1) una curva di genere virtuale 
tz > 0, irriducibile o riducibile purché connesssa, appartiene ad un 
sistema lineare completo di dimensione r = n (cfr. Cap. IV, § 17).

Invece una curva sconnessa appartiene, in generale, ad un si 
sterna lineare di dimensione superiore al suo genere n; in particolare: 
i gruppi di s (> 1) curve ellittiche di un fascio, che si trovi sopra F, 
appartengono ad un sistema lineare (riducibile) di genere 1 e di di­
mensione s. Sono anche sovrabbondanti i sistemi lineari contenenti 
come parte fìssa 6 una curva di genere zero.

Notiamo ancora che : se ad un sistema lineare | C | senza parti 
fisse, che si trovi sopra F, si sommi una curva fissa 0, intersecante 
in più di un punto le componenti variabili delle C, il sistema lineare 
in generale si amplia. li solo caso in cui questo ampliamento non ha 
luogo è quello in cu. >i sommi ai gruppi di s curve ellittiche d'un 
fascio una curva eh genere zero unisecante tali curve.

Per classificaee le nostre superfìcie di genere 1 (p — P — 1), 
prenderemo in con siderazione sopra una data F i sistemi lineari irri­
ducibili di genere minimo n > 1, che ad essa appartengono. Potremo 
supporre anzitutto che il genere del detto sistema minimo \C\ sia 
n — 2, e poi n — 3, ti — 4, ....

L’ipotesi 7t — 2 porta che il grado del sistema sia n = 2 e la sua 
dimensione r = 2, sicché la F verrà rappresentata sopra un piano 
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doppio con sestica di diramazione D6. E di fatto il piano doppia 
con D6 di diramazione ha il genere

P =Pa = p8 = 1,

e il higenere P — 1, essendovi su di esso una sola curva canonica 
d’ordine zero.

Per n — 3 si è condotti alla superficie generale del 4° ordine 
che ha veramente il genere p — 1, e possiede una curva canonica 
d’ordine zero.

Per n — 4- saremo condotti a considerare una superfìcie jP6 di 
quale si ottiene come intersezione completa di una quadriga

e di una varietà cubica V3, Infatti le co14 quadriche di segano 
su Fq il sistema doppio delle sezioni iperpiane, che è di genere

4 + 44-6 — 1= 13,

e quindi anche di dimensione 13; perciò vi è una quadriga Q2 che 
contiene FQ. Similmente si prova che per la FG passano oo5 varietà 
cubiche V3 irriducibili, sicché la F6 riesce definita come intersezione 
completa di una Q2 con una V3. D’altronde è chiaro che la super­
fìcie intersezione così definita ha come sezioni iperpiane curve ca­
noniche, il cui sisema lineare risulta pertanto un sistema oo4 di genere.
4, aggiunto di sè stesso, onde segue

P = Va = pg = 1 , P = 1.

Per re ~ 5 si è condotti ad una superfìcie F8 d’ordine 8 di S5r 
che facilmente si vede essere la superfìcie base di una rete di qua- 
dr ielle.

È facile prolungare la serie delle superficie di genere 1 che ab­
biamo costruito per i primi valori di %, ad es. considerando le inter­
sezioni di quadriche e di varietà razionali a tre dimensioni, a curve 
sezioni ellittiche. Ma, senza indugiarci su questi esempi, rispondiamo 
alla questione d’ordine generale che qui si presenta:

Le superficie regolari di genere p = le bigenere P = 1 (superfìcie 
dotate, di curva canonica d’ordine zero) si lasciano classificare in­
base al valore minimo del genere n (> 1) delle curve irriducibili che 
ad esse appartengono, e pertanto si distribuiscono in infinite famiglie 
aventi come tipo superficie Fn d'ordine n — 2n — 2, a sezioni cano­
niche di genere n, appartenenti allo spazio -84.

Esistono famiglie di superficie Fn rispondenti a tutti i valori di 
n = 2, 3, 4, 5, ciascuna famiglia dipendendo esattamente da 19 
invarianti proiettivi esprimenti altrettanti moduli di esse rispetto alle 
trasformazioni birazionali. Superficie corrispondenti a diversi valori 
di n o din sono generalmente irriducibili per tr asformazioni bir azionali.
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L’esistenza effettiva di superfìcie Fn per tutti i valori interi di 
o per i valori pari di n = — 2, si riconosce osservando che esi­

stono almeno oo18 superfìcie Fn particolari le quali si ottengono come 
proiezione di una Fn+2 dotata di punto doppio. Per dimostrarlo 
basta osservare che esistono fra le oo19 Fn, oo18 Fn particolari che 
contengono una conica. Per il momento giustifichiamo questa affer­
mazione con un semplice computo di costanti: a priori l’esistenza 
di un iperpiano quadri tangente ad Fn importerà x — n + 4 condi­
zioni, qualora l’esistenza di uno di questi porti di conseguenza 
l’esistenza di ooæ iperpiani simili. Ma se la sezione di un iperpiano 
quadritangente alla Fn si spezzi in una conica e in una residua 
curva d’ordine n — 2 (che dovrà avere con la conica 4 punti a 
comune) l’esistenza dell'anzidetto iperpiano trarrà con se quella 
di un sistema oo*- 3 di iperpiani simili, quali sono gli iperpiani per 
il piano della conica, e si avrà quindi x — n — 3. Pertanto, avendosi 
x — ti + 4 = 1, non vi saranno in generale iperpiani quadritan 
genti ad Fn, intersecanti la superfìcie in una curva spezzata di 
cui fa parte una conica, e le superfìcie per cui siffatti iperpiani esi­
stono, cioè le Fn contenenti una conica, dovranno soddisfare ad una 
condizione.

(1) Come si vede, il ragionamento precedente viene suggerito dal tentativo 
di costruire induttivamente le Fn con n = 2ti — 2 (passando dajz; a, 71 + 1) mediante
il procedimento costruttivo dei piani multipli di Chisini (cfr. V, 10). Ma la questione 
delicata che s’incontra per quella via (in ordine alla scelta di -una conveniente 
conica sestitangente alla curva di diramazione), si risolve qui coll’uso del teorema 
di Riemann-Roch per le superfìcie coi generi uno.

Ora, partendo da una Fn, contenente una conica C, si consideri 
sopra di essa il sistema somma di C e delle sezioni iperpiane; questo 
sarà un sistema di genere % + le dimensione ti + 1, rispetto a cui 
la C è curva fondamentale; pertanto questo sistema condurrà al­
l’esistenza di una Fn+2 di a curve sezioni canoniche, dotata di 
un punto doppio 0, che risponde a C, la quale viene proiettata da 
0 nella Fn da cui siamo partiti, o in una superfìcie proiettiva ad essa(1).

Ma la famiglia delle superfìcie Fn+2 dotate di punto doppio, di­
pendendo soltanto da 18 invarianti assoluti, sarà contenuta in una 
famiglia di Fn+2 dipendenti da 19 invarianti, e perciò prive in gene­
rale di punti doppi.

Invero l’esistenza di questa famiglia più generale di Fn, cioè 
il relativo computo dei moduli, si giustifica (come nei § 11 del cap. V) 
rappresentando la superfìcie stessa sopra un piano n-plo e calcolando 
la dimensione del sistema di curve (con un dato numero di nodi e 
di cuspidi) definito dalla curva di diramazione C. Qui, trattandosi 
di una Fn dotata di punto doppio, la C avrà un punto doppio da * il 
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ritenere virtualmente inesistente, che a priori si comprende debba 
scomparire per la curva più generale d.el sistema sopra indicato.

Tuttavia le nostre affermazioni danno origine a qualche dubbio 
critico d’ordine delicato. Occorre provare che:

1°) le Fn le quali (secondo il § 11 Cap. V) posseggono 19 mo­
duli almeno, posseggono 19 moduli e non più;

2°) le Fn (o le Fn+2) contenenti una conica posseggono effetti­
vamente 18 moduli e non più, cioè che la condizione richiesta per 
il possesso della conica non è identicamente soddisfatta per la Fn 
più generale della sua famiglia.

Queste due affermazioni si giustificano in base al computo degli 
invarianti proiettivi che spettano ad una superfìcie razionale a curve 
sezioni canoniche di genere n, dotata di punto triplo, appartenente 
allo spazio Tali superfìcie si lasciano rappresentare sul piano 
mediante un sistema lineare ooff, di genere % e di grado — 2, 
possedente una cubica fondamentale, su cui debbono trovarsi 12 
punti base del sistema costituenti un G12 (*);  si hanno perciò esatta- 
merte 12 invarianti assoluti, in corrispondenza agli 11 punti indi­
pendenti del 6r12, e all’invariante assoluto della cubica. Siccome 
l’imposizione di un punto triplo ad una superfìcie Fn, importa 6 
condizioni (e non più) si deduce che le Fn di 8„ non possono formare 
una famiglia dipendente da più che 19 moduli. La stessa conside­
razione mostra che le Fn+2 generali, dipendenti da 19 invarianti, non 
possono possedere un punto doppio, che, imponendo a questo punto 
di diventare triplo, si viene ad assoggettare la superfìcie a 6 condi­
zioni e non più. Da ciò segue anche che le Fn possedenti una conica, 
derivando dalla proiezione di una Fn+2 con punto doppio, dipen­
dono da 18 e non da 19 moduli..

Resta da giustificare l’affermazione che le superfìcie Fn (n — 
— 2n — 2) rispondenti a diversi valori di n ( > 1), sono generalmente 
irriducibili. Ciò può farsi induttivamente in base ad un semplice

0) Il teorema a cui qui facciamo appello trovasi in P. Du Val, On rational 
■surfaces whose prime sections are canonical curves. (Proc, of the Math. Society 
of London, 1932). Esso si trova anche virtualmente stabilito nella esposizione 
di Enriques-Conforto, Le superficie razionali, Libro I, § 41, pag. 184 e § 46, 
pag. 220. In questo ultimo luogo (cfr. anche § 46, pag. 223) si dimostra che un si­
stema lineare \C | si può trasformare in guisa che non possegga curve fonda­
mentali staccantisi dal sistema aggiunto, ovvero in un sistema lineare costituito 
da curve di un certo ordine n dotato di due punti base di molteplicità r ed s, con 
n = r + s; o invece di curve di un certo ordine n, con purdo base (n — r)-plo, 
ed altri punti base r-pli ad esso infinitamente vicini in direzioni distinte. In questi 
ultimi due casi il sistema \C |, supposto di genere^, ha il grado n > 2zr — 2; 
perciò i sistemi \C \ a serie caratteristica canonica ricadono tutti nell’enunciato 
di pag. 184. .
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computo di costanti, come quello di cui ci siano valsi innanzi per 
mostrare che una Fn non possiede in generale una conica. Con un 
simile computo si riconosce invero che « sopra una superficie Fn 
di S„ (corrispondente al minimo valore n del genere delle curve 
che ad essa appartengono) non ri sono in generale altri sistemi lineari 
■di curve che il sistema delle sezioni iperpiane e i suoi multipli ».

Anzitutto si domanda se fra gli oo*  iperpiani di possono aversi 
degli iperpiani w-tangenti ad Fn tali che le loro sezioni con Fn 
risultino spezzate in due curve di generi ^e^, con m punti comuni : 
n = ^1 + ^2 + m — 1. Se esiste un iperpiano siffatto, ne esistono 
ooæ, con # = zìi 7r2; per ciò il numero dei parametri da cui dipen­
dono gli iperpiani cercati sarà n — m — æ == — 1: vuol dire che le 
Fn possedenti siffatte curve spezzate sono soggette ad una condizione. 
In modo simile si riconosce che la sezione di una Fn con una ipersu­
perfìcie di un certo ordine qualsiasi non potrà in generale spezzarsi 
se non in due curve che siano alla loro volta intersezione completa 
di due ipersuperfìcie; in quest’ultimo caso il computo di costanti 
dà ancora una condizione da soddisfare per la superfìcie Fn, ma è 
ovvio che tale condizione risulta qui come conseguenza del fatto 
che la Fn contiene il sistenja delle sezioni iperpiane, e perciò viene 
identicamente soddisfatta.

Ora è necessario avvertire che, come già si è detto innanzi (trat­
tando delle Fn che contengono una conica), il risultato a cui conduce 
il nostro computo di costanti lascia sussistere un dubbio che già 
toglie valore alla dimostrazione di Noether che la superfìcie del 4° 
ordine dello spazio ordinario contiene in generale soltanto curve in­
tersezioni complete.

Tuttavia la cosa può essere stabilita rigorosamente ed anche 
semplicemente, sulla base del principio di continuità, riducendo una 
Fn al caso limite della superfìcie razionale dotata di punto triplo. 
Ci limiteremo ad indicare, in breve, come possa svolgersi questa di­
mostrazione nel caso elementare del teorema di Noether sulle super­
ficie del 4° ordine: l’estensione del ragionamento alle Fn di genere 
uno non presenta difficoltà.

Qui dunque si fa variare per continuità una superfìcie quartica 
F 4, finché si riduca ad un generale monoid e 04 possedente un punto 
triplo 0 : il monoide, che contiene 12 rette a±a2^3....€^12 per 0, si lascia 
rappresentare sul piano, per proiezione da 0, mediante un sistema 
lineare di curve del 4° ordine C4 passanti per i 12 punti base A1 A2.... 
A12 tracce delle rette at : i quali appartengono ad una cubica fonda­
mentale C3 di genere uno.

La dimostrazione che ci proponiamo di svolgere mira a stabilire 
che: mentre la jF4 tende per continuità al monoide generale 04, 
un sistema lineare irriducibile completo, di curve C, tracciate su 
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_F4, si riduce al limite ad un sistema lineare di curve C, intersezioni 
complete di 04 con superfìcie d’un certo ordine d, che non ne conten­
gono il punto triplo 0. Allora, designando con n il genere delle C, 
e quindi anche delle C, ed essendo perciò 2n — 2 il grado e n la di­
mensione di I CI, resulterà che le dette C su E4 debbono avere 2% — 2 
punti comuni colle intersezioni delle superfìcie Fd d’ordine d, le 
quali sono egualmente di genere n e di grado 2n — 2; siccome una 
C non può contenere una serie g2n-2 di dimensione n, si deduce che 
il sistema \C\ su E4 coincide col sistema lineare delle intersezioni 
complete delle Fd,

Per sviluppare la dimostrazione così indicata, osserviamo che,, 
quando la E4 si riduce per continuità a 04, a priori un sistema | <71 
di genere n e grado 2tc — 2, appartenente ad _F4, si ridurrà ad un 
sistema oo" di curve limiti. connesse formate dalle intersezioni di 
04 con superfìcie passanti per 0 un certo numero di volte, aumentate 
delle rette contate rispettivamente hi volte (ht > 0) e dal l’in­
torno di 0 contato s ( > 0) volte. Quindi le immagini di tali curve 
sul piano rappresentativo di 04 saranno, a priori, curve d’un certo 
ordine n, appartenenti ad un sistema lineare completo

I I — 0-m{Ar^ A22 ... Ajy) + sCq + FhiAi,

dove le Cm (d’ordine m < n) appartengono ad un sistema lineare 
irriducibile oo*.  E siccome le Cm hanno il genere n e il grado 2% — 2, 
sarà

n2 — Z(Tì + s — hi)2 — 2n — 2
n(n 3) — Z(Tì 4- s — + § — hi — 1) — 2n — 2 , w

e quindi
3n = S(Ti + s — hi) :

Ciò significa che per il sistema \Cn\ la cubica C3 è virtualmente 
fondamentale, cioè avente zero intersezioni con le Cn.

Conviene discutere anzitutto l’ipotesi:
1) la C3 è anche effettivamente fondamentale per il sistema 

completo \Cm\, cioè

|O.| = |OW|, « = 0, hi = 0.
In questa ipotesi dimostriamo facilmente che \Cn\ è un multiplo 

del sistema C4 (A3A2....A12) e perciò il corrispondente sistema su 
04 è costituito dalle intersezioni complete di questo monoide colie 

superfìcie Fd d’ordine d = — .
Infatti, designando con G il gruppo sezione della cubica ellittica
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<73 con una retta, avremo su questa le seguenti equivalenze:

Z/fiAi == n(jr
ZA, = 4S;

moltiplicando la seconda relazione per -q e sottraendo la prima si 
trova :

r-12
Z(Tì — r-^Ai = (n — ;r--2

ma quest'ultima relazione non può sussistere, essendo arbitraria- 
mente scelto il gruppo degli 11 punti M2A3....A12, se non è % = 4^ 
<e

Ti — r2 = .... — r12 = r;

di modo che le Cn sono curve d’ordine Ir appartenenti al sistema 
|r(741, c. d. d.

Se, invece, l’ipotesi 1) non è soddisfatta, avremo due possibilità 
che si tratta di escludere. 9

2) Anzitutto che delle Cn non faccia parte la C3, ma soltanto 
l’intorno di qualche punto At:

s = 0 , hi > 0.

Ora se la C3 è fondamentale per \Cm\, questo sistema lineare irri­
ducibile è un multiplo, secondo un certo numero r — = r2 = .... = r12 
di C, e — se non deve ampliarsi quando gli si sommino gli intorni 
dei punti Ai — bisogna che il punto sommando sia uno solo, per 
esempio Alf e che abbia per Cm la molteplicità 1, quindi r = 1. 
Ma è ovvio che una curva C passante per i 12 punti A, sommata ad 
uno di questi, non può presentarsi come limite di una curva trac­
ciata sopra F4, quando questa superfìcie si riduca al monoide <P4.

Se, invece, si suppone che la C3 non sia fondamentale per \Cm\, 
questo sistema lineare è regolare (e non sovrabbondante), quindi 
esso si amplia sempre se gli si sommi l’intorno di qualche punto 
Ai. E ciò va contro l’ipotesi che il \Cn\ sia completo.

3) Finalmente conviene discutere l’ipotesi che la cubica C3 
compaia un certo numero s > 0 di volte come parte fìssa delle 
Cn. In questo caso il \Cm\, che non possiede la C3 come curva fonda­
mentale, è regolare, e quindi si amplia se gli si sommi l’intorno di 
un punto Ai che non sia punto base per esso: così potranno figurare 
tra i punti costituenti la somma ZhiAi, soltanto un certo numero 
i di punti A. e ciascuno hi < s volte. Designando con 1 = CmC3 
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il numero delle intersezioni variabili di una Cm colla cubica C3? 
si avrà ora

Z + ts — 3s >0.

Quindi si sarà condotti a distinguere due casi a priori possibili: 
o l + t > 4, dalla quale diseguaglianza segue l’ampliarsi del sistema 
lineare Cm + C3 + SA e, ovvero l + t <4, che porta s < 1; in 
quest’ultimo caso la dimensione di \Cm\ resulterebbe inferiore di 1 
al genere di | Cn | : e perciò non potrebbe | Cn | essere il sistema limite 
di un sistema lineare appartenente alla FA, la cui dimensione eguaglia 
il genere.

Escluse così le ipotesi 2) e 3) resta soltanto l’ipotesi 1) da cui. 
come abbiam detto, si trae che le curve appartenenti ad una generale 
F sono soltanto le intersezioni complete di questa con altre super­
fìcie d’ordine d = 1, 2, ....

Osservazione. - Come si è detto il ragionamento che precede si 
estende al caso delle superfìcie F di genere 1. Tuttavia si arriva cosi 
a riconoscere, non già che tutte le curve appartenenti ad una F 
generale con 19 moduli sono intersezioni di essa con ipersuperfìcie,, 
bensì che tutte queste curve e in particolare le sezioni iperpiane di 
F, ove non siano le curve irriducibili di genere minimo appartenenti 
ad E, costituiscono sistemi multipli d’un medesimo sistema di curve 
di genere q e di grado vi si avrà dunque

n = sv — — 2 — s(2q — 2).

Viceversa, risalendo da una superfìcie razionale con punto triplo­
ad una superfìcie di genere uno a sezioni iperpiane canoniche, si 
riconosce (almeno induttivamente) che quando

n — sv e — 2 — s(2@ — 2), 
esistono almeno due famiglie di superfìcie Fn di genere 1 : una super­
fìcie multipla s-pla ed una superfìcie semplice, l’una e l’altra dipen­
denti da 19 moduli e fra loro irriducibili.

3. Notizia storica»

I primi esempi di superfìcie Fn di genere 1 contenenti lo stesso 
numero di moduli delle superfìcie del 4° ordine, e ad esse irriducibili, 
sono stati indicati da Castelnuovo (x) (1893). Nel 1896, Enriques (2> 
caratterizzava, dal punto di vista delle trasformazioni birazionali, 
la famiglia di queste superfìcie regolari di genere 1 con curva ca-

(x) Cfr. F. Enriques, Ricerche ecc., Ili, 6.
(2) F. ENRIQUES, Sui piani doppi di genere uno. Memorie della Soc. It. d„ 

Scienze (detta dei XL), 1896.
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nonica d’ordine zero, mediante il valore del bigenere P = 1. Più 
tardi Enriques (t) e Severi (2), indipendentemente l’uno dall’altro, 
riuscivano a dimostrare l'esistenza di famiglie di superfìcie Fn di 
S„, d’ordine pari n — 2ti — 2, per tutti i valori di n. L’uno e l’altro 
prendevano come punto di partenza il computo dei moduli fatto 
da Enbiques (1908 Cfr. Cap. V, § 11). Poiché le Fn dipendono da 19 
moduli (almeno), l’esistenza di una famiglia di Fn con tanti moduli, 
risulta per Enbiques dal fatto che si hanno particolari Fn, iperellit­
tiche, con 3 moduli, dotate di 16 punti doppi: di qui anche si argo­
menta che il numero dei moduli appartenenti alle Fn dovrà essere 
19 e non superiore; la prova di ciò richiede di stabilire che il 
possesso di 16 punti doppi caratterizza le Fn iperellittiche, siccome 
è noto accadere per n — 4 (superficie di Kummer).-

(x) F. Enriques, Le superficie di genere uno, Rendic. Acc. di Bologna, 1908.
(2) F. Severi, Le superficie algebriche con curva canonica d’ordine zero. Atti 

1st. Veneto (vol. LXV, 2), 1909.
(3) Se 71 è della forma 71 = 3 3s, si procederà similmente a partire da una

#4 contenente una retta ; e se 71 — 4 + 3s, si partirà invece da una F6 particolare 
contenente una cubica piana.

Severi riconosce per via algebrico-geometrica l’esistenza delle 
Fn (n = 2tc — 2) per qualsiasi valore di n, costruendo le Fn parti­
colari con 4 punti doppi, che si ottengono come trasformate di quan­
tiche F4 possedenti 4 curve di genere (effettivo e virtuale) zero, senza 
punti comuni. Ammettendo che il possesso di tali curve dia luogo 
per le F± a 4 condizioni indipendenti (ciò che implica il teorema di 
Noether che « le curve appartenenti ad una F± generale sono inter­
sezioni complete » e qualcosa di più), ne deduce che le Fn generali 
non possono contenere più di 19 moduli, e quindi dipendono esat­
tamente da 19 moduli.

Qui è opportuno notare che la costruzione di Fn si può fare a 
partire da quartiche o da altre superfìcie particolari coi generi uno, 
in molti modi diversi, che richiedono però qualche attenzione come 
è accennato nelle « Lezioni » di Enriques-Campedelli (pag. 311). Per 
esempio si ottengono Fn con n — 2% — 2, dove n è della forma 
ti = 2 + 3s, a partire da un piano doppio con sestica di diramazione 
che sia l’inviluppo di una serie oo1 di cubiche: all’uopo basta som­
mare alle curve C, curve di genere due, immagini delle rette del 
piano, s curve ellittiche II, immagini delle dette cubiche, costruendo 
così il sistema C -f- sK, che è appunto di genere n = 2 + 3s (3).

Siccome si parte da particolari superfìcie aventi esattamente 1K 
moduli ed a queste rispondono tutte le Fn contenenti una cubica 
piana, e perciò soggette ad una condizione (e non più), si deduce così 
che le Fn dipendono proprio da 19 moduli, e non da più.
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Frattanto le questioni di cui si discorre sono state chiarite da 
A. Franghetta t1), nel modo che abbiamo esposto nel testo. L’autore 
avendo cercato di collegare la dimostrazione dell'esistenza della 
serie infinita delle Fn al teorema d’esistenza di Chisini, è condotto 
a dare a codesta dimostrazione la forma più semplice, passando dalle 
Fn particolari contenenti una conica alle Fn+2. Franchetta dimostra 
poi che le Fn (per un dato valore di n) non possono dipendere da più 
che 19 moduli, ricorrendo alle Fn razionali con un punto triplo: 
appunto come si è veduto innanzi.

Che le Fn, corrispondenti a valori diversi di n, siano general­
mente irriducibili per trasformazioni birazionali dipende, come ab­
biane detto, dal teorema che « sopra una Fn generale non si hanno 
altre curve che intersezioni complete con ipersuperfìcie ». Del fatto 
così enunciato si acquista facilmente la nozione in base al teorema 
di Noether, concernente le quartiche F4, ed al computo di costanti 
su cui esso si fonda. Ma con ciò non si ha ancora una dimostrazione 
rigorosa. Enriques e Severi hanno pensato che una tale dimostrazio­
ne potrebbe darsi (per n > 4) facendo ridurre per continuità una Fn 
generale ad una Fn iperellittica, con moduli generici, valendosi 
della proprietà, che si riconosce per via trascendente (2), che, su 
di esse, non vi sono altre curve se non le intersezioni complete con 
ipersuperfìcie e le curve di contatto con ipersuperfìcie tangenti. E 
Severi ha realizzato questo disegno, in modo elegante (resta nel suo 
discorso una piccola lacuna cui si supplisce facilmente). La dimo­
strazione algebrico-geometrica che qui si è porta, riducendosi al 
caso limite delle Fn razionali con punto triplo, appartiene a A. Fran- 
chetta, nella sua nota già innanzi citata.

Qui daremo qualche indicazione bibliografica intorno alle varie 
dimostrazioni del teorema di Noether su le superfìcie del 4° ordine 
-e su le superfìcie generali d’ordine superiore.

M. Noether, « Zur Grundlegung der algebraischen Baumcur- 
ven ». Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1883.

K. Bohn, « Die Baumcurven auf der Flaechen vierter Ordnung ». 
Berichten der koenigl. Saechs. Gesellschaft der Wissenschaften, 
Leipzig, 1897.

F. Severi, « Le superfìcie algebriche con curva canonica d’or­
dine zero ». Atti 1st. Veneto (LXV, 2), 1909.

G. Fano, « Sulle varietà algebriche che sono intersezioni complete 
di più forme ». B. Acc. di Torino, vol. XLIV, 1909.

O) A. Franchetta, ((.Sulle superficie regolari di genere uno con curva canonica 
d'ordine zero». Istituto Lombardo, 1942.

(2) Enriques e Severi, Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. Acta Math., 
vol. XXXII, n. 27.
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S. Lefschetz, « On certain numerical Invariants of algebraics 
Varieties. (Trans, of Am. Math. Society, vol. 22, 1921); « Concerning 
Noether’s theorem on curves traced on non singular surfaces ». 
Bull/Am. Math. Society, vol 29, 1923.

A. Franchetta, « Sulle superfìcie regolari di genere uno con 
■curva canonica d’ordine zero ». Istituto lombardo, 18 giugno 1942.

B. D’Orgeval, «Sur les surfaces algébriques dont tous les gen­
res sont 1 ». Gauthier-Villars, Paris, 1945.

A chi persegua una classificazione completa delle superfìcie coi 
generi 1, si presenta ora una nuova domanda, cioè se le superfìcie 
Fn con n = 2n— 2, a curve sezioni canoniche in un formino, 
entro questo spazio, una sola famiglia, ovvero più famiglie diverse, 
ciascuna dipendente da 19 invarianti assoluti o moduli. A questo pro­
posito, d’accordo coll’osservazione finale del paragrafo precedente, si 
può notare che già nello spazio &5 si hanno 2 tipi di F89 cioè la super­
fìcie semplice F8 intersezione di tre quadriche, e la superfìcie di 
Veronese F4 doppia, con curva di diramazione d’ordine 12, che è 
la trasformata di un piano doppio con sestiga di diramazione. Ana­
logamente si trovano nello spazio 89 due tipi irriducibili di F16, 
una delle quali si deduce da una superfìcie del 4° ordine dello $3. 
Di qui si è condotti a riconoscere in S6 due tipi di F10 particolari 
dotate di punto doppio, che da questo punto vengano proiettate 
rispettivamente nella F8 e nella F4 doppia sopra indicata. Ma 
P. du Val (1) ha mostrato che queste due F10 appartengono ad una 
medesima famiglia di Flo generali, senza punti doppi; e questo in 
accordo con il risultato generale stabilito da B. n’Orge VAL, nel suo 
volume già citato, il quale appunto ha dimostrato che le super­
ficie a curve sezioni canoniche dello SK formano una sola famiglia.

4. Superficie di genere lineare pi ) — 1 con P > 1«1

(1) P. du Val, Superficie di genere uno che non sono base per un sistema di
quadriche e Osservazioni sulle superficie di genere uno che non sono base per un si­
stema di quadriche. Rend. R. Acc. dei Lincei, febbraio-marzo, 1932.

Si abbia una superfìcie F, di genere lineare (assoluto) pd) — 1 
e di genere superficiale p > 1. Le sue oo2’~1 curve canoniche K 
debbono formare un sistema lineare di curve ellittiche, di grado 
p(i) —1 — 0, che sarà dunque composto colle curve ellittiche d’un 
fascio (senza punti base). Lo stesso può dirsi delle curve bicano- 
niche o i-canoniche di F, che debbono formare un sistema lineare di 
genere

»“-n + i-i,
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e di grado
i\p^ — l) = 0.

Dunque: le curve canoniche o pluricanoniche d’una superficie di 
genere lineare pW — 1 sono in generale riducibili, componendosi collo 
curve ellittiche d'un fascio.

L’esistenza d’un fascio di curve ellittiche, e d’un fascio lineare per 
le superfìcie regolari, deriva quindi come conseguenza dall’essere il 
p(i) = l, ogni qualvolta il genere della superficie sia p > 1 o uno 
dei suoi plurigeneri Pi risulti

Pi > 1.

Ma questa diseguaglianza sussisterà sempre per le superfìcie 
regolari, non razionali, che posseggano qualche curva canonica o 
bicanonica d’ordine maggiore di zero, giacche in tale ipotesi si è 
visto (Cap. VI, § 2) che è per p > 1

P > 2, 
e per p = 0 :

P> 1, Pq > 2.

Siccome, d’altra parte, si è pur trovato che le superficie per cui 
p — 0 e P = 1, con curva bicanonica d’ordine zero (P6 = 1), pos­
seggono sempre dei fasci lineari di curve ellittiche, così è lecito af­
fermare che:

Le superficie regolari (non razionali), di genere lineare (assoluto) 
p(i) — posseggono un fascio lineare di curve ellittiche, ad eccezione 
di quelle che han tutti i generi eguali ad 1 (superfìcie Fn con n ----- 2n — 2, 
a sezioni canoniche in S„ caratterizzate da p = P = 1).

Per classificare le superfìcie F di genere lineare p<P — 1, con 
P > 1, contenenti un. fascio lineare di curve ellittiche C, conviene 
rilevare anzitutto che ad esse appartengono due caratteri invarianti, 
suscettibili di assumere valori interi arbitrarli, cioè:

1) il genere p (— pa) che è definito dal numero 8 delle curve
C del fascio dotate di punto doppio, avendosi l’invariante di Zeuthen- 
Segre Z = $ — 4 = 12p -f- 8 ( = 12 pa — 9),

2) e il determinante d, che si definisce come il minimo numero 
di punti determinabile razionalmente sopra una C, in funzione del 
parametro da cui la C stessa dipende.

Per comprendere il significato di quest’ultimo carattere conviene 
ricordare che in generale sopra una curva ellittica C d’ordine n, 
del piano o d’un qualunque spazio ßr, non si possono costruire ra­
zionalmente (in funzione dei coefficienti della sua equazione) altre 
serie che i multipli della gn, segata dalle rette del piano o dagli iper- 
piani dello 8r. E così non è possibile in generale abbassare l’ordine 
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n di una C ellittica variabile operando razionalmente sui parametri 
da cui dipende la variazione di essa (x).

Pertanto una serie oo1 di curve ellittiche (7, d’ordine n, assunta 
nello spazio, formerà in generale una superfìcie F con un fascio di 
C la quale non sarà suscettibile di trasformazione che abbassi l’or­
dine delle C.

Ora possiam dire che : le superfìcie F, con un fascio di curve el­
littiche (7, di determinante d > 1 si possono trasformare in guisa 
che le C diventino curve d'ordine d, e così — nell’ipotesi della re­
golarità — in superfìcie Fm d’un certo ordine m, dello spazio ordi­
nario, con retta (m — <i)-pla (per d = 2 in piani doppi) ; e non è 
possibile una trasformazione di queste che abbassi l’ordine delle C.

Per giustificare l’asserto si noti che — a tenore della definizione 
— la F conterrà una curva L d~secante le curve (7, e non altre 
curve che seghino le C in un numero minore di punti. Ora, som­
mando una C alla Z, se ne aumenterà il grado di 2d e il genere di d, 
sicché la dimensione di | L + C | data dal teorema di Biemann- 
Boch, crescerà su quella di \L\ di 2d > d > 1, e quindi le curve 
L + (7, L -f- 2(7, .... L -f- sC, saran contenute in più ampi sistemi 
lineari irriducibili, d-secanti le C. Per d = 2 si ottiene un piano 
doppio, con una certa curva di diramazione D2n, «u cui le C vengono 
rappresentate dalle rette per un punto (2n — 4)-plo di Z>2n.

Per approfondire lo studio delle nostre superfìcie di genere li­
neare pù) — 1 (superfìcie regolari, non razionali, con P > p > 1)? 
conviene studiare in particolare quelle di determinante d — 1.

Una superfìcie F di questa famiglia contiene un fascio lineare di 
curve ellittiche C ed una curva 6 unisecante le C. Mercè un sistema 
lineare oo3 contenuto in \30 -f- sC\ si può trasformare F in una su­
perfìcie Fm, d’un certo ordine m, su cui le C siano cubiche segate 
dai piani per una retta (m — 3)-pia a; queste <7, variabili nel fascio 
delle détte sezioni piane, avranno un flesso razionalmente distinto, 
che si può supporre fìsso, in un punto A (m —2)-pio per Fm, su 
a; e si può anche supporre che a sia la relativa tangente d’inflessione 
delle (7. Quindi la Fm si rappresenta, per proiezione da A, su un piano 
doppio con curva di diramazione Z>2n, d’un certo ordine pari 2n, 
dotata d’un punto (2n — 3)-plo 0 (traccia di a). La Z>2n, potrà 
avere altri punti singolari abbassanti il genere del piano doppio: 
punti 4-pli o punti [3, 3]. Ma la presenza di tali singolarità permette 
in generale di abbassare l’ordine di D2n con trasformazioni quadratiche

fl) Cfr. F. Enriques, Sulle superfìcie algebriche con un fascio di curve ellittiche. 
Rendic. Acc. Lincei, 1912. In questa nota la deduzione del n. 3 è infirmata da un 
errore di calcolo. Cfr. pure Enriques-Chisini, Lezioni, vol. Ili, pag. 346. 
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del piano. Se si vuole che la D2n sia d’ordine minimo, si deve ammet­
tere che essa appartenga ad uno dei due tipi seguenti:

I) An con un punto 0 (2n — 3)-pio, senza altre singolarità 
influenti sul genere; e

II) D2n con un punto 0 (2n — 3)-pio e un punto B 4-pio, for­
mata della retta OB e di una JD2n_x con 0 (2n — 4)-plo e B 3-plo.

I piani doppi del tipo I sono di genere

p — n — 2,

avendosi curve canoniche rappresentate dai gruppi di p — 1 
rette per 0. Le curve Lcanoniche sono date dai gruppi di i (p 1) 
rette per O, quindi

Pt = i(p-1) + 1.

Per i piani doppi del tipo II, si hanno oon~4 curve canoniche rap­
presentate dai gruppi di p — 1 — n — 4 rette per O, cui si aggiunge 
la retta di diramazione eccezionale (x), quindi il genere

p = n — 3.

Similmente lo Lgenere vale

Pi = i{p~ 1) + I-
Concludiamo intanto :
Le superficie F di genere lineare assoluto p^ — 1 e di determinante 

d — 1, con P > 1, si lasciano rappresentare su piani doppi del tipo /, 
con curva di diramazione D2n dotata d’un punto 0 (2n — 3)-pio, 
ovvero del tipo II, cioè con D2n di diramazione dotata d’un punto 
0 (2n— 3)-pio e fuori di esso un punto 4-plo B: codesti piani doppi 
danno luogo a tante famiglie distinte secondo i valori del genere, 
che è pel tipo I:

p == n — 2
e pel tipo II

p — n — 3, 
e per esse è sempre

Pi = i(P — 1) + !•

Ogni famiglia delle nostre F1 contiene infinite classi di superfìcie 
birazionalmente distinte, ciascuna delle quali è caratterizzata da

(1) Sulla retta OP vi sono tre punti singolari di D2n, cioè P, O e il punto infini­
tamente vicino ad 0, quindi il grado della retta di diramazione sul piano, è — 2, 
e la curva corrispondente sulla superficie si compone di due curve di grado — 1 
(e di genere 0).
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un certo numero di parametri o moduli, che è facile valutare. La 
D2n del tipo I per cui sia fissato il punto (2n — 3)-pio 0, dipende da

2n(2n + 3) (2 n — 3) (2 n — 2)
- 2 = Sn ~ 3

parametri, e — poiché vi sono co6 omografìe che lasciali fermo il 
punto 0 — possiede

8n — 9

invarianti assoluti. Cosi le F1 del tipo Z, per ogni valore del genere 
p — n — 2 dipendono da

8 p + 7 
moduli.

Inoltre le Z)2n con 0 (2n — 3)-plo e B 4-pio dipendono da

8n —13 
parametri e possiedono

8n — 13 — 6 = 8n — 19

invarianti rispetto alle co6 trasformazioni quadratiche che mutano 
in sè i due fasci di rette 0 e B. Quindi, essendo p — n— 3, si hanno

8 p + 5 
moduli.

Questi risultati contraddicono, a prima vista, ciò che si è sta­
bilito nel § 11 del Cap. V, che, in generale, una classe di superfìcie 
regolari di generi p e pd) dipende da almeno

9p — 2pd) 12

moduli; poiché per pd) = 1 si ha

9p — 2pd) 4- 12 = 9p + 10

che supera 8p + ,7 e 8p + 5.
Ma la spiegazione del paradosso sta in ciò, che le siiperficie F1- 

di genere lineare pd) == 1 e di determinante 1, con P > 1, di un dato 
genere p, rientrano in famiglie F2, di determinante 2, aventi lo stesso 
genere p. *

Infatti i] piano doppio del tipo I rientra come caso particolare 
nel piano doppio I' con D2n di diramazione dotata d’un punto 
(2n — 4)-plo 0, che è egualmente di genere

p — n — 2, 
e dipende da

10 n —12
invarianti, ossia da

10p + 8
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moduli; e per
n > 4 , p > 1, 

questo numero riesce sempre
> 9p + 10 (=9p — 2p(D + 12).

Similmente il piano doppio del tipo II rientra, come caso parti­
colare, in quello II' con D2n di diramazione dotata d’un punto 
(2n — 4)-pio 0 e d’un punto 4-plo B, che è egualmente di genere

p — n — 3
e dipende da

10 n — 22

invarianti rispetto ad oo6 trasformazioni quadratiche, ossia da

10p + 8 
moduli.

Se ora, dopo avere discorso delle superfìcie F1 di genere lineare 
p(0 —le di determinante d = 1 (P >1), passiamo ad esaminare le 
F2 di determinante d = 2 (con un fascio lineare di curve ellittiche 
(7), andiamo incontro a qualcosa d’inaspettato: la classificazione di. 
tali superfìcie dipende, non soltanto dal genere p, sì anche da un 
nuovo carattere, che è il numero s delle curve del fascio I C | che si 
riducono a curve ellittiche doppie; d’altronde questo carattere si 
lascia esprimere per il bigenere P mediante la formula

P = 2(p — 1) + s — 1.

Per classificare le superfìcie B2, partiamo dall’osservazione che 
una superfìcie con un fascio lineare di curve ellittiche (7, su cui esi­
stono curve bisecanti le C, contiene un sistema lineare irriducibile 
del tipo (0 + hC) e quindi si lascia rappresentare (su una rigata ra­
zionale doppia e) sopra un piano doppio con curva di diramazione 
P2n, d’un certo ordine 2n, dotata d’un punto 0 (2n — 4)-plo. La 
P2n potrà avere, in generale, altre singolarità elementari abbassanti 
il genere p : punti 4-pli e punti [3, 3]. Ma se si vuole che l’ordine 
della jD2n non possa abbassarsi per trasformazioni quadratiche del 
piano, si avranno i seguenti tipi irriducibili:

T) D2n dotata di un punto (2n — 4)-pio senza altre singolarità 
abbassanti il genere :

p — n — 2 ;

II ) P2n dotata d’un punto (2n — 4)-plo e di un punto 4-plo

p — n — 3;

III) D2n dotata d’un punto (2n — 4)-plo 0 e di s ( > 1) punti 
[3, 3]: Ji.A2 .... As. La D2n contiene s rette per 0 e una rimanente 
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parte D2n-S dotata di s tacnodi per cui le nominate rette sono tan­
genti tacnodali:

p — n — 2 — s.

Le superficie F di genere lineare pO) = 1 e di determinante d — 2 
(P> p >1) danno luogo, per ogni valore del genere p, non solo ai 
piani doppi dei tipi I' e II' per cui

p = n — 2, n — 3,

P = 2(p 1),

sì anche ad infinite famiglie di piani doppi del tipo III1 dipendenti 
da un altro intero

s = 1, 2, 3
p — n — 2 — §, 

le quali si lasciano distinguere dando, accanto al genere p, il bigenere
P = 2(p — 1) + 8 + 1.

Infatti, su un piano doppio del tipo III, le curve canoniche ver­
ranno rappresentate da gruppi di p — 1 = n — 3 rette variabili 
per 0 (rette doppie immagini di curve ellittiche irriducibili C), cui 

C van sommate le s rette OA1.... OAS (immagini di curve fìsse , 

o meglio gli intorni dei punti [3, 3]: Ax.... As (cfr. Cap. Ili, § 8, 
11 e Cap. V, § 7) ; e le curve bicanoniche verranno date dai gruppi 
di 2(p — 1 ) + 8 rette variabili per 0. Aggiungasi che per un piano 
doppio del tipo III i successivi plurigeneri sono espressi da

P2i = 2i(p — 1) 4- si + 1,

Pzi+i = (2r + l)(p — 1) si + 1.

Si può anche valutare il numero M dei moduli da cui dipende 
una classe di piani doppi del tipo III. Invero la costruzione di una 
Z>2n_s con punto (2n — s — 4)-plo 0 assegnato e dati tacnodi A±.... 
As, con rette tacnodali OA1.... OAS, dipende da 5 (2% — s) — 6 — 68 
parametri, mentre la determinazione del gruppo degli spi punti 
O, AXì ...., As mette in evidenza 28 — 3 invarianti proiettivi. Dunque 
le nostre P2n-S e le D2n dipenderanno da 5(2n — s) — 6 — 68+ 
+ 2(8 — 3) — 10% — 98 — 12 invarianti o moduli. E poiché

p — n — 2 — 8, 
avremo

M = 10? + 8 + 8,

ovvero, introducendo il bigenere P :
M = 8p + P + 9.
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Per p = 0, P = 1, curva bicanonica d’ordine zero, si ritrovano 
i 10 moduli del piano doppio tipico già incontrato con D8 di dira­
mazione.

I risultati conseguiti in ordine alla classificazione delle superfìcie 
di genere lineare p<P = 1 e di determinante 2, conducono indutti­
vamente a enunciare, in generale, per le superfìcie Fd di determinante 
d qualunque, il seguente teorema:

Nella classificazione delle superficie regolari di genere lineare 
ptV = 1 (P > 1) e di determinante d > 1 (con un fascio lineare di 
curve ellittiche 0 che possono supporsi d’ordine d) si ha da tener conto, 
non soltanto del genere p, sì anche di altri caratteri interi in corrispon­
denza ai divisori r di d (1 < r < d), ciascuno dei guati caratteri, srr

Cindica il numero delle curve ellittiche y , che contate r volte apparten­
gono al fascio I C |.

Le varie famiglie di superficie Fd, che rispondono a questi carat­
teri, si lasciano anche distinguere coi valori dei plurigeneri: in corri-

Cspondenza a ciascuna delle sr curve — il plurigenere d’ordine i, P€
— q\~\ 

cresce (su i(p —1) + 1) di —-—-I , massimo intero contenuto in

------— , e quindi lo r-genere Pr cresce di r — 1, e, in generale, Pir 

di i(r— 1) eco.
Per giustificare l’enunciato si osservi che, se sopra una Fd, al 

Cfascio delle C appartiene una curva ellittica - che — presa come 

r-pla — costituisce una C, questa non influisce sul numero delle O' 
dotate di punto doppio, ai fini del computo dell’invariante di Zeu- 
then-Segre, e perciò neppure sul genere numerico pa della superficie

CFd, nè sul suo genere geometrico pg = pa- la ~, contata r — 1 volte, 

viene ad aggiungersi come componente fìssa alle parti variabili 
delle curve canoniche K di Fd (composte colle C). Infatti si costruisca- 
su Fd una rete di curve | L -|- C |, contenente il fascio di curve spez­
zate L + | C | ; è facile vedere che la jacobiana di questa rete con-

C (r_ 110tiene r — 1 volte come parte fìssa ogni — , e da ciò segue che la -—- ----

figurerà, come componente fìssa, nelle curve canoniche K,

II problema della classificazione delle superfìcie di genere lineare 
p(i) =. 1 si può ritenere sostanzialmente risoluto dal teorema pre­
cedente. Ma a questo conviene aggiungere una relazione interessante 
che lega le nostre superfìcie Fd, di determinante d > 1, alle F1 di 
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determinante 1, ed offre un mezzo di studio delle Fd. Si consideri, 
sopra una Fd1 il relativo fascio di curve ellittiche C che può supporsi 
d’ordine d. Ad una C risponde in generale una varietà rappresen­
tativa delle gd~1 che ad essa appartengono; e se si ritengono queste 
gd~1 come elementi « punti » di una curva, si ha una curva ellittica 
c birazionalmerite identica alla C, sopra cui è dato razionalmente 
un punto, in corrispondenza alla serie segata sulla C dai piani o 
dagli iperpiani dello spazio che la contiene. Così alla superfìcie 
Fd, luogo delle curve del fascio | C |, si può associare una E1, luogo 
delle curve c, che sono birazionalmente identiche alle C omologhe. 
Questa asserzione sembrerebbe, a prima vista, contraddire al fatto 
che la F1 e la Fd sono superfìcie birazionalmente distinte; ma con­
viene notare che fra una C e la c omologa vien data non una trasfor­
mazione birazionale, bensì un gruppo di d trasformazioni, che non 
sono razionalmente distinguibili in funzione del parametro della C 
stessa, e così fra F1 e Fd si avrà una corrispondenza algebrica [d, d]. 
Invero, preso su c un punto P, si determina sulla C una serie gdd~1, 
entro la quale si può fissare razionalmente un gruppo Gd di d punti. 
Ora se si associa a P un punto P', fra i d del Gd, (Gd = P' -f- Gd^) 
resta definita una corrispondenza biunivoca fra C e c, dove ad un 
punto A di 0 risponde su c un punto A' per cui il gruppo A ' + 6-r-r 
appartiene alla serie gd~1 omologa ad A.

Diremo pertanto:
Ad ogni superficie Fd di genere lineare pb) = 1 e di determinante 

d > 1 (P > 1), contenente un fascio lineare di curve ellittiche C, si 
può associare una superficie F1 di determinante 1, con un fascio di 
curve birazionalmente identiche alle C, la quale si trova con Fd in cor­
rispondenza \d, d\.

Alle curve C di Fd dotate di punto doppio risponderanno in 
particolare curve c dotate di punto doppio su F1, quindi le due su­
perficie F1 e Fd avranno lo stesso invariante di Zeuthen-Segre e lo 
stesso genere pa.

Notizia. - In questo paragrafo si sono esposti, chiariti, in qual­
che punto corretti e completati,, i risultati sulla classificazione 
delle superfìcie di genere lineare p^> = 1, ottenuti da Enriques, 
specialmente nelle Note degli anni 1898, 1914: « Sui piani doppi di 
genere lineare p(D = 1 ». Pendio. Acc. Lincei, 1° sem. 1898, « Sulla 
classificazione delle [superficie algebriche e particolarmente sulle su­
perficie di genere lineare pd) = i ». Pendio. Acc. Lincei, febbr. 1914.

Le cose dette si estendono facilmente alle superfìcie irregolari 
(Pg>paf tostochè sia stabilitala proprietà caratteristica (relativa alle 
serie continue non lineari di curve) che le concerne (Cap. IX, § 2 e 3).

Precisamente, in una Nota « Intorno alle superficie algebriche di 
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genere lineare pM — 1 »f1), Enriques ha stabilito che: « le superficie 
irregolari di genere lineare pW = 1 e di genere numerico pa > 0 
(Pa > Pai contengono un fascio irrazionale, di genere pg — pa, di 
curve ellittiche ». Tali superfìcie si lasciano classificare nello stesso 
modo che le regolari, aggiungendosi per esse il carattere pg-—pa•

Fuori di queste rimangono soltanto superfìcie di genere lineare 
pW = 1 irregolari, che hanno il genere numerico pa ~ — 1, e si 
lasceranno classificare completamente come « superfìcie ellittiche ed 
iperellittiche, eoo oo1 e oo2 trasformazioni birazionali in sè stesse » 
(Cap. XI).

P) R. Acc. dì Bologna, Die. 1906.



Capitolo Vili.

•SUPERFICIE REGOLARI CANONICHE E PLURICANONICHE

1. Introduzione.

Le superfìcie di genere pg > 3 posseggono un sistema canonico 
(puro) \K\ di dimensione pg — 1 >3, e mercè questo si lasciano 
trasformare di regola in superficie canoniche dello spazio a pg — 1 
dimensioni aventi per sezioni iperpiane le curve K. In questo 
capitolo esamineremo la costruzione di alcune superfìcie canoni­
che, riferendoci, al caso delle superficie regolari : pg — pa = p.

Le superfìcie canoniche di aventi il genere lineare (assoluto) 
pM ( > 1), saranno in generale d’ordine

p{2) = p(l)__ 1

>e, nelle loro proprietà proiettive, rispecchieranno le proprietà in­
varianti dell’intera classe delle superfìcie trasformate.

Danno luogo tuttavia ad eccezione, in ordine alla costruzione 
delle superfìcie canoniche: anzitutto le superfìcie di genere lineare

— 1, su cui le curve canoniche sono spezzate nelle curve ellit­
tiche d’un fascio. È Veccezione essenziale che ci riporta alla famiglia 
di superfìcie caratterizzata dal possesso di un fascio di curve ellit­
tiche, studiata nel precedente capitolo: qui vengono a mancare 
affatto, non solo la superfìcie canonica, sì anche le superfìcie pluri- 
canoniche di cui diciamo in appresso, tutte le curve pluricanoniche 
essendo egualmente composte colle curve ellittiche del fascio.

Altre eccezioni o casi in cui il discorso generale subisce almeno 
qualche modificazione, sono:

1) le superficie per cui il genere p < 3;
2) quelle su cui il sistema canonico, pur essendo irriducibile 

co3 almeno (p > 3), appartiene ad una involuzione Zn? d’ordine 
n > 1, sicché la superfìcie canonica si riduce ad una superfìcie mul­
tipla (n-pla);
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3) le superfìcie, di genere lineare pM > 1, per cui le curve 
canoniche (pure) K siano comunque riducibili; come si è visto al 
Cap. IV, § 18 si danno esempi effettivi in cui le K contengono parti 
fìsse (non eccezionali) di genere zero e > 0 ; resta dubbio che esi­
stano superfìcie su cui le parti variabili delle K sie.no composte 
colle curve irriducibili K d’un fascio.

Se sopra una superfìcie F il sistema canonico puro | K | possiede 
una componente fìssa, eccezionale o no, ed ha il genere p > 3, avendo 
componenti variabili irriducibili, le oo37-1 curve canoniche condur­
ranno sempre ad una superfìcie canonica, ma questa sarà d’ordine 
eguale al grado effettivo del sistema canonico p<2> < p<2> = ph> — 1. 
Se invece le parti variabili delle curve canoniche sono riducibili, 
non si avrà più una superfìcie canonica. Comunque, anche in questo 
caso come nei precedenti, per pM >1, si potrà ottenere un modello 
proiettivo della classe ricorrendo alle superficie bicanoniche o trica­
noniche, eco., le cui sezioni piane sono rispettivamente curve bi­
canoniche o tricanoniche. Ma di ciò più avanti.

Nei seguenti paragrafi ci riferiremo anzitutto a superfìcie rego­
lari con curve canoniche (pure) irriducibili (senza punti base) di genere 
p >3, formanti un sistema lineare semplice oo3 almeno di genere pù> 
e grado pd>— 1. La prima domanda che si presenta è questa: esi­
stono in un medesimo spazio cioè per lo stesso valore del 
genere p, superfìcie canoniche di diverso ordine, corrispondenti 
dunque a diversi valori del p^lî Ossia: i due caratteri p e pM sono 
indipendenti fra loroî La risposta, data dal Noether fino dal 1870, 
è affermativa.

L’indipendenza di pO) e p, si prova subito con effettivi esempi. 
Basta osservare che un punto triplo e un tacnodo, imposti alle 
superfìcie F di un dato ordine e con date singolarità, diminuiscono 
egualmente il p di una unità, ma diminuiscono il pd> rispettiva­
mente di 3 e di 2.

2« Superficie canoniche di genere p — 4 e genere lineare pO) = 6,5.

In questo paragrafo e nei primi che gli succedono, ci proponiamo 
di classificare le superfìcie regolari di genere superficiale p = 4 e di ge­
nere lineare pù) >1, costruendo le relative superfìcie canoniche, ap­
partenenti allo spazio ordinario $3. Supporremo di regola che si tratti 
di superfìcie con curve canoniche pure K -formanti un sistema semplice 
irriducibile (privo di punti base sopra un modello senza curve ecce­
zionali), salvo a dedicare qualche nota ai casi di riducibilità; e cosi 
cercheremo anzitutto le superfìcie canoniche semplici, che rispon­
dono all’ipotesi d’un sistema \K\ non appartenente ad una involu­
zione In d’ordine n > 1.
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Per p — 4 e > 1? una superfìcie canonica F, supposta sem­
plice, deve avere l’ordine

p(a) == pd) — 1 > 5.

Il tipo semplice corrispondente al più piccolo valore di pd) è 
dunque: la superficie generale del 5° ordine, F5, superficie canonica 
con

p = 4 , 2>d) — 6.

È chiaro che una superficie con p — 4 e pd) — 6, di cui le curve 
canopiche siano irriducibili può ridursi birazionalmente al modello 
proiettivo della F5. Come esempi citiamo le superfìcie indicate da 
Noether:

a) La superfìcie del 7° ordine F7, con conica tripla e punto 
triplo fuori di essa. Con una trasformazione quadratica di prima 
specie la F7 si riconduce ad una particolare F5, sulla quale sono dati 
un punto 0 ed una conica ; il punto 0 risponde alla retta eccezionale 
in cui il piano della conica tripla sega F7.

b) La F7 con sestica doppia C6 di genere 3. Nella consueta rap­
presentazione piana di una superfìcie cubica F3 passante per C6, 
la Cg stessa appare avere per immagine una C'6 (13223242526) il 
cui comportamento rispetto ai punti fondamentali 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
viene indicato dal simbolo precedente; quindi le intersezioni varia­
bili residue di due F3 per C6 sono cubiche gobbe, rappresentate da 
C3(2, 3, 4, 5, 62), formanti una rete omaloidica; si deduce che le 
stesse F3 formano il sistema trasformante di una trasformazione 
cremoniana dello spazio, che riduce la nostra F7 alla F5.

c) La superfìcie F7 con quintica doppia C5 di genere 0. Anche 
qui le F3 per C5 formano un sistema omaloidico, che però ha come 
curva base la C5 stessa completata da una retta che ad essa si ap­
poggia in 4 punti, che è retta eccezionale della F7; e mercè questo 
sistema trasformante di F3 la F1 si riduce cremonianamente alla F5.

Ora vogliamo dimostrare con tutto rigore e generalità che: 
■ogni superficie F coi generi p — 4 e p^ — 6, tale che la parte ■varia­
bile delle curve canoniche sia irriducibile, si lascia trasformare in 
una quintica canonica F5.

Indichiamo con \k\ la parte variabile del sistema canonico che 
per ipotesi non è composta con le curve di un fascio. Facendo 
l’immagine proiettiva di questo sistema si ottiene una superfìcie 
Fn il cui’ordine n (< 5) eguaglia il grado effettivo di \k\.

Se n — 5 la Fn è la quintica e risulta a posteriori

1*1  = 1*1-
Se è n < 5, non può aversi una superficie canonica semplice 

(che sarebbe di genere p < 1) e neppure un piano multiplo (che por­
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terebbe p — 3), ma soltanto resta possibile — a priori almeno —- 
una quadrica F2 doppia: s’incontrerebbe di fatto questo caso se si 
avesse una componente fìssa eccezionale delle curve canoniche pure, 
cioè un punto base di |7f | sopra un modello di F privo di curve 
eccezionali. Le curve k essendo di genere n < pW (= 6), la curva di 
diramazione sulla F2 sarà una C27r+2 d’ordine 2n + 2, e si proverà 
anzitutto che non è certo

n < 5,

e perciò sono possibili a priori soltanto i casi:
n — 6, 5.

Invero non può essere n < 5, ossia n < 4, giacché le curve ca­
noniche K dovrebbero segare, le k di genere n in gruppi residui della 
serie caratteristica g*  — gl, e quindi in non più di 2 punti, mentre 
deve essere kK > kk = 4. Ma, se % = 5, si ha sulla F2 doppia una 
curva di diramazione d’ordine 12 ; e, se n — 6, una curva d’ordine 
14. La prima • ipotesi porta ad un piano doppio con curva di di­
ramazione C12 dotata di due punti 6-pli, che ha come curve cano­
niche le coniche pei due punti singolari (completate dalla retta­
eccezionale che li congiunge) e quindi il genere lineare assoluto 
p(i) = 5 anziché ^d) — 6. La seconda ipotesi conduce ad un piano 
doppio con C14 di diramazione dotata di un punto 8-plo 0 e d’un 
punto 6-plo O1? ovvero di due punti 7-pii infinitamente vicini 00lr 
che ha come curve canoniche le oo3 cubiche per 02 e 0lf (com­
pletate dalla retta eccezionale 00 f) e perciò è di genere p = 5 
anziché p — 4.

Abbiamo detto che pW = 6 è il minimo valore che può assumere
11 genere lineare pW per una superfìcie di genere p = 4, che ammetta 
come modello proiettivo una superfìcie canonica semplice. Ma non 
è più cosi se il sistema canonico | K | appartiene ad una involuzione
12 d’ordine 2, ammettendo quindi un punto base.

Si ha allora come superfìcie canonica la quadrica doppia con curva 
di diramazione d’ordine 12, che conduce, come si è detto, al piano 
doppio con curva di diramazione C12 d’ordine 12 dotata di due punti 
6-pli. Questo piano doppio con p = 4 e pW — 5, risponde al minimo 
valore del pW per p = 4 (d’accordo colla diseguaglianza generale 
p(i) ;> 2p — 3, che stabiliremo più avanti). Ciò risulta dall’analisi 
precedente perché un valore minore del pW dovrebbe condurre ad 
una superfìcie canonica semplice d’ordine 3 o 2, che sarebbe di ge­
nere p = 0, ovvero ad un piano triplo che avrebbe il genere p = 3.

E dalla stessa analisi resta anche escluso che un’ipotetica ridu­
cibilità del sistema canonico puro (cioè la presenza di componenti 
fìsse, eccezionali o no) porti ad altri tipi di superfìcie con p = 4 
e pW — 5.
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Eminceremo dunque che: Ogni superficie con p = 4 di genere li­
neare minimo pN> — 5 si può trasformare nel piano doppio con C12 
di diramazione, dotata di due punti sestupli.

Come esempio si consideri la superfìcie F6 del 6° ordine con due 
rette doppie a e b sghembe fra loro: le quadriche aggiunte segano 
su una tale FQ le curve canoniche, K, le quali appartengono all’in­
voluzione segata dalle rette incidenti ad a e b.

3. Superficie con p = 4 e pN) == 7.

Passiamo a costruire il modello canonico per le superfìcie di ge­
neri p = 4 e pd) — 7. Avremo, nelle ipotesi apparentemente più 
generali, superfìcie F6 d’ordine 6 dello spazio ordinario, le cui qua­
driche aggiunte debbono spezzarsi in un piano variabile e in un 
piano fìsso, intersecante Fe secondo una cubica doppia.

Così per p = 4 e = 7 si ha la superficie canonica del 6° ordine 
Fq con cubica piana doppia.

Ogni superfìcie i cui generi valgono p = 4 e = 7, con sistema 
canonico semplice, si lascia trasformare birazionalmente nella F6. 
Così, per esempio, le superfìcie del 6° ordine F6 con 6 punti tripli, 
le cui curve canoniche (intersezioni delle quadriche per i 6 punti) 
sono precisamente di genere 7 e grado 6.

Nota. - Ma, se si vuole approfondire lo studio della famiglia 
delle superfìcie per cui p = 4 e pW = 7, conviene esaminare quelle 
per cui il sistema canonico \K\ (che si suppone irriducibile a pre­
scindere da eventuali componenti fìsse) non sia semplice, sicché la 
superfìcie canonica si riduca ad una cubica F3 doppia, ovvero ad una 
quadrica F2, doppia o tripla. Il principale scopo di questo esame è 
di rispondere alla domanda « se tutte le superfìcie per cui p = 4 e 
p(i) = 7 appartengono ad una medesima famiglia rappresentata 
dalla F6 canonica, ovvero se si abbiano più famiglie distinte di su­
perfìcie coi detti caratteri ».

Per quanto concerne le cubiche F3 doppie è facile persuadersi che 
esse rientrano come caso particolare nella famiglia delle F$.

Anzitutto la E3 non può essere rigata, poiché non sarebbe nor­
male e ne resulterebbe p = 5; quindi essa sarà a sezioni piane el­
littiche e possiederà una curva di diramazione C12 d’ordine

2pM —2 = 12.

Questa C12 deve essere intersezione completa della F3 con una 
superfìcie del 4° ordine, altrimenti si troverebbe su F3 un fascio di 
coniche secanti in 6 punti la C12? che sarebbero immagini di curve 
di genere 2, secanti le curve canoniche K in 2 punti, sicché le IL 
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stesse risulterebbero iperellittiche e le sezioni piane di F3 razionali, 
ciò che si è escluso.

Quindi la F3 doppia si lascerà rappresentare sul piano doppio 
con curva di diramazione C12 d'ordine 12 dotata di 6 punti 4-pii, che 
— di fatto — hai generi p = 4 e — 7, e su cui le curve canoniche 
hanno per immagini le cubiche per i 6 punti contate due volte.

Dimostriamo che il detto piano doppio rientra come caso parti­
colare nella famiglia delle Fe con cubica piana doppia; conside­
rando il fascio di superfìcie determinato dalla F6 e da una sua 
aggiunta F3 contata due volte:

JS + AF. = 0,
per 2 = 0 si ottiene in questo fascio la superfìcie cubica doppia 
FI, con curva di diramazione segata da F6 — 0.

Per dimostrarlo è sufficiente riconoscere che una sezione piana 
/a di Fq, appartenente ad un fascio fi 4- 2/6 = 0 si riduce per con­
tinuità (per 2 = 0) alla cubica f3 doppia coi punti di diramazione 
nei 12 punti base semplici del detto fascio. Ora — se supponiamo 
la fG affatto generale (cioè senza punti doppi) — essa costituisce un 
inviluppo di classe 30 che, al limite per 2 = 0, deve ridursi alla 
cubica inviluppo f3 = 0 contata due volte (che è di classe 2 6= 12), 
aumentata dei 18 fasci che han per centri i punti di diramazione 
della, detta cubica doppia ; ed è evidente che i punti di contatto delle 
tangenti condotte da un qualunque punto P alla /6, per 2 = 0, 
vanno a cadere nelle 18 intersezioni di /6 e /3 f1). Se poi la /6 ha 3 
punti doppi allineati, presi come base del fascio /3 + 2/6 = 0, i 
3 fasci con quei centri contati 2 volte saranno da togliere dai 18 
anzidetti, restando dunque un (t12 di diramazione della /3 doppia.

Mentre le superfìcie canoniche costituite da cubiche doppie con 
C12 di diramazione rientrano come caso particolare nel tipo più 
generale delle F6 con curva piana doppia del 3° ordine, all’opposto 
quelle superficie canoniche che sono costituite da quadriche doppie 
formano una famiglia distinta.

Senza indugiarci in un esame più minuto, diciamo che vi è un 
tipo di superfìcie E, con p == 4 e pW = 7, su cui le curve canoniche 
sono iperellittiche con due punti base (presi fra i punti doppi della 
g}), le quali conducono a quadriche doppie canoniche rappresenta­
bili sopra il piano doppio con curva di diramazione (710 d'ordine 10, 
dotata di due punti [3, 3],

E questi piani doppi porgono effettivamente una seconda fa­
miglia di superficie con p = 4 e p(d = 7, che non rientrano fra le 
Fq canoniche semplici, perchè dipendono da 39 moduli (39 = 66 —

(4 Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni, vol. III. 
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—18 — 8), laddove abbiam visto che le FQ dipendono da 38 moduli.
Maggiori difficoltà presenta l’esame delle superficie canoniche, 

con p = 4 e pb) = 7? che si riducono a quadriche triple. Le super­
fìcie di questa famiglia vengono caratterizzate dalla proprietà che 
le curve canoniche pure K non hanno punti base e contengono una 
g}, sicché \K\ risulta appartenente ad un’involuzione razionale del 
3° ordine Z3. La quadrica canonica tripla Ql, studiata da G. Pompilj(1), 
è un cono e possiede una curva di diramazione C18 d’ordine 18.

Si riconosce che le quadriche triple canoniche Q32 non rientrano 
come casi particolari nella famiglia delle JF6 semplici con cubica piana 
doppia, bensì costituiscono una terza famiglia di superficie con p — 4 
e pb) — 7, distinta dalle precedenti.

Per dimostrarlo basterà constatare che una curva piana C6 con 
3 punti doppi in linea retta, sezione di 2%, non può ridursi per con­
tinuità ad una conica tripla C2ì sezione di dotata di 18 punti 
di diramazione. A tal uopo si osserverà anzitutto -che il sistema oo27 
delle sestiche piane CQ non contiene entro di se quello oo29 delle 
coniche triple dello stesso genere con 24 punti di diramazione. Non 
si può escludere tuttavia che fra le oo27 C6 compaiano particolari 
C2 con 24 punti critici; ma se si vuole trovare entro questa famiglia 
una C2 con 18 punti di diramazione distinti, che costituisca una C6 
degenere con 3 punti doppi in linea retta, bisogna che 6 fra i 24 
punti critici suddetti coincidano a coppie in 3 punti critici apparenti 
allineati, e ciò è impossibile per una C2 irriducibile.

4« Superficie con p — 4 e pb) =8.

Passiamo al caso successivo : p = 4, pb) = 8. La superfìcie ca­
nonica (semplice) F7 che risponde a questi caratteri deve possedere 
in generale una curva doppia C7, che, contata due volte, costituisce 
l’intersezione completa della F7 con la quadrica aggiunta 02. La 
C7, per una formula già vista (2), possiede un punto triplo che 
risulta doppio per la G2 aggiunta la quale pertanto è un cono. 
Questo è in accordo col fatto che la C7 è la curva di contatto 
della 02 con una superfìcie d’ordine 7, e perciò appartiene al siste­
ma metà del sistema lineare | C141 costituito dalle intersezioni di S2 
con le superfìcie del 7° ordine dello spazio. Ma dalla rappresenta­
zione piana della quadrica appare che il detto sistema | C141 non è 
in generale dimezzabile; affinchè lo sia, bisogna che la quadrica sia

(1) G. Pompili, Sulle superfìcie algebriche le cui curve canoniche posseggono 
una g\. Rendiconti Istituto Lombardo, 1940.

(2) Cfr. cap. V, § 3.

Enriques F. - Superficie algebriche. 18
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un cono, il cui sistema rappresentativo è costituito dalle coniche 
per due punti infinitamente vicini 0, O±: le immagini delle 
sono allora curve dello stesso ordine (070l) e la metà del 
sistema \C'U\ è a priori un sistema C7(O4Oi) o un sistema più 
particolare in esso contenuto. Ma le C7(O4Oi) che non abbiano 
in 0 una molteplicità superiore a 4, sono immagini di curve C7 
di 02, curve di contatto della stessa con delle Flì che non possono 
essere doppie per una F7 irriducibile perchè le generatrici del cono 
02 avrebbero con tale F1 otto intersezioni. Bisogna dunque che la­
curva doppia di una delle nostre F7 appartenga al sistema lineare 
che nel piano rappresentativo di 02 ha per immagine C7 (050J> 
e quindi passi tre volte per , il vertice del cono ed abbia il genere 
@ = 4.

Abbiamo dimostrato che la F? canonica (p = 4, pd) == 8) ove 
esista, possiede come curva doppia una C1 di genere q = 4, dotata- 
di punto triplo V, la quale appartiene al sistema metà di quello 
segato su 02 dalle superfìcie del 7° ordine che passano 3 volte per 
V (o si comportano come quelle che hanno ivi un punto triplo).. 
Ora si tratta di riconoscere l’esistenza effettiva di tali F7. Onesta­
si può inferire induttivamente dal computo dei moduli; se si as­
sume la formula più espressiva del § 13, Cap. V:

M > 10p — 2pW + 12 = 36,

si è condotti a ritenere che ogni C7 (definita come innanzi sopra un 
cono quadrico di vertice V triplo per essa) sia curva doppia per 
oo26 superfìcie canoniche jF7: infatti le C7 sopra il cono quadrico 
sono oo17 e così, rispetto alle oo7 trasformazioni proiettive del cono 
danno luogo ad ex?10 curve proiettivamente distinte; d’altra parte 
invece le superfìcie F7 aventi una medesima curva doppia C7 sono 
oo26, poiché staccando il cono si hanno oo25 F5 residue, passanti, 
per la C 7.

La conclusione precedente è raggiunta soltanto in via induttiva,, 
sia perchè la formula dei moduli adoperata dipende da un’ipotesi 
non rigorosamente accertata, sia perchè essa vale a stabilire l’esten­
sione di una famiglia continua di superfìcie con dati p e pd), quando 
si presuppone data l’esistenza di qualche superfìcie della famiglia;, 
cosi bisogna almeno riconoscere l'esistenza effettiva di una parti­
colare superfìcie F? (coi generi p = 4, pd) — 8) dotata di una CT 
doppia : si arriva per esempio a costruire una simile F7 partendo da 
una sestina F6 con 5 punti tripli e un tacnodo, per cui è appunto 
p = 4, pd) = 8. Ma più direttamente si può dimostrare che ogni 
C7 (appartenente alla serie considerata sopra un cono quadrico) 
è curva doppia di una superfìcie (canonica) F1? col metodo indicato 
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da A. ^ranchetta (x), e ne risulta quindi confermato per le stesse 
F7 il computo dei moduli.

Il metodo a cui ricorriamo consiste in questo: si riconosce che 
una C7 è sempre curva doppia per una (ed anzi per oo6) superfìcie 
razionale del settimo ordine F7 che possegga inoltre un punto qua­
druplo assegnato; combinando linearmente questa particolare F7 
con una F7 degenere passante doppiamente per C7, si ottengono le 
F7 canoniche richieste.

Per realizzare questo programma, si osservi anzitutto che esi­
stono superfìcie razionali del 7° ordine F7 dotate di una curva doppia 
del 7o ordine e di un punto quadruplo isolato : una superfìcie siffatta 
viene rappresentata sul piano dal sistema delle curve di undicesimo 
ordine C11(A5B31....B39D1....D8) dove i 18 punti A, Be I) appartengono 
ad una curva fondamentale del settimo ordine K7 ;
le Cu sono curve di genere 8 e la serie caratteristica del sistema oo*  
è autoresidua, essendo il sistema | (7U | equivalente alla somma della 
curva fondamentale K7 e del suo aggiunto; perciò appunto la su­
perfìcie rappresentata è una F7 a sezioni piane di genere 8, e quindi 
dotata di una curva doppia C7, la quale possiede inoltre un punto 
quadruplo corrispondente alla K7.

Ora le F7 così costruite dipendono da un certo numero di inva­
rianti assoluti proiettivi che è facile valutare: questo numero è 19. 
Inoltre si può calcolare la dimensione del sistema delle F7 che pos­
seggono una stessa curva doppia C7 e uno stesso punto quadruplo 
0 fuori di esso ; questa dimensione supera di uno quella del sistema 
caratteristico, segato sopra una F7 dalle altre F7 dello stesso sistema, 
e perciò vale 6. Ciò posto, facendo variare il punto quadruplo, si 
avranno (al più) oo9 F7 con la medesima curva doppia C7, sicché 
— essendovi oo19 F7 — si avranno (almeno) oo10 curve C7 doppie 
per una F7. Ma le C7 così ottenute sono proprio quelle curve del 7° 
ordine, e di genere 4, giacenti sopra un cono quadrico, e passanti 
triplamente per il vertice, che sopra abbiamo definito. Combinando 
linearmente una F7 con le oo25 F7 degeneri costituite dal cono qua­
drico contenente C7 e da unaper C7, si ottengono oo26 superfìcie 
canoniche F7 che passano doppiamente per la C7 assegnata. Con ciò 
viene dimostrato che: esistono oo36 stiperficie canoniche del 7° or­
dine F7ì proiettivamente distinte, le cui curve doppie sono le oo10‘ 
curve del 7° ordine e di genere 4 che si definiscono mercè la bisezione 
del sistema lineare segato sopra un cono quadrico dalle superficie del 
7Ó ordine passanti triplamente per il vertice.

Le curve C 7 si possono c caratterizzar e come curve gobbe iperel-

0) A. Franchetta, Su alcuni esempi di superficie canoniche, Seminario Mat. 
di Roma, 1939.
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littiche di genere 4, dotate di un punto triplo: infatti le curve gobbe 
del 7° ordine di genere 4 iperellittiche sono oo26 e il possesso di un 
punto triplo costituisce per esse •una condizione, come appare a 
priori da ciò che le g7 possedenti una terna neutra sopra una curva 
iperellittica di genere 4 sono definite dal contenere il doppio della 
g\ e perciò dipendono da tre costanti arbitrarie.

Abbiamo spiegato la costruzione generale delle superficie cano­
niche F7, dotate di una curva doppia C7: curva di genere 4 iperel­
littica, dotata di punto triplo. Ma se in luogo di chiedere ]a costru­
zione di una F7 con C7 doppia, si domandi quella di una F7 canonica 
possedente qualche curva multipla di molteplicità superiore a 2, 
si presenta subito l’esempio semplicissimo della F7 dotata di una 
retta tripla a e di due coniche doppie in piani per essa. Quando siano 
assegnate la retta tripla e le due coniche doppie si hanno oq33F7: 
infatti staccando i piani delle due coniche si diminuisce il numero dei 
parametri di 2, e resta la dimensione del sistema delle F5 passanti 
semplicemente per una retta e per due coniche in piani per essa, che 
è 31.

Ora si osservi che la curva composta di una retta e di due coniche 
in piani per essa possiede un invariante assoluto, che è il birapporto 
dei 4 punti sulla retta. Si avranno quindi oo34 superfìcie canoniche 
F7 proiettivamente distinte, che posseggono una retta tripla e due 
coniche doppie. Si affaccia la domanda : queste F7 rientrano come su­
perficie particolari nella famiglia delle F7 canoniche con C7 doppia, 
ovvero costituiscono una serie continua distinta di superfìcie, che 
dipende soltanto da 34 anziché da 36 moduliî Se la formula che dà 
i moduli fosse stabilita senza eccezione nella sua forma più espres­
siva citata innanzi, la questione verrebbe risolta senz’altro a priori 
adottando la prima alternativa. Comunque si può riconoscere di­
rettamente in qual guisa le F7 con retta tripla e due coniche doppie 
sieno particolarizzazioni delle F7 con C7 doppia.

Si tratta di mostrare che le curve dello spazio ordinario C2 4- 
+ C2 4~ 3a, costituite di due coniche generiche e della retta d’in­
tersezione dei loro piani, rientrano come caso particolare nella fa­
miglia delle nostre C7, e poiché le nominate C2 + C2 + 3a soddi­
sfano alle tre condizioni di possedere un punto triplo e di essere ipe- 
rellittiche (cioè di contenere una g2), basta mostrare che codeste 
curve composte rientrano nella famiglia delle C7 di genere 4. Ora 
le C7 di genere 4 dello spazio ordinario si possono ottenere come pro­
iezioni di curve C 8 dello spazio da un punto semplice 0; e fra 
codeste C 8 si trovano delle curve spezzate in due quartiche C4, 
di la specie passanti doppiamente per 0 ed aventi ivi lo stesso piano 
tangente a, le quali da 0 si proiettano in una curva composta della 
retta tripla a traccia del piano a e delle due coniche C2, C2 proie- 
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210111 di C4, C4. Così appare che la curva C2 + C2 + 3a può ritenersi 
come una particolarizzazione delle nostre C7 iperellittiche e dotate di 
un punto triplo. Si può vedere direttamente che le condizioni ri­
chieste per questa degenerazione della C7? sono in numero di 9, 
e perciò tutte le curve composte C2 + C2 + 3a rientrano nella fa­
miglia delle nostre C7; come abbiamo già visto ciò porta che le F7 
con retta tripla e due coniche doppie figurino entro la famiglia delle 
generali superfìcie canoniche con p — 4 e pd) == 8, soddisfacendo 
a 2 condizioni particolari.

Le superficie canoniche F7 che abbiamo imparato a costruire 
rispondono ai valori dei generi p = 4 e pd) = 8 (pd) genere lineare 
assoluto) quando le curve canoniche Æ sopra una superficie trasfor­
mata J7 senza curve eccezionali formino un sistema semplice irri­
ducibile e privo di punti base. Se invece si suppone che il sistema 
|Æ| abbia su F un punto base (semplice), questo sistema avrà il 
grado effettivo p<2>—1 = pd) — 2 = 6, e quindi la superfìcie ca­
nonica corrispondente si ridurrà ad una sestica FQ, sopra la quale 
il punto base del sistema canonico dovrà avere per immagine una 
retta eccezionale contata due volte: codesta retta fa parte sempli­
cemente dal sistema canonico impuro e figura poi come componente 
fissa del sistema canonico puro.

Ora è facile costruire effettivamente una superfìcie del 6° or­
dine Fq che possieda una conica doppia assegnata C e nel piano 
y di questa un tacnodo 0 il cui piano tacnodale a, diverso da y, 
sia parimente assegnato; si ottengono tutte le F6 soddisfacenti alle 
condizioni indicate per combinazione lineare di due particolari F6: 
la Fq costituita da una quadrica per C contata due volte, e dal piano 
a pure contato due volte, e una Fq composta del piano y e di una 
Fq che passi semplicemente per C ed abbia in 0 un punto biplanare, 
toccando con una delle sue falde il piano tacnodale assegnato a.

La Fq così costruita possiede di fatto una componente fìssa 
delle curve canoniche, che è la retta a lungo la quale il piano a 
tocca Fq e che perciò figura due volte nelle intersezioni di FQ colle 
oo3 quadriche aggiunte, costituite da un piano variabile e dal piano 
fìsso a. Designando con q = 0 e —v, il genere e il grado di codesta 
retta a, il genere e il grado di 2a varranno rispettivamente:

2-0 — v—-1= — (r -j- 1) e —4r;

si può quindi valutare il grado pd) e il genere (virtuale) pd) del si­
stema canonico impuro su Fq (quest’ultimo è il suo genere relativo):

pd) = 6 — 4r + 4 — 10 — 4r
pd) = 8 — (v + 1) 4- 2 — 1 = 8 — v (pd) = 8);
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e dalla relazione
p( 2) — pW --  1

si ricava quindi
10 — 4^ — 7 — v,

v = 1.

Così resta dimostrato a posteriori che la retta a è effettivamente 
retta eccezionale per F6 (— v — — 1), sicché per la presenza di essa 
il genere lineare relativo

— 7 — p(i) — 1

e il genere lineare assoluto pd) — 8; inoltre codesta retta, tolta una 
volta dalle curve canoniche impure, rimane ancora componente 
fìssa delle curve canoniche pure, rispondendo dunque ad un punto 
base semplice di \K\ sopra una superfìcie trasformata F (x).

Contiamo ora il numero dei parametri da cui dipendono le nostre 
Fq. Le jF5 passanti per la conica C e aventi un punto biplanare 0 
con una falda tangente al piano a dipendono da 37 parametri; e 
perciò le F6 con conica doppia, tacnodo e piano tacnodale assegnato 
saranno oo38.

(x) Anche in altro modo si può verificare che la Fe è una superficie di genere 
lineare assoluto pd) — 8 le cui curve canoniche pure possiedono come componente 
fissa la retta eccezionale. Basta invero trasformare quadraticamente la F6 mediante 
le quadriche che passano per la conica C e per un punto A di essa ; si ottiene così 
una superficie del 7° ordine con conica tripla, che possiede inoltre un punto doppio 
(di Nöther) O, con un tacnodo infinitamente vicino; codesto punto singolare 
(immagine di una curva ellittica fondamentale di grado — 1) dà luogo ad un punto 
base semplice per le curve canoniche segate dalle quadriche, parti variabili delle 
superficie cubiche aggiunte.

Siccome le singolarità assegnate per le F6 possono trasformarsi 
proiettivamente in altre singolarità comunque date nello spazio 
(non possedendo nessun invariante assoluto), ed anzi quelle singo­
larità sono trasformate in sè stesse da oo3 omologie, si vede che: 
le nostre FQ superficie canoniche con p = 4 e p(x> — 8, corrispondenti 
ad un sistema canonico dotato di punto base, dipendono da 35 inva­
rianti assoluti o moduli.

Anche qui il numero dei moduli è minore di quello (36) che ap­
partiene alle superfìcie canoniche jF7, sicché si è indotti a chiedere 
se le dette Fe costituicsano una particolarizzazione delle F7, corri­
spondente alla degenerazione di questa in una Fa e in un piano.

Ci limiteremo ad accennare in qual modo la cosa possa realiz­
zarsi. Se alla nostra F& si somma il piano y si ottiene una superfìcie 
F7 che possiede la conica tripla C ed inoltre due rette doppie infini­
tamente vicine coincidenti con a; la stessa F7 si può ritenere dotata 
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soltanto della conica tripla C e della retta doppia a, ritenendo come 
virtualmente inesistente la retta doppia infinitamente vicina ad a, 
che vogliamo considerare come linea di connessione fra la F6 e il 
piano y; così la F7 composta avrà il genere (numerico) della FG, 
che andrebbe aumentato di zero (genere del piano) e di zero (genere 
della linea di connessione). Si tratta di riconoscere che la degenere 
definita in tal guisa, tenuto conto della singolarità puntuale che la 
nostra costruzione viene ad assegnarle nel punto 0, può conside­
rarsi come caso particolare di una F7 canonica con curva doppia 
■C7 d’ordine 7 e genere 4 (iperellittica e dotata di un punto triplo). 
A tale scopo gioverà considerare la detta C7 come proiezione da un 
punto P di una C8 d’ordine 8 e genere 4 dello spazio &4? e quindi 
far degenerare la C 8 in una curva CQ di genere 3 appartenente ad 
un cono quad rico di vertice P ed avente in P un punto doppio, e 
in due rette a ed o incidenti fra loro, la prima delle quali sia una 
corda di C6 e l’altra passi per P: la proiezione di questa C8 dege­
nere, da P nello spazio ordinario, potrà ritenersi come curva limite 
di una C7 variabile che venga a degenerare in una conica tripla C e 
in una retta a giacente nel piano di C; questa curva degenere va 
completata col sommarle una curva infinitesima costituita dall’in­
torno del punto 0 traccia della retta o, in un piano per a. Si com­
prende in tal modo come anche il possesso del tacnodo della F6 possa 
risultare come limite del possesso della curva doppia C7 che definisce 
la famiglia delle F7.

Nota. - Per approfondire lo studio delle superfìcie con p = 4 
e pM — 8 occorre esaminare i casi in cui il sistema canonico |K|, 
irriducibile nelle sue componenti variabili, appartenga ad una in­
voluzione, dando luogo ad una superfìcie canonica multipla. Si è 
condotti ad esaminare superfìcie canoniche costituite da cubiche 
F g doppie, ovvero da quadriche F 2 doppie o triple. Senza indugiarci 
su questo esame ci limiteremo a indicare alcune famiglie notevoli 
che in tal guisa si ottengono.

Anzitutto si trova una F3 doppia che risponde al caso in cui le 
K, appartenenti ad un’involuzione razionale I2 (considerate*  sopra 
una trasformata senza curve eccezionali), abbiano un punto base. 
La F3, come nel precedente paragrafo, si riconosce a sezioni piane 
ellittiche (cioè non rigata) e la sua curva di diramazione risulta ora 
una curva d’ordine 2pM — 2 =14. Rappresentando codesta F8 
sopra il piano si ottiene un piano doppio con curva di diramazione 
C12 d'ordine 12, dotata di 5 punti &-pli e d'un punto [3, 31. Effetti­
vamente questo piano doppio ha come immagini (doppie) delle 
curve canoniche le cubiche per i 6 punti singolari di C12 e perciò 

p = 4 , pM = 8.
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Ora si può riconoscere che la famiglia delle superficie, coi generi 
p = 4 e p(!) = 8, definita dai nominati piani doppi rientra in quella 
delle Fq canoniche semplici, che corrispondono al caso di un sistema 
canonico dotato di punto base. Infatti si considerino le cubiche 
aggiunte ad una delle dette F6, cioè passanti per la sua conica doppia 
C2 e per il suo tacnodo 0 (nel piano di C2) ; fra queste superfìcie se ne 
prenda una F3 che tocchi in 0 il piano tacnodale di FQ e si costruisca 
il fascio

FI + = 0.

In questo fascio, per A = 0, si vede la FQ degenerare con conti­
nuità nella FI, con curva di diramazione d’ordine 14, sezione delle 
Fq fuori di C2: della curva di diramazione viene a far parte la retta 
che, contata due volte, costituisce la sezione ulteriore di FQ col 
piano di C2.

Una seconda famiglia di superfìcie canoniche multiple è quella 
delle quadriche doppie riferibili al tipo del piano doppio con curve 
di diramazione C12 = r -f- <7n comprendente una retta eccezionale r 
ed una <7n d'ordine 11 dotata di due punti 4-pii infinitamente vicini 
AA± su r e di due punti [3, 3] B e D, uno dei quali B, appartenga 
ancora alla retta r (essendo il punto triplo infinitamente vicino 
fuori di r). Le immagini doppie delle curve canoniche K sono qui le 
coniche per A e D, completate dalla retta eccezionale AAJF, perciò

p = 4 e — 8,
e sopra un modello della superfìcie senza curve eccezionali le curve 
canoniche avranno 3 punti base. La domanda se questi piani doppi 
rientrino nella famiglia definita dalle superfìcie canoniche F7 o 
in quella delle FQ (sistema canonico puro semplice con un punto 
base o una componente fìssa eccezionale) sembra dovere ricevere 
risposta negativa, sebbene il numero dei moduli da cui codesti piani 
doppi dipendono sia 33, cioè inferiore a quello delle dette F1 (che 
ne hanno 36) e delle F6 (che ne hanno 35). Invero non si vede come 
una superfìcie composta di una quadrica doppia e di due piani 
possa possedere le singolarità caratteristiche della F6.

Non c’indugeremo oltre sulle superfìcie canoniche multiple coi 
generi p — 4 e == 8, lasciando il problema delle quadriche triple 
canoniche coi detti generi; diremo soltanto che una ricerca di 
G. Pompilj (che avremo occasione di citare nel seguito) riesce ad 
escludere l’esistenza di questo tipo.

Infine ci limiteremo a segnalare che, per una classificazione com­
pleta delle superfìcie con p — 4 e pW = 8, converrebbe ancora esa­
minare le superfìcie canoniche multiple che potrebbero nascere in 
corrispondenza all’ipotesi di curve canoniche riducibili con una 
parte fìssa, le cui componenti variabili sieno di genere < pd).
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5. Superficie con p = 4 e pd) — 9.

Le superfìcie canoniche F8 di genere p = 4 e genere lineare (as­
soluto) pd) — 9 con un sistema canonico irriducibile semplice, 
senza punti base, si lasciano costruire con lo stesso metodo adoperato 
innanzi per p<F = 7,8. La F8 deve possedere, secondo le nostre for­
mule

t ----- 4

punti tripli, ed una superfìcie aggiunta d>3 avente, in questi, 4 punti 
doppi. Occorre considerare le F9 che passano triplamente per i 4 
punti doppi di 03 e dimezzare il sistema lineare delle curve da esse 
segate su 03.

Ricorrendo alla consueta rappresentazione della 03 sopra un 
piano, dove le sezioni piane hanno per immagini delle curve C3 
passanti per tre coppie di punti infinitamente vicini, PP19 QQX ed 
RRl, sopra una conica, il sistema metà da noi ricercato vien dato 
dalle curve del 9° ordine,

6« ^P^QJVRf}.

Queste curve sono sulla G3 oo21 curve del 12° ordine C12 di ge­
nere 10 e a priori costituiscono possibili curve doppie di superfìcie 
canoniche F 8. Ora osserviamo che una C32 la quale sia curva doppia 
per una F8 irriducibile sarà pure doppia per oo13F8, giacché stac­
cando la d>3 aggiunta restano oo12 superfìcie del 5° ordine F5 passanti 
per la stessa C12. Siccome le superfìcie cubiche con 4 punti doppi 
sono oo15, fra loro proiettivamente identiche, le nostre C12 appar­
tengono ad una famiglia che dipende da 21 invarianti assoluti. Se 
ammettiamo che ciascuna C12 sia curva doppia per una (e quindi 
per œ13) F8 irriducibile, si avranno oo34 F8 proiettivamente distinte, 
cioè il numero dei moduli delle nostre superfìcie canoniche verrà 
dato esattamente dalla formula

Jf = 10p — 2 pW + 12 = 40 —18 + 12 = 34.

Le ragioni esposte nel Cap. V, § 13, che tendono a stabilire l’an- 
zidetta espressione di M almeno come limite inferiore del numero 
dei moduli per le superfìcie di genere p > 3 (a sistema canonico 
semplice), inducono a ritenere che di fatto tutte le C12 definite in­
nanzi siano curve doppie per effettive F8 irriducibili (ciascuna per 
co13 di queste). Il risultato così induttivamente conseguito si può 
confermare col metodo di Fbanchetta, e così viene anche, almeno 
verosimilmente, confermato per questa classe di superfìcie il computo 
dei moduli, secondo la formula scritta innanzi. Anzitutto si riconosce 
che esistono effettivamente superficie canoniche irriducibili F8 aventi
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una C12 doppia, e ciò almeno quando questa C32 sia curva doppia 
per una superfìcie razionale F8, dotata altresì di un punto quadruplo 
isolato: le F8 che vengono associate in tal guisa ad una F8 razionale 
si ottengono per combinazione lineare della F8 con le superfìcie 
composte della subaggiunta 03 e di una F5 passante per la stessa 
C12. Quanto alla esistenza effettiva delle F8 razionali, si dimostra 
ricorrendo al sistema rappresentativo di esse nel piano, che è un 
sistema lineare co3 di curve di genere pA) = 9 con serie caratteri­
stica autoresidua, quale può definirsi per esempio mediante le curve 
di undicesimo ordine Cn (A^....Al2 dove i 17 punti A e B
appartengono ad una curva fondamentale del settimo ordine 
K7 (A*....A* 2

Dopo avere cosi dimostrato che esistono superficie canoniche ir­
riducibili F8, si è condotti altresì ad ammettere che il numero dei 
moduli da cui esse dipendono è esattamente

Jf = 10 p — 2 p(V + 12 = 34,
o quindi che tutte le C12 ottenute dal problema di bisezione spiegato 
innanzi sono effettivamente curve doppie di superfìcie canoniche 
F8; questa affermazione si giustifica almeno ove si ammetta che 
l’imposizione di un punto quadruplo alle nostre F8, porti per esse 
17 condizioni e non meno; giacché si ritrova in tal guisa il numero 
(34 —17 — 17) degli invarianti assoluti delle F8 razionali, quale si 
lascia valutare dalla rappresentazione piana.

Nota. - Anche per p.= 4 e = 9 s’incontrano superfìcie ca­
noniche multiple, che possono dar luogo a diversi casi. Ci limiteremo 
a segnalare due casi. Anzitutto la F t doppia a sezioni piane di genere 
2 (cioè dotata d’una retta doppia) con curva di diramazione d’ordine 
12, la quale si lascia rappresentare sul piano doppio con curva di di­
ramazione C14 d’ordine 14, dotata d’un punto 6-plo 0 e di 8 punti I-pli, 
A1A2....A8. Qui le curve canoniche hanno per immagini (doppie) 
le quartiehe per O2A1A2....A8, sicché risulta appunto

p — 4 e pA) = 9.
È agevole riconoscere che il nominato piano doppio o la corri­

spondente FI, rientrano, come caso particolare, nella famiglia delle 
superfìcie con p = 4 e — 9 definita dalle F8 semplici. Ciò ri­
sulta, con tutta sicurezza, dal computo dei moduli, perché gli inva­
rianti proiettivi della C14 di diramazione del detto piano doppio 
sono in numero di

119 — 19 — 64 — 8 = 28,
e questo numero riesce inferiore al numero dei moduli della famiglia 
cui le FI appartengono, che è certo

AI > 9p — 2pA> + 12 = 30.
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Un secondo caso notevole in cui -— per p = 4 e pd) = 9 — 
s’incontra una superfìcie canonica multipla è quello della cubica 
F3 doppia, con curva di diramazione d’ordine 16, la quale si lascia 
rappresentare sul piano doppio con C12 di diramazione dotata di 4 
punti A-pli, AiJL2.A3.A4, e di 2 punti [3, 3]: Br e B2. Qui le immagini 
delle curve canoniche K sono date dalle cubiche per A1A2A3AiB1B2; 
e si hanno due punti base di \K\ in corrispondenza a B2. I 
nostri piani doppi dipendono da 32 invarianti o moduli; non ci fer­
meremo ad investigare se essi rientrino o meno nella famiglia de­
finita dalle F8 semplici, cui appartengono 10p — 2pd) J- 12 = 34 
moduli.

6. Superficie con p — 4 e pd) > 9«

he difficoltà che già appariscono nella costruzioni delle super­
fìcie canoniche U8, con p = 4 e pd) = 9, vanno crescendo quando si 
passi ai valori superiori del pd). Il metodo che abbiamo seguito porta 
anzitutto alla bisezione d’un sistema lineare sopra una superfìcie

(n = pd) — 1), problema che non si lascia più risolvere così 
semplicemente quando si tratta di superfìcie non razionali. E questo 
caso si presenta già per le FQ con pd) = 10; poiché s’incontra qui 
una superfìcie aggiunta d’ordine 4, con

t = 10

punti doppi, e si tratta di dimezzare il sistema lineare segato sulla 
O4 dalle superfìcie F9 d’ordine 9 che passano triplamente per questi 
10 punti doppi.

Il problema che così si presenta per pd) = 10, 11 dà luogo 
alle seguenti osservazioni:

1°) Non si può in generale affermare che la bisezione del si­
stema segato sopra una 0n_5 con t punti doppi dalle Fn passanti tri­
plamente per essi sia possibile, e nemmeno che essa dia un sistema 
univo camente determinato.

2°) In ogni caso occorrerebbe ancora decidere se le ipotetiche 
curve C del sistema metà anzidetto, tutte o in parte, siano effetti­
vamente curve doppie per superficie Fn irriducibili.

3) Dalle osservazioni la) e 2a) segue che le superficie canoniche 
(semplici) dello spazio ordinario (p = 4, pd) — n -1- 1), anziché 
costituire un unico sistema continuo, potranno dar luogo per i va­
lori di n > 8 a più famiglie distinte (forse possedenti lo stesso nu­
mero di moduli AI = lOp — 2pd) -p 12 =' 50 — 2n). Questa cir­
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costanza non può sorprendere chi ha già visto, per i più piccoli va­
lori di n, esistere diverse famiglie distinte di superfìcie coi generi 
p e i) = n + 1, in corrispondenza alle superfìcie canoniche mul­
tiple.

Comunque, se la presente formula M = 48 — 2n sia giusta, per 
i valori maggiori di n, si troverebbe per n il limite superiore n — 24 
e quindi — 25.

Ma non si può affermare che questi limiti vengano realmente 
raggiunti, e neppure che essi non possano venire superati. Il metodo 
di ^ranchetta, che fa dipendere la costruzione delle superfìcie Fn 
da quella delle superfìcie razionali F'n con punto quadruplo isolato, 
vale soltanto a garantire l’effettiva esistenza delle superfìcie cano­
niche Fn fino all’ordine n = 10.

4°) Sebbene i risultati di questa analisi si concludano in qual­
che modo negativamente, lasciando insoluti i più vitali problemi, 
pure l’analisi stessa riesce a confermare l’intuizione di Noether, 
che le superfìcie non possano possedere in generale altri caratteri 
numerici indipendenti, che il pa e il pù) - infatti, le superfìcie cano­
niche semplici Fn (qui considerate per il valore p = 4) non sembrano 
dar luogo ad altri caratteri numerici non dipendenti dal pa e dal 

giacche tutti i caratteri della curva doppia (definita da una bi­
sezione sopra la <Fn-5 aggiunta) riusciranno perfettamente definiti.. 
Tuttavia conviene fare qualche riserva per ciò che concerne le su­
perfìcie canoniche Fn multiple, se queste (anche per valori più alti 
del p<D) possano dar luogo a famiglie distinte dalle semplici: qui 
interverrebbe come nuovo carattere l’ordine m di molteplicità di 
Fn o anche il numero s dei punti base del sistema canonico puro 
essendo

nm + 8 = p(1) — 1.

7. Superficie canoniche con p =  5 e p^ = 9«*

Il metodo che abbiamo disegnato innanzi per la costruzione delle 
superfìcie canoniche, di genere p — 4, nello spazio ordinario $3, 
si può anche applicare alla costruzione delle superfìcie di genere 
p > 4: senza uscire dall’ordinario 83, si riuscirà a costruire in questo 
delle superfìcie canoniche non normali, proiezioni, da punti esterni, 
di superfìcie canoniche normali di un iperspazio.

Il più semplice esempio si ha per p = 5 e p^ = 9. Qui si tratta 
di una superfìcie canonica F g, d’ordine p^ —1=8, che dovrà 
avere una curva doppia del 12° ordine C]2? appartenente alla su­
perfìcie cubica aggiunta O3. Quando p = 4, la S3 deve possedere 
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4 punti dóppi e la C12 risulta dalla bisezione del sistema lineare delle 
<?24 segate su 03 dalle superficie dell’8° ordine che passano tripla­
mente per questi 4 punti; invece per p = 5 si trova t = 0; quindi 
si ha una superfìcie cubica 03 affatto generale, e sopra questa si 
deve dimezzare il sistema delle C24 intersezioni complete colle su­
perfìcie d’ordine 8. Ciò conduce alle curve C12 intersezioni complete 
della 03 con superfìcie del 4° ordine P4; e ciascuna delle C12 è effet­
tivamente doppia per oo4 superfìcie F8. Ognuna di queste F8, 
possedendo ex?4 superfìcie aggiunte S4 (per C12) appare proiezione 
da un punto esterno di una superfìcie canonica F8 normale nello 
•spazio 84. La F8 canonica normale dello $4 si riconosce tosto essere 
intersezione completa di una quadrica a tre dimensioni P3 e di una 
varietà del 4° ordine V8. Infatti il- sistema delle superfìcie <P4 ag­
giunte ad F8 nello spazio -83, rappresenta un monoide del 4° ordine 
L3, che dal,suo punto triplo 0 (corrispondente alla 03 per C12) si 
proietta semplicemente sullo spazio &3. Le superfìcie dell’8o ordine 
F8 passanti doppiamente per C12 appaiono quindi immagini delle 
intersezioni complete del detto monoide con le quadriche L3. Ag­
giungasi che per una F8 di -^4 passeranno oo15 varietà del 4° ordine 
Lg, fra cui ce n’è una che possiede un punto triplo in un punto as­
segnato dello spazio stesso.

Concludiamo pertanto: le superficie di genere p — 5 e di genere 
lineare assoluto p01 — 9 (con sistema canonico irriducibile semplice, 
senza punti base) si lasciano rappresentare in generale sopra super­
ficie canoniche F 8 dello spazio $4, intersezioni complete di una gua- 
drica e di una varietà del 4° ordine.

Aggiungasi che le nominate superfìcie canoniche F8 di $4 pos­
seggono 44 invarianti assoluti, e così si trova ancora che il numero 
dei moduli da cui dipendono le superfìcie con p = 5 e pU) = 9 è 
dato dalla formula

M = 10 p — 2p(D + 12 = 44.

Ogni altra superfìcie, diversa dalla canonica, coi caratteri p = 5, 
p(i) = 9 (e con sistema canonico puro irriducibile, semplice) può 
-agevolmente trasformarsi nella superfìcie canonica F8. Per esempio 
si consideri la superfìcie del 6° ordine,F8 con conica doppia C nello 
spazio ordinario 88. Questa F6 è proiezione sullo 83 di una super­
fìcie F8 dotata di un punto doppio 0, che è intersezione completa 
di una quadrica V8 (rappresentata sullo 83 dalle superfìcie del 2° 
ordine per C) e di una varietà del 4° ordine PJ; infatti, presa insieme 
col piano di C contato 2 volte, la F6 costituisce una particolare F8 
passante 4 volte per la conica C.
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8. Superficie con p — 5 e 1) — 10.

Passando ora alle superfìcie F con p = 5 e pd) — 10 (con si­
stema canonico irriducibile, semplice) daremo anzitutto un esempio 
in cui è facile costruire la relativa superfìcie canonica F9, d’ordine 
9 (== p(2) — p(i) — 1) nello spazio $4. Invero si consideri in S3 la 
F = Fq del 6° ordine con 5 punti tripli A1A2....A57 per cui si ha ap­
punto p = 5 e p(D — 10. Le quadriche dello passanti semplice- 
mente pei 5 punti suddetti, sono le superfìcie 02 (== aggiunte 
alla Fq ( — Fn), secanti su FQ le curve canoniche. Ora il sistema di 
tali 02 rappresenta una varietà cubica Vf dello spazio $4, VI parti­
colare (studiata da Segue e Castelnuovo) che è dotata di 10 punti 
doppi in corrispondenza ai 10 spigoli del pentaedro AXA2....A^ 
Su questa FJ le varietà cubiche dello #4 (che in generale non passano 
per alcuno dei punti doppi) segano superfìcie F9 del 9° ordine, aventi 
per immagini in &3 le F6 che passano triplamente per MiM2....M^ 
Pertanto la F6 di $3 si lascia trasformare in una superfìcie canonica 
Fq dello $4, intersezione completa di due varietà cubiche di questo 
spazio, una delle quali è una V33 dotata di 10 punti doppi.

Ma le F6 con 5 punti tripli da cui siamo partiti costituiscono sol­
tanto una famiglia particolare di superficie con p = 5 e p<F = 10, 
ed è chiaro che ogni altra superfìcie con tali caratteri darà luogo 
in generale ad una Fq canonica dello $4 intersezione completa di due 
varietà cubiche: imperocché su tale F9 si riconosce facilmente che le 
oo34 varietà cubiche $4 segano un sistema lineare completo (aggiunto 
al sistema segato dalle quadriche) di dimensione 32.

D’altra parte tutte le Fq di $4, intersezioni complete di due va­
rietà cubiche, formano un sistema continuo coi medesimi caratteri 
p = 5 e = 10, sicché si può dire che il tipo generale delle super­
ficie semplici, corrispondenti ai generi p = 5 e p(i) = 10, è la super­
ficie Fq di $4 intersezione completa di due varietà cubiche, la quale 
dipende da

2-34 — 2 — 24 — 42

invarianti assoluti e perciò possiede AI moduli:

AI = 10p — 2pM + 12 ---- 42.

Ê interessante vedere come la nominata superfìcie canonica si 
lasci costruire col metodo spiegato nei precedenti paragrafi, a par­
tire da una sua proiezione dello stesso ordine, che è una superfìcie 
canonica non normale Fq dello spazio $3, dotata d’una curva doppia 
C18 d’ordine 18, appartenente ad una superfìcie del 4° ordine A4. 
Perciò giova rilevare che la proiezione F9 di una F9f fatta da un 
punto esterno O, deve possedere t — 6 punti tripli, i
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quali rispondono alle 6 rette per 0 della varietà cubica che passa per 
e per 0 stesso (+ e quindi appartengono ad una conica C2 (2). 
Ora si vede che la C18 doppia di F8 deve appartenere ad un si­

stema metà di quello segato sulla 04 aggiunta delle superfìcie di 9a 
ordine passanti triplamente per i 6 punti che sono doppi

P) È noto ed ovvio che sopra una Vf di -94, e per un punto O di essa, vi sono
6 rette, le quali appartengono alla superficie sezione di Vf collo spazio S3 tangente 
in O, e perciò stanno sul cono quadrico osculatore a questa in O.

(2) A priori si potrebbe credere che le superficie del 4° ordine con 6 punti 
doppi sopra una conica costituiscano un sistema contenuto in un altro sistema più 
ampio di 04 con 6 punti doppi, non più appartenenti ad una conica. In realtà le 
superficie del 4° ordine con 6 punti doppi si distribuiscono in più sistemi continui 
oo28, uno dei quali, non ampliabile, è costituito appunto dalle 04 con i 6 punti 
doppi sopra una conica. Che vi siano 04 con 6 punti doppi non appartenenti ad 
una conica si vede subito, fissando 5 punti doppi in posizione generica, Av A2,. . ., 
A5, e imponendo quindi un punto doppio (in posizione non assegnata) alle 04 
del sistema lineare di dimensioni 34 — 20 — 14, così definito: si ottengono in tal 
guisa oo2804 con 6 punti doppi, non appartenenti ad un piano. Ma, d’altra parte, 
se s’impone ad una 04 di possedere un piano tangente lungo una conica (7, le 
oo4 sestiche segate sulla 04 dalle quadriche per C (fra le quali si trovano oo2 qua- 
driche spezzate nel piano di C e in un altro piano variabile), incontreranno la C 
in 6 punti fissi, che risultano doppi per 04 ; ora è facile vedere che l’imposizione di 
un piano tangente lungo una conica, porta appunto per 04 6 condizioni (quali si 
esprimono esigendo che 04 contenga una conica autoresidua rispetto a] sistema 
delle sezioni piane) : si deduce quindi che le 04 con 6 punti doppi sopra una conica 
formano esse pure un sistema continuo oo28 di superfìcie del 4° ordine con 6 punti 
doppi.

Riteniamo che sopra una superficie 04, dotata di 6 punti doppi non apparte­
nenti ad una conica, non sia generalmente possibile bisecare il sistema segato 
dalle superfìcie del 9° ordine che passano triplamente per i 6 punti: il problema 
andrebbe esaminato rappresentando la 04 sopra un piano doppio, per proiezione 
da uno dei suoi punti doppi.

per la detta 04. La bisezione di questo sistema | C361 si ottiene fa­
cilmente osservando che le C18 del richiesto sistema metà si lasciano 
definire come curve appartenenti al sistema somma del sistema 

I C1QI, segato su 04 dalle superfìcie generali del 4° ordine passanti per 
BXB2,:,.B^, e della conica C2 secondo la quale il piano di C2 tocca A4.

La 04 è una superfìcie regolare di genere 1, con curva canonica 
d’ordine zero, e perciò ogni sistema lineare privo di punti base (in 
punti semplici) su di essa ha la dimensione eguale al genere n. Per­
tanto il sistema | C161, di grado 64 — 2 • 6 = 52, ha il genere eguale 
alla dimensione 26 + 1 = 27. Sommando al |C16| la conica C2. 
di genere 0, che sega la C16 (fuori di L4L2....Lg) in 2 punti, si otten­
gono C18 di genere

n = 27 + 0 + 2 — 1 = 28. * 6
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Quindi anche la dimensione del sistema |C18| vale 28, e supera 
di 1 quella del sistema |C16| cui si sommi la conica fìssa C2: ciò 
significa che il sistema | C18\ è irriducibile. Ordunque abbiamo otte­
nuto sopra la 04 con 6 punti doppi appartenenti ad una
conica, oo28 curve C18, generalmente irriducibili, dotate di 6 punti 
tripli in BiB2....Bg, che sono a priori «possibili» curve doppie per 
superfìcie canoniche non normali F8. Ammettiamo che, fra queste 
C18, ve ne siano oo*  (x < 28) per cui passino doppiamente effettive 
superfìcie F'9 irriducibili. Ognuna di queste C18 appartiene allora, 
nome curva doppia, a oo5 F'Q irriducibili, essendovi già una e quindi 
oo4 F8 spezzate nella 04 e in una F6 per essa. Si avranno quindi 
ooæ+5 F'q con curva doppia C18 appartenente ad una data S4 (do­
tata di 6 punti doppi sopra una conica). Ma vi sono oo14 04 cogli 
stessi 6 punti doppi e, mutando questi, si ottengono oo28 O4, sicché 
si avranno, nello spazio $3, oo28+a;+5 F8; fra queste ve ne sono oo15 
proiettivamente identiche ad una data, e oo19 birazionalmente iden­
tiche rispondenti a proiezioni di F9 dello $4 da oo4 centri diversi; 
perciò il numero delle F9 e delle F9, birazionalmente distinte, cioè 
il numero dei moduli delle dette superfìcie canoniche risulta:

M = 28 + x + 5 — 19 - x + 14,

e poiché si sa d’altra parte che

M = 42,
si deduce

x = 28. .

Vuol dire che ((tutte le curve C18 ottenute dalla bisezione indicata 
■innanzi, sono curve doppie di superficie canoniche non normali F9J 
affettivamente esistenti e generalmente irriducibili ».

Terminiamo proponendo allo studioso alcune

Domande. - Se fra le superfìcie a sistema canonico semplice, 
per p = 5 e p(= 10, esistono o meno superfìcie su cui questo si­
stema possegga un punto base, conducenti perciò a superfìcie ca­
noniche Fs di &4, o a F g dello con curva doppia Cu d’ordine 
11. E se tali superfìcie rientrino come casi particolari nella, famiglia 
delle Bg, o delle F9, con 42 moduli, che abbiamo descritta. Se, d’altra 
parte, rientrino come casi particolari nella famiglia delle F9j o 
delle F9, superfìcie in cui il sistema canonico (possedente un punto 
base) è composto con un’involuzione razionale Z2, cioè F8 che si 
riducono ad doppie, rappresentabili sul piano doppio con curva 
di diramazione C12, d’ordine 12, dotata di 4 punti 4-pli e d’un punto 
[3, 3]: si noti che questo piano doppio ha giusto i caratteri p = 5 
e p<d — 10, e che dipende soltanto da 41 moduli.
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Nota. - Passando al caso p — 5 e p(d — 11/ si osservi ora il 
piano doppio con C12 di diramazione dotata di 3 punti 4,-pli e di 2 
plinti [3, 3], che ha i generi p — 5 e p( 1> = 11 e il sistema canonico 
(non semplice) con 2 punti base: questo piano doppio, che conduce 
ad una quartica canonica doppia con C18 di diramazione, dipende da 
40 moduli. Se le superfìcie canoniche semplici F10 di (con p = 5 
e pW --= 11) dipendono egualmente da M = 10^ — 2pli) -|- 12 = 40 
moduli, vuol dire che, come è da ritenere probabile, si avranno per 
p — 5 e p(1) — li due famiglie distinte di superfìcie: le F1Q e le F^ 
doppie indicate. Qui giova avvertire che esistono certo Fl0 canoniche 
semplici dello spazio $4; si ottengono particolari F10 (dotate di una 
retta doppia) partendo da una Fe dello spazio ordinario con 4 punti 
tripli e 1 tacnodo.

9. Le superfìcie sopra una varietà a 3 o più dimensioni.

Anziché proseguire l’analisi dei precedenti paragrafi, preferiamo 
indicare come possano ottenersi notevoli esempi di superfìcie cano­
niche iperspaziali, con costruzione diretta, in rapporto alla geo­
metria delle varietà a più di 2 dimensioni.

Quando si passa dalle superfìcie alle varietà a 3 o più dimensioni, 
K'incontrano tre ordini di proprietà:

1°) proprietà di ordine generale, che si presentano come na­
turale estensione di quelle delle curve e delle superfìcie, e che quindi 
è lecito ritenere come note; alcune di queste sono già indicate da 
M. Noether nella sua memoria fondamentale dei Math. Ann. Bd. 8;

2°) proprietà più o meno previste o prevedibili come esten­
sione di quelle delle superfìcie, che tuttavia possono esigere dimo­
strazioni meno evidenti, e talvolta anche difficili;

3°) proprietà affatto nuove ed inaspettate che non hanno alcun 
riscontro nella teoria delle superfìcie /).

0) Come esempio ricordiamo i risultati di Fano ed Enriques intorno alle 
questioni di razionalità; involuzioni dello spazio non razionali; diversi tipi di va­
rietà contenenti una congruenza di curve razionali, eco.

Fra i lavori sulla geometria delle varietà citiamo: F. Severi, Fondamenti per 
la geometria sulle varietà algebriche (Rend, del Ciro. Mat. di Palermo, vol. XXVIII, 
1909). A. Rosenblatt, Varietà algebriche a tre e più dimensioni (Atti del Congresso 
Internazionale dei Matematici, 1928) die è un rapporto completo dei risultati con­
seguiti in questo campo. In esso si trovano anche estese indicazioni bibliografiche. 
B. Segre, Quelques résultats nouveaux dans la géométrie sur une V3 algébrique 
(Mémoires de l’Académie R. de Belgique 2e s., t. XIV, 1936).

Enriques F. - Super fide algebriche. 19
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Prenderemo iti considerazione soltanto il primo ordine di pro­
blemi concernenti la teoria generale dei sistemi lineari di superfìcie 
che appartengono ad mia varietà a 3 dimensioni, i sistemi aggiunti^ 
il sistema canonico, e gli invarianti a cui esso dà luogo.

Per semplicità di discorso ci riferiamo ad una varietà a 3 di­
mensioni V, priva di singolarità in un conveniente iperspazio, e 
consideriamo sopra di essa sistemi lineari di superfìcie privi di punti 
o linee base. Una superfìcie F su V appartiene in generale ad un si­
stema lineare completo | F |, e si può operare su tali sistemi — come 
sui sistemi lineari di curve su una superfìcie — per somma e sot­
trazione.

Se il sistema \F\ ha la dimensione almeno eguale a tre, ogni si­
stema triplamente infinito contenuto in F possiederà una super­
ficie jacobiana Fh luogo dei punti doppi delle sue superfìcie; le Ff 
relative ai vari sistemi contenuti totalmente in \F\ sono equiva­
lenti fra loro, e determinano un sistema lineare completo: il sistema 
jacobiano di \F\, che indicheremo con \Fj\.

Analogamente a ciò che accade per i sistemi di curve sopra una 
superfìcie sussiste il teorema fondamentale espresso dalla relazione:

\(F + ^\ - |^ + 40’ = |4F +
e la differenza

|jv-4jq

definisce il sistema canonico di V (T), effettivo o virtuale, mentre il 
sistema aggiunto ad F è dato da

\F'\ = \Fj-3F\.

Se la varietà Vn d’ordine n appartiene allo spazio a 4 dimensioni 
$4, essa possiederà in generale una superfìcie doppia F, i cui punti 
rispondono alle coppie neutre del sistema delle sezioni iperpiane sopra 
una varietà trasformata; e, salvo che si abbiano singolarità più 
complicate, il sistema canonico viene segato dalle varietà aggiunte 
0„_5 d’ordine n — 5, definite*  semplicemente dal passaggio per la 
superfìcie doppia F. Invece le aggiunte 0n_4 segheranno sulla Un­
ie superfìcie aggiunte alle sezioni iperpiane.

Quando la varietà Vn di possegga singolarità più alte, cioè 
una superfìcie multipla d’ordine i > 2 ovvero una curva i-pla 
(i > 2) o un punto i-pio isolato (i > 3), le varietà 0 aggiunte a

(1) È appena necessario avvertire che le superficie canoniche, così definite 
rispetto a trasformazioni irrazionali sopra'la varietà V, non si debbono confondere 
con le superficie proiettivamente canoniche, che sono definite, in uno spazio 
dalla proprietà che le loro sezioni iperpiane sono curve canoniche (della stessa 
superficie).
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Vn saranno definite in generale dalle condizioni di passare i — 1 
volte per ogni superfìcie Fpla, i — 2 volte per una curva i-pla e 
i — 3 volte per un punto i-plo isolato.

Sopra una varietà F a 3 dimensioni (appartenente o meno ad 
uno spazio $4) le superfìcie F' del sistema aggiunto ad un sistema 
\F\ segano una F generica secondo curve canoniche; e, viceversa, 
questa proprietà caratterizza le superfìcie aggiunte F', quando il 
sistema |.F| non abbia superfìcie fondamentali.

I caratteri del sistema canonico di una varietà porgono altret­
tanti caratteri invarianti della V stessa, già incontrati da Noether. 
Sono :

1°) la dimensione del sistema canonico, aumentata di un’unità, 
cioè il numero delle superfìcie canoniche linearmente indipendenti, 
che è il genere geometrico principale P (o Pg) di V;

2°) il genere geometrico pg e il genere lineare pd) delle super­
fìcie canoniche che si definiscono rispettivamente come genere su­
perficiale pg e genere lineare pd) della varietà V,

II genere x della curva K intersezione di due superfìcie canoniche, 
e il grado y del sistema canonico (numero dei punti comuni a 3 
superfìcie canoniche) non costituiscono dei nuovi caratteri di V, 
perchè si esprimono in funzione dei precedenti in base alle formule

2x y — 1 = pd)
4p — pd) — 1 == pd),

le quali traducono il fatto che 12K | è il sistema canonico della su­
perfìcie canonica. Si hanno dunque tre soli caratteri indipendenti, 
come già è stato notato da Noether.

Di fronte ai caratteri geometrici si possono definire per V i 
caratteri numerici: il genere numerico principale Pa e il genere nu­
merico superficiale pa (x).

Dalle cose dette segue che, se si ha in una superfìcie F inter­
sezione completa di due varietà Vm e Vn degli ordini m ed n, prive di 
singolarità sopra la J7, il sistema canonico viene segato dalle varietà 
d’ordine m + n — 5 (2); si ha qui l’estensione del noto teorema di 
Noether per le curve gobbe (3).

Se la F non è intersezione completa di Vm e Vn, ma queste s’in­
contrano ulteriormente secondo un’altra superfìcie Fx, allora sulla 
F il sistema canonico viene segato dalle varietà d’ordine m -j- n — 6 
che passano per Fx,

(x) Cfr. Severi, 1. c.
(2) Cfr. Severi, Su alcune questioni di postulazione. Rend. Cire. Mat. di Pa­

lermo, vol. XVII, 1903.
(3) Cfr. Enriques-Chisini, op. cit., Libro V, cap. V, § 41 (vol. Ili, pag. 528).
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In modo analogo, se nello spazio ad r dimensioni si hanno r — 2 
ipersuperfìcie (varietà ad r— 1 dimensioni), degli ordini n17 n2, ,
nr_2, prive di singolarità, che s’incontrino in una superfìcie composta 
F + Fx, sulla F le curve canoniche vengono segate dalle ipersu­
perfìcie d’ordine + na + .... + nr_2 —-r — 1 passanti per Fx.

10. Esempli di superficie canoniche iperspaziali.

Le nozioni precedenti conducono a semplici esempi di superfìcie 
proiettivamente canoniche negli iperspazi. Anzitutto si consideri 
nello spazio la superfìcie intersezione completa di due varietà 
Vm e Vn senza punti singolari. Questa sarà una superfìcie canonica 
se ,m + n — 5—1, 

giacché, per quanto si è detto, gli iperpiani segheranno su questa 
le curve canoniche. Qui si riottengono i due tipi già indicati innanzi: 
la superfìcie F8 intersezione di una quadrica e di una varietà Ff, 
per cui p — 5 e p(i) — 9; e la superfìcie _F9, intersezione di due va­
rietà cubiche, per cui p — 5 e pW = 10.

Ma, più in generale, saranno superfìcie canoniche dello spazio 
&r, le intersezioni complete di r — 2 ipersuperfìcie, degli ordini 
n17 n2, ...., nr_2, quando questi ordini ( > 2) siano tali che si abbia

Hi 4~ h2 -f- .... 4~ Hr_2 — t — 1 — 1, 
cioè

+ n2 + .... + nr_ 2 = r + 2.
Questa relazione, tenuto conto che deve essere nt > 2, fornisce 

alcune notevoli superfìcie canoniche, quali sono le seguenti.
Nello spazio $5 si ha la superfìcie F12 con p — 6 e p^ = 13, 

intersezione completa di due quadriche e di una varietà cubica. 
E nello spazio 86 si ha la F16 con p = 7 e pM — 17, intersezione com­
pleta di 4 quadriche.

Questi esempi rientrano in famiglie più generali di superfìcie 
canoniche, quali si lasciano definire come intersezione di una varietà 
normale a 3 dimensioni di un iperspazio a curve sezioni ellittiche 
ovvero proiettivamente canoniche, con una ipersuperfìcie rispetti­
vamente d’ordine 3 o 2.

Per le V2 dello spazio fi'r, con n = 2r — 4, a curve sezioni proiet­
tivamente canoniche (*),  che supponiamo prive di punti singolari, 

(* 1) Varietà di questo tipo sono i coni che proiettano una superficie con tutti
i generi uguali ad 1 da un punto esterno allo spazio che la contiene. Per i primi va­
lori dell’ordine questi coni sono contenuti in famiglie più ampie di varietà senza 
punti singolari. Comunque il ragionamento del testo sembra estendibile anche ai 
coni, con lievi modificazioni.
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si noterà che le loro sezioni iperpiane F sono superfìcie di genere 1 
con curva canonica d’ordine zero, e perciò il sistema \F'\ aggiunto 
ad F è costituito dalla sola superfìcie d’ordine zero. Per conseguenza 
il sistema aggiunto a \2F\ è

1(2 P)'| = I F\-

quindi le superfìcie F, ossia gli ip er piani dello spazio 8r segano curve 
canoniche sopra le superfìcie di \2F\ ossia sulle intersezioni delle 
quadrich e.

Quanto alle FJ dello spazio 8n+1 (n > 3) a curve sezioni ellittiche (*),  
che sono razionali, avendo le sezioni normali, basterà notare che le 
intersezioni delle quadriche, e perciò le superfìcie del sistema \2F\, 
doppio del sistema \F\ delle sezioni iperpiane, sono superfìcie coi 
generi uguali ad 1, e con curva canonica d’ordine zero: infatti le 
superfìcie di \2F\ hanno come sezioni iperpiane curve d’ordine 2n, 
di genere n + 1, appartenenti a spazi ad n dimensioni, e quindi curve 
canoniche. Segue di qui che il sistema \2F\ possiede come unica 
superfìcie aggiunta la superfìcie d’ordine zero, e perciò il sistema ag­
giunto a |3P| è

|(3F)'| =F,

sicché le superfìcie F, ossia gli iperpiani dello spazio 8n+1 segano sulla 
intersezione di FA con una varietà cubica, le loro curve canoniche.

In conclusione, abbiamo ottenuto due serie di superficie cano­
niche, di genere p, nello spazio

1°) le superficie F3i)_6, d’ordine 3p — 6 (r — p — 1, n — p — 1), 
con p(i) — 3p — intersezioni complete di una ipersuperficie cubica 
con una varietà razionale normale a curve sezioni ellittiche, FJ-2:.

2°) e le superficie Fip~12, d’ordine àp — 12, con p(i) — 4p —11 
(r — p — 1, n = 2p — 6) intersezioni complete di una quadrica con 
una varietà Ff39-6, a curve sezioni proiettivamente canoniche.

Vedremo più avanti altre classi di superfìcie canoniche definite 
sulla varietà a 3 dimensioni a curve sezioni razionali. Qui non ci 
indugeremo ulteriormente sulla costruzione delle superfìcie cano­
niche degli iperspazi, limitandoci a segnalare recenti lavori, che si 
riattaccano in qualche modo all’argomento, in cui questo esame 
viene proseguito, con la costruzione di altri esempi interessanti: 
G. Fano, « Superfìcie algebriche e varietà a 3 dimensioni a curve 
sezioni canoniche », Atti Acc. Lincei, 1936; «Su alcune varietà al-

F) Le varietà a 3 dimensioni a curve sezioni ellittiche sono classificate nelle 
nota di F’ Enriques, Sui sistemi lineari di superfìcie algebriche le cui intersezioni 
variabili sono curve ellittiche. Rendic. Acc. Lincei, maggio-giugno 1894. Cfr. Math. 
Annalen, Bd. 46.
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gebriche a 3 dimensioni aventi curve sezioni canoniche » in « Scritti 
matematici offerti a L. Berzolari », pag. 329 (1936); «Sulle varietà 
algebriche a tre dimensioni a curve sezioni canoniche », Mem. 
Acc. d’Italia, 1937.

L. Godeaux, « Sur la construction d’une surface canonique », 
Bull, de la Soc. Math, de Liège 6, (1936); «Sur une surface cano­
nique appartenant à la variété de Segre représentant les couples de 
points de deux plans », Bull, de l’Académie Belgique, 22, (1936) ; 
« Sur les surfaces algébriques dont les sections hyperplanes sont des 
courbes canoniques », I, II, III, Bull, de la Soc. Math, de Liège, 
6, (1937), « Construction d’une surface canonique, du septième 
ordre », Bull, de la Soc. des Sciences de Liège, 1944; « Construction 
d’une surface canonique du huitième ordre », Bull, des Sciences 
math., 1944; «Construction d’une surface canonique du neuvième 
ordre », Bull, de l’Acad. de Belgique, 1944.

P. Bourniat, « Note sur quelques surfaces canoniques et sur des 
surfaces de genre un», Bull, de l’Acad. de Belgique 5, 22, (1936); 

« Note sur quelques surfaces canoniques », Acad, de Belgique 3, 
22, (1936); «Sur des hypersurfaces et variétés canoniques», Acad, 
de Belgique (5), 23, (1937).

E. A. Maxwell, « Regular canonical surfaces of genus three and 
four », Proc. Cambridge phil. Soc., 33, (1937.)

11. Minimo valore del genere lineare rispetto al genere superficiale.

Già dalla costruzione delle superfìcie canoniche appare chiaro 
che il genere lineare (assoluto) pd) di una superfìcie non può scendere 
al di sotto di un certo valore minimo, in corrispondenza ad un dato 
genere superficiale p, (o pj, almeno se le curve canoniche sono irri­
ducibili, ciò che esclude, per p >2, le superfìcie con pd) =1. Ora 
ci proponiamo di dimostrare, senza eccezione alcuna, che per le su­
perficie con pd) > 1 U minimo valore del pd) rispetto al p o pg (> 2) 
è dato da

pd) — 2p — 3.
In altre parole si ha

pd) > 2p — 3,
o, ciò che è lo stesso,

pd) -j- 3
il massimo del p rispetto al pd) (> 1) è ---- ----- •

Questa diseguaglianza viene stabilita dal Noether, pel caso dì 
curve canoniche (pure) irriducibili, nella sua memoria dei Math. 
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Ann. Bd. 8 (1875). Se si suppongono le curve canoniche K irriducibili, 
essa è una conseguenza del teorema del Clifford per cui l’ordine di 
una serie speciale grn sopra una curva qualsiasi è n >2r (1). Infatti 
per la serie caratteristica del sistema \K\ il grado vale n — pd) — 1 
e la dimensione r = p ~~ 2, sicché

(1) Cfr. Enriques-Chisini, Op. c., Libro V, cap. I, § 11 (vol. Ili, pag. 87).
(2) Cfr. Enriques-Chtsini, Op. c., Libro V, § 12, voi. Ili, pag. 97.

pd) — 1 2p — 4.

Ma la stessa diseguaglianza è valida comunque le K canoniche 
si ammettano riducibili purché la parte variabile sia spezzata in 
curve di genere jt> 3. Anzitutto se le loro componenti variabili 
k sono irriducibili il loro grado-vale n < pd>— 1 (Cap. IV, §18), 
mentre la dimensione di \k\ è quella stessa di \K\ cioè p — 1 ; 
si ha quindi

n > 2p — 4 
e a fortiori

pli) — 1 > 2p — 4
pd) > 2p— 3.

Se poi le k variabili si suppongono composte con p —-1 curve d’un 
fascio, di genere n > 3 il genere di | k | ( <; pd)) sarà

‘ ^(p-1)(7l-l)-i-l;
si deduce

pi1) > 2p — 1.

Ora se per una superficie il genere p (>2) raggiunge il massimo 
pd) -p 3

p — ----g----(pd) > 2), Ze cww canoniche sono irriducibili iperel-
Uniche.

Infatti, se le K sono irriducibili, per la serie caratteristica grn 
su una K (n = pd) — 1, r = p — 2) deve aversi n = 2r, e ciò porta 
appunto che la K sia iperellittica (2). Se poi le K fossero riducibili, 
il ragionamento si ripeterebbe per le loro componenti variabili che 
sono certo, queste, irriducibili (altrimenti pd) >2p4-l): le A 
risultano così iperellittiche e conducono ad una superfìcie canonica 
doppia, riferibile al piano doppio che indichiamo in appresso, per 
cui risulta a posteriori non esservi componenti fìsse di | K [.

È notevole che, per le nostre superfìcie con p massimo, risulti 
cosi escluso anche il caso che le curve canoniche pure K contengano 
componenti fìsse eccezionali, ossia | JBT | possegga qualche punto 
base (sopra un modello privo di curve eccezionali) : invero, se vi sono 
r punti base risulta

pd) > 2p — 3 + s-
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La superficie canonica corrispondente ad un p massimo (pù> =2p —
— 3) è una superfìcie normale a curve sezioni iperpiane razionali,, 
d’ordine p — 2, nello e perciò si lascia rappresentare sul piano 
mediante un sistema lineare di curve appartenente ad uno dei se­
gnen ti tipi 0) :

I) rete delle rette,
II) sistema oo5 delle coniche,
III) sistema delle curve d’ordine n con un punto base 0 di 

molteplicità n — 1, ed eventualmente anche un altro punto base 
semplice distinto da 0, ovvero più punti base semplici, infinita­
mente vicini ad 0.

I piani doppi i cui sistemi canonici hanno per immagini tali si­
stemi di curve razionali sono rispettivamente:

I) il piano doppio con curva di diramazione C8 dell’80 ordine:: 
p = 3, pW = 3;

II) il piano doppio con curva di diramazione (710 del 10°*

(1) Cfr. Enriques-Chisini, Libro V, cap. II, § 22, vol. Ili, pag. 194.
(2) Cfr. F. Enriques, Sopra le superfìcie algebriche di cui le curve canoniche 

sono iperellittiche, Rendic. Acc. Lincei, serie V, vol.‘V, pag. 191 (1896).

ordine; p — 7, = 9;
III) il piano doppio con curva di diramazione C2n+6, d’ordine 

2n + 6, avente un punto 2^-plo 0 : p = 2n + 1, pd) — 4n —- 2; e
IH') casi particolari del tipo III) dove la curva di diramazione 

(che può supporsi d’ordine non abbassatale con trasformazioni qua­
dratiche) possegga, oltre 0, un punto 6-plo o 4-pio, essendo p =
— 2n — 2, pW = 4n — 8 o rispettivamente p = 2n, p<x) — 4N — 4.

Invero, come si è detto, sono da escludere quei tipi di piani doppi 
per cui la serie caratteristica del sistema canonico puro \K\ abbia 
qualche punto fìsso (punto base di \K\): così p. es. un punto [5, 5] 
ovvero un punto [3, 3].

Enunciamo frattanto < che : le superfìcie di genere superficiale 
p > 2 con > 1, per cui il genere lineare assoluto pd) raggiunge 
il minimo, pM — 2p — 3, sono fttppresentabili sopra un piano doppio■ 
appartenente ad uno dei tipi I), II) III) e III ) (2).

Alla diseguaglianza di Noether
pM + 3 

p < ,,

si può sostituire un’altra diseguaglianza più espressiva che vale 
per le superfìcie con sistema canonico semplice (p > 3), e che è stata 
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messa in luce da Castelnuovo (*).  Quando il sistema canonico è irri­
ducibile 'e semplice, il genere superficiale (p o pg >2) non può superare 

D + 6

d) G. Castelnuovo, Osservazioni intorno alla geometria sopra una superfìcie. 
Nota II. (Rendic. 1st. Lomb., serie II, vol. XXIV, 1891). « Memorie Scelte », nu­
mero XVIII.

(2) Cfr. p. e. Enriques-Ghisini, 1. c., Libro V, cap. I, vol. Ili, pag. 85.

il valore -— — • si ha dunque

®(i) 4- 6p < u— ---- , p(i) >3p — 6.

Per dimostrare questa diseguaglianza conviene partire da un. lemma 
di Bertini concernente la serie autoresidue che possono apparte­
nere ad una curva di genere n. Sopra la curva che contiene una tale 
grn si assumano due gruppi G e G' della serie, che abbiano a comune 
un gruppo P di r — 1 punti generici; se la serie è semplice (cioè 
non composta con un’involuzione), G e G' non avranno altri punti 
in comune oltre agli r — 1 punti di P, e il gruppo r non potrà ap­
partenere ad una serie lineare gsr~ di dimensione s > 0. Ciò posto, 
il teorema di Riemann-Roch dice che il gruppo G della g*  presenta 
n — r condizioni ai gruppi canonici che debbano contenerlo (?). 
Inoltre il gruppo G' presenterà n — r — (r — 1) = n — 2r -|- 1 con­
dizioni (a priori non indipendenti), ai gruppi canonici che ne con­
tengono già r — 1 punti, e perciò a quelli che siano già stati costretti 
a contenere il G. Quindi il numero delle condizioni perchè un gruppo 
canonico contenga G + G' — F è minore o uguale di

n — r (n — 2r -j- I) 2n — 3r + 1.

Ora i gruppi canonici soddisfacenti a queste condizioni non pos­
sono essere più di uno, cioè coincidono col G + G', per cui i punti 
di P sono doppi; altrimenti il P (che è costituito di r — 1 punti 
generici della curva, con r < n), dovrebbe appartenenere ad una 
serie gsr_ 1? con s > 0. Si deduce che

2 n — 3 r 4-1 > n — 1,
essendo n — 1 il numero delle condizioni che valgono a determinare 
il G -j- G' entro la serie canonica.

Ma poiché la grn è autoresidua,

n — n — 1, 
quindi

n — 3r > 0.
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Applichiamo questa formula alla serie caratteristica, semplice, 
del sistema canonico sopra una superfìcie di generi p e p<ed avremo

n = n — 1 — pM — 1 ; r — p — 2, 
e quindi

p(1) — 3p + 6 > 0, c. d. d.

(x) Le varietà a tre dimensioni a curve sezioni razionali sono: serie razionali 
semplicemente infinite di piani, ovvero coni del 4° ordine proiettanti da un punto 
le superficie di Veronese, quali vengono rappresentate sullo spazio ordinario da 
quadriche tangenti in un punto. Cfr. F. Enriques, Sui sistemi lineari di superficie 
algebriche ad intersezioni variàbili iperellittiche. Acc. Lincei, 1893. Cfr. Math. Ann., 
Bd. 46.

OASFEL^novo, dopo avere scritta questa diseguaglianza, che de­
duce appunto dalla formula di Bertini, porge effettivi esempi di 
superfìcie con sistema canonico irriducibile semplice, per cui il 
genere p raggiunge il massimo rispetto al p(D, ed anzi riesce a deter­
minare 1 "intera famiglia delle superficie per cui codesto massimo è 
raggiunto. I primi esempi sono:

1°) la superfìcie del 5° ordine di &3 per cui p — 4 e pW = 6;
2°) la superfìcie canonica F8 dello spazio a quattro dimensioni, 

intersezione di una quadrica con una varietà del 4° ordine, per cui, 
come si è visto, p — 5 e pd) — 9;

Zo) la superfìcie che si ottiene in $6 sopra il cono a tre dimen­
sioni del 4° ordine, che proietta da un punto 0 una superfìcie di Ve­
ronese, intersecandolo con una ipersuperficie del 4° ordine che passi 
per un cono quadrico a due dimensioni, di vertice 0, giacente su 
di esso: x--7, pW = 15.

Lasciamo allo studioso di verificare che la F±i così costruita è 
■effettivamente una superfìcie canonica.

Per p > 7 le superficie canoniche semplici, d’ordine p<P — 1, il 
■cui genere lineare ha il minimo valore p(i) = 3p — 6, si ottengono come 
intersezioni di una varietà semplicemente infinita di piani Vf-3 d"or­
dine p — 3 nello con una ipersuperficie del 4° ordine, V£_2? Pas­
sante per p — 5 piani della V%~3.

Ci limiteremo a accennare come si giustifichi che una superfìcie 
F d’ordine 3p — 7 ottenuta in tal guisa, sia effettivamente una su­
perfìcie canonica dello 8^. A tal uopo conviene ricordare come la 
varietà V3“3 a sezioni iperpiane razionali (x) venga rappresentata 
nello spazio per proiezione da p — 4 dei suoi punti: il sistema rap­
presentativo è costituito da co25“1 superfìcie d’ordine p — 3 passanti 
p — 4 volte per una retta r e semplicemente per altre p — 4 rette t 
incidenti a questa, che sono le tracce dei piani per i centri di pro­
iezione.
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Si può supporre che la superfìcie F contenga i p — 4 centri di 
proiezione anzidetto, e quindi che essa abbia come immagine sopra 
lo Kg rappresentativo una superfìcie _F233_3 contenente la r come retta 
(p — 4)-pla e come rette triple le p — 4 rette t, incidenti ad essa. 
Riesce quindi evidente che le superfìcie aggiunte alla F2p_2 
si spezzano nei p — 4 piani rt e in una residua superfìcie &P_3 d’or­
dine p~ 3 che passa semplicemente per le p—4 rette t. Così appare 
che le sezioni iperpiane della superfìcie normale F dello SP_7 sono 
le curve canoniche, c. d. d.

12. Lìmite superiore del genere lineare, p^ rispetto al genere super­
ficiale.

La stessa costruzione delle superfìcie canoniche così come il 
computo dei moduli, suggerisce che il genere lineare pW non possa 
superare un certo massimo rispetto al p (pa o pg). Se pure non si 
sia riusciti ancora a segnare il massimo effettivamente raggiunto 
dal p(i), convien dire che una prima dis eguaglianza in questo senso 
è stata scritta da A. Rosenblatt (x):

pd) < 16 pa + 27.

Più di recente F. Severi (2), appoggiandosi ad un risultato tra­
scendente di Hodge, è pervenuto alla dis eguaglianza:

P( < 2p„+ 8pa +11 — 0,

dove g designa il numero base : numero dei sistemi continui di curve 
indipendenti tracciati sopra la superfìcie priva di curve eccezionali.

La questione è sempre aperta sotto l’aspetto geometrico, anche 
nel caso delle superfìcie regolari: riprendendo il calcolo dei moduli 
che (per pa = p g = p > 3 e per superfìcie canoniche semplici) ci 
ha condotto alla formula

M = 10 p — 2pd) + 12 + co,

si ha da ricercare il limite superiore, e possibilmente il massimo ef­
fettivamente raggiunto, della sovrabbondanza co. Si tratta invero 
di riconoscere il numero minimo delle condizioni che il gruppo dei 
punti cuspidali d’una superfìcie d’ordine n impone alle intersezioni 
delle superfìcie aggiunte dello stesso ordine, che debbano contenerli.

(1) A. Rosenblatt, Sur quelques inégalités eoe. Comptes rendus Ac. des Scien­
ces, Paris, t. 154 (1912).

(2) Rendic. Circolo Mat. di Palermo, t. LVI, pag. 79 (1932).
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13. Sistemi canonici appartenenti ad un’involuzione.

Le costruzioni dei paragrafi precedenti mettono in rilievo che il 
sistema canonico di una superfìcie di genere p > 3, pur supposto irri­
ducibile, può appartenere ad una involuzione In di un ordine n >2,. 
in guisa che la corrispondente superfìcie canonica risulti multipla. 
Qui giova dire qualcosa intorno a tale eventualità.

Il caso più semplice, che abbiamo incontrato negli esempi pre­
cedenti, risponde all’ipotesi che la superfìcie contenga un’involu­
zione razionale di 2° ordine Z2 cioè sia rappresentabile sul piano doppio 
con una qualunque curva di diramazione C2n d’ordine pari 2n: in 
tal caso — come già fu osservato da Noether — le curve canoniche 
(aventi per immagini curve d’ordine n — 3 doppie e formanti la metà 
del sistema secondo aggiunto alla C2n), appartengono sempre all’in­
voluzione Z2; si ha quindi come canonica una superfìcie razionale 
doppia (eventualmente riducibile essa stessa ad una superfìcie mul­
tipla).

È particolarmente notevole il fatto che il possesso di una in- . 
voluzione segua necessariamente dall’ipotesi che il genere lineare 

sia abbastanza piccolo rispetto al p: p(x> <3p — 6, giacché 
si è riconosciuto che, se il sistema canonico è irriducibile semplice,.

pfì) ;> 3p — 6.

Però non sussiste la proposizione inversa, giacché esistono per 
esempio piani doppi con pO) > 3p — 6; per n assai grande è tale il 
piano doppio con C2n di diramazione affatto priva di singolarità, 
per cui

p = W(W~3) + 1, PM = 2(n - 3)- + 1

dove il rapporto '— per n — oo tende a 4.

Le superfìcie canoniche doppie rispondono sempre a superfìcie 
possedenti un’involuzione del secondo ordine Z2, ma questa invo­
luzione non è necessariamente razionale. Alcuni esempi di superfìcie 
le cui curve canoniche appartengono ad un’involuzione Z2 non 
razionale, sono stati già indicati da altri, di cui non ci sovviene 
la citazione. Nel nostro ordine d’idee possiamo costruire un esempio 
interessante di superfìcie canonica doppia, non riferibile ad un piano 
doppio, partendo dalla superfìcie canonica F10 con p = 4 e pW — II, 
la cui curva doppia possiede t = 20 punti tripli. Questa F10 ammet­
terà una superfìcie aggiunta del 5° ordine 05, dotata di 20 punti 
conici. Nel fascio

ÀZ\o + 052 = 0
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si vedrà la F10 ridursi per continuità alla Stz, sulla quale non si avrà 
alcuna curva di diramazione propria, bensì t = 20 punti conici costi­
tuenti altrettante curve di diramazione infinitesime. La quintica d>5, 
di generi p = 4 e = 6 costituisce così una superficie canonica dop­
pia coi generi p — 4 e p(i) — 11. Ci basti di avere accennato a questo 
caso, che indichiamo come argomento di studio al lettore volonteroso.

I primi esempi di superfìcie il cui sistema canonico appartiene 
ad un’involuzione In d’ordine n > 2 sono stati segnalati da B. Se­
gre (1). Il più semplice è dato dalla superficie del 6° ordine Z\ pos­
sedente due o sono di A e B : p = 4, p(i> — 9. Le oo3 quadriche ag­
giunte alla Z% toccano in A e B i piani oscnodali, e perciò s’incon­
trano a due a due in coniche tangenti a questi stessi piani, che giac­
ciono in piani per A e B: le dette coniche formano, nello spazio, 
una congruenza del 1° ordine e segano sulla sestica F6 un’invo­
luzione Z4, con cui risulta composto il sistema canonico. La super­
ficie canonica corrispondente è una quadrica quadrupla.

Ad una quadrica, e più precisamente, ad un cono quadrico 4-plo 
canonico, coi medesimi caratteri p — 4 e p^ — 11, si è pur condotti 
dal piano doppio con curva di diramazione C18, d’ordine 18, con 8 
punti 6-pli, giacché qui le curve canoniche hanno per immagini 
doppie le sestiche di genere due passanti doppiamente per gli 8 
punti, le quali appartengono, com’è noto, ad un’involuzione Z2 
(3° tipo di Bertini).

Lasciamo allo studioso di confrontare i due esempi e di riconoscere 
se essi rispondano a tipi distinti di superfìcie e se rientrino o meno 
in una medesima famiglia di superfìcie più ampia.

II secondo esempio di B. Segre è la sestica F6 dotata di un oscnodo 
A e Ai un punto triplo B cui sia vicina una retta doppia infinitesima : 
p = 4, pW = 7. È chiaro che anche qui le quadriche aggiunte si 
segano a due a due nelle coniche di una congruenza del 1° ordine, 
le quali incontrano la sestica in terne di punti di un’involuzione Z3, 
colla quale viene composto il sistema canonico. La sestica FQ conduce 
dunque ad una quadrica tripla canonica, che ha, come si è detto,

p = 4 e p(i) — 7.

Questo caso di B. Segre viene a realizzare un’osservazione di 
Castelnuovo, il quale, fin dal 1892, aveva avvertito che, qualora 
le curve canoniche di una superfìcie contengano una serie gl, la 
serie caratteristica del sistema dovrà essere composta con questa, 
e perciò il sistema canonico apparterrà ad un’involuzione razionale 
del 3° ordine Z3.

(x) B. Seghe, Stille superficie algebriche aventi il sistema canonico composto con 
un'involuzione, Rendic. Acc. Lincei, s. VI, vol. XVI, pag. 316 (1932).
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Il problema di « determinare tutte le superficie (p > 2) le cui 
curve canoniche (irriducibili senza punti base) contengono una gl 
e che perciò si trasformano in superficie canoniche triple, a sezioni 
razionali » è stato risoluto di recente da G. Pompilj nella Nota (i) 
« Sulle superfìcie algebriche le cui curve canoniche posseggono una 
gl ». Vi sono tre tipi di superficie canoniche che rispondono a queste 
condizioni :

1) un piano triplo con curve di diramazione C12 d’ordine 12 
(già segnalato nelle « Lezioni » di Enriques-Campedelli) (2), che ha

p — 3 e p(1) — 4;

2) un cono quadrico triplo con curve di diramazione C18 d'or­
dine 18 per cui

p — 4 e pd) — 7,

nel qual tipo rientra (come caso particolare?) l’esempio di B. Segre;
3) un cono cubico, razionale normale in $4, triplo con curva di 

diramazione C24 d’ordine 24, per cui

p = 5 e pd) = io.

Questi tre tipi sono analiticamente rappresentati dalle seguenti 
equazioni:

1) piano triplo
L-b + 3p4L + qQ = 0 ,

dove p4 (xy) e q6 (xy) eguagliati a zero danno curve generali d’ordine 
4 e 6 rispettivamente: curva di diramazione

4?4 + QÌ = 0;
2) piano triplo

23 + 3p«z + q9 = 0,

(1) Rendic. 1st. Lombardo, 27 marzo 1941.
(2) Ivi si nota che un tal piano triplo con p = 3 e pd) — 4 (che il computo 

dei moduli mostra essere, caso particolare della famiglia) nasce dalla superficie 
del 5° ordine dotata di tacnodo, per proiezione da questo punto singolare. Si 
può similmente partire da una superfìcie canonica dello $3, che acquisti un punto 
triplo.

Questa considerazione si estende facilmente; così dalle superfìcie canoniche 
F^ F8. . . dello S3, che acquistino un punto triplo, si ottiene la costruzione di 
particolari piani multipli canonici, piani quadrupli o quintupli o in generale 
(pd) — l)-pli, di genere p — 3 e pd) ----- 5, 6. ..

Invece facendo acquistare alle dette superficie canoniche due punti tripli, si 
ottengono superfìcie con p ----- 2 di genere lineare pd) — 2, 3, . . ., dove il fascio delle 
curve canoniche possiede pd) — 1 punti base.
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pQ e (fa curve d’ordine 6 e 9, p6 passante per due punti tripli infini­
tamente vicini 03 e OJ, e g9 per O5 e Of ; curva di diramazione

+ Ä = 0;
3) piano triplo

23+ 8 + q12 = 0;

^8 c ^12 curve d'ordine 8 e 12, passanti per un punto 0 e per due 
punti Oi e 02 prossimi ad esso come viene indicato dai simboli 
Ps(O5OfOl) e Qit(O*OfOf)  *f curva di diramazione

+ «n = 0 .
Non c'indureremo sull’analisi di Pompili che si basa sulla teoria 

dei piani tripli da lui stesso stabilita (x) e che può anche condursi in 
altro modo (2). Ma vogliamo indicare come si giustifichi l’osservazione 
di Castelnuovo che « se le curve canoniche di una superfìcie con­
tengono una gl la serie caratteristica è necessariamente composta 
con questa ».

Per dimostrare l’asserto basta considerare una curva di genere 
n > 3, la quale contenga una g\ ed una serie autoresidua di dimen­
sione r > 1, entro cui sarà lecito prendere una g*  con n = n — 1: 
si ridurrà all’assurdo l’ipotesi che la g„ non sia composta colla g\ 
(all'incuori di punti fìssi). Invero se la g„ non è composta colla gl 
si può trasformare la detta curva in una Cm d’ordine m —■ n + 3 
su cui la gl e la g\ siano segate rispettivamente dalle rette per due 
punti A e B: A n-plo e B 3-pio. Ora una coppia di rette per B do­
vrebbe far parte di una curva d’ordine m — 3 aggiunta alla Cmf 
e perciò dovrebbe esistere una curva d’ordine ni — 5 passante 
n — 1 = m — 4 volte per A : ciò che è assurdo.

14. Superficie di genere lineare pd) — 2; primo caso p = 2.

Quando per una superfìcie F il sistema canonico è di dimensione 
minore di 3, cioè il genere p < 4, ovvero se codesto sistema (puro) 
è riducibile, purché sia il genere lineare pd) > 1, o anche se esso 
appartiene ad una involuzione, in tutti questi casi in cui non si ha 
più una superfìcie canonica semplice d’ordine pd) —1? si può assu­
mere utilmente come modello proiettivo della classe di F la super­
ficie bicanonica di ßp_x (P — p -j- pd))? le cui sezioni iperpiane sono 
le curve bicanoniche, o la superficie tricanonica, ecc. Mostriamo il

C1) G. Pompilj, Sulla rappresentazione algebrica dei piani tripli. Pendio. Se­
minario mat. Università di Roma, s. 4, vol. III. Osservazioni sui piani tripli. 
Pendio. Istituto Lombardo, 27 febbraio 1941.

(2) Cfr. A. Franc setta, «Sulle superficie le cui curve canoniche posseggono 
una gl». Boll, dell'U. M. I., 1942.
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partito che si può trarre da questa considerazione, determinando 
in tal guisa le superfìcie regolari di genere lineare più basso : 1> =2,3.

Pongasi che il genere lineare (assoluto) di F sia p(i) =2, e il suo 
genere superficiale sia pa = p 0 = p. Sarà, d’accordo colla relazione 
che porge il massimo del p rispetto al pd):

p < 2 ;

invero le curve canoniche non possono formare una rete di curve 
irriducibili, che sarebbe di grado p(2) = —1=1, e nemmeno
possono essere riducibili contenendo come parti le curve d’un fascio, 
che dovrebbero essere di genere < 2 e perciò ellittiche, portando 
quindi p<P — 1. Avremo dunque da esaminare tre casi:

p = 2 , p = 1 , p = 0.

E in corrispondenza ai tre valori indicati di p, sarà il bigenere

P = p + p<d = 4, 3, 2, 
e il trigenere

P3 = p + 3pd) — 2=6, 5, 4.

Primo caso-. pM = 2, p = 2, P = 4. Qui si ha un fascio (lineare) 
di curve canoniche K, di genere 2, e un sistema lineare co3 di curve 
bicanoniche, di genere 3pd) — 2=4, secanti sulle K la g\ e perciò 
appartenenti ad un’involuzione razionale I2. Si avrà dunque come 
modello proiettivo della classe delle date superfìcie F, una super­
fìcie bicanonica, d’ordine 4(pM — 1) = 4; ma questa si ridurrà 
ad una quadrica doppia con curva di diramazione C10 d’ordine 10, 
secante le coniche sezioni piane in 10 punti; dovendo quindi le ge­
neratrici possedere un numero pari di punti di diramazione, tale qua­
drica sarà un cono, sul quale si aggiunge alla <710, come punto di di­
ramazione, il vertice V : che, del resto, risponde al punto base dei 
fascio \'K I su F, il quale (per essere autoresiduo) deve cadere, per 
ogni A, in un punto doppio della g\.

Riassumendo :
Le superfìcie di generi p = 2, p<= 2, ammettono coinè modello 

la superficie bicanonica costituita dal cono quadrico doppio con curva 
di diramazione d'ordine 10, intersezione completa d'ima superficie 
del 5° ordine che non passa per il vertice, cui si aggiunge come punto 
di diramazione questo stesso vertice. Il detto cono si lascia anche 
rappresentare sul piano doppio con curva di diramazione d'ordine 10 
dotata di due punti 5-pii infinitamente vicini.

Osservazione. - All’analisi precedente si può obiettare che essa 
suppone le curve canoniche K irriducibili. A priori le K potrebbero 
■essere composte colle curve k variabili in un fascio (lineare) e con 
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altre curve fìsse 0: K = nk-[- 270. Ma, ad ogni modo, le k non po­
trebbero essere di genere n ±= 0 o jt = 1, giacche ne seguirebbe che 
la superfìcie è razionale (p = 0) ovvero che ha il = 1. Le k, 
il cui genere non può superare (cfr. Cap. IV, § 18), saranno 
dunque di genere 2.

Ora il sistema oo3 \k'\ aggiunto a |&| — che è contenuto in 
12KI — avrà il grado 4 e apparterrà ad una involuzione razionale 
Z2? conducendo ad un modello della superfìcie costituito da un cono 
quadrico doppio con curva di diramazione C1Q d’ordine 10: questo 
è il modello generale delle superfìcie bicanoniche (p = 1, pW = 2) 
definite innanzi, e risulta a posteriori che non esistono parti fìsse 
del fascio canonico [A|, nè del sistema bicanonico.

15. Superficie con ph) — 2 e p — 1 (P — 3, P3 — 5).

Qui c’è una curva canonica K di genere pW = 2 e oo2 curve 
bicanoniche di genere 3pd) — 2 — 4 secantisi a due a due in 4 (;p(*)  — 
— 1) = 4 punti. Se si suppone la K irriducibile, saranno pure irri­
ducibili le curve bicanoniche di |2K|, e non potranno essere ipe- 
rellittiche, altrimenti la serie caratteristica della rete, formata dalle 
coppie di una gl7 non sarebbe completa, siccome esige la regolarità 
della data superfìcie F. Ciò posto avremo su F un sistema lineare 
tricanonico oo4 \3K\, formato pure di curve irriducibili, che — se­
gando su una curva bicanonica la serie canonica ed essendo p > 0 — 
sarà necessariamente semplice. Esso conduce ad una superfìcie tri­
canonica F9 d’ordine 9(pd) — 4) = 9 dello spazio $4, a sezioni 
iperpiane di genere d) — 5 — 7.

La costruzione diretta della F9 di $4 sembra offrire qualche dif­
ficoltà. Invece riesce facile caratterizzare una proiezione F6 di essa 
nello spazio ordinario. A tal uopo si osservi che la P9 possiede una 
retta tripla, corrispondente alla curva canonica K, su cui le curve 
tricanoniche segano una gl. Da un punto di codesta retta tripla 
la F9 viene proiettata in una superfìcie del 6° ordine F6 dello $3 
che a priori deve contenere 3 rette eccezionali. La F6 possiederà un 
punto doppio singolare, 0, traccia della retta tripla di F9, e tale che 
l’intorno di 0 risponda alla curva K di genere 2. Ora le sezioni piane 
di F& saranno di genere 7, cioè sestiche dotate di 3 punti doppi, le 
sezioni piane per 0 di genere 4, la singolarità del punto doppio 0 
corrispondente ad una curva fondamentale di genere 2 abbasserà 
di 3 il genere delle sezioni piane, e perciò queste non avranno punti 
doppi lontani da 0. Si deduce che la FQ possiede 3 rette doppie per 
0 (non confondibili in una retta tripla, che porterebbe un fascio di 
sezioni piane ellittiche e quindi p^ =1); e codeste rette a, b e c

Enriques E. - Superficie algebriche. 20
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stanno nel piano (x) tangente in O alla F6 (piano che contato due 
volte ne costituisce il cono osculatore): la singolarità su ogni se­
zione piana di FQ per 0 consta di due rami che hanno un contatto 
del 5° ordine (contatto sestipunto).

Una Fq, dotata delle singolarità indicate, possiede una quadrica 
aggiunta che si spezza nel piano delle tre rette doppie contato due 
volte; affinchè vi siano tre rette eccezionali, dovranno le nominate 
rette doppie essere cuspidali.

La Fq che abbiamo costruito ha il genere geometrico pg = lr 
possedendo una quadrica aggiunta costituita dal piano a b c contato 
due volte; essa ha anche il genere numerico pa — 1, ossia è regolare; 
infatti per questa superfìcie, le cui sezioni piane sono di genere 7r 
esistono oo7 (7 =pa -f-rc —1) superfìcie aggiunte del 3° ordine, quali 
sono definite dalle condizioni di passare per le rette a, b, c, ed avere 
un contatto del 4° ordine colle falde di FQ in 0 ; ed infine ha il genere 
lineare assoluto pW — 2 perchè il suo bigenere vale P = p -f- p(d — 3, 
essendovi oo2 curve bicanoniche segate dai piani per 0 cui va som­
mato il piano ab c contato tre volte: il valore del pd) risulta anche 
dall’ordine della F8, a sezioni piane tricanoniche, tenuto conto 
delle 3 rette eccezionali:

6 = 9(pd) — 1) — 3 = 9— 3 (2).

Si può costruire una FQ con le singolarità sopra indicate partendo 
da una superfìcie cubica F3 che contenga tre rette a, b, c giacenti 
in un piano e passanti per un punto 0. Esistono oo4 superficie cu­
biche F'3 che toccano la F3 in O, dando luogo sopra ogni sezione piana 
ad un contatto sestipunto: queste F3 toccano di conseguenza F3. 
secondo le tre rette a, b, 6, come appare dalla rappresentazione­
piana, e segano ulteriormente F3 secondo una cubica piana, risul­
tando caratterizzate da queste proprietà. Ora una superficie com­
posta F3 + F3 fornisce una particolare sestica che possiede le a, b, 
6, come rette tacnodali, e presenta in 0 la singolarità sopra indicata 
(sopra ogni sezione piana per 0, due rami con contatto sestipunto).- 
Combiniamo linearmente la F3 -j- F3 con la sestica degenere costi­
tuita dal piano ab c contato tre volte, e da un cono cubico di 
vertice 0; in tal guisa si otterrà una FQ che avrà in 0 la singola­
rità richiesta, e per cui le rette a, b, c, risultano cuspidali.

Si verifica tosto che la F6 cosi costruita possiede un sistema oo7 
di superfìcie cubiche aggiunte 03? definite dalle condizioni di passare

(1) Altrimenti il punto O risulterebbe triplo.
(2) La classificazione delle superficie, con p0) = 2, p = 1, 2, è data nella Nota 

di F. Enriques, Le superficie algebriche di genere lineare p0) — 2. Rendic. Acc, 
Lincei, Febbraio 1897.
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per le tre rette a, b, 6, e di toccare semplicemente in 0 la F3, per modo 
che la sezione di 03 con un piano per 0 venga a contenere 5 fra i 6 
punti doppi successivi della sezione di FQ. E da ciò segue che la 
superfìcie F6, le cui sezioni piane sono di genere 7, è regolare, giacche 
le dette 03 segano, sopra una sezione piana di F6, il sistema com­
pleto delle sue curve aggiunte.

Frattanto riassumiamo il risultato ottenuto enunciando che: 
Le superficie regolari coi generi p = 1 e pd) = 2 si lasciano trasformare 
in sestiche F6 dotate di tre rette cuspidali giacenti in un piano e pas­
santi per un punto doppio singolare 0, tali che sopra ogni sezione piana 
per esso si abbiano due rami con contatto del 5° ordine.

Osservazione. - Nell’analisi precedente si è supposto che la curva 
canonica K sia irriducibile, e quindi che la rete delle curve bica- 
noniche \2K\ non abbia parti fisse. Accenniamo rapidamente come 
possiamo emanciparci da questa ipotesi restrittiva, e perciò esami­
niamo se per p = 1, p^ = 2 sia possibile un sistema bicanonico

\2K\ = \k2\ + 270

avente qualche componente fìssa 0, le cui parti variabili siano curve 
k2 irriducibili (cfr. Cap. IV, § 19). Si designano con ti ed n genere e 
grado di una &2, con g e v,genere e grado di una 0. Allora il carat­
tere addittivo che esprime il numero virtuale delle intersezioni delle 
curve bicanoniche colle canoniche viene dato da

2 p<F> — 2 = 2 = 2n — 2 — n + 27(2^ — 2 — v).

E, supponendo eliminate le curve eccezionali della superfìcie (e 
quindi per q = 0, v < — 2), si avrà per tutte le componenti 0:

2q — 2 — v > 0,
e quindi

2tl — 2 — n < 2.

Ora se esiste qualche 0, per essere la H, e perciò anche le curve di 
12KI, connesse d’ordine di connessione > 2j sarà il numero delle 
intersezioni di una k2 colla 270 (residua rispetto al sistema bicanonico)

k2 • 270 = 4ti — 4 -— 3n > 2.
Segue di qui

4ti — 4 — 2n — (4ti — 4 — 3n) 4~ n < 4, 
n < 2 e perciò n — 2(n > 1),

2n — 2 <n + 2 =4;

cioè la rete \k2\ è costituita di curve di genere ti < 3, e di grado 
n — 2. Ma questa conclusione è assurda perchè (nell’ipotesi più 
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favorevole: n — 3) porta come conseguenza la possibilità di rappre­
sentare la data superfìcie F sopra un piano doppio con curva di 
diramazione C8 d’ordine 8, che — per essere p = 1 — deve posse­
dere due singolarità elementari, punti quadrupli o punti [3, 3], 
onde risulta

p(!) — 1.

Dunque il sistema bicanonico d’una F di genere p = 1 con p<P — 2, 
non possiede parti fìsse, e la classificazione di codeste superfìcie 
riesce perfetta.

16. Superficie con pW = 2 e p = 0 (P = 2, P3 — 4).

Si è condotti ad una superficie tricanonica dello spazio ordinario 
$3: superfìcie F9 d’ordine 9, a sezioni piane di genere 7 e perciò 
dotata d’una curva doppia C21 d’ordine 21, la quale non appartiene 
ad alcuna superfìcie ma è egualmente doppia per oo4 superfìcie 
biaggiunte 01O d’ordine 10, che segano su di essa le sestiche gobbe 
di genere 4 d’un fascio, curve bicanoniche.

Non è facile costruire direttamente la F9 e definirne precisamente 
le singolarità, ma si può almeno dimostrarne desistenza, partendo 
da particolari superfìcie della famiglia di cui essa porge il modello 
proiettivo. A tal uopo si può partire dal piano doppio di Cam- 
pedelli, dotato di curve di diramazione C10 d’ordine 10 con un punto 
4-plo A e 5 punti [3, 3], per il quale

p = 0 e pO) = 2,

avendosi un fascio di curve bicanoniche di genere 3p(D — 2 — 4, 
rappresentate dalle quartiche (doppie) che passano doppiamente 
per A e semplicemente per le 5 coppie di punti tripli infinitamente 
vicini di C10, formanti le singolarità [3,3]. Il piano doppio così 
definito rappresenta una superfìcie F su cui le curve bicanoniche non 
sono iperellittiche e perciò le curve tricanoniche formano un sistema 
semplice (vedi l’Osservazione più avanti). Mercè questo sistema la 
F si lascia trasformare nella F9 tricanonica sopraindicata, o meglio, 
in un caso particolare di essa.

Invero i nostri piani doppi dipendono da 4 moduli, essendovi 
4 invarianti proiettivi della C10 di diramazione:

4 = 65 — 8 — 5-9 — 8;

invece il numero dei moduli, che spettano alla famiglia della super­
fìcie F6, con p = 0 e pW = 2, è certo

M > 9p — 2+ .12 = 8.
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Osservazione. - Aggiungeremo che la tricanonica corrispondente 
ad una superfìcie F regolare con p = 0 e pd) = 2 riesce certo sem­
plice, almeno se le curve bieanoniche di F sono irriducibili.

Accenniamo rapidamente come possa giustificarsi l’asserto.
Anzitutto conviene stabilire che dall’essere irriducibili le curve 

bieanoniche K2 segue che sono irriducibili e senza punti base le 
tricanoniche K3 del sistema aggiunto \K2\ — |lf3|. Siccome le 
K2 segano sopra una K2 la serie canonica completa, se esse sono ri­
ducibili dovranno contenere una parte fìssa 0 (irriducibile) fonda­
mentale pel fascio \K2\, e allora il sistema tricanonico spogliato 
della 0 costituirà l’aggiunto alla curva K2 — 0, sicché (7£2— |0|)z 
avrebbe egual. dimensione di \K21, cioè dimensione 3 : si tratta quindi 
di riconoscere che ciò è impossibile perchè la K2 — 0 è una curva 
connessa di genere < 4 (Cfr. Cap. IV, § 17). A tale scopo si realiz­
zeranno le K2 come sestiche canoniche dello spazio ordinario, pro­
iettate sul piano in sestiche con due punti tripli, e se ne studieranno 
le possibili degenerazioni : così appunto si vede che il distacco di una 
0 irriducibile da \K21 conduce necessariamente ad una curva con­
nessa di genere < 2.

Una analisi simile vale ad escludere che il | JV31 irriducibile abbia 
qualche punto base sopra la data superfìcie F: in primo luogo non 
può esservi un punto base che sia semplice per la curva K2 che vi 
passa, eco. Ciò posto, essendo \FS\ un sistema lineare irriducibile 
senza punti base, di grado 9, ove esso appartenga ad una involu­
zione In d’ordine n, dovrà essere n divisore di 9 e perciò n = 3. 
In tale ipotesi si è condotti ad esaminare una superfìcie cubica F3 
razionale a sezioni ellittiche, tripla, con curve di diramazione C12 
d’ordine 12, che dovrebbe costituire la tricanonica della F di genere 
Pa = pg = 0 e di genere lineare p(D — 2. Ma è facile persuadersi 
che una tale cubica F3 tripla, di generi p == 0 e p{fì = 2 non esiste. 
Diciamo anzitutto che la nostra F3, che contata 3 volte costituirebbe 
la tricanonica di una superfìcie F con p = 0 e pW — 2, deve pos­
sedere almeno un punto doppio (singolare). Invero, se si suppone 
la F3 priva di punti doppi si avranno su di essa due reti omaloidiche 
di cubiche gobbe complementari (rispetto al sistema delle sestiche 
segato dalle quadriche) : \C3\ e \L31 ; e si vede tosto che queste deb­
bono rappresentare due reti di curve, rispettivamente \C\ e | L |, 
di grado 3 e di genere 4. Se così non fosse, poiché le C3 + L3 
segano la C12 di diramazione della F3 tripla in 24 punti, sarebbe una 
delle due reti, per esempio \C\, di genere n <4; ma, se n <3, tutti 
i plurigeneri della F risultano nulli; se invece n — 3, le curve 
bieanoniche di F, che — per ipotesi — formano un fascio, seghe­
rebbero su una C le coppie di una g2, ciò che è incompatibile col 
fatto che le C contengono una g3 senza punti fìssi.
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Ciò posto, essendo le C eie L curve di genere 4, si riconosce che 
su di esse la gl caratteristica è autoresidua (rispetto alla serie cano­
nica). Se così non fosse, ad es. per la C, si prova che i] genere delle 
curve canoniche virtuali K, che hanno 3 punti comuni colle C, 
deve valere pW = 1, anziché 1) = 2. Invero si assuma come mo­
dello di una F una Fn semplice, d’un certo ordine n assai alto, su 
cui le C vengano segate dai piani per un punto (n — 3)-plo 0: le 
curve del sistema aggiunto \C'\ = | C + K | appartenenti ad F 
saranno proiettate da 0 in curve piane del 6° ordine e, in particolare 
le C' per un gruppo della gl caratteristica di C(che sono oo1) in se- 
stiche con un punto triplo: ciò significa che il genere delle C vale

7 - 4 + i) 4-3 — 1, 
e quindi

pW = 1.

Resta dunque fissato che ciascuna delle due reti di curve | C\ 
e \L\ su F possiede una serie caratteristica autoresidua. Di conse­
guenza le curve bicanoniche K2 (di [21£|) segano su una C gruppi 
della serie doppia della detta gl e quindi sono contenute parzial­
mente nel sistema doppio |2C|, e così similmente in \2L\.

Siccome il \2C| completo ha la dimensione 6 e il \2C\ minimo 
la dimensione 5, vi è una curva del fascio |If2| appartenente al |2(7| 
minimo, e questa è caratterizzata dall 'appartenere alla involuzione 
I3 le cui terne rispondono ai punti della F3? e perciò deve appartenere 
altresì al minimo sistema \2L\.

Ora si rappresenti la cubica F3 punto per punto su un piano a: 
le sezioni piane di F3 avranno per immagini le cubiche per 6 punti 
j41A2....j46, non appartenenti ad una conica; le curve del minimo 
sistema |2<7| potranno supporsi rappresentate dalle coniche di a; 
e quelle del minimo sistema \2L\ da C10 d’ordine 10 passanti 4 
volte per i 6 punti Quindi dovrebbe esservi nel piano a una co­
nica, passante per qualche punto Aif che faccia parte insieme di una 
C1Q e incontri le C10 medesime in 2 punti variabili : ma una tale conica 
non esiste. Così è rifiutata l’ipotesi di una F3 (immagine tripla di 
una F tricanonica con p = 0 e p<0 — 2) che non possegga punti 
doppi.

Supponiamo d’altra parte che esista una F3 dotata di un punto 
doppio 0 (comunque singolare), le cui sezioni piane siano immagini 
delle curve tricanoniche K3 di F.

Le sezioni piane C3 di F3 per 0 (come si è detto prima per le 
eventuali cubiche gobbe appartenenti a questa superfìcie) saranno 
immagini di curve C del genere 4, e le curve bicanoniche K2 di F 
avranno per immagini su F3 delle sestiche semplici, incontranti le 
dette C3 in 6 punti variabili, e perciò non passanti per 0. Di conse­
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guenza il sistema quadricanonico aggiunto a \K3\ cioè
\2Kt\ = \K'3\ = 14 J£ I

sarà costituito in generale di curve non passanti per 0; e ad 0 ri­
sponderà su F una curva 0 fondamentale perii detto |/f31. Ma da ciò 
si deduce che togliendo la 0 da tale sistema si ha l’aggiunto a \C\ :

\C'\ = \K;-6\
(\K3-e\ = |o|),

e quindi il genere delle C deve risultare eguale a quello delle K3 
diminuito di una unità:

7 — 1 — 6;

conseguenza assurda perchè il genere delle C vale, come si è detto, 
n = 4 !

Così è esaurita la discussione: le F3 triple bicanoniche di genere 
■p = 0 e pd) = 2 non esistono. c. d. d.

17. Superficie di genere lineare pd) — 3: primo caso p — 3 (x).

Esaminiamo le superfìcie (regolari) di genere lineare pd) = 3. Il 
loro genere superficiale

pd) + 3 
p <

non potrà superare il valore 3 (cfr. § 11). Avremo dunque a priori 
4 casi :

P = 3, 2, 1, 0.

Primo caso: p^ =3, p = 3. Il sistema canonico \K\, supposto 
irriducibile, è una rete di grado pd) = pd) — 1 =2, che conduce a 
rappresentare la superfìcie sul piano doppio con curva di diramazione 
C8 d’ordine 8.

L’ipotesi della riducibilità di \K\ in una componente fìssa 276 
e in una parte variabile | k | non conduce ad alcun caso nuovo. 
Si designino con n ed n i caratteri delle k, e con per quelli di una 
0. Calcolando il carattere additivo che indica il numero delle inter­
sezioni delle curve canoniche con queste stesse curve, avremo :

2^ — 2 — n+ Z(2q — 2 — p) =2.

(1) La classificazione delle superfìcie di genere lineare pd) — 3, per p = 1, 
2, 3, che viene qui in varii sensi approfondita ed estesa al caso p — 0, è data da 
F. Enriques nella Nota Sulle superficie algebriche di genere lineare pd) — Z. lìendic. 
Lincei, maggio 1897. Manca soltanto il tipo semplice per pd) = 3 e p = 2, del § 18.
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Ora il numero delle intersezioni di una k (irriducibile) col resto 
delle curve canoniche, 270, è

2tt — 2 — 2n >0,

ed il grado del sistema | k | è n > 2, quindi

2n — 2 — n >2.

D’altra parte, se si ammette di avere eliminato dalla superficie 
ogni curva eccezionale, sarà per ciascuna 0:

2q — 2 — v > 0; 
per conseguenza

271 — 2 — n — 2 , 2q — 2 — v = 0, 
n = 2 e 71 — 3.

Pertanto le k formano una rete che conduce a trasformare ia 
superfìcie data in un piano doppio con C8 di diramazione, e le 0 
risultano a posteriori non esistere.

18. Superfìcie con pd) = 3 e p — 2 (P = 5).

Supposto che il fascio canonico | K | sia irriducibile a prescindere 
dalle componenti eccezionali fìsse che rispondono ai suoi punti 
base, le oo4 curve bicanoniche, secanti su ogni K la serie canonica 
completa g*,  formeranno pure un sistema irriducibile, di genere 
3pd) — 2 = 7 e grado 4(pd) — i) — 8, privo di punti base. E questo 
sistema dovrà essere semplice, se le curve canoniche del fascio \K | 
non sono iperellittiche, come conviene in primo luogo supporre. 
Quindi si è condotti ad una F8 bicanonica semplice dello $4, a se­
zioni iperpiane di genere 3pd) — 2 — 7, su cui le K sono quartiche 
piane aventi due punti cornimi e perciò giacenti in piani per una 
retta a, la quale non sta su P8. Gli iperpiani per a segano F8 secondo 
coppie di quartiche K • segue che i piani delle K formano un cono 
quadrico di 2a specie Q, che ha per asse la a. Ora si proietti F8 sullo 
spazio $3 da un punto generico P di Q : si avrà in $3 una superfìcie 
F8 con due rette quadruple o e o' infinitamente vicine, uscenti da 
un punto 0. Ciò significa che la F8 è intersezione completa del cono 
quadrici) Q e d’una ipersuperficie del 4° ordine. Ma (come già ab­
biamo veduto) l’intersezione di quadrica e quartica in $4 è in generele 
una superfìcie canonica di generi p = 5 è pd) = 9: per avere una 
F8 bicanonica (p — 2, pd) = 3) bisogna imporre all’intersezione sud­
detta convenienti singolarità che ne abbassino il genere, e precisa- 
mente — poiché il genere 9 delle sezioni iperpiane deve abbassarsi 
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di 2 — converrà imporre alla F8 una linea doppia C2 del 2° ordine. 
Ora, riferendosi alla F8 proiezione di F8 in $3 da un punto del cono 
quadrico che la contiene, si vede che la, C'2 proiezione di C2 non può 
constare di due rette, incidenti o meno, che non stiano in un piano 
per o e quindi deve essere una conica giacente in un piano per o.. 
In conclusione il tipo della superfìcie bicanonica semplice, per p — 2 
e pW = 3, è una F8 d'ordine 8 dello spazio $4 appartenente a un cono 
quadrico Q e avente come proiezione da un punto di Q nello spazio• 
ordinario una F8 dotata di due rette quadruple infinitamente vicine o 
o' incidenti e di una conica doppia, giacente in un altro piano per o.

Si costruisce la F8 combinando linearmente: una quartina con 
due rette doppie o e o' passante per la conica C2, contata due volte, 
ed una F8 degenere composta del piano co — o o' contato 4 volte 
e del piano y della conica C' contato due volte, oltreché di una ge­
nerica quadrica. E si verifica tosto che la superfìcie F8 dotata delle 
singolarità che ne risultano è proprio la nostra superficie bicanonica, 
non normale. Infatti le superfìcie aggiunte ad essa si ridurranno:
1) per effetto della presenza delle 2 rette 4-ple o e o': a coni tangenti 
lungo o (cui si aggiunge il piano co = oo' contato due volte); e 2) per 
effetto della conica doppia C2 (il cui piano y si stacca dai detti coni) 
a piani per o secanti su F8 le quartiche K ; onde segue p — 2, — 3.
Inoltre c’è una 07 biaggiunta, 07 = c?y2, che sega F8 soltanto se­
condo le curve singolari, dimodoché le sezioni piane di F8 risultano 
curve bicanoniche'.

Ogni superfìcie con p = 2 e pò) — 3, con curve canoniche (irri­
ducibili) non ip er ellittiche, si può trasformare nella F8 bicanonica 
semplice di $4.

Un esempio particolare è dato dal piano doppio con curva di di­
ramazione C12 d'ordine 12, dotata di 8 punti 4^-pli A1A2....A8. Qui 
le curve canoniche sono rappresentate dalle cubiche C8 per AxA2....A8r 
le quali — prese come doppie, coi punti di diramazione negli in­
contri con C12 — costituiscono, in generale, curve di genere 3 non 
iperellittiche. In effetto ci sono oo4 curve bicanoniche aventi per 
immagini sul piano curve d’ordine 12 passanti 4 volte per A-^A^^.A^ 
e 8-tangenti alla C12 di diramazione; e queste rappresentano un 
sistema lineare completo oo4 semplice. Entro il detto sistema com­
pleto vi sono oo3 curve bicanoniche che hanno per immagini le se- 
stiche Cq passanti doppiamente per i punti 4-pli di C12 e formano un 
sistema lineare, non completo, appartenente ad una involuzione del 
4° ordine.

Nell’esempio precedente si vede una particolare F8 bicanonica 
che — da un certo punto esterno — viene proiettata in un cono del 
secondo ordine quadruplo. Un altro esempio notevole è dato da una 
F8 che può proiettarsi da un punto esterno 0 in una quantica F4 
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di genere 1 doppia con curva di diramazione piana del 4° ordine F4 
dotata altresì di un piano tangente lungo una conica, sulla quale si 
trovano 6 punti conici di diramazione.

Invero se la F8 è trasformata in sè da una involuzione Z2, subor­
dinata da un’omologia armonica di centro 0, essa avrà per proie­
zione da 0 una F4, sulla quale le curve canoniche K hanno per im­
magini le sezioni piane di genere 3 d’un fascio, e che perciò deve es­
sere priva di curva doppia: siccome poi la Z2 coniuga a coppie le 
curve canoniche del fascio |Zl | su F8, in questo fascio si debbono 
trovare due K unite, una delle quali si proietta nella curva di dira­
mazione C4 di FI, l’altra (iperellittica) nella conica C sezione d’un 
piano tangente a, e su questa si trovano (oltre le due intersezioni 
con C4) 6 punti di diramazione, che sono i punti conici di F4 su a. 
Reciprocamente, si assuma uns, _F4 con piano a tangente lungo una 
conica C e si costruisca la F = FI estraendo su F± la \/aß, in guisa 
da possedere una quartica C4 di diramazione ß — 0, cui si aggiunge 
la conica critica apparente C. È facile persuadersi che le oo1 sezioni 
dei piani passanti per la retta comune ai piani a e ß costituiscono quar- 
tiche doppie, immagini di curve spezzate come la sezione del piano 
ß, e perciò — prese semplicemente — rappresentano oo1 curve ca­
noniche di F, sicché per la detta F risulta pg — 2. Si può anche ve­
rificare che pa — 2, sia mostrando a priori la regolarità della super­
fìcie, sia calcolando il pa mediante le formule stabilite per la corri­
spondenza [1, 2] fra Fi ed F: dove occorre tener conto che i 6 punti 
doppi di Fi sulla conica C costituiscono 6 curve infinitesime di dira­
mazione (da aggiungere alla quartica sezione del piano ß) cui ri­
spondono curve eccezionali o punti semplici della superfìcie F.

Ma un secondo tipo affatto distinto, che non rientra in quello delle 
F 8 bi canoniche semplici (p — 2, pM — 3) è dato dalla superfìcie 
bicanonica costituita da una superficie F4 di Segre (4) (con due punti 
doppi) doppia, ovvero dal piano doppio con curva di diramazione C10 
d’ordine 10, dotata di 2 punti Mpli e di 2 punti [3, 3] (2).

Qui le curve canoniche sono rappresentate da co1 coniche d’un 
fascio (ciascuna da prendersi come doppia con 6 + 2=8 punti di 
diramazione) e le bicanoniche da oo4 quartiche con due punti base 
doppi e due contatti:

p = 2 , p(D = 3.

Si dimostra facilmente che ogni superfìcie F con p — 2 e ph) = 3 
che conduca in ad una bicanonica doppia è a curve canoniche iper-

(1) Cfr. F. Enriques-F. Conforto : « Le superficie razionali », pag. 144.
(2) O, se piace meglio, di una (710 costituita da una retta re da una C9 con tre 

punti 3-pii su r e, fuori di essa, due punti 3-pii infinitamente vicini. 
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ellittiche e si lascia rappresentare sulla FI di &4 o sul piano doppio 
anzidetto.

Anzitutto, se il sistema bicanonico \2K\ di F non è semplice, 
vuol dire che le curve di esso passanti per un punto A debbono pas­
sare di conseguenza per (almeno) un altro punto Ama questo non 
può essere fuori della K che passa per A, e se sta sulla K (supposta 
irriducibile) vuol dire che la serie canonica gl segnata da 12K | su K 
è composta e la K è iperellittica.

Ora se le K sono iperellittiche la superficie bicanonica trasfor­
mata di F si ridurrà ad una F4 doppia, e perchè la F4 sia normale in 
-8"4 dovrà essere a sezioni iperpiane ellittiche, ossia una superfìcie di 
Segre, intersezione completa di due quadriche di $4. Sulla FI, le cui 
sezioni iperpiane doppie sono di genere 3 p(d —2 — 7, si avrà una cur­
va di diramazione C12 d’ordine 12. Aggiungasi che la nostra A4 di F4 
non è la più generale intersezione di due quadriche, bensì è dotata 
di due punti doppi, i quali cadono nei punti base del fascio delle 
coniche canoniche (immagini di due punti doppi della g\ sulle A). 
La rappresentazione punto per punto della A4 sul piano conduce 
ad un sistema rappresentativo delle sezioni iperpiane costituito da 
curve del 4° ordine con due punti doppi e due punti base semplici 
di contatto: queste sono le immagini delle curve bicanoniche d’un 
piano doppio, con p — 2 e pW = 3, di cui la curva di diramazione 
€10 possiede due punti 4-pli e due punti [3, 3].

Abbiamo affermato che le A4 di Segre doppie costituiscono un 
secondo tipo di superfìcie con p = 2 e p<F = 3, non rientrante come 
caso particolare nella famiglia che ha per tipo la A8 bicanonica sem­
plice. Per dimostrarlo si può ricorrere ad un computo di moduli: 
tanto la A8 bicanonica semplice come la FI dipendono da 24 = 
= 9p — 2pW + 12 moduli, e perciò formano due famiglie distinte. 
Ma ciò appare anche in modo diretto, perchè se si cerca di ridurre 
per continuità la A8, proiezione della A8 in $3, alla A4 proiezione 
della A4 di Segre, contata due volte, si perviene, non già ad una 
quartica dotata di conica doppia irriducibile (siccome accade di 
regola pel nostro secondo tipo), bensì ad una quartica con due rette 
doppie infinitamente vicine: pertanto si hanno veramente due fa­
miglie distinte di superficie con p = 2 e pW. = 3, aventi a comune 
una particolare sottofamiglia.

Osservazione. - Anche qui si può completare l’analisi, esaminando 
l’ipotesi che il sistema canonico | K j sia riducibile.

Anzitutto è lecito affermare che dovranno essere, in ogni caso, 
irriducibili le curve k componenti variabili delle K, perchè altri­
menti, essendo esse composte colle curve d’un fascio lineare (rego­
larità della superficie) si avrebbero almeno œ2 K e p > 2.
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Ora si potrà supporre che le K posseggano, oltre le L, delle com­
ponenti fisse 0, non eccezionali

\K I = 270 + \k\.

Designando con n e n i caratteri di | k | e con ^er quelli d’una 
0, avremo

2tl — 2 — n + 27(2^ — 2 — v) = — 1 = 2,

mentre > 2.
Inoltre, riferendoci ad una superfìcie senza curve eccezionali,, 

sarà per ogni 0
2£ — 2 — v >0.

Siccome poi una k ha 2% — 2 — 2n intersezioni colla residua cur­
va 270:

271 — 2 — 2n > 0.

Da queste diseguaglianze risultano pei valori di ti ed n tre pos­
sibilità :

1) n = 2, n = 0;
2) ti = 2, n = 1;
3) ti = 3, n = 2.

Ma l’ipotesi 1) si scarta subito. Il sistema |7/| aggiunto a |&| 
sarebbe un sistema oo3 di curve del grado

0 + 2 • 2 + 2 = 6, 

formato di curve ip er ellittiche (bisecanti le k) è perciò condurrebbe 
ad una rigata cubica doppia, la quale non è normale, sicché \k'\ 
(che ha la dimensione p + 2 — 1 =3) dovrebbe essere contenuto 
in un sistema completo di dimensione >3: ciò che è impossibile.

Anche l’ipotesi 2) (n — 2, n = 1) si scarta facilmente.
Perchè il sistema aggiunto \ k'\ che è un sistema di curve ipe- 

rellittiche, di genere 4 e grado 7, dotato d’un punto base semplice, 
condurrebbe ancora ad una rigata cubica doppia non normale, onde, 
la sua dimensione sarebbe > 3, ciò che è impossibile.

Pesta l’ipotesi 3) (n, — 3, n = 2). Ma in questa ipotesi il sistema 
\2k\ ci conduce proprio alla superfìcie F4 doppia cui conduceva 
\K'\ = \2K\ nel supposto delle K irriducibili. Si ricade quindi sullo 
stesso piano doppio e, a posteriori, si riconosce che le K sono irri­
ducibili; |Æ| '= \k\.

19. Superficie con p<P = 3 e p = 1 (P = 4).

Supposto che la curva canonica K sia irriducibile, il sistema bica- 
nonico \2K |, che è oo3, sarà pure irriducibile e privo di punti base su 
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K. Se esso è semplice conduce a trasformare la superfìcie data in 
una F8 d’ordine 8, dello spazio &3? a sezioni piane di genere 3pW —
— 2 — 7, e perciò dotata d’una curva doppia 014 d’ordine 14. Questa 
Ou appartiene ad una superfìcie diaggiunta 07, d’ordine 2 • 8 —
— 9 = 7, ciré insieme ad un piano costituisce una 0S secante su F8
una curva dicanonica; anzi la C14 è intersezione completa delle F8 e 
07 — 14 j. D’altra parte deve esistere una quartica aggiunta

G4, che sega su F8, fuori di C14, la K canonica d’ordine 4 (4 • 8 —
— 2 • 14 = 4). Ciò posto è facile caratterizzare la curva C14: essa è, 
in generale, la curva doppia della superfìcie <P7 a sezioni ellittiche, 
superfìcie possedente una quartica aggiunta 04 e perciò razionale.

Pertanto la superficie bicanonica semplice F8 di generi p = 1 e 
■pd) = 3 è definita, in generale, dal possesso di una curva doppia 
014, d'ordine 14, che è la curva doppia di una superficie razionale 07 
del 70 ordine a sezioni ellittiche (x). Per costruire la F8 basterà com­
binare linearmente la quartica O4 aggiunta a 07, contata due volte, 
e la 07 stessa, presa insieme con un piano generico.

Si può valutare il numero dei moduli da cui dipende la F8: si 
trova che la C14 (o la 07) possiede 12 invarianti proiettivi ed è doppia 
per 00 F8, sicché vi sono oo16 F8 proiettivamente distinte: il nu­
mero dei moduli di Fs vale:

(1) Per le superfìcie a sezioni ellittiche cfr. p. es. Enriques - Conforto. Le 
superficie razionali. Libro II, cap. III.

M = 16 = 10? — 2p(D + 12 .

Ora nella famiglia delle F8 dicanoniche semplici con p — le 
-p(D = 3 si vedranno rientrare, come casi particolari, le superfìcie 
dicanoniche multiple, che — almeno nell’ipotesi di una curva ca­
nonica irriducibile — sono soltanto quartiche doppie P4, e danno 
luogo a due tipi di queste.

Se sopra una superfìcie F con p = 1 e = 3 si ha una curva 
canonica K irriducibile, e il sistema bicanonico |2Æ|, che sega su 
K la gl completa, non sia semplice, bisognerà che esso appartenga 
ad un’involuzione del 2° ordine I2 per cui la K sia: 1) curva doppia, 
ovvero: 2) curva iperellittica trasformata in se stessa. E siccome 
in nessun caso \2K\ può avere dei punti base, si deduce che «le 
sole superficie bicanoniche multiple per p = le p<x> = 3, sono quar­
tiche doppie FI ».

Studiamo successivamente i due casi cui conducono le due ipotesi 
sopra indicate 1) e 2) in ordine all’appartenenza di \2K\ ad una in­
voluzione I2.
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Anzitutto: se si assume l’ipotesi 1) la superfìcie dicanonica tra- 
sformata della data F sarà una quartica E4 doppia con quantica? 
piana di diramazione K. E perchè la K abbia il genere pW — 3, 
e anche perchè la FI resulti di genere p = 1, bisognerà che le sezioni 
piane di E4 non abbiano punti doppi, e che la E4 stessa sia di genere 
1. Si può costruire una E4 di genere 1 doppia, rappresentante una 
F con p = 1 e pW = 3, facendo fascio di una F8 bicanonica (coi 
detti generi) e della sua aggiunta F4 contata due volte; in questo 
fascio

si vede la superfìcie generica (che è una F8) ridursi per continuità 
(per 2 = 0) alla F4 doppia. La F4 possiede come punti doppi i 
punti tripli di E8, e questi si aggiungono come punti (curve infini­
tesime) di diramazione alla curva di diramazione propria che è la 
la quartica K intersezione semplice di F8 ; la rimanente parte che è 
la C14, curva di contatto di F^e di una 07, costituisce una curva 
critica apparente.

Ora il numero dei punti tripli della Ci4, curva doppia di Fs> 
(e anche di 07), si può valutare con la nota formula, che dà

t = 10.

Questo numero si ritrova anche in altro modo dalla formula di 
corrispondenza che lega i generi numerici delle due superfìcie di 
genere 1, J* 4 e F, in corrispondenza [1, 2].

Da ciò che precede risulta esistere, come caso particolare della 
F8 bicanonica con p = 1 e pW =3, una F4 di genere 2 doppia pos­
sedente come elementi di diramazione una quartica sezione piana 
e 10 punti conici. Tuttavia si potrebbe pensare che le E4 doppie 
innanzi costruite rappresentino soltanto una sottofamiglia di un 
tipo più generale di superfìcie bicanoniche doppie con p = le 
pW — Z, le quali non rientrino nella famiglia delle Fs. Per risol vere­
questo dubbio, bisogna approfòndire lo studio delle nostre F\. Esse 
possono definirsi estraendo su F4 la radice quadrata d’un polinomio 
di 8° ordine, il quale può ridursi ad a <P7, essendo a = 0 il piano 
della K di diramazione e G7 la superfìcie del 7° ordine che ha come 
curva doppia la C14 (curva critica apparente). A codesto polinomio 
ct<P7 si può sostituire un altro polinomio a F7? facendo variare li­
beramente la superfìcie entro il sistema delle Flf d’ordine 7, che pas­
sano triplamente per i 10 punti doppi di P4 e la toccano lungo una 
curva del sistema completo | C141. Anzi si può ampliare questo si­
stema sommandovi due volte gli intorni dei 10 punti conici, prendendo 
dunque al posto di una superfìcie F7 che passi semplicemente per 
codesti 10 punti e tocchi _F4 lungo la curva critica apparente del 14° 
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ordine (che torniamo a chiamare C14). Ed è poi lecito sommare o 
sottrarre ad una tale F7, una superficie d'ordine pari 2n, che tocchi 
la F4 secondo una curva C4n, sostituendo così alla C14 una curva 
critica apparente C14 + C4n. Più precisamente vogliamo dimostrare 
che si può togliere dal sistema | C141, segato su F4 dalle F7 tangenti 
che passano per i suoi 10 punti conici, due quartiche sezioni piane 
(ciascuna contata due volte), in guisa da definire la FI mediante 
l’estrazione di una VaE3, dove F3 eguagliato a zero rappresenti 
una cubica tangente a F4 lungo una sestica di genere 3; quest’ul­
tima potrà dunque assumersi come curva critica apparente della 
FI

A tal uopo osserviamo che il sistema lineare delle C28 segate su 
E4 dalle F1 per 10 punti conici ha il grado

4 • 72 — 2 • 10,

e quindi il sistema metà delle C14 segate dalle F7 tangenti è di grado 

72 — 5 = 44,
44 + 2e perciò ha il genere e la dimensione —— == 23. Ora il sistema

I C141 sega sopra una quartica piana C4 una serie sicché togliendo 
la C4 da I C141 si otterrà un sistema | C101 di dimensione e genere 
23 — 12=11. E poiché questo \C10\ sega su un’altra quartica 
sezione piana una g710, togliendo anche questa curva si avrà un si­
stema lineare oo3 di sestiche C6 di genere 3, curve di contatto di 
cubiche passanti per 10 punti conici di E4.

In conclusione: la bicanonica con p — le pW = 3, rappresentata 
sopra una superficie del 4° ordine E4 di genere 1 doppia, è definita 
in relazione ad una F4 che sia toccata lungo una sestica C6 di genere 3 
da una superficie del 3° ordine F3 ed abbia quindi su questa 10 
punti conici; la FI si ottiene estraendo su Fla y/aFZì dove a designa 
il piano della quartica di diramazione.

Pesta da verificare che la detta FI rientra come caso particolare 
nella -famiglia delle bicanoniche F8 (p — 1, p( 1> = 3) semplici.

Perciò basta calcolare il numero degli invarianti o moduli da 
cui dipendono le nostre EJ. Anzitutto si osserverà che « l’esistenza 
di una sestica di genere 3, C6, autoresidua rispetto al sistema segato 
dalle superfìcie cubiche, porta per la F4 10 condizioni e il possesso 
di 10 punti doppi (in generale conici) sopra la C6 ». Infatti l’esistenza 
di una C6 di genere 3 sopra F4 porta intanto una condizione per E4; 
soddisfatta questa condizione si avranno oo6 cubiche E3 secanti 
su F4 due sestiche C6 dello stesso genere 3, residua l’una dell’altra; 
e due sestiche siffatte — formando insieme una curva C12 di genere 
19 — avranno 14 punti comuni; ma perché le CG residue siano equi­
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valenti bisogna che fra i 14 punti suddetti vi siano 4 punti variabili 
e 10 punti base, che cadranno necessariamente in 10 punti doppi 
di F^ e resistenza di un punto base, punto fìsso per la serie gli se­
gata dalle Cq di un sistema su una C6 residua, porta una condizione, 
ma l’esistenza di 10 punti base aventi come serie residua la gl ca­
nonica, porta soltanto 9 condizioni. In tutto, dunque, le condizioni 
cui la F4 deve soddisfare per possedere una C6 autoresidua di genere 
3 sono in numero di 10 e portano di conseguenza 10 punti doppi di 
Z\ su CQ.

Ciò posto le J?4 possedenti una C6 autoresidua dipendono da 34 — 
—10 = 24 parametri; a questi vanno aggiunti i 3 parametri da cui 
dipende la scelta di una sezione piana Zf, e tolti i 15 parametri di 
una omografia spaziale : resta che le nostre Fi dipendon o da

M = 24 + 3 —15 ---- 12

invarianti proiettivi o moduli. E poiché
JZ < 9p - 2+ 12 = 15, ■

si deduce che la famiglia delle dette FI è contenuta in una piu ampia 
famiglia di F8 bicanoniche semplici, e precisamente in quella che 
sopra abbiamo definita.

C’è un altro tipo di bicanonica FI rispondente ad una F coi ge­
neri p = 1 e pW = 3, e con curva canonica (irriducibile) iperellit- 
tica, e si ottiene prendendo come doppia una quartica F± a sezioni 
di genere 2 (cioè dotata di retta doppia) con una curva di dirama­
zione C12 d’ordine 12 ; ed anche questa FI rientra come caso parti­
colare nella famiglia delle F8 bicanoniche semplici.

Eappresentando la F± sopra un piano, si ottiene un piano doppio 
con curva di diramazione C10 d'ordine 10, dotata d’un punto 1-plo O 
e di 4 punti [3, 3] : A-^A^A^A^ Difatti su questo piano doppio c’è 
una curva canonica K di genere pd) — 3, che ha per immagine la 
conica per OA^A^A^A^ e un sistema di curve bicanoniche, rappre­
sentate doppiamente da oo3 quartiche C4 con O doppio e tangenti 
in JL1J.2JL3J-4, le quali formano il sistema rappresentativo delle se­
zioni piane della F^.

Si riconosce che questo piano doppio rientra come caso particolare 
nella famiglia delle bicanoniche semplici F8 (con p = 1 e pW = 3) 
perchè la sua C10 di diramazione dipende da

65 — 8 — 36 — 8 = 13
invarianti proiettivi o moduli, ed è

13 < 9p — 2pd) + 12 = 15.

Possiamo riassumere i risultati della discussione fatta enunciando 
ehe: tutte le superficie con p = le pd) = 3, almeno se la curva ca­
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nonica è irriducibile, rientrano nella famiglia più generale delle bica- 
noniche semplici F8 dello spazio ordinario. Sembra anche che l’even­
tuale riducibilità della curva canonica non dia luogo ad alcun caso 
nuovo. Ma non c’indugeremo in un esame minuto della questione.

20. Superficie con p = 0 e pM — 3.

Qui le curve bicanoniche formanti una rete di grado 4 (pM — 1) — 
= 8, conducono in generale ad un piano multiplo d’ordine 8, perciò 
conviene cercare il tipo delle date superficie ricorrendo alla super- 
ficie tricanonica, la quale è una F18 d’ordine 18 dello spazio a 3pW —
— 2 = 7 dimensioni.

I caratteri elevati di questa superficie rendono diffìcile di co­
struirla direttamente nello $7, o di definirne precisamente una proie­
zione F'18 nello $3: la quale dovrà avere sezioni piane di genere 6ph) —
— 2 = 16, e perciò possiederà, in generale, una curva doppia C120 
d’ordine 120. Ma possiamo almeno dimostrare l’esistenza della 
F18, perchè si conosce un caso particolare della famiglia, quale è 
un piano doppio di Campedelli, definito da una curva di diramazione 
C10 d’ordine 10 con 6 punti [3, 3], non appartenenti ad una conica.

È facile rendersi conto che il detto piano doppio conduce ad una 
superfìcie tricanonica F18 semplice. Ma questa non è la piu ge­
nerale, perchè la C10 di diramazione sopra nominata dipende da 3 
invarianti proiettivi o moduli, e si ha

3 < 9p — 2p(0 + 12 = 6.

Aggiungasi che, almeno se la rete delle curve bicanoniche di F 
(superfìcie regolare) è irriducibile, la tricanonica corrispondente 
(p = o e p^ = 3) riesce certo semplice. Infatti una superfìcie trica­

nonica multipla (d’ordine ~ = 9) potrebbe nascere soltanto nel­

l’ipotesi che le curve bicanoniche Zf2 di F siano iperellittiche, risul­
tando allora composta la serie canonica (completa) che le curve tri­
canoniche segano sopra una K2. In questa ipotesi la serie caratte­
ristica della rete bicanonica su una generica curva K2, sarà una g28 
composta colla g% che appartiene alla L2 stessa, e perciò contenuta 
in una g8 completa; ma (se la superficie deve essere regolare) ciò 
orta P = 6 anziché P = 3.

21. Superficie pluricanoniche semplici e multiple.

Nei precedenti paragrafi abbiamo incontrato diversi tipi di su­
perfìcie che dan luogo a bicanoniche doppie, in ispecie i tre tipi ge­
nerali seguenti:

Enriques iF. - Super fide algebriche.
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I) Per p = 3 e pW = 3, il piano doppio con curva di dirama­
zione Cs d’ordine 8;

II) Per p = 2 e pW =2, il piano doppio con curva di dirama­
zione C10 d’ordine 10 dotata di due punti quintupli infinitamente 
vicini ; \

III) Per p = 2 e pW = 3, il piano doppio con curva di di­
ramazione C12 d’ordine 12, dotata di due pimti quadrupli e di due 
punti [3, 3],

Per i tipi I) e II) non soltanto la dicanonica sì anche la tricano­
nica risulta una superficie doppia, in quanto le curve dicanoniche 
(di cui le tricanoniche sono le aggiunte) sono curve iperellittiche.

Ora ci proponiamo di dimostrare che questi tipi I) e II) sono i 
soli tipi di superfìcie, con p > 0 e pW > 1, le cui tricanoniche siano 
superfìcie multiple.

A tale scopo si avverta che, essendo le curve dicanoniche o le 
parti variabili di esse curve irriducibili (cfr. § 19, Cap.' IV), le aggiunte 
e quindi le tricanoniche, o le loro parti variabili, formeranno certo 
un sistema semplice se le dette dicanoniche non sono iperellittiche 
(e quindi appartenenti ad una involuzione razionale Z2); se dunque 
una superfìcie tricanonica regolare (per p > 0 e p<1) > 1) non è 
semplice, essa deve essere rappresentabile su un piano doppio per 
modo che le dicanoniche (iperellittiche) abbiano per immagini le 
curve razionali di un sistema lineare co2 almeno, cui vada sommata 
eventualmente qualche componente fìssa.

Conviene esaminare successivamente i tre casi in cui le immagini 
delle dette dicanoniche si riducono a:

1) le oo2 rette del piano;
2) le co5 coniche del piano;
3) o, infine, alle curve Cn d’un certo ordine n (> 1) formanti 

un sistema lineare di dimensione 2n — s con un punto base (n — 1)- 
plo 0 e senz’altri punti base (s = 0), ovvero con un altro punto 
base semplice 01 (s — 1), o con s (> 1) punti base semplici 010%....Os 
infinitamente vicini ad 0 (in direzioni distinte).

L’ipotesi 1) — che dà P — p + pW = 3, p = 1 e pW = 2 — 
è impossibile come appare dall’esame delle superfìcie con tali ca­
ratteri che. abbiamo svolto nel § 15.

L’ipotesi 2) conduce al piano doppio con C8 di diramazione, cioè 
al tipo I) con p =3, pW — 3, incontrato nel § 17.

L’ipotesi 3) si realizza per n = 2, quando si assuma come curva 
di diramazione del piano doppio una C8 d’ordine 8 con due punti 
tripli infinitamente vicini Oe Of le immagini delle curve bicano- 
niche sono le coniche per 0 e
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Ma il piano doppio così definito rientra nel tipo più generale 
dove si assuma come curva di diramazione una C10 d’ordine 10 con 
due punti 5-pii infinitamente vicini, che è il tipo II) per p — 2 e 
pW = 2: quando la C1Q abbia altresì un punto doppio, si riconduce 
quadraticamente ad una C8 con punto [3, 3].

Per discutere in generale le possibilità cui dà luogo l’ipotesi 3), 
pongasi che le bicanoniche del nostro piano doppio contengano ima 
parte fìssa d’ordine d, da sommarsi alle affinchè l’addizione di 
questa parte non ampli il sistema | Cn | bisogna che essa consti di 
rette fondamentali per Cn, contate rispettivamente h1h2....'hs volte, 
cioè di rette 00;• e quindi che passi colla molteplicità d per 0 e colla 
molteplicità hi per 0,. Così Ja curva di diramazione del piano dop­
pio sarà una C2m d’ordine 2m che ha le curve Cn + Ehi • 00d’or­
dine n + d = n + Ehi, come seconde aggiunte; ed avremo

2 m = n + d + 6«

Oltre a ciò basterà ritenere che la C2m deve possedere in 0 la 
molteplicità n —■ 1 -|- ^ + 2 == n + d 1 — 2m — 5. Ora sopra un 
piano doppio con curva di diramazione C2m dotata di un punto 
0 (2m — 5)-pio, le immagini delle curve bicanoniche sono in generale 
curve d’ordine 2m — 6 = n + d passanti per 0 colla molteplicità

2 m — 8 = n + d — 2 ;

affinchè questa molteplicità cresca di 1, diventando n d — 1 
(come accade per le Cn + Eht • 00,-), bisogna che vicino ad 0 si 
trovi un altro punto (2m — 5)-plo di C2m-, ma la somma

2m — 5 + 2m — 5 < 2m, 
e quindi

m — 5 , 2m — 10 
o (in particolare)

m = 4 , 2m — 8 ;

così si ritrova il tipo II).
In conclusione enunceremo il teorema:
La tricanonica di una superficie regolare di generi p > 0 e pW >1 

è sempre una superficie semplice, d’ordine < 9 (pW — 1), fatta ecce­
zione per due tipi I) e II) di superficie riferibili al piano doppio, che 
rispondono ai valori p = 3 e pW — 3, e p = 2 e pW = 2.

Per questi due tipi I) e II) risultano doppie tanto la bicanonica 
che la tricanonica : la bicanonica è per la I) una superfìcie di Veronese 
(F4 di &6) doppia e per la II) un cono quadrico doppio dello $3; la 
tricanonica è, nel primo caso, una superfìcie doppia P9, d’ordine 9 
a sezioni ellittiche in $9, nel secondo caso una superfìcie doppia 
F6, d’ordine 6 a sezioni ellittiche in
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Siccome dunque le curve tricanoniche delle nostre superficie 
non sono, in nessun caso, iperellittiche, ne segue (per p > 0) che 
le loro aggiunte non appartengono ad una involuzione, cioè: sopra 
una superficie regolare per p > 0 e pd) > 1, le curve quadricanoniche 
(o le componenti variabili di esse), e quindi anche le i-canoniche per 
i > 4 formano sempre un sistema semplice.

Questa proposizione affermante la semplicità delle superficie 
pluricanoniche (pd) > 1) per i > 3, si estenderà verosimilmente al 
caso p — 0; ma occorre per ciò una analisi più difficile, in cui non 
c'infingeremo (cfr. per pd) — 2 la discussione del § 16).



Capitolo IX.

SUPERFICIE IRREGOLARI E SISTEMI CONTINUI 
DI CURVE DISEQUIVALENTI

1. Introduzione.

Richiamiamo alcune osservazioni che abbiamo fatto nel Cap. IVr 
§ 12.

E anzitutto avvertiamo che, parlando di curve e di sistemi li­
neari o continui di curve C, sopra una superfìcie F, sottintenderemo 
di regola che si tratti di curve irriducibili prive di punti multipli (x).

Abbiamo veduto che, sopra una superfìcie regolare, un sistema 
lineare completo di curve \C\, ha la serie caratteristica completa. 
Ed una superfìcie cui appartenga un sistema continuo di curve (7, 
formato di ood sistemi lineari distinti, cioè un sistema \ C contenente 
ood, con d > 0, curve disequivalenti, è irregolare, d’irregolarità

P g Pa > d.

L’affermazione si giustifica senz’altro per sistemi continui \ C\ 
di curve irriducibili oor+d, formati di ood sistemi lineari che hanno 
una certa dimensione (generica) r: giacché la serie caratteristica 
segata su una C generica dalle curve infinitamente vicine di \ C avrà 
la dimensione

r + d— 1,
e quindi la serie caratteristica del sistema lineare | C | avrà la de­
ficienza (almeno) eguale a d; basta quindi invocare il teorema di 
Castellinovo (Cap. IV, § 12), per cui

d < pg— pa .

Aggiungasi che questa diseguaglianza vale anche per sistemi 
continui \C\ formati di curve riducibili; perchè, in primo luogo,

O Se si vuole considerare anche curve C con punti multipli, conviene rite­
nere che questi punti siano punti base assegnati per i sistemi lineari e continui 
a cui ci si riferisce.



326 CAPITOLO NONO

si può prescindere da eventuali componenti fìsse che facciano parte 
delle C, ed in secondo luogo, se le C variabili siano riducibili, sot­
traendo! e da un sistema lineare abbastanza grande \L\ si potrà 
ottenere un sistema continuo \L— C\ che — all’infuori di compo­
nenti fìsse — verrà costituito di curve irriducibili e conterrà almeno 
— come \C\—ood curve disequivalenti.

Scopo principale di questo Capitolo è di esporre le argomenta­
zioni che portano ad invertire il teorema precedente, nel senso che: 
sopra una superfìcie irregolare, di generi pa e pg > paì e quindi 
d’irregolarità q = pg — pa, esistono sempre sistemi continui di 
curve formati di co® sistemi lineari distinti.

Il possesso di sistemi continui di curve disequivalenti costituirà 
così la proprietà caratteristica delle superficie irregolari. E il teorema 
che l’enuncia e la precisa come sopra, in ordine al valore di pg — paj 
si potrà chiamare il teorema fondamentale nella teoria delle super­
fìcie irregolari.

Ma prima di abbordare la dimostrazione del teorema fondamen­
tale, in vista delle difficoltà d’ordine delicato che essa presenta, 
conviene mettersi nelle ipotesi più generali in cui se ne faccia astra­
zione, ed esaminare dunque che cosa possa dirsi delle superfìcie 
contenenti sistemi continui co® di curve disequivalenti, quando si 
sappia soltanto che

0 < q < pg — pa,

come si è riconosciuto innanzi. A tal uopo distingueremo due irre­
golarità della superfìcie, a priori non sempre eguali: Virregolarità 
numerica

P s P a

e Virregolarità geometrica A cioè la massima dimensione d’una serie 
continua di curve disequivalenti che si trovi sulla superfìcie:

q< pg-~pa.

Questo numero q designa, ih ogni caso, un carattere invariante 
della superfìcie stessa: tutti gli esempi noti di superfìcie irregolari 
(superfìcie con un fascio irrazionale di curve, superfìcie delle coppie 
di punti d’una curva eco.) danno g > 0 ed anzi g — pg—pa.

2, Condizione aritmetica perchè una curva, sopra una superficie 
d’irregoìarità geometrica q9 appartenga ad una serie continua 
co® di curve disequivalenti.

Sia g > 0 l’irregolarità geometrica d’una superfìcie F: vuol dire 
che ad F appartiene una serie continua oo® e non una serie più 
ampia, di curve disequivalenti.
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Si domanda: può darsi un criterio aritmetico perché una curva 
<7, su F, appartenga similmente ad una serie oo9 di curve disequi­
valenti, ossia ad una serie formata di oo9 sistemi lineari completi 
distinti!

La risposta è fornita dal calcolo della dimensione virtuale del 
sistema individuato dalla curva C (di genere n, grado n, e indice 
di specialità i) :

r *=  pa + n —n + 1 — i.

Invero sia \C\ un sistema lineare di curve, irriducibili o ridu­
cibili, di grado n, di genere n, e di indice di specialità i, aritmetica- 
mente effettivo, cioè tale che la sua dimensione virtuale

Pa + + 1 — i ^0 ;

ad esso associeremo un altro sistema lineare regolare |D| (irridu­
cibile eco.) abbastanza grande, per modo che anche \C D\ sia 
regolare. Il sistema |D| potrà supporsi contenuto in un sistema 
continuo \D\ formato di oo9 sistemi lineari disequivalenti, uno dei 
quali — diverso da | D | — vogliamo designare con | D |.

Ora il sistema \C\ si lascia costruire staccando una curva JD 
da I C + DI, e la sua dimensione risulta > pa-]-n — ti + 1 — i9 
giacché I C + D | sega sulla detta D una serie (completa o meno) 
che ha precisamente l’indice di specialità i (cfr. Cap. IV, § 11).

Consideriamo la serie segata dallo stesso sistema | C + D | su 
una D. Non è possibile che, per una scelta generica di D in 
la detta serie abbia un indice di specialità superiore ad i, perchè 
—- variando la D con continuità — si può ridurla alla D e, in questo 
passaggio al limite, l’indice di specialità della serie non può dimi­
nuire. Pertanto la dimensione del sistema lineare \C\ — | C + D — 
— D\ risulterà (secondo il noto calcolo che porge il teorema di 
Riemann-Roch) > pa+ n—rc + 1 — i: cosi, al variare di P, si 
otterranno oo9 sistemi lineari completi distinti, formanti una serie 
irriducibile \C\.

Enunciamo il teorema così conseguito:
Sopra una superficie di irregolarità geometrica g > 0, un sistema 

lineare aritmeticamente effettivo, cioè di grado n, genere n e indice 
di specialità i, tale che

Paff- n—su + 1 — i > o, 

appartiene sempre ad una serie oo9 di sistemi lineari dis equivalenti.
Si vede qui la più semplice definizione della irregolarità geome­

trica (e poi della differenza pg — pa in rapporto al teorema fondamen­
tale che porge la proprietà caratteristica delle superfìcie irregolari).
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3. La varietà di Picard corrispondente ad una superficie irregolare«»

Nel precedente paragrafo si è visto come, sopra mia superfìcie d'ir­
regolarità geometrica q ( > 0), gli oo3 sistemi lineari formanti un certo 
sistema continuo \ | C | \ o \C\ siano legati a quello di un altro si­
stema continuo analogo \D\: vi è una corrispondenza biunivoca 
fra gli elementi (sistemi lineari) di {C\ e quelli di essendo omo­
loghi i sistemi lineari residui l’uno dell’altro rispetto a un | C + D |.. 
Questa osservazione (che appartiene a Castelnuovo) si può precisare 
dicendo: Gli elementi (sistemi lineari) delle serie continue oo« appar­
tenenti ad una superficie di irregolarità geometrica q (> 0), si possono■ 
ritenere come i punti di una medesima varietà abeliana V, che Ca- 
stelnuovo ha voluto intitolare al nome del geometra francese, come 
varietà di Picard, corrispondente alla superfìcie.

Invero l’operazione + D — P per cui si passa da un sistema li­
neare I <71 ad un altro sistema lineare | <71 contenuto in si può 
interpretare come una trasformazione puntuale della varietà V 
in sè stessa; è ovvio che tutte le trasformazioni analoghe sono per­
mutabili e formano un gruppo oo3 semplicemente transitivo senza 
eccezioni entro la detta varietà V — Vf/ (a q dimensioni): che ap­
punto perciò viene caratterizzata quale varietà abeliana, non de­
genere.

Il significato del teorema conseguito viene chiarito dalle consi­
derazioni seguenti.

Si ponga il problema di determinare tutte le curve d’un dato 
ordine n appartenenti ad una superfìcie algebrica F.

A priori queste curve che — per appartenere alla F — ven­
gono assoggettate a condizioni algebriche, si ripartiranno in un certo 
numero di famiglie e perciò costituiranno, in generale, dei sistemi 
continui algebrici.

Tali sistemi saranno sistemi lineari se la F è regolare. Se, invece, 
la F è di irregolarità geometrica q (pg > pa) codesti sistemi — ri­
guardati come varietà aventi per elementi dei sistemi lineari distinti 
— saranno, non già varietà algebriche di tipo qualsiasi, ma varietà 
abeliane VQ o, almeno, formeranno coi loro multipli, delle varietà 
abeliane.

A meglio comprendere che cosa ciò importi varranno alcuni ri­
chiami che gioverà fare appunto sulle varietà abeliane (cfr. § 9).

4. Proprietà caratteristica delle superficie algebriche irregolari: teo­
rema fondamentale per pg = 0.

La dimostrazione del teorema fondamentale sulle superfìcie 
irregolari, che abbiamo enunciato nel § 2, si dà nel modo più sem-
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plice per le superfìcie di genere pg = 0, e richiede invece considera­
zioni più delicate per pg > 0. Perciò conviene distinguere questi 
due casi.

Supponiamo dapprima che sia pg = 0 e quindi pa = — p <0.
Si consideri, sopra la nostra superfìcie F, un sistema lineare com­

pleto ICI, che sia regolare, non speciale, di genere n e di grado ny 
e quindi di dimensione

r — — p n—4- 1.

E ad esso si associ un altro sistema lineare | D |, che sia pure re­
golare, di genere q e di grado v, e quindi di dimensione

r' — — p + r — @ + 1,

e tale che anche la somma | C + D | sia un sistema regolare (cfr. Cap. 
IV, § 8).

Designando con m il numero delle intersezioni di C e D, scri­
veremo il genere e il grado di \C B\ = \F\:

77 = te + Q + m — 1 
. N = n + v + ,

e quindi la sua dimensione:

R — — p + -V —77 4~ 1 = — P + (n — 7r) + (v — (?) + m + 2, 

cioè
R = r r' p m .

Ricordiamo che, in base al principio di degenerazione o di spez­
zamento O, una curva irriducibile, dotata di un certo numero m 
di punti doppi, non può ridursi, per continuità, ad una curva spez­
zata le cui componenti, ove siano prive di punti multipli, non 
abbiano almeno m + 1 punti comuni (cioè con un punto doppio di 
più, attraverso a cui vengano connesse le due- componenti delia 
curva spezzata). Da questo principio si deduce che, imponendo alle 
curve E di possedere m punti doppi, non si potrà ottenere un siste­
ma continuo E di dimensione rr'p >r r' formato di curve 
irriducibili, che contenga entro di sè il sistema delle curve di 
\E\ = IC 4*  DI spezzate in una curva di \ C\ e in una curva di | B |, 
ma si verrà a definire un sistema di cui una parte almeno (della 
stessa dimensione) contenga entro di sè un sistema continuo di curve 
spezzate in una curva dell’ordine di C e in una curva dell’ordine 
di D, queste due componenti descrivendo dunque due sistemi con­
tinui non lineari, diciamo \C\ e complementari.

(1) Cfr. Enriques-Chisini, L. V, Cap. Ili, 35 (vol. Ili, pag. 405).
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Ad ogni curva C del più ampio sistema continuo \C\ corrispon- 
derà, come residuo rispetto ad, \E\, un sistema lineare di curve 
\I)\ e viceversa; sicché è facile valutare la dimensione del sistema 
continuo \C\, che dovrà essere (almeno) r -f- P, e similmente quella 
di M che dovrà essere r' -f- p. Anzi si può dire che \C\ consterà 
di una serie (almeno) oo2’ di sistemi lineari disequivalenti, aventi 
la dimensione eguale ad r, perché la dimensione dei sistemi lineari, 
completi formanti che è a priori > r, non può essere > r, 
visto che codesti sistemi lineari si riducono per continuità al | C | 
da cui siamo partiti, che ha proprio la dimensione r.

Ma nel caso che il genere geometrico di F sia pg = 0, sappiamo 
che la F non può contenere un sistema continuo di curve formato 
di ood sistemi lineari distinti, dove sia d > pg — pa = p ; pertanto 
si conclude che, sopra le superfìcie irregolari di genere geometrico 
pg — o, esistono sistemi continui di oop curve disequivalenti, e non 
sistemi formati da una serie più ampia di curve siffatte.

Riassumeremo i risultati ottenuti enunciando il Teorema 
fondamentale ristretto: Una superficie di genere numerico negativo 
pa — — p contiene certo sistemi continui formati di oop curve di­
sequivalenti, 6, se il genere geometrico pg — 0, non possiede sistemi 
più ampi di curve dis equivalenti; in altri termini T irregolarità geo­
metrica vale

q > p

e per pg = 0 egïiaglia Virregolarità numerica

Pl — Pa = P-

■5. Teorema fondamentale per pg > 0*

Cerchiamo di estendere il teorema fondamentale alle super­
ficie di genere geometrico pg > 0 e di genere numerico qualunque 
pa < pg. A tal uopo riprendiamo a considerare, sopra la superfìcie 
F (supposta di generi pa e pg) due sistemi lineari non speciali regolari 

I CI e ID\ coi caratteri n1 tc e v, g tali che anche la somma \E\ — 
= \C I)\ sia regolare, segando su una D una serie completa 
e non speciale gm+v.

Designando con AT e II i caratteri di | E |, si vede (come innanzi 
nel caso pg — 0) che il sistema lineare \E\ avrà la dimensione

F = pa + A — II + 1 = pa + (n —n) + (v — p) + m + 2

(m = .CD),
ossia

E = r r' m — pa , 
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dove r e r' sono le dimensioni di \G\ e |D|. Ora, se il sistema li­
neare \C\ deve essere contenuto in un sistema continuo di di­
mensione r q = r + pa~pa (formato di 00« sistemi lineari di­
stinti), bisogna che l’imposizione alle E sopra F di m punti doppi, 
onde risulta lo spezzamento di tali curve in C di {C\ e B del sistema 
residuo {B\, porti — non già m condizioni indipendenti (o m — pa 
come apparirebbe dall’esistenza di \C\ e di | B | ) — ma soltanto m—pg 

•condizioni. Se ciò accade, il sistema continuo di dimensione 
pff n—7r + 1, avrà, su una C = Co, la serie caratteristica com­
pleta, e sarà quindi non ampliabile.

Così, per mostrare che « l’imposizione alle E su F di m punti 
doppi, onde risulta lo spezzamento di tali curve in curve di {C}- 
e \B\, non può portare più di m—pg condizioni», e quindi l’irre­
golarità geometrica q di F eguaglia l’irregolarità numerica (q = pg — 
— pa), si è condotti ad esaminare la serie caratteristica del sistema 
continuo pare che si raggiungerà la dimostrazione cercata 
ove si riconosca che codesta serie è completa.

E a tal uopo basterà considerare le curve E di \E\ — | C + B| 
che passano pel gruppo G degli m punti comuni alle due compo­
nenti Co e Dq di una E spezzata, Eo = CQ -f- Po; queste E segano 
su Co la serie caratteristica completa, ed una di esse, insieme ad EQì 
determina un fascio lineare di curve che si toccano nei punti del G: 
segue da ciò che anche la curva del fascio infinitamente vicina ad 
Eq possiede m punti doppi vicini a quelli del G p), e perciò, se acche 
a queste curve infinitamente vicine sia applicabile il principio di 
degenerazione, essa deve spezzarsi in due curve e la prima 
delle quali — vicina a Co — sega su Co un gruppo (arbitrariamente as­
segnabile) della serie caratteristica.

Abbiamo così raggiunto la dimostrazione (per pg qualunque) 
del teorema fondamentale1?

(1) Cfr. p. es. Enriques-Chisini, Lezioni, L. Il, § 5, vol. I, pag. 183 e L. Ili, 
Cap. II, § 20, vol. II, pag. 167,

No, l’apparenza della dimostrazione non ci deve ingannare: 
il teorema di cui si tratta concerne una proprietà integrale, e noi 
abbiamo stabilito soltanto una proprietà differenziale che ne è una 
conseguenza, ma che viceversa non implica necessariamente la 
prima. Invero si è dimostrato tutt’al più che « la serie caratteri­
stica di Co viene segata completamente da curve C 1? infinitamente 
vicine ad essa », ma non che le appartengano veramente, come 
curve tendenti al limite, ad un sistema continuo di curve proprie

C’è qui un punto critico della dimostrazione, di cui rileveremo 
più avanti il significato storico (§'6): la condizione per cui «m — pg 
punti doppi imposti alle E debbono portare di conseguenza altri 
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pg punti doppi » si è verificata non « in grande » ma « in piccolo »y 
a meno d’infinitesimi d’ordine superiore, per le curve infinitamente 
vicine ad Po.

La proprietà differenziale « in piccolo » consegue, come si è 
detto, dalla proprietà integrale o « in grande » che vuoisi stabilire, 
ma questa non è a sua volta conseguenza .di quella.

Per chiarire meglio la cosa si consideri una varietà Vr di dimen­
sione r, la quale sia definita in uno spazio Ss (P > r) come inter­
sezione di un certo numero di ipersuperfìcie (o di falde lineari dif­
ferenzialmente distinte di una stessa ipersuperfìcie algebrica): per 
valutare la dimensione r si è condotti a ricercare il numero s dei 
punti linearmente indipendenti nell'intorno del prim’ordine di un 
punto generico P di Vr; ma è chiaro che le varietà di cui Vr è de­
finita come intersezione possono avere in ogni punto di questa un 
certo contatto, ed in tal caso il numero dei punti vicini a P, di cui 
si è detto, risulterà s > r.

Per esempio, per r = 1 la V1 può essere la curva di contatto di 
due o più superfìcie dello spazio $3, curva da contare due volte; 
allora il numero dei punti indipendenti di essa, vicini ad un punto 
P, non è più r = 1, bensì s — 2.

Da questo chiarimento risulta anche l’esigenza a cui si deve 
soddisfare per colmare la lacuna che rimane nella nostra dimostra­
zione del teorema fondamentale generale per pg > 0, passando 
dalla proprietà riconosciuta in piccolo alla proprietà in grande, di 
cui si è detto sopra.

Si consideri la Vr dello &, definita come intersezione di m falde 
ipersuperfìciali, che rispondono alle curve di \E\ ----- \C + D\ do­
tate di m punti doppi (costituenti il più ampio sistema continuo 
cui appartengono le P spezzate in una curva C dell’ordine di Co 
e in una I) dell’ordine di Do) ' te dette m falde non debbono toccarsi 
tutte lungo la VT o in un punto generico P di essa. Vuol dire che non 
può aversi un ramo lineare di curva uscente da P che abbia un con­
tatto d’ordine finito s (> 1) colle fade suddette e non con Vr; in altri 
termini: se un tal ramo haÄ<s+l(>0) punti successivi comuni 
con Vr, avrà comune con questa varietà anche il successivo punto 
(Ä + 1) — mo.

Ovvero, ritornando dalla Vr alla nostra superfìcie P, occorre 
mostrare che per ogni curva C1 infinitamente vicina a <70 nell’intorno 
del prim’ordine, esiste una serie di curve infinitamente vicine CrC2.... 
negli intorni d’ordine successivo 1, 2, 3 .... ; serie regolare, (cioè 
assimilabile ad un ramo lineare). La fa parte di una curva spez­
zata Px = + Pi vicina a Co + Do; la C2 farà parte di una curva
successiva C2 + P2? e cosi via.

Per assolvere l’esigenza così posta, e quindi completare la di­
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mostrazione generale del teorema fondamentale si affaccia assai 
semplicemente un’idea (x) : poiché su F sono date due curve infinita­
mente vicine non equivalenti, Co e l’operazione C1— <70 appli­
cata successivamente ad una curva, p. es. a C1, varrà a definire 
la serie delle curve successive C2C3o quella dei sistemi lineari 
da essa determinati. Qui giuoca, e dir vero, un’intuizione ardita, 
cioè viene assunto che « possa operarsi sulla superfìcie A, per somma 
e sottrazione di curve, anche quando si tratti di curve infinita­
mente vicine ». Si vuole giustificare questa intuizione.

Prendiamo le mosse da un questione in qualche modo analoga, 
che si riferisce alle curve. Se, sopra una curva L di genere p > 0, 
si considerano due gruppi di p punti, G e G', disequivalenti, l’ope­
razione + G'— G applicata successivamente a partire da G conduce 
ad una serie (generalmente) illimitata di gruppi

G, G', G", G"',

che rispondono agli omologhi di G nelle potenze di una trasforna- 
zione di prima specie T della varietà di lacchi 7, relativa ad L. 
Perciò la serie dei gruppi successivi, G", G"'.,,., non cessa di essere 
definita (2) quando G' diventi infinitamente vicino a G: in questo 
caso la trasformazione T diventa una trasformazione infinitesima 
generatrice del gruppo continuo della V, secondo S. Lie, e definisce 
una serie analitica t, traiettoria del gruppo di Jacobi di L.

Per passare di qui alla considerazione delle curve infinitamente 
vicine sopra una superfìcie, conviene giustificare anzitutto il prin­
cipio di spezzamento per la curva infinitamente vicina ad una 
<70 + JD0, che abbia (come nella costruzione indicata innanzi) 
■m = CqDq punti doppi vicini ai punti comuni a Co e Do; si tratta 
dunque di mostrare che tale curva è una formata di due
parti rispettivamente vicine a Co e Po.

A tal uopo si può supporre che Co e Do siano curve normali non 
speciali appartenenti a spazi di dimensione assai elevata rispetto 
al loro genere : a questo caso si può invero ridursi mercè una trasfor­
mazione della superfìcie data F. Allora è facile verificare che, nello 
spazio di A, le curve, irriducibili F di ordine A e genere 77, che costi­
tuiscono la famiglia definita dalle G + D spezzate, formano una va­
rietà avente una certa dimensione K, entro cui si ha una varietà

(1) La parte che segue è stata lasciata incompleta dall’Autore e quindi le 
argomentazioni ivi svolte presentano numerose lacune; tuttavia si è ritenuto 
opportuno riportarla perchè contiene idee che forse, opportunamente completate, 
potranno fornire lo spunto per una sistemazione della teoria, (Nota dei revisori).

(2) Nel senso preciso delle condizioni differenziali che definiscono i punti 
infinitamente vicini. Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni, L. IV, vol. II. 
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di dimensione R — m costituita dalle E = È (spezzate) con m punti 
doppi comprendenti la famiglia delle C + D, per modo che lo spez­
zamento delle E nello spazio di F (non diciamo sulla superfìcie) 
dipenda proprio da m condizioni indipendenti, e non da meno.

Per dimostrarlo, si proietti la curva spezzata Co + Do con m 
punti doppi (comuni a <70 e Do) da un conveniente spazio lineare 
sopra una retta multipla A-pia (riducibile)con 2A + 2 II—2 punti 
critici.

Questa retta A-pla si può ritenere come una riemanniana ad 
N fogli, che — per una certa scelta di cappi, presi ih un dato 
ordine e per una opportuna nomenclatura dei rami — si lascia de­
finire da un sistema di trasposizioni sui rami, simile a quella che ri­
sponde al teorema di Lüroth-Clebsch (i); così (essendo n, n e v, 
Q i caratteri rispettivamente di Co e Do) si avranno :

1) anzitutto 2n-\- 2 n—2 cappi a ciascuno dei quali risponde un
numero pari di trasposizioni simili (12) (12) .... — ((n — l)ri) ;

2) poi m cappi (che vanno agli m punti critici apparenti im­
magini dei punti comuni a CQ e Do) a ciascuno dei quali risponde 
il prodotto di due trasposizioni

(n(n + 1)) • (n(n + 1)) = 1 ;

3) e infine 2v 4- 2q —■ 2 cappi a ciascuno dei quali risponde un 
numero pari di trasposizioni simili

((n + l)(n + 2)) , ((n+ ì)(n + 2j) ....
((n + v — l)(w + v)) , ((%+ v—1)(^+ VY) •

Ora, pel teorema d’esistenza (2), si può far variare per continuità 
la retta multipla così definita, staccando i due punti di diramazione 
che confluiscono in uno dei punti critici apparenti. Appare quindi 
che la curva spezzata E — CQ + Do, nello spazio di F, è suscettibile 
di variare in una certa varietà oo*  V di curve irriducibili E, ed entro 
a questa si trova una varietà ooA’“m V di curve spezzate con m punti 
doppi, per modo che le curve infinitamente vicine alla Co + d)0 
con m punti doppi costituiscono precisamente l’intorno lineare di 
questo elemento-curva su V.

Infine dunque si è dimostrato il lemma fondamentale: «ogni 
curva E con m punti doppi, infinitamente vicina a Co Do (nello 
spazio di F) appartiene ad una serie (regolare) oo1 di curve spezzate 
che comprende la Co + DOf c perciò deve ritenersi effettivamente

(1) Cfr. Enriques-Ciiisini, Lezioni, L. V, Cap. I, § 3, vol. Ili, pag. 26; Cap. Ili 
§ 33, vol. Ili, pag. 359-376.

(2) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni, L. V, Cap. Ili, § 33 1. c. 
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spezzata in due curve improprie CL e rispettivamente dell’ordine 
di Co e _D0, vicine a queste curve ».

Il lemma fondamentale così stabilito significa che « la curva 
infinitamente vicina a Co che fa parte di una curva vicina a Co + 
con m punti doppi, quale si è imparato a costruire sopra la super­
fìcie F, dipende soltanto da Co e non dalla scelta di una Po, che in 
infiniti modi diversi può associarsi ad essa, entro mi sistema rego­
lare \D\ ».

Su questa base vogliamo riconoscere che successivamente alla 
detta curva C19 si ha ancora, nell’intorno di 2° ordine di Co, una 
curva C2, e poi una curva 03 ecc.

Sia lecito qui parlare di curve infinitamente vicine, che si presu­
mono definite da condizioni differenziali allo stesso modo dei punti 
sopra una curva, come di curve proprie; riservandoci di giustificare 
più avanti l’uso che facciamo di questo linguaggio.

Sulla superficie F, che contiene i sistemi lineari \C\ e | D | con­
siderati innanzi, si costruisca un sistema lineare normalmente grande 
\L\ di un certo genere P: per modo che \C\ e \D\ seghino sopra una 
L generica, ed anche sopra ogni L (irriducibile) dotata di un punto 
doppio, serie complete d’ordine inferiore a P (1). Consideriamo in 
\L\ un fascio generico di curve L, avente un certo gruppo F di 
punti base : diciamo anzitutto che « le curve infinitamente vicine 
disequivalenti Co e CT segano sulle L del fascio, gruppi disequi­
valenti ».

Questa afférmazione consegue da ciò che | Co | sega su ogni L 
una serie completa : così — essendo M — CL > CG — tante sono le 
curve equivalenti infinitamente vicine a Co quanti sono su L i gruppi 
equivalenti a C0L vicini ad esso ; e se C1 segasse su una L un grup­
po equivalente a CQL, dovrebbe pure essere equivalente a Co.

Ora si possono modificare lievemente e precisare le nostre as­
sunzioni, assumendo che C0 appartenga, entro {0, ad un sistema 
regolare di dimensione r — p n — n -j- I sicché la curva stessa 
sia individuata da r punti base semplici che formino un sottogrup­
po A di F (e similmente, ove occorra, che | Do | sia pure di dimen­
sione r' = pa -v — @ + 1 ' sicché la curva Do resti individuata 
imponendo r' punti base semplici che formino un sottogruppo B dello 
stesso F). Allora nel.gruppo base F del fascio delle L si sceglieranno 
fuori di A e B, altri P — Jf punti (riducibili ad un solo punto da 
contare P — M volte), formanti un certo gruppo 8, che sommati al 
gruppo di M punti sezioni di CG con L daranno su questa un grup­
po G di P punti, non speciale, e sommati al gruppo sezione di 0, 
daranno similmente un gruppo di P punti 0, infinitamente vicino

(!) Cfr. Cap. IV, § 10. 
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e disequivalente a G. La corrispondenza fra G e G1 (trasformazione 
infinitesima del gruppo della varietà di Jacobi di L) genera sulla L 
del fascio una serie analitica t di gruppi di P punti, cui appartiene un 
gruppo G2 infinitamente vicino a G nell’intorno di 2° ordine di G, 
cioè successivo a Al variare di L nel suo fascio, il gruppo G29 che 
riesce determinato algebricamente e razionalmente (1), descriverà 
sulla superficie F una curva G2 infinitamente vicina alla Co, nel suo 
intorno di 2° ordine, e successiva alla Clt cui saranno da aggiun­
gere le curve infinitesime, con esse non connesse, che circondano i 
punti del gruppo A.

(1) L’espressione differenziale che definisce il Glf da cui può ricavarsi questa 
di G2, trovasi calcolata da Chisini. Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni, L. VI, Cap. II, 
§ 28, vol. IV, pag. 143.

(2) C’è qui una semplice conseguenza del teorema di Riemann-Roch. Cfr. 
p. -es. Enriques-Chisini, Lezioni. L. V, Cap. I, vol. III.

Per giustificare l’asserzione fatta, che al variare di L nel fascio 
G2 generi una curva C2 vicina a e dello stesso ordine, occorre 
riconoscere che il luogo di G29 definito a meno di curve irriducibili 
L del fascio, non contiene qualcuno dei punti del suo gruppo base 
F fuori di A, e perciò che sopra una L qualunque del nostro fascio 
(scelto in modo generico entro' \L\) il gruppo di punti G2 (vicino 
a G nell’intorno di 2° ordine) non può essere speciale.

A tal uopo osserviamo che:
1) sopra una curva L, di genere P, il gruppo G2 non può es­

sere speciale senza che siano speciali anche i gruppi GeG19 imperocché 
un gruppo infinitamente vicino ad un gruppo non speciale è certo 
non speciale;

2) poiché il gruppo di M punti LC0 (tolto A) non appartiene 
ad una serie lineare di dimensione > 0, sommando ad esso un gruppo 
generico di P — M punti (il gruppo 8) si ottiene un gruppo non spe­
ciale ( ) : per avere un gruppo di P punti speciale bisogna assog­
gettare 8 ad una condizione, e almeno ad un'altra condizione con­
viene assoggettare la scelta di 8 sopra L affinché anche il gruppo 
G = 8 ~f- PC, sia speciale; così dunque la scelta di un gruppo 
8 di P — M punti di L che, sommato a LC0 e a LC19 dia luogo a 
due gruppi speciali G e G19 importa almeno due condizioni a cui 8 
deve soddisfare.

2

Ciò posto riprendiamo là costruzione precedentemente dise­
gnata di un fascio di curve A in \L \ : si assumerà anzitutto una par­
ticolare curva A di |Z| (irriducibile di genere P) e su questa un 
gruppo di r punti imposti come punti base a \C\9 e poi un gruppo 
8 di P — M punti da aggiungere a quelli del. gruppo LC0 (da cui 
è tolto A) e infine, sulla medesima A, un gruppo P della serie carat-
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teristica gR~r di L, contenente JL Se il gruppo di P punti G = ß + 
4- LCq deve essere speciale su' Z e deve avere, sulla stessa curva 
un gruppo vicino Gr = ß + LCT pure speciale, bisogna che la scelta 
del gruppo ß soddisfi, come abbiam detto, ad almeno due condi­
zioni; e se, invece, le analoghe condizioni debbono essere soddi­
sfatte sopra una curva L del fascio che ha per gruppo base r, dispo­
nendosi qui di un paràmetro, bisognerà tuttavia che la scelta di ß e 
quindi quella di r soddisfi sopra L ad una condizione almeno, e cosi 
avremo un fascio di L che non è scelto in modo generico entro \L\.

In tal guisa resta provato l’asserto : il gruppo G2 costruito, come 
innanzi, sulla L di un fascio generico di |Z| descrive una curva vicina 
a C1 dello stesso ordine (non passante per qualcuno dei punti base 
del F). E giova avvertire che il nostro ragionamento non cade in 
difetto per la circostanza che entro un fascio di L si abbiano, in ge­
nerale, curve (irriducibili) di genere effettivo P—1, dotate di un 
punto doppio X ; imperocché è lecito ritenere codeste curve di genere 
virtuale P (assumendo il punto doppio X come virtualmente inesi­
stente). Vuol dire che un gruppo ß di (P—1) -j- 1 punti sopra una 
L siffatta dovrà ritenersi non speciale ove non appartenga ad una serie 
lineare oo1 che abbia una coppia neutra XiX2 in corrispondenza ad 
X. Così, anche in questo caso, la specialità di G e Gx porta due con­
dizioni almeno cui la scelta del gruppo ß deve soddisfare.

Nel discorso precedente si parla delle curve C1 C2.... infinita­
mente vicine a <70, come se fossero curve proprie. Per giustificare 
l’uso di questo linguaggio, conviene mostrare che le dette curve 
possono veramente definirsi mediante un passaggio al limite di curve 
proprie. Ciò accade anzitutto per la curva Gr infinitamente vicina 
a Co nell’intorno del prim'ordine: giacché abbiam veduto che 
fa parte della curva riducibile vicina a Co entro un fascio limite 
per Â = 0 di CQ + Po + XE ( | E | = | C + D | ) che ha come punti 
base gli m punti del gruppo C0DQ. È ben vero che la curva di questo 
fascio è, per A 4= 0, irriducibile e tende alla Co + Po; ma, secondo il 
lemma fondamentale stabilito innanzi, per 2 infinitesimo questa 
curva acquista m punti base e si spezza in vuol dire che
la serie analitica t oo1 dei gruppi di punti determinata da G e Gt 
sulle L del nominato fascio, non dipende affatto dalla scelta di Do 
o del sistema | D | che si è associato a \C\.

Ora si può costruire una curva propria la cui variazione definisce 
C2, considerando sopra una L generica del detto fascio:

1) il gruppo G sezione di Co cui si aggiungono i punti di Jl;
2) il gruppo G' costituito (oltre che da A) dai punti di Co + 

+ JDq + XE vicini a quelli di G ;
3) il gruppo di P punti G", che risponde a G', nella trasfor­

mazione (GG') della varietà di Jacobi di L.

Enriques E. - Superficie algebriche. 22
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Il luogo descritto da G", al variare di L nel fascio, vale appunta 
a definire la curva C2 successiva a C e Cx.

A dir vero, finché 2 4 0, il detto luogo è. una curva irriducibile 
che tende a una curva più ampia di Go, cioè a Co + Do; infatti un 
punto di Co + Do + 2Z, vicino a <70, col variare di L nel fascio, è 
suscettibile di scambiarsi con un punto vicino a Do, sicché la curva- 
che vien definita dal G” variabile sarà generata dalla somma di 
G”. e di un G” analogo definito rispetto a Do e vicino a questa Do e 
la somma G" + G" descriverà una curva E2, secante sulle L gruppi­
delia serie lineare segata da \E\ ----- |C + Z>|, o (a priori) un mul­
tiplo di questa serie, il cui limite — per 2 ----- 0 — è Co + Do (x).-

Ma, sopra L, i gruppi G G' G" appartengono ad una serie anali­
tica oo1 * * 4 di gruppi di P punti che — per 2 -> 0 — quando essi diven­
tano infinitamente vicini, dipende soltanto da Co e <7X e non da Do o 
da \D\, e perciò vale veramente a definire, nell’intorno di 2° ordine 
di Co, la curva C2, parte irriducibile di E2 per 2 -> 0, di cui volevasi. 
stabilire l’esistenza.

(1) La giustificazione dell’asserto si riduce a questo: si abbiano su una curva
L di genere P due gruppi di P punti G e Gt e ancora altri due G' e G' tali che-
G -f- G = G' + G' e si costruiscano i gruppi G" — G' -|- \G' — G\ e G" — G' 4-
4- IG' - G\, allora G" 4- S" - G' 4- G'’ - G 4 G.

Abbiamo costruito su F una curva C2 vicina a Cj e successiva 
ad essa, nell’intorno di 2° ordine di Co, la quale fa parte di una 
E2 = C2 + D2 spezzata, del sistema lineare \E\ ------ \C + D\,- 
Similmente, a partire da C2ì si costruirà una successiva curva 
vicina a Co nell’intorno di 3° ordine eco. Così viene assolta l’esigenza 
dimostrativa dichiarata innanzi, cioè riesce stabilito che vicino alla 
Eo ------- Cq + Do spezzata, vi sono,.successivamente in tutti gl’intorni 
d’ordine finito, curve del sistema \E\ — \C + D\ spezzate, for­
manti una serie regolare’(assimilabile ad un ramo lineare di curva); 
e quindi risulta dimostrato in generale il teorema fondamentale.

Sopra una superfìcie di genere geometrico pg> 0 e di genere 
numerico pa<pg, ogni sistema lineare regolare non speciale di curve 
irriducibili \C\ è contenuto in un sistema continuo \ C\ che sega su­
nna C la serie caratteristica completa e perciò riesce formato da 
oo9 (q = pg — Po) sistemi lineari distinti. Quindi : Virregolarità geo­
metrica d’una superficie eguaglia sempre Virregolarità numerica:

<1 = jP ff P a •
E (§ 2) sopra una siiperficie di irregolarità q ogni curva C, coi ca­

ratteri n, ti e i, che sia aritmeticamente effettiva, cioè tale che
Paff~ n — ti 1 — i > 0,

appartiene ad una serie continua oo9 di curve dis equivalenti.
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6. Storia delia teoria dei sistemi continui.

La teoria dei sistemi continui di curve appartenenti alle super­
fìcie irregolari ha un significato fondamentale, non soltanto per lo 
studio algebrico-geometrico delle superfìcie, sì anche per la dottrina 
(trascendente) degli integrali semplici (di differenziali totali) che ad 
esse appartengono, valendo a ricollegare questi due aspetti diversi 
della scienza delle superfìcie. Pertanto, mettendoci dal punto di 
vista generale che risponde alla sua genesi, vogliamo approfondire 
la comprensione della teoria generale di questi sistemi continui 
offrendone una prospettiva storica, dove si veda pure il significato 
degli errori per cui la teoria stessa è dovuta passare : cosa tanto più 
essenziale se si ritenga che lo sviluppo della teoria non abbia ancora 
toccato ad una sistemazione definitiva.

La memoria di Castelnuovo-Enriques del 1900 « Sopra alcune 
questiorfi fondamentali nella teoria delle superficie algebriche » (T), 
mentre da una parte con chiudeva fruttuosamente una serie di sforzi, 
dall’altra poneva problemi nuovi, come quello della determinazione 
delle superfìcie coi plurigeneri nulli (e quindi della superfìcie di ge­
nere pg — 0 e di genere numerico negativo). Per approfondire tali 
problemi e in generale per far progredire la conoscenza delle super­
fìcie, anche in rapporto alla teoria trascendente della scuola francese, 
si presentava come is frumento lo studio dei sistemi-continui di curve 
disequivalenti.

La considerazione generale di sistemi siffatti risale ad una Nota- 
G. Humbert del 1893 (2): l’autore dimostra che il possesso di un 
tale sistema di curve porta l’esistenza di integrali semplici di prima 
specie (integrali di Picard di differenziali totali) annessi alla super­
fìcie. Su questa Nota richiamava l’attenzione dei colleghi C. Segre 
e poco dopo l’argomento diventava di studio per la scuola geo­
metrica italiana. Già nel 1896 Enriques vi portava un contributo 
indiretto (3) mostrando che « sopra una superfìcie una serie razio 
naie di curve è sempre contenuta in un sistema lineare ».

Nel 1899 Enriques inizia lo studio geometrico delle superfìcie 
contenenti sistemi continui \C\ di curve disequivalenti (4), stabilendo 
che esse sono irregolari. L’autore mostra che il sistema aggiunto 

(1) Annali eli Matematica, t. VI, s. Il, pag. 165.
(2) Sur une propriété d'une classe de surfaces algébriques. (Comptes rendus, 

1893).
(3) Un’osservazione relativa alla rappresentazione parametrica delle curve al­

gebriche. Rendic. Circolo mat. di Palermo, 1895.
(4) Una proprietà delle serie continue di curve appartenenti ad una superficie■- 

algebrica regolare. Rendic. Circolo mat. di Palermo, 1899.
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ad un sistema lineare I C\ contenuto in \C\ non può segare sopra 
una C la serie canonica completa. Avendo egli comunicato, prima 
della pubblicazione, il risultato al Castelnuovo, questi gli rispon­
deva offrendo una seconda dimostrazione del teorema, ove si fa 
vedere che la serie caratteristica di \ C\ è necessariamente deficiente. 
E nella Nota da lui pubblicata Enriques, riporta, dopo la propria, 
la dimostrazione del Collega.

Successivamente (nel 1901) Enriques stesso — avendo di mira 
di riconoscere il legame fra le superfìcie irregolari geometricamente 
definite (pg— pa >0) e quelle che posseggono integrali semplici di 
prima specie — dimostrava che « le superfìcie possedenti q integrali 
semplici di prima specie con 2q periodi, contengono sistemi continui 
di curve disequivalenti (x) ».

E'altia parte Castelnuovo riusciva a dimostrare che « una su­
perfìcie di genere pg = 0 e pa < 0, contenente un sistema continuo 
di curve disequivalenti, possiede di conseguenza anche un fascio 
irrazionale di curve» (§ 11). Era una proprietà il cui significato di­
pendeva da ul1 eriori eventuali progressi dèlia teoria, e Castelnuovo 
si limitava a comunicarla ad Enriques, che la renderà pubblica 
più tardi (1904), quando potrà dedurne che «ogni superfìcie con 
pg = o e pa < 0 possiede sempre un tal fascio irrazionale ».

Frattanto, nel 1902, F. Severi, da poco laureato nell’Univer­
sità di Torino, per consiglio del suo maestro C. Segre, veniva 
come assistente alla cattedra di geometria dell'Università di 
Bologna, apora tenuta dall’Enriques, allo scopo di entrare in 
più stretta relazione coi cultori della teoria delle superfìcie. Enri­
ques attirava subito l’attenzione del giovane geometra sull’argo­
mento dei sistemi continui, e in ispecie gli suggeriva lo studio di 
una particolare famiglia di superfìcie contenente sistemi siffatti, 
cioè delle superfìcie che rappresentano le coppie di punti di una 
curva, alle quali Severi dedicava appunto un lavoro, pubblicato 
nel 1903 (2).

(1) Sur les surfaces algébriques admettant des intégrales de différentielles totales 
de première espèce. Annales de Toulouse (2), 3, pag. 77.

(2) Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una curva algebrica. 
Atti della R. Accademia di Torino, Gennaio 1903.

Convien dire che, indipendentemente dal Severi, anche M. De Franchis 
pubblicava, nel frattempo, uno studio Sulla varietà oo2 delle coppie di punti di 
due curve o di una curva algebrica. Renclic. Circolo mat. di Palermo, 1903.

Lo studio delle superfìcie rappresentative delle coppie di punti 
d’una curva offriva esempi appropriati ad illuminare questioni d’or­
dine generale: ivi, in particolare, Severi incontrava il problema 
della base, che più tardi costituirà oggetto di qualcuno dei più im­
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portanti suoi studi. Frattanto esso dava occasione all’introduzione 
del concetto più esteso della serie caratteristica.

L’idea era in germe nella dimostrazione che abbiam detto: 
Castelnuovo aveva comunicato ad Enriques, circa la deficienza 
della serie caratteristica di un |<71 contenuto in un \C\ di curve 
disequivalenti, perchè ivi si vede la serie deficiente di | C\ ampliarsi 
col limite della serie caratteristica di un sistema lineare infinita­
mente vicino. Ma più precisamente Castelnuovo rilevava in ma­
rniera esplicita questo concetto riferendosi alle superfìcie (iperellit- 
tiche) che rappresentano le coppie di punti di una curva L di genere 
2; su tali superfìcie si ha un sistema continuo di curve C di genere 
due, che è del grado due e contiene entro di sè le immagini delle 
serie di coppie di punti di L con un punto fìsso : orbene una curva 
C di tale sistema è isolata, sicché manca il sistema lineare che do­
vrebbe segare su di essa la serie caratteristica, la quale (per essere 
pg = le la curva canonica d’ordine zero) sarebbe la g\ canonica; 
ma sulla detta C la g\ stessa viene segata dalle curve di \ C\ infinita­
mente vicine.

Il Castelnuovo avendo comunicato questa osservazione al 
Severi, questi fu tratto a svilupparla in generale, avvertendo anzi­
tutto che la serie caratteristica di una C può essere definita, indi­
pendentemente dall’esistenza di un sistema lineare più ampio che 
contenga C, come differenza

(C + D) 0— DO ,

dove IDI sia un sistema lineare ausiliario qualsiasi (tale che | C + D | 
seghi su C una serie completa). Infatti questa serie differenza è in­
dipendente dalla scelta del sistema ausiliario |D| (x). Come si vede 
c’è qui l’interpretazione geometrica o funzionale del procedimento 
con cui Enriques aveva già definito il grado virtuale della curva 
C, riguardando appunto | C | come differenza di due sistemi lineari 
di curve.

Definita in tal guisa la serie caratteristica di una curva C, in­
dipendentemente dall’esistenza di un più ampio sistema lineare 
\ CI, non vi è difficoltà a riconoscere che « se C appartiene comunque 
ad un sistema continuo \ Cle curve di questo infinitamente vicine 
a C segano su di essa gruppi della serie caratteristica». E quindi 
la dimostrazione dei teoremi di Enriques, che sopra abbiamo ri­
cordato, si riduceva all’espressione più semplice.

Fino da quando si era riconosciuto che il possesso di un sistema 
continuo di curve disequivalenti porta la irregolarità della super-

(x) Severi, Osservazioni sui sistemi continui di curve appartenenti ad una su­
perficie algebrica. Atti della R. Accademia di Torino, Febbraio, 1904. 
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fìcie (pa < pg)7 si affacciava naturalmente la richiesta di invertire 
il teorema, stabilendo dunque che il possesso di sistemi continui 
siffatti costituisce la proprietà caratteristica delle superfìcie irregolari. 
Anzi tale richiesta assumeva una forma più precisa: infatti dei geo­
metri che solo per forza di esempi si erano staccati dall’ipotesi impli­
citamente ammessa da Noether circa l’integrità della serie caratte­
ristica dei sistemi lineari completi, dovevano domandarsi se non 
sarebbe invece completa la serie caratteristica di un più ampio siste­
ma continuo. Ma il punto era di trovare un mezzo per discutere la 
questione; a tal uopo occorreva infatti un criterio che permettesse in 
qualche modo di contare le condizioni di spezzamento di una curva 
contenuta in un sistema lineare. Enriques (1904) trovò un criterio 
siffatto nel principio di degenerazione o di spezzamento : se una curva 
irriducibile C, variando con continuità, venga a spezzarsi in due com­
ponenti, queste dovranno avere in comune almeno un punto di con­
nessione, che non sia limite di un punto doppio variabile di C.

Sotto l’aspetto topologico c’è qui una verità evidente: perchè 
in forza della continuità la riemanniana di (7, che è connessa, deve 
rimanere connessa in ogni passaggio al limite, conducente ad una 
C spezzata (x).

Coll’aiuto del principio di spezzamento Enriques credette di 
poter dimostrare che « i sistemi continui completi hanno la serie 
caratteristica completa » (2) e così che un sistema lineare regolare 
non speciale (di caratteri n e n), sopra una superfìcie d’irregolarità 
q = pg — pa, appartiene ad un sistema continuo di dimensione 
pg + n — n + 1, composto dunque di ooq sistemi lineari disequiva­
lenti. Egli è ricorso a tal uopo alla rappresentazione della superfìcie 
sopra un piano multiplo che — ai fini della dimostrazione stessa — 
non è affatto essenziale, tantoché il ragionamento si può ripetere 
in maniera sostanzialmente identica sopra la superfìcie medesima, 
come ha osservato Severi (3).

O Solo di recente è stata segnalata un’osservazione di Noether che precorre 
al detto principio. Nella memoria Ueber die reductiblen algebraischen Curven (Acta 
Mathematica, 1896), questi, avendo svolto la teoria delle serie di gruppi di punti 
(segnate da sistemi lineari di curve o superfìcie) sopra una curva spezzata, piana 
o gobba, avverte che per le curve gobbe (!) la teoria non rientra in quella relativa 
alle curve irriducibili, se le componenti non abbiano almeno un punto comune.

Il principio di spezzamento, anziché da un punto di vista topologico, può 
anche essere stabilito per via algebrico-geometrica. Cfr. p. es., Enriques-Chisini, 
Eibro V, cap. Ill, § 36, vol. HI, pag. 405.

(2) Sulla proprietà caratteristica delle superficie algebriche irregolari. Rendic. 
Acc. di Bologna, dicembre 1904.

(3) Intorno alla costruzione dei sistemi completi non lineari. Rendic. Circolo mat. 
di Palermo, 1905.
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Conviene dir subito che il ragionamento di Enriques conteneva 
un errore, come viene spiegato negli sviluppi del § 5: l’autore non 
si era accorto del punto critico che qui s’incontra e passa, senza 
accorgersene, da una proprietà differenziale ad una proprietà inte­
grale. La difficoltà, ossia l’insufficienza del principio di spezzamento 
per pg > 0, è stata anche illustrata nel detto § 5 rilevando che il 
vero significato di codesto principio consiste in ciò che « lo spezza­
mento della curva di un sistema lineare | C + D | in due curve del­
l’ordine di C e di fi con m punti comuni importa (non più di) 
m condizioni » ; invece per pg >0, occorre riconoscere che queste 
condizioni sono, in generale, soltanto m — pg. Dimostrare che questo 
accade per le curve infinitamente vicine ad una curva spezzata C + D 
del nostro sistema lineare significa appunto stabilire una proprietà 
differenziale che non si è autorizzati a prendere in un senso integrale. 
La deduzione riesce giusta soltanto per pg = 0 (e ,pa < 0), nel qual 
caso invero non fa d’uopo affatto di ricorrere alla considerazione 
della serie caratteristica.

Ma l’errore o la lacuna del ragionamento di Enriques non fu 
avvertito, per quindici anni, dai geometri, tantoché bisogna arri­
vare al 1921 per trovare la critica formulata da Severi; e a questa 
epoca il teorema fondamentale, concernente l’esistenza di serie 
ooe di curve disequivalenti, era stato dimostrato, per altra via, con 
procedimento trascendente da Poincaré (1910) (1). Nel 1904 il 
ragionamento di Enriques pareva convalidato anche dall’esposi­
zione che ne faceva lo stesso Severi, conservandone — come ab­
biamo accennato — lo schema essenziale (2).

E pertanto il teorema, così accettato dai geometri, diveniva il. 
punto di partenza di importanti sviluppi.

Questi procedono essenzialmente in due direzioni:

1) Enriques si attacca anzitutto alla classificazione delle 
superfìcie di genere pg = 0, e più tardi ai problemi più generali di 
classificazióne delle superfìcie, che costituiranno l’argomento dei 
due capitoli seguenti X e XI. Fortunatamente questi sviluppi si

(1) H. Poincaré, Sur les courbes tracées sur les surfaces algébriques. Annales 
de PEcole Normale Sup., pag. 3 (27).

(2) Cfr. la citata memoria: Intorno alla costruzione dei sistemi completi non 
lineari che appartengono ad una superficie irregolare. Rendic. del Circolo mat. di 
Palermo, 1905.

Più tardi nella Nota Nuovi contributi alla teoria dei sistemi continui di curve 
appartenenti ad una superficie algebrica (Rendic. Lincei, 2 e 16 aprile 1916), al n. 1, 
Severi riesponeva la dimostrazione di Enriques, riprendendo anzi la forma ori­
ginale (rappresentazione della superficie sul piano multiplo).
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basano o si possono basare per la maggior parte sul teorema fonda- 
mentale ristretto.

Ciò è chiaro a priori per il Cap. X relativo alle superfìcie di ge­
nere pg = 0, ma vale anche per i risultati sulle superfìcie di genere 
numerico pa < 0, che esponiamo nel Cap. XI, dóve tuttavia occorre 
modificare in qualche punto le dimostrazioni. Fanno eccezione i 
teoremi concernenti le superfìcie con pa = 0 e pg — 1: che codeste 
superfìcie non possono avere la curva canonica l’ordine zero, e 
che posseggono sempre un fascio di curve ellittiche.

2) Castelnuovo e Severi si volgevano invece a sviluppare 
le conseguenze del teorema fondamentale in ordine alla teoria tra­
scendente: dove si trattava di precisare dal punto di vista quanti­
tativo il legame che il detto teorema poneva in luce fra le superfìcie 
irregolari e quelle possedenti integrali semplici di prima specie. 
In proposito abbiamo già accennato al primo tentativo da noi fatto 
per invertire l’osservazione di Humbert, cioè al teorema che le su­
perfìcie possedenti q integrali semplici di prima specie con 2q periodi 
contengono sistemi continui di curve disequivalenti e quindi sono 
irregolari. Questo teorema assumerebbe il più vasto significato ove 
la teoria trascendente di Picard permettesse a priori di conoscere che 
il numero dei detti integrali di prima specie, annessi ad una super­
fìcie qualunque, è sempre eguale alla metà del numero dei periodi.

In mancanza di ciò, già prima della Xota d’Enriques « Sulla 
proprietà caratteristica.... », Severi aveva investigato in altro modo 
la questione delle superfìcie possedenti integrali semplici di prima 
specie, dimostrando che « il possesso di integrali di seconda specie (e 
perciò di prima) porta che la serie caratteristica di un sistema li­
neare completo sia deficiente e quindi anche che la superfìcie sia 
irregolare » (x). Sebbene questa dimostrazione valga a stabilire un 
fatto fondamentale e contenga un’analisi interessante relativa alle 
singolarità sulla curva polare dell’integrale, non sembra che essa 
possa venir completata fino a 'trovare il numero degli integrali di 
prima specie in funzione dell’irregolarità, senza l’aggiunta di qualche 
elemento essenziale (2).

Invece la considerazione dei sistemi continui di co« curve dise-

f1) Sulle superficie algebriche che posseggono integrali di Picard della 2a specie. 
Rendic. Lincei. 1904. Cfr. Math. Annalen, 1905.

(2) L’analisi della questione conduce Severi ad un risultato Sulla differenza 
fra i numeri degli integrali di Picard della prima e della seconda specie appartenenti 
ad una superficie irregolare. Atti R. Accad. Torino, 1905. Al medesimo risultato 
giungeva, col suo procedimento, Picard (Comptes, rendus, 1905): Cfr. il Traité 
di Picard e Simart, II, pag. 417.
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quivalenti permette a Castelnuovo C) e a Severi (2)? indipendente­
mente l’uno dall’altro, di precisare sotto l’aspetto quantitativo l’os­
servazione di Humbert, dimostrando che «le superfìcie irregolari, 
di irregolarità q = pg — pa, posseggono proprio q integrali semplici 
di prima specie, con 2q periodi». La dimostrazione di questo teorema 
capitale, cui non arriva la considerazione dell’equazione lineare 
di Fuchs adoperata da Picard, si vedrà poi svolta per altra via da 
Poincaré, nella memoria citata, in cui ritrova, come abbiam detto, 
anche l’esistenza di sistemi continui con oo9 curve disequivalenti.

(x) Sugli integrali semplici appartenenti ad una superficie irregolare. Rendic.. 
Lincei, Maggio-Giugno, 1905.

(2) Il teorema d’Abel sulle superficie algebriche. Annali di Mat., agosto, 1905.
(3) Severi, Sul teorema di Riemann-Roch e sulle serie continue di curve appar­

tenenti ad una superficie algebrica. R. Accad. Torino, 1905.
(4) Rendic. Lincei, 1921.
(5) La dimostrazione di Poincaré, ulteriormente semplificata da Lefschetz,.

viene esposta da O. Zariski, Algebraic Surfaces (Berlino, Springer, 1935). Cfr. VII,
4, 5 (pag. 128, 133).

Per la dimostrazione del teorema sugli integrali di cui si è detto 
innanzi, Castelnuovo introduce l’importante concetto di quella 
che egli ha chiamato la varietà di Picard annessa ad una superfìcie 
irregolare (cfr. § 3). Questa nozione permette in generale di costruire 
il sistema continuo definito da una curva C, a partire da un altro 
qualunque sistema continuo \D\ appartenente alla superfìcie. En­
riques ha osservato che la costruzione si può precisare, in base al 
teorema di Eiemann-Eoch, traendone che « un sistema lineare di 
curve di caratteri n, n ed i, aritmeticamente effettivo, cioè tale che 
pa + n — n + 1 —■ i > 0, appartiene sempre ad una serie 009 di 
sistemi lineari disequivalenti » (cfr. § 2). L’osservazione fu dall’au­
tore comunicata al Severi, e poiché questi era riuscito proprio allora 
a semplificare notevolmente la dimostrazione del teorema di Eiemann- 
Eoch, a lui lasciava I’Enriques di pubblicarla (3).

Veniamo ora alla critica che ha scoperto il punto debole nella 
dimostrazione del teorema di Enriques sui sistemi continui. Abbiam 
detto che questa è stata mossa dal Severi nel 1921. Si trova in una 
serie di Kote « Sulla teoria degli integrali semplici di prima specie 
appartenenti ad una superfìcie algebrica » (4), in cui viene esposta, 
semplificandola in qualche punto, la dimostrazione di Poincaré 
del 1910, comprendente insieme l’esistenza dei sistemi continui e 
degli integrali di prima specie (5 * *). L’autore osserva che (grafie a 
Poincaré) almeno la parte essenziale del teorema (il teorema fon­
damentale come è enunciato qui nel § 5) resta salvo. Più tardi si 
riprenderanno i tentativi per estendere questo teorema dimostrando 
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come sia sempre completa la serie caratteristica di un sistema conti­
nuo completo qualsiasi; ma di ciò più avanti (§7).

Enriques, in più Note del 1936-1937, Su le « Curve. in Unita­
mente vicine sopra una superfìcie algebrica » Ç) e su « La proprietà 
caratteristica delle superfìcie algebriche irregolari e le curve infini­
tamente vicine » (2) ha tentato di colmare la lacuna segnalata nella 
dimostrazione del teorema fondamentale, cercando di provare che 
ad una curva C (quando la serie caratteristica di C abbia la deficienza 
q = pg—Po} sono infinitamente vicine, non solo ooq curve dise­
quivalenti nell ’intorno del prim’ordine, sì anche curve successive 
a queste nell’intorno del secondo ordine eco. L’idea fondamentale di 
tale dimostrazione (che già appare nelle « Lezioni » di Enriques e 
Campedelli), consiste in ciò che « sopra una varietà abeliana si de­
finisce, con Lie, mia trasformazione infinitesima generatrice di un 
gruppo oo1, a partire da due punti infinitamente vicini ».

Così, in particolare, nella varietà di Jacobi costituita dai gruppi 
di p punti di una curva del genere p, si riesce a definire una serie 
oo1 analitica di elementi (gruppi di punti) a partire da due gruppi 
infinitamente vicini. Questa costruzione si estende ai sistemi continui 
di curve disequivalenti su una superfìcie, quando si presupponga 
l’esistenza di un sistema i cui elementi formino la varietà (abeliana) 
di Picard. Le considerazioni sviluppate da Enriques mirano a giu­
stificare tale costruzione, passando da curve infinitamente vicine 
nell’intorno del prim'ordine a curve nell’intorno di secondo ordine e 
così via, indipendentemente dal detto presupposto; anzi collo scopo 
di pervenire così a giustificarlo. Il punto di partenza è dunque che, 
vicino ad una curva spezzata C + P, vi sono, nell’intorno del primo 
ordine, curve C D spezzate in due componenti, una dell’ordine 
di C e un’altra dell’ordine di P, aventi lo stesso numero m di punti 
comuni. Qui, avverte l’autore, conviene anzitutto giustificare l’ap­
plicazione implicita che si fa del principio di spezzamento nell’in­
finitesimo; ma ciò non offre difficoltà, in quanto è dato riconoscere 
che, uscendo dalla superfìcie, si può costruire, nello spazio, una serie 
di curve spezzate che contiene C + P e C J- P.

Giustificata così la realtà dello spezzamento per le curve infinita­
mente vicine, e quindi l’esistenza effettiva di una C disequivalente 
infinitamente vicina alla (7, la costruzione di Enriques porge una 
serie di operazioni su C + P e C + P, che viene a dipendere soltanto 
da C e C, e conduce appunto a prolungare nei successivi intorni 
di C la serie di curve definita dalla C.

(1) Rendic. Lincei, aprile 1936 e Rendic. Seminario Matematico della R. Uni­
versità di Roma, 1936.

(2) Rendic. Lincei, ottobre 1937.
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In occasione della Nota del 1937, questa dimostrazione fu con­
testata da B. Segre.

Tuttavia Enriques (ribattendo le obiezioni del Segre) conce­
deva volentieri la preferenza ad un’altra dimostrazione basata 
semplicemente sul principio di continuità, che veniva proposta dal 
Segre stesso, salvo a discutere del suo buon fondamento: di questo 
interessante tentativo e degli sviluppi che esso ha ricevuto da parte 
di altri geometri, discorriamo espressamente nel seguente § 7.

Soltanto dopo il fallimento del tentativo anzidetto abbiamo ri­
preso, com'è naturale, la dimostrazione criticata, che — con qualche 
precisazione e chiarimento — si è esposta nel precedente § 5.

7. Su diversi tentativi di dimostrazione e d’estensione del teorema 
fondamentale.

La dimostrazione del teorema fondamentale, che esprime la 
proprietà caratteristica delle superfìcie irregolari, è stata raggiunta 
in generale (per pg > 0) mediante una considerazione di infinitesimi 
che supplisce ad un calcolo differenziale non eseguito. Considerazioni 
di tal natura, anche restando nel campo dell’analisi algebrica, sono 
d’ordine delicato e sollevano la diffidenza dei matematici che non 
hanno con esse sufficiente familiarità, o quanto meno lasciano l’im­
pressione che si sia introdotto qualche elemento intuitivo, in con­
trasto colle esigenze del rigore logico.

Questa impressione era tanto più spiegabile di fronte a qualche 
passaggio un po’ rapido o meno giustificato delle Note citate: la 
cui esposizione (x) si è ripresa qui cercando di precisare e chiarire i 
punti più delicati. Per tali motivi appariva e può apparire ancora 
desiderabile di fornire altre dimostrazioni del teorema medesimo, 
che s’impongano a tutti, senza dubbi ed esitazioni.

Abbiamo già detto che una dimostrazione siffatta, coll’uso degli 
integrali appartenenti alla superfìcie, è stata data dal poincaré 
(1910), ed oggi si può vedere, per esempio, nell’esposizione, sempli­
ficata del Lefschetz, riferita da Zariski. Ma, nell’ambito della 
teoria algebrico-geometrica, merita speciale menzione il tentativo 
che abbiamo accennato essere stato intrapreso da B. Segre (2).

(1) In ispecie seguendo la via indicata, nelle Note del 1936.
(2) Un teorema fondamentale della geometria sulle superficie algebriche e il prin­

cipio di spezzamento. Annali di Mat., 1938.

L’idea direttiva di questo autore si può esprimere come segue. 
Si consideri il sistema lineare \E\ — | C + D | che contiene la curva 
spezzata = CQ + Do, dotata di m punti doppi che formano il 
gruppo C0P0; S s’impongano alle curve E, vicine ad Eo, m — pg 
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punti doppi (vicini adjn — pg punti del detto gruppo); si vuol di­
mostrare clie le curve E così definite sono necessariamente spezzate 
in una curva dell’ordine di Co e in una curva dell’ordine di Po* o a 
tal uopo conviene ridurre all’assurdo l’ipotesi che le dette E siano 
irriducibili. Perciò si costruisca su una E con m— pg punti doppi 
assegnati, la serie caratteristica g del sistema continuo \E\ resa 
completa, e si passi al limite per E -> Eo ; la serie g ha la dimensione

2 pa + + (v—q) + 1 ,

ma, al limite, essa appare ridursi alla serie gc + gd formata coi gruppi 
delle serie caratteristiche di Co o di 2)0 (rese complete) cui si aggiun­
gano pg punti fìssi del gruppo C0D0 (i nuovi punti doppi acquistati 
dalla Eo spezzata); orbene la dimensione della serie limite gc + gd è

2pg + (n — n) + (y— q) ,

di una unità inferiore a quella di gl
L’autore affermava che questa diminuzione della dimensione di 

una serie è assurda, contrastando al principio di continuità. Ma En­
riques, avendo fatto per conto suo un tentativo analogo (nel caso 
più semplice pg = 1), si era arrestato di fronte ad un imbarazzante 
paradosso, ed esponeva quindi la difficoltà incontrata 0). Si consideri, 
nel piano, il sistema delle curve C8 d’ordine 8 con 15 punti doppi; 
fra queste C8 vi sono le curve spezzate in due qnartiche C4 + C4, 
che hanno comuni 15 punti Ar.... A15 limiti dei punti doppi di C8. 
e un altro sedicesimo punto 0. Ora sopra una C8 variabile, la serie 
canonica g — gl0 è segata^dalle quintiche C5 per i 15 punti doppi; 
al limite per C8 C4 + C4 la detta serie canonica si riduce alla serie 
composta dei gruppi delle due serie canoniche gl su C4 e su C4, 
che viene segata dalle C5 per A1.... A1B, aventi di conseguenza il 
punto fìsso comune 0; così sembra, che al limite la serie g anzidetta 
si riduca ad una serie di dimensione inferiore. Nasce il dubbio che 
la conservazione della dimensióne, che pareva conseguire dal prin­
cipio di continuità, si trovi in difetto! 1

È merito del Segre di avere chiarito la difficoltà, spiegando il 
paradosso. Il principio di conservazione della dimensione d’una 
serie lineare consegue veramente da una esigenza di continuità 
che, spiegata in maniera esplicita, risulta irrefutabile; ma quando 
si cerca il limite della serie g, per C8 -> C4 + C4, bisogna considerare^ 
non soltanto ciò che diviene la detta g mentre una aggiunta a 
C8 tende ad una C5 generica per At.... A1B, bensì anche il limite di

f1) Enriques, Sulla proprietà caratteristica delle superficie algebriche irregolari. 
Rendic. Lincei, Giugno, 1938.
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essa in corrispondenza ad una variazione per cui C8 e C5 tendano 
insieme a due curve degeneri contenenti come parte (o CJ, dove 
i gruppi sezioni di C8 e C5 diventano indeterminati. In altre parole: 
l'esempio paradossale mette in luce l’esigenza che nel passaggio al 
limite della serie g si tenga conto dell "intero limite!

B. Segre spiega bene il valore di questa esigenza coll’esempio 
di un’iperbole che, variando, si riduca, al limite, alla coppia dei 
suoi asintoti: la segata sull’iperbole dalle rette per il centro, si 
riduce al punto fìsso che è il centro, ma anche alle due simmetrie 
rispetto al centro stesso che si hanno sugli asintoti. In modo simile, 
nell’esempio di Enriques, tenuto conto che le curve C8 passanti per 
A1... A15 su C4 non passano di conseguenza per 0, il limite della 
g = gl0 viene dato da due serie di dimensione 5 che si ottengono as­
sociando gruppi di O4 e di G4 : per dire soltanto di una di queste serie, 
essa si costruisce associando ai gruppi canonici di C4 i gruppi di 
una Gl su <74, che non ha più il punto fìsso 0, ma si definisce ponendo 
9Ì = 9Ì + 20.

Spiegato cosi l’imbarazzante paradosso, B. Segre riconosceva 
nella propria dimostrazione del teorema fondamentale una lacuna, 
e si accingeva a colmarla colla ricerca di un criterio atto a deter­
minare il limite dell’intersezione di due curve, che, variando su 
una superfìcie, vengano ad acquistare una parte comune. A questo 
criterio infinitesimale egli accennava in una Nota « Sur un théorème 
fondamental de géométrie sur les surfaces algébriques » del 9 gen­
naio 1939 (1), cui si accompagnava un’altra Nota di Enriques (2) 
che con piacere salutava il successo del Collega.

Frattanto B. Segre lasciava l’Italia e non consta che sia uscita 
fino ad ora una sua pubblicazione più diffusa sull’argomento.

Successivamente il Severi in una memoria dell’Accademia d’I­
talia (3), offre una revisione critica dell’intera teoria dei sistemi 
continui di curve sopra le superfìcie algebriche. Disgraziatamente 
questa esposizione è affetta da alcuni errori che, in parte, sono stati 
segnalati da Enriques in una Nota «Sui sistemi continui di curve 
appartenenti ad una superfìcie algebrica », e che qui occorre ripren­
dere in esame.

Per soddisfare all’esigenza dimostrativa che si riferisce al ra­
gionamento del Segre, come si è spiegato innanzi, il Severi 
riprende da questi — in una forma alquanto modificata — un

(1) Comptes-rendus, 9 Janvier 1939.
(2) Sur la propriété caractéristique des surfaces algébriques irrégulières. Comptes - 

z rendus, 3 Janvier i 939.
(3) La teoria generale dei sistemi continui di curve sopra una superficie algebrica.

Memorie dell’Aceademia d’Italia, vol. XIX, 1941
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lenirne di geometria differenziale, da cui dovrebbe risultare che 
la serie caratteristica g del sistema continuo E }- su E (resa completa), 
passando al limite per E -> Eo = Co + Po, avrebbe necessariamente 
come punti fissi i pg punti Pjfel gruppo C0D0 che non sono limiti 
degli m— pg punti doppi di E, e ciò in qualunque modo sia fatto 
il passaggio al limite, anche quando le curve secanti su E la g ten­
dano a contenere come parte ]a <70, di guisa che il Um g risulti inde­
terminato. Il lemma di Segre-Severi che permetterebbe di dedurre 
questa conclusione, esprime una proprietà di geometria differenziale, 
per cui i detti punti P sarebbero limiti di punti appartenenti a gruppi 
della serie G. Questa proprietà differenziale discenderebbe a sua 
volta da quella, riconosciuta da Enriques nella dimostrazione ori­
ginale del teorema fondamentale, che « le curve infinitamente vicine 
alla Co segano su di essa, la serie caratteristica completa »; in tal 
guisa sarebbe colmata la lacuna nella dimostrazione di quel teorema.

Ora Enriques, che già aveva trovato qualche difficoltà a rico­
struire il criterio infinitesimale del Segre sulle indicazioni forni­
tegli dall’A., non riuscì a comprendere questo passaggio e perciò 
dichiarò il detto lemma «oscuro e non convincente » f1). Ma credette 
che si potesse tuttavia riuscire allo scopo facendo segare la serie g 
sulla E variabile da curve che si mantengono irriducibili nel passaggio 
al limite di cui è questione.

In ciò egli s’ingannava e Severi ha giustamente denunziato il 
suo errore (2). Senonchè il riconoscimento di questo getta un dubbio 
su tutta la dimostrazione proposta da Segre e Severi. Non si­
tratta soltanto di correggere il lemma denunciato nella Memoria- 
di Severi, come ha fatto l'A. stesso (3) in seguito ad un esempio 
di Bompiani; ma piuttosto di chiedersi se una proprietà differenziale 
quale viene espressa nel lemma anzidetto valga veramente ad 
escludere che il limite di g possa dare origine su Co ad una serie 
senza punti fìssi. Chi approfondisca l’analisi della questione si per­
suaderà agevolmente che questo dubbio non pucj essere eliminato, 
anzi che c’è qui mia radicale insufficienza del lemma, cioè che « que­
sto lemma di Segre-Severi non risponde allo scopo per cui viene in­
trodotto ». Non insistiamo su ciò, avendo ragione di ritenere che 
il Severi stesso abbia ormai riconosciuto l'insufficienza del suo

(1) Commentarli Mathematici Helvetic! : entrata in redazione il 20 Marzo 1942.
(2) Intorno ai sistemi continui di curve sopra una superficie algebrica. Commen­

tarli Mathematici Helvetic! (30 Novembre 1942). A questo articolo la direzione dei 
Commentari non consentì ad Enriques di rispondere, e perciò questi non. potè 
allora nè riconoscere il proprio errore, nè dichiarare gli errori in cui, da parte sua,, 
il suo critico era caduto.

(3) Nota presentata alla R. Acc. d’Italia, 16 Gennaio 1942.
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ragionamento. Ad ogni modo conviene avere accennato qui ad una 
idea, che — se non oggi — potrebbe avere domani un’applica­
zione fruttuosa.

Abbiamo accennato che il Severi (e prima di lui B. Segue) ha 
tentato di estendere il teorema fondamentale sulle superfìcie irre­
golari, stabilendo che, sopra una superfìcie qualsiasi « la serie ca­
ratteristica di un sistema continuo irriducibile senza punti multipli 
(comunque speciale o sovrabbondante) è sempre completa ».

Comunque oggi l'A. ha riconosciuto, traverso esempli, che il ri­
sultato più esteso che aveva in vista patisce qualche eccezione (T).

Ma si restringa quanto occorre la scelta dei sistemi continui di 
curve irriducibili in guisa che la proprietà sussista per ipotesi: 
e sia dunque \ C} un sistema continuo oo^1 che abbia su una C 
la serie caratteristica completa di dimensione d\ conviene precisare 
diverse circostanze che possono presentarsi.

Il sistema conterrà un’infinità di sistemi lineari di curve 
di se qui valenti, se d + 1 superi la dimensione del sistema lineare 
completo. I 01, cioè se questo sistema di dimensione

r — pa n — — i co (con œ > 0)

abbia la serie caratteristica deficiente, di deficienza

2— « («=>, — ?«)-
Ora giova distinguere i casi elementari abnormi, che, colle loro 

combinazioni, danno luogo a tutti i casi possibili. A priori può ac­
cadere :

1) che il sistema \C\ sia regolare e speciale d’indice di spe­
cialità i :

. 0 < i < pg,
colle notazioni precedenti:

M — L — 0;

2) che I C\ sia non speciale e sovrabbondante, di sovrabbon­
danza co > 0, mentre la sua serie caratteristica abbia la deficienza 
massima q = pg — pa- i — 0, e = 0.

3) che \C\ sia non speciale e sovrabbondante di sovrabbon­
danza co = e, per avere serie caratteristica di deficienza q — et. 
i = 0, £ > 0.

(x) Ed anche patisce eccezione l’unicità del sistema continuo cui appartiene 
una curva irriducibile, che l’A. aveva creduto di dimostrare colle considerazioni 
svolte a fine di pag. 378 e al principio di pag. 379 nella memoria su La teoria gene­
rale eoedel 1941.
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Nel caso 1) (ammesso possibile) la dimensione di \C\ vale

r = Pa + n — rc + 1 —•-i ,

e quella di \ C\ è r + q, quindi il sistema continuo è formato di oo3 
sistemi lineari (in generale) collo stesso indice di specialità i.

Nel caso 2) la dimensione di | <71 essendo r — pan — n-\- 
+ 1 + co, quella di \ C\ risulta ancora r -j- q, quindi \C \ è formato 
di ooq sistemi lineari colla medesima sovr abbondanza.

Ma nel caso 3), la dimensione di | C\ essendo r = pa + n — ji + 
+ 1 + c, quella di \ C\ risulta r + q— e, e non si può dire a priori 
se, per esempio, <j C sia formato di ooq sistemi lineari regolari aventi 
generalmente la dimensione r — e, fra cui si trovi il \ C\ sovrabbondante 
di dimensione r, ovvero da una serie ooq~e di sistemi lineari tutti colla 
medesima sovrabbondanza co = e.

Abbiamo così nominato soltanto i due casi estremi fra quelli 
che nell’ipotesi 3) appariscono a priori possibili. La possibilità ef­
fettiva che si presentino queste diverse ipotesi, e in particolare la 
prima (che un errore assai riposto aveva condotto a negare) è stata 
riconosciuta nella citata Nota critica di Enriques 0), ove trovasi 
approfondito lo studio dell’esempio che qui viene brevemente ac­
cennato.

Si consideri la superfìcie rigata F5 del 5° ordine che ha una retta 
tripla e una retta doppia: la Fs ha il genere geometrico pg — 0, il 
genere numerico pa = — p — — 2 e l’irregolarità q = 2.

Sopra F5 il sistema "\ C| delle sezioni piane è sovrabbondante 
di sovrabbondanza e = 1, avendo il grado n = 5, il genere ti = 2, 
-e la dimensione r = pa + n— + 1 + e =3, mentre la deficienza 
della serie caratteristica è q—e — 1.

Il sistema lineare \C\ è contenuto in un sistema continuo \C\ 
di dimensione 4, e si può vedere che questo è formato non già di 
oo1 sistemi lineari oo3, bensì di oo2 sistemi lineari regolari oo2, fra 
cui si trova il detto | C | di dimensione 3. Per verificare tale asser­
zione si sommerà al sistema | C | una cqppia di generatrici a b e. 
mercè il sistema lineare così ottenuto (che è oo6) si costruirà una su­
perfìcie F g d’ordine 9, rigata normale nello spazio $6, di cui la F 5 
appare come proiezione da una coppia di generatrici incidenti a' b'. 
La F9 ha un punto doppio 0 nel punto d’incrocio di a' e b', ma non 
possiede una linea doppia; perciò non vi sono per essa infinite coppie 
di generatrici incidenti, e così gli oo2 sistemi lineari costituenti 
cioè i sistemi segati su FQ dagli iperpiani per una coppia di genera­
trici, sono, in generale, di dimensione 2, c. d. d.

(1) Commentarli Mathematici Helvetic!, 20 Marzo 1942.
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D’altra parte si può indicare su F9 un sistema continuo {.ri­
formato di oo1 sistemi lineari sovrabbondanti, tutti di dimensione 
3 (=2 + 1): tale è il sistema continuo segato dagli iperpiani pas­
santi per il punto doppio 0 e per una generatrice della rigata. E 
conviene avvertire che questo esempio deve ritenersi rientrare nel 
caso 3), e non nel caso 2), perchè la serie caratteristica di è una 
.serie non speciale g35.

Osservazione. - Oli oo1 sistemi lineari \L\ formanti {Zj-, sono 
— sulla rigata F5 — i residui delle generatrici rispetto al sistema 
lineare oo5

\C + a + b — A — B\,

che ha due punti base, A e B, rispettivamente su a e b, i quali co­
stituiscono una coppia neutra per il sistema

I C + a + b I.
Ora, se si cambiano a e b in altre due generatrici a e la coppia 

A B non sarà più neutra per | C + a + b |, e quindi la sottrazione 
di una generatrice da questi sistemi lineari condurrà ad oo2 sistemi 
lineari \L\ = | C + a + b~ A — B\.

I due sistemi, {L formato di oo1 sistemi lineari ed {L \ formato 
di oo2 sistemi lineari, sono distinti, cioè {L + {L j> è riducibile 
in due varietà co4 come sistema di curve, ed invece dovrà ritenersi 
irriducibile come varietà oo2 di sistemi lineari |Z| che contiene entro 
di sè la varietà oo1 degli | L |Si esprime questa circostanza dicendo 
■che il detto sistema \L\ è esorbitante. Il fenomeno della esorbitanza 
(di un sistema lineare o di una serie continua di sistemi lineari) 
è stato osservato da Rosenblatt e Albanese e poi da Severi (4).

Altri esempi di sistemi esorbitanti sono dati dal sistema delle 
sezioni piane d’un cono, affatto generale, d’ordine n > 3.

Per n = 3 il sistema lineare oo3 delle sezioni piane è contenuto 
nella serie degli oo1 sistemi lineari (oo2) formati dalle terne di gene­
ratrici del cono, cui va sommato l’intorno del vertice.

Per n — 4 il sistema lineare oo3 delle sezioni piane del cono è 
contenuto nella serie degli oo3 sistemi lineari (oo1) formati dalle 
quaterne di generatrici del cono, cui va sommato l’intorno del 
vertice.

Per n > 5 il sistema lineare co3 delle sezioni piane del cono è 
contenuto nella serie degli oon sistemi lineari (oo°) formati dai 
gruppi di n generatrici del cono, cui si sommi sempre l’intorno del 
vertice.

23

(1) Nuovi contributi ecc. Lincei, 1916.

Enriques F. - Superficie algebriche.



354 CAPITOLO NONO

8. Il sistema paracanonico.

Secondo il teorema fondamentale (§ 4) e la condizione numerica 
del § 2, il sistema canonico |Æ| di una superfìcie /, di genere nume­
rico pa > 0 e di genere geometrico pg > paì sarà sempre contenuto 
in un sistema continuo ooa (q — pg — pa) di sistemi lineari distinti, 
di dimensione

r > pa 4- P(1) —- 1 — P(1) + 1 — Pa

(1) Enriques, Des courbes paracanoniques appartenant à une surface algé­
brique irrégulière. Soc. Royale des Sciences de Liège (19 Ottobre, 1939).

(2) Pare che cada sostanzialmente nel medesimo errore anche la dimostrazione 
dello stesso teorema che viene offerta da Severi nella citata memoria su La teoria 
generale dei sistemi continui ecc, del 1941.

Si è creduto di poter precisare la dimensione di questo sistema 
paracanonico determinando la deficienza della serie caratte­
ristica del sistema canonico |X|, almeno nell’ipotesi che le curve 
canoniche pure sienp irriducibili, e senza punti multipli, di genere 
p(1) > 1 (x).

La detta deficienza sarebbe q — pg — pa e quindi il sistema para­
canonico (ammettendo che abbia su una K la serie caratteristica 
completa) avrebbe la dimensione 2pg — pa—1. Ma la deduzione è 
erronea (2) siccome si riconosce riprendendo il ragionamento del- 
PA. e mettendo in luce un’obiezione d’ordine delicato che viene ad 
infirmarlo.

A tal uopo si assuma sulla superficie F un sistema lineare rego­
lare e non speciale \ C\, di grado n e genere ti, il cui aggiunto \C'\ — 
= |C+ K\ anrà la dimensione

Pa + H--  1

e segherà su una C una serie canonica deficiente, di dimensione 

ti — 1 — q.

Indicando con G — CK il gruppo di 2,%—2 — n punti comuni 
ad una G e ad una L, si vuol calcolare il numero delle condizioni 
che il G offre alle curve di \C'\ che debbono contenerlo. E per ciò 
si assume che le C' contenenti^ seghino su C la serie caratteristica 
di ICI resa completa, ossia la serie caratteristica g di 0 segata 
sulla detta C dalle C (in generale disequivalenti) ad essa infinita­
mente vicine. I/assunzione si vorrebbe giustificare dicendo che, fra­
le curve lesidue di una C rispetto a \C'\, vi sarebbe almeno una 
curva K vicina a K, sicché G + K e C -|- K determinerebbero un
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fascio di curve (F per G, passanti per un gruppo di g arbitrariamente 
dato.

Ma qui appunto sta l’errore ! Se i sistemi lineari paracanonici 
hanno una dimensione inferiore a quella, pg— 1, del sistema ca­
nonico \K\, un sistema paracanonico \K\ vicino a K non possiede 
una curva K vicina ad una K qualsiasi: il limite di un \K\ è un si­
stema lineare minore, contenuto in quest’ultimo.

Abbiamo spiegato l’errore che infirma il ragionamento prece­
dente, da cui seguirebbe la deficienza della serie canonica di \K\ 
essere g — pg — pa. Ora si può vedere da effettivi esempi che la 
conclusione stessa è lungi dall’essere verificata. Anzi sembra pro­
babile che «sopra' una superfìcie d’irregolarità q = pg— pa > 1, 
(pa > 0) con curve canoniche K irriducibili, senza punti multipli, 
gli oo® sistemi lineari paracanonici siano, in generale, regolari 
e quindi il sistema continuo \K\ sia ocA: la serie caratteristica di 
\K |, (almeno se questo sistema non è esorbitante) avrebbe quindi 
la deficienza 1 ».

Vediamo come ciò si verifichi per la superfìcie rappresentativa 
delle coppie di punti l’un a quantica L di genere q — 3.

Questa superfìcie F ha il genere geometrico pg = 3 e il genere 
numerico pa — 0 C): le curve canoniche di F sono date dalla serie 
delle coppie di punti di L estratte dalle quaterne delle g\ speciali, 
e perciò sono oo2; invece le curve paracanoniche sono date dalle 
serie di coppie di punti estratte dalle quaterne delle g\ non speciali, 
e perciò formano un sistema continuo co3, costituito di co3 curve 
disequivalenti, entro cui si trova il sistema sovrabbondante \K\.

Si può verificare facilmente che i sistemi paracanonici \K\ 
sono, in generale, di dimensione pa = 0 e non > 0 ; altrimenti la 
serie caratteristica g\ di {Æ}- su una K (di genere p(D = 7) avrebbe 
la dimensione

n 3, 
mentre una curva di genere superiore a 4, non iperellittica, quale 
è la K, non può contenere una

Ciò che si è dimostrato per la superfìcie rappresentativa delle 
coppie di punti d’una quartina L di genere q — 3, sembra estendersi 
alle superfìcie F rappresentative delle coppie di punti d’una curva 
L di genere q = 4, 5....

Per q = 4, la L venendo realizzata da una sestica di $3, le curve 
canoniche K di F saranno date dalle rigate intersezioni della con­
gruenza delle corde di L coi complessi lineari di &3 e perciò si avrà 
_________ ^ = 6;

(1) Cfr. F. Severi, Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una 
curva algebrica. Atti R. Acc. di Torino, 25 Gennaio 1903.
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invece si avranno curve paracanoniche K di F in corrispondenza 
alle serie delle coppie di punti di L estratte dalle sue gl non speciali. 
Se, come crediamo, _si verifichi che alle gl di_una gl non speciale ri­
spondono le curve K d’un_sistema lineare \K\ completo, il sistema 
continuo paracanonico \K\ di F avrà la dimensione

Pa = Pi — Pa + Pa = 4 + 2 = 6
contenendo in sè oo4 sistemi lineari regolari di dimensione

Pa = 2.

Però il sistema canonico co5 non sarà contenuto in codesto si­
stema paracanonico totale ma dovrà essere esorbitante, perchè 
la rigata delle corde di L che appartengono ad un complesso lineare 
speciale non può essere limite di una rigata le cui generatrici con- 
giungano le coppie dp una gl (non speciale) della L stessa.

Anche per q = 5. la L essendo realizzata in da una curva 
d’ordine 8 (base di una rete di quadriche) sembra che la superfìcie 
F, rappresentativa delle coppie di punti d.i Z, possegga un sistema 
paracanonico \K\ formato di co5 = oo5 sistemi lineari regolari di 
dimensione

Pa = ß (Pa = 10),
se si verifichi che le gl estratte da gl non speciali formino un sistema 
(non lineare) contenuto in un sistema lineare oo5 completo.

Gli esempi citati, di cui occorre approfondire lo studio, sugge­
riscono diversi problemi intorno alle superfìcie irregolari, in ispecie 
«se il sistema paracanonico \K\ di una superfìcie con pa > 0 e 
Pa > Pa-, abbia la dimensione pg e consti, in generale, di oov°~Pa si­
stemi lineari regolari ooPa ».

Ma almeno il caso in cui il genere lineare assoluto pO) — 1, e 
quindi le curve canoniche, per p0 > 2, sono riducibili, componendosi 
colle curve ellittiche d’un fascio, dà luogo ad una eccezione.

In questo caso si ha da fare con superfìcie F di irregolarità q = pa— 
— Pai possedenti uh fascio di c^irve ellittiche di genere q\ infatti 
si può provare che il sistema continuo \ ÓJ>, a cui appartiene una qua­
lunque curva C, sega sulle k (componenti delle curve canoniche K) 
una serie di gruppi equivalenti : se così non fosse si troverebbe oltre 
il fascio I k I un secondo fascio ellittico di curve e si dedurrebbe che 
le k sono curve di modulo costante e che pa — — 1 (cfr. Cap. X).

Ciò posto, se pa > 0, le curve canoniche di F si comporranno di 
pg— 1 > q—1 curve k, formanti entro il fascio una serie non spe­
ciale: i sistemi paracanonici saranno dunque egualmente di dimen­
sione pg — 1, dando luogo ad un sistema continuo sovrabbondante 
di dimensione

%Pa~ Pa— 1 .
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Invece, per pa = 0, il sistema canonico \K\ sarà il sistema li­
neare oop0 formato dalle 2^ — 2 = 2p^, — 2 curve dei gruppi 
canonici entro il fascio 17c |, ed i sistemi lineari paracanonici avranno 
la dimensione p(J — 2, dando luogo ad un sistema continuo \K\ di 
dimensione

Pg — Pa — 2 .

Osservazione. - Qui conviene aggiungere che per p<*)  = 1 e 
pa — 0, non si presenta il caso di superfìcie irregolari (di genere 
pa = 1) con curva canonica pura d’ordine zero. Infatti per una 
superficie F di genere p{1 = 1 con curva canonica.■ d’ordine zero, non 
si può avere pa = 0 (1). Giacché un sistema lineare |(7| — \C'\ 
di genere n e grado n = 2n— 2, sopra la F, darebbe luogo ad una 
serie continua oo1 di sistemi lineari di dimensione n—1, e uno di 
questi diversi da \C\ e non contenente \C\, dovrebbe segare sopra 
una C una serie non speciale di grado 2 n — 2 e di dimensione n — 1.

9. Digressione sulle varietà abeliane.

Dicesi varietà abeliana (di rango .1) a q dimensioni, Vo, una 
varietà (algebrica) che ammette una rappresentazione parametrica 
mediante funzioni (abeliane, cioè) 2q volte periodiche di q variabili 
indipendenti, rappresentazione univoca nel prismatoid e dei periodi: 
se queste funzioni, come si suppone, non sono degeneri, la VQ am­
mette un gruppo ooQ di trasformazioni permutabili semplicemente 
transitivo, senza eccezione: vuol dire che dati due punti (semplici) 
qualunque di Va, esiste una trasformazione birazionale di Vq che 
muta il primo punto nel secondo. Il più semplice esempio di varietà 
abeliana è la varietà dei gruppi di p(= q) punti, 6^, di una curva 
C di genere p, ossia la varietà di Jacobi corrispondente alla curva (2).

Questa ammette un gruppo misto semplicemente transitivo 
di trasformazioni birazionali in sé stessa che viene generato dalle 
oop trasformazioni involutorie di seconda specie definite dalle 
appartenenti alla curva e dalle oop trasformazioni permutabili di 
prima specie, costituenti un gruppo continuo FV1 definite come pro­
dotti di un numero pari di trasformazioni di seconda specie. La 
detta varietà di Jacobi, Vv, contiene una varietà eccezionale, 
corrispondente alla serie dei gruppi speciali sopra la curva; 
tale viene trasformata in una Vv-2 di dimensione p — 2 dalle

(1) Cfr. Enriques, Intorno alle superficie algebriche di genere lineare pù) — 1. 
Rendic. AccademiaVBologna, 9 dicembre 1906 (n. I).

(2) Cfr., p. es., Enriques-Chisini, Lezioni, Libro VI, cap. Ili, § 36. voi. IV„ 
pag. 223.
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trasformazioni di prima o di seconda specie, per esempio dalla in­
voluzione fra gruppi definita su C da una (*).

P) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni, Libro VI, cap. II, § 27 (vol. IV, pag. 143).
(2) Cfr. p. es., Enriques-Chisini, Lezioni, Libro VI. Interpretazione geome­

trica di Castelnuovo. Cap. Ill, 4, 38 (vol. IV, pag. 234).
(3) Cfr. R. Torelli, Sulle serie algebriche semplicemente infinite di gruppi di 

punti appartenenti a una curva algebrica, Rend. Cire. Mat. di Palermo, t. XXXVII, 
1914 (§ II, n. Uh

(4) Cfr. G. Castelnuovo - F. Enriques, Sur les intégrales simples...., Ann. 
de l’école normale sup., s. 3, t. XXIII,, 1906.

Quando fra i p integrali indipendenti di prima specie della curva 
C di genere p ve ne sono q <p (linearmente indipendenti) riducibili 
con 2q periodi, entro la V„ di Jacobi che corrisponde alla curva si 
trova una schiera oop~9 di varietà abeliane VQ costituenti un sistema 
d’imp rimiti vita per il rvì ciascuna ammettente un gruppo algebrico 
oo9 semplicemente transitivo di trasformazioni birazionali in sè ed 
anche, per il teorema di Picard-Poincaré, una schiera analoga oo9 
di varietà abeliane (2).

Varietà abeliane VQ di questo tipo, contenute imprimitivamente 
entro una Vv di Jacobi, sono le varietà di Picard, annesse a super­
fìcie algebriche irregolari (3) : infatti, sopra una superfìcie F irregolare, 
di irregolarità le curve disequivalenti di un sistema continuo 
oo9 segano, sopra una curva di genere p ( > q) una serie formata 
di oo9 gruppi di punti disequivalenti o di oo9 serie lineari, che costi­
tuisce appunto una varietà abeliana Va entro la Vv di Jacobi cor­
rispondente alla curva.

La precedente osservazione è di portata generale perchè si di­
mostra (4), ma con procedimenti trascendenti, che ogni varietà 
abeliana (di rango 1) è una varietà di Picard annessa ad una qual­
che superfìcie algebrica irregolare; di modo che si può subito enun­
ciare il teorema di Torelli: Esistono sempre varietà jacobiane con­
tenenti imprimitivamente una data varietà abeliana.

Se però non si vuole far ricorso al risultato, ottenuto per via 
trascendente, di Ca.stelnuovo-Enriques, si possono svolgere le 
considerazioni seguenti che portano ad un teorema meno preciso 
di quello di TORELLI, ma sufficiente per i successivi sviluppi della 
nostra esposizione.

Ponendoci dal punto di vista geometrico più generale definiremo 
come varietà abeliana a q dimensioni Va, una Vq che possegga un 
gruppo oo9 r di trasformazioni birazionali in sè, semplicemente tran­
sitivo senza eccezione, tale dunque, che esista uffa trasformazione non 
degenere di F in cui si corrispondono due punti (semplici) qualunque 
di V q.
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La proprietà del gruppo F, di essere semplicemente transitivo 
senza eccezione sulla Vg, porta di conseguenza che: non esiste sulla 
Fe alcun sistema lineare di dimensione > 0 di varietà Fff_x, ehe sia 
trasformato transitivamente in se stesso da oor (r >0) trasformazioni 
di r. In altre parole: una varietà Fa_x su Fff, la quale non sia tra­
sformata in sè stessa da un sottogruppo continuo del F, non può 
essere trasformata dal F nelle varietà di un sistema lineare | Fa_x |.

Si abbia, sulla varietà abeliana ’Fo, un sistema lineare lFff_x| 
di varietà (irriducibili), di dimensione r > 0, che sia trasformato 
transitivamente in sè stesso da un sottogruppo oor (algebrico) del 
F. Si può rappresentare il |FO_X| mercè uno spazio lineare Srì in 
cui vien dato un gruppo continuo transitivo oor di omografìe. Ora, 
entro questo gruppo, si troverà un sottogruppo continuo 7", di 
dimensione h > 1, che lascia invariata una retta a di A, permutan­
done i punti in oo1 modi. Quindi si avrà nel F di Vg un sottogruppo 
Fh di dimensione h, che scambia fra loro imoo1 modi le varietà Fff_x 
di un fascio lineare entro_J Fff_x| e porta un punto generico di una 
Vj-i nei punti di una Vh formata da oo1 FA_X appartenenti alle 

del detto fascio. Ma in questo fascio c’è (almeno) una FQ_X 
invariante per il Fh (che risponde ad un punto unito sulla retta 
unita a di Sr) e quindi la Vh dovrà contenere una Fft_x invariante 
per il rh: associando due punti di questa FA_X si avranno non una, 
ma oo1 trasformazioni del Fh e così si contraddice al supposto che il 
F di Vq sia semplicemente ’.transitivo senza eccezioni.

Dunque sulla Vg non si hanno sistemi lineari j F(J_X ! invarianti 
per un sottogruppo continuo di trasformazioni del F\ ma si possono 
avere | Fa_x I invarianti per un gruppo finito, sottogruppo del F 
stesso.

Ora, sopra la Vg si può scegliere una varietà Ftf_x, a q—1 di­
mensioni, che non sia trasformata in sè stessa da alcuna trasfor­
mazione (non identica) del gruppo F, Infatti, essendo la Va proiet­
tivamente realizzata in un conveniente spazio $r, una sezione iper- 
piana generica di essa non verrà certo mutata in sè da alcuna tra­
sformazione del r.

Ciò posto la serie oo9 delle trasformate della detta Fff_n diciamo 
] Fa_J, costituirà un ente algebrico identico al gruppo F e perciò 
anche alla varietà Vg. In generale nella detta serie potrà trovarsi 
un numero finito s di Fff_x equivalenti a quella da cui siamo partiti. 
Quindi segando le Fff_x duella detta serie con una curva algebrica 
generica tracciata su Fc, si otterrà una serie comprendente oo3 
gruppi di punti disequivalenti, che si lascia rappresentare con una 
varietà abeliana Wg (contenuta nella varietà di Picard della data 
Vg), la quale, per s = 1, riesce identica alla schiera \ Fc_xj> e alla 
stessa Vg. Invece se s > 1 la schiera indicata, e la Fe, vengono rap­
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presentate sopra la WQ multipla secondo il numero s, giacché ad 
s equivalenti risponderà un solo punto di Wq. Riferendoci a 
questo secondo caso, s > 1, fra la Wq e la Vq si avrà dunque una 
corrispondenza (1, §), per effetto della quale viene definita su Vv 
una involuzione d’ordine s, P, invariante per le trasformazioni di 
r e perciò priva di punti doppi, il cui luogo darebbe origine ad ec­
cezione per la semplice transitività di P.

In conclusione: una varietà abéliana Vq si può sempre rappresen­
tare sopra un’altra varietà abéliana, WQ, semplice o multipla senza 
punti di diramazione, che sia contenuta imprimitivamente nella varietà 
di Jacobi corrispondente ad una curva di genere p(> q).

Viceversa: ogni varietà V q ir riducibile, che si lasci rappresentare 
sopra una varietà abéliana Wq, semplice o multipla senza punti di 
diramazione, contenuta imprimitivamente in una varietà di Jacobi, 
è essa stessa una varietà abéliana.

Per dimostrare questo teorema si consideri la corrispondenza 
(§, $), in cui ad un gruppo (A, B ....) dell’involuzione I' risponde un 
altro gruppo di punti coniugati (A', B'....); corrispondenza definita- 
dalia trasformazione del gruppo abeliano di Wq che porta uno nel­
l’altro i punti omologhi di essa: A e A'. Si tratta di dimostrare che 
codesta corrispondenza (§, s) si scinde in s trasformazioni birazionali, 
e così, per esempio, che il punto A' dipende da A, non solo algebri­
camente, ma anche univocamente, e quindi razionalmente. A tal 
fine faremo variare per continuità il punto A su Vq descrivendo un 
ciclo chiuso y, e riconosceremo che A' si muove pure, per continuità, 
descrivendo del pari un ciclo chiuso e perciò non può scambiarsi 
p. es. con B', ma deve tornare immancabilmente in A'.

Se il ciclo descritto da A è un ciclo y nullo, la nostra asserzione 
è ovvia, poiché esso non può contenere entro di sé alcun punto di 
diramazione della corrispondenza (s, s), essendo l’involuzione Is 
priva di punti doppi. Ma la cosa si pup provare anche per un ciclo 
y non nullo, sopra lo spazio riemanniano che risponde alla varietà 
Vq. E la prova risulta da un’esigenza di continuità, ove si tenga 
conto che la corrispondenza (A A') fra il ciclo y e il cammino yr 
descritto senza ambiguità dal punto omologo A' è suscettibile di 
variare con continuità fino a ridursi all’identità ove si faccia va­
riare A' fino a coincidere con A, e al limite il cammino y' supposto 
aperto, non può ridursi ad un cammino chiuso, i punti coniugati 
nell’involuzione Is restando sempre distinti.

Risulta così che la varietà Vq possiede un gruppo semplicemente 
transitivo di trasformazioni birazionali in sé, essendovi appunto 
una trasformazione di essa che porta un punto A in un altro punto 
A'. In particolare vi sarà una trasformazione birazionale che porta 
un punto A in un punto B coniugato ad esso nell’involuzione IS7 
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e così la detta involuzione sarà generata da un gruppo finito di s 
trasformazioni : Gs.

Ora delle trasformazioni birazionali (A A') che abbiamo trovato 
su VQ (e che rispondono alle trasformazioni permutabili della varietà 
s-pla Wo) non si può dire, a priori, che sono permutabili. Siccome 
esse trasformano in se l’involuzione generata dal gruppo Gs, i cui 
gruppi di punti rispondono ai punti della Wg, si può dire soltanto 
che la trasformata di una di esse, 77, per mezzo di un’altra .7,

7 777-r - LI'

differisce da 77 per una trasformazione ciclica Q del Gs:

IP = 776.

Però la 6 deve restare immutata quando la 7 varia nel gruppo 
continuo r che contiene l’identità, e perciò

Q = 1.

Si deduce dunque che la V q possiede un gruppo coq semplice- 
mente transitivo di trasformazioni permutabili in sè, ossia è una 
varietà abeliana.

Nota. - La teoria trascendente delle varietà abeliane ri­
sulta dai classici lavori di Jacobi, Riemann e poi di Poincaré, 
Picard ; per le superficie (iperellittiche) — caso q = 2 — lo studio 
è stato approfondito da G. Humbert e poi anche dalla scuola ita­
liana.

10. Segue: il genere delle varietà abeliane.

Vogliamo completare le cose dette intorno alle varietà abeliane, 
valutandone il genere (geometrico, principale).

IL cominceremo dalle varietà di Jacobi, dimostrando che: La 
varietà di Jacobi, Vv = corrispondente a una curva di genere 
p, ha il genere uno.

Proveremo che sulla Ja delle ^-ple di punti di una curva C di 
genere p (q < p) la varietà K delle g-ple tolte dai singoli gruppi di 
una gli-z contenuta nella serie canonica di C, è una varietà cano­
nica. Si prenda dapprima q = 2 (p > 2). Sulla superfìcie J2 delle 
coppie (non ordinate) dei punti della curva 0, si avranno co1 curve 
J7 irriducibili e birazionalmente identiche alla (7, ognuna delle quali 
risponde alla serie delle coppie con un punto fìsso; sicché le M co­
stituiscono, sulla superfìcie, un sistema d’indice due.

Prendiamo una glP~2 contenuta nella serie canonica di C e sia 
K la curva immagine delle coppie tolte da codesta serie oo1; deter­
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miniamo le intersezioni di K con una curva AL. A tal uopo si consi­
deri la AI che risponde alla serie delle coppie con un punto fisso 
A (punto generico di C) e sia

A , A-l , A.2 .... A233_3

il gruppo della g2ì)-2 che contiene A. I punti corrispondenti alle 
coppie

(A A) (A AJ .... (A A^J

appartengono alla M. e ne costituiscono un gruppo canonico, e d’altra 
parte tutti questi punti, all’infuori del primo (A A), appartengono 
anche alla K. Ora il gruppo di questi punti, comuni a K ed M, è 
residuo della serie caratteristica di AL rispetto alla sua serie cano­
nica. Infatti si consideri, accanto alla AI, la curva AI' rappresen­
tativa delle coppie di C che hanno comune un altro punto B: le 
AL e AL' s’intersecano nel punto omologo alla coppia (A B), e questo 
tende al punto (A A) quando B si avvicini infinitamente ad A, 
sicché (A A) costituirà un gruppo della serie caratteristica sulla 
curva AI. Ora, poiché la K sega sopra ogni curva del sistema AL 
un gruppo residuo della serie caratteristica, per il terzo criterio d’equi­
valenza (cfr. Cap. Ili, § 13) la K stessa sarà una curva canonica 
della Jq, c. d. d.

Dopo aver così dimostrato il nostro teorema per q — 2, lo dimo­
streremo per q = 3 e così successivamente per induzione completa. 
Infatti, supposto vero il teorema per la varietà dei gruppi di q — 1 
punti di C (q < p) si riconosce vero anche per la JQ delle g-ple.

A tal uopo si consideri sulla JQ la serie delle oo1 varietà 
irriducibili e bir azionai mente identiche, ognuna delle quali rappre­
senta le q~pie con un punto fìsso : questa serie è d’indice q. Sia 
la varietà delle g-ple tolte dai singoli gruppi di una 2 contenuta 
nella serie canonica di (7, e determiniamo l’intersezione della 
colla AL^. Sia gl~l3 la serie residua del punto A rispetto alla serie 
considerata. Aggiungendo ai gruppi di q — 1 punti estratti dai 
gruppi della gl~* 3 il punto fìsso A, si ottiene una varietà Kq-2 
■che è comune alla AIrispondente al punto A e alla ALimmagine 
della #2~12. Ora se, sulla ALq_n alla sommiamo la varietà ALq_2 
delle- (q — l)-ple aventi il punto fìsso A (cioè la varietà dei gruppi 
di q punti, dei quali fa parte due volte il punto A) si otterrà una va­
rietà canonica (impura) della e ciò per il teorema ipotetica­
mente assunto come base della nostra induzione,, perché la detta 
varietà risponde alla serie dei gruppi di q — 1 punti estratti dai sin­
goli gruppi della serie

$2^3 ~r A

serie col punto fìsso A, contenuta nella serie canonica di C.
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Dunque la KQ-1 sega sulla 2 una varietà residua di una va­
rietà canonica rispetto alla J£Q_2 ; quindi per il terzo criterio di 
equivalenza (che facilmente si estende dal caso delle curve a quello 
delle varietà a qualsiasi dimensione) basterà provare che la 
costituisce una varietà del sistema caratteristico della Mq_x. Ed 
invero la relativa al punto fìsso A e la 1f'_x relativa al punto 
fìsso B, hanno in comune la varietà 2 delle <pple con i due punti 
fìssi A e B, e quando B tende ad A, la Jf1 diviene infinitamente 
vicina alla Afa-i e la 2 tende appunto alla Ma_2.

Così essendo stabilito il teorema enunciato, si faccia p == g; 
avremo: sulla varietà di Jacobi Jv, rappresentativa dei gruppi di p 
punti di una curva di genere p, la varietà delle p-ple speciali 
è una varietà canonica (a priori impura). Ma essa è precisamente una 
varietà eccezionale, che si lascia trasformare in una varietà di di­
mensione p—2 sulla varietà, birazionalmente identica alla Jv, 
rappresentativa dei gruppi di p punti disequivalenti della curva C 
di genere p. Si ottiene d’altronde questa trasformazione usufruendo 
della corrispondenza involutoria che intercede, su C, fra i gruppi 
di p punti residui di una .

Pertanto ne segue che la varietà di Jacobi Jv ha il genere uno.
Il teorema stabilito per le varietà di Jacobi J» = Vv si estende 

ora, facilmente, alle varietà abel lane più generali, e basterà indi­
carne in breve la dimostrazione. Anzitutto, riferendoci ad una VQ 
semplice contenuta imprimitivamente in una Vv (q < p), questa 
Vq farà parte di una schiera di varietà della stessa dimensione, schiera 
d’indice uno; e quindi la varietà canonica (impura) della VP segherà 
su ciascuna di tali Vq una varietà canonica. In secondo luogo il 
teorema si estende ancora al caso di una Vq che venga rappresentata 
sopra una varietà WQ multipla, contenuta in Vv, senza varietà di 
diramazione (cfr. § 9). Infatti la trasformazione (1, s) che fa passare 
da Wq a Vq muta la varietà canonica di Wq in una varietà canonica 
di X e).

In conclusione possiamo enunciare che: Le varietà abeliane 
Vq (q > 1) sono sempre di genere uno, e con varietà; canonica pura 

-d'ordine zero.

Notizia. - La valutazione del genere delle varietà di Jacobi 
Ve in generale delle varietà abeliane, riesce immediata sotto 
l’aspetto trascendente, poiché si costruisce subito un integrale 
p-plo di prima specie annesso a Vv. La dimostrazione geometrica del

(1) Teorema di Painlevé-Cast ein uovo stabilito per q — 1 in Enriques-Chi- 
sini, Lezioni. Libro V, cap. I, § 9 (vol. Ili, pag. 72). Per q = 2 cfr. il Cap. V, § 7 
■di questo trattato. Il teorema si estende senza difficoltà per tutti i valori di q. 
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teorema che abbiamo sopra esposta, è stata data dal Severi in una 
Nota del 1911 (*).

(x) Sulle superfìcie e varietà algebriche irregolari di genere geometrico nullo.. 
R. Acc. Lincei, 1911.

(2) Determinazione di certi gruppi covarianti di due o più serie lineari. Rendic- 
Circolo Mat. Palermo, 1932.

(3) Questo passaggio riesce assai semplice (per p — 2) ove s’introduca la curva 
ausiliaria M che rappresenta le coppie di punti di L complementari rispetto Ld 
una g\, contenuta nella $2.

Un’altra dimostrazione geometrica dello stesso teorema è stata 
indicata da B. Segre (2) e consiste nel mostrare che le serie lineari 
g%~1 contenute in una serie g%p sopra una curva C di genere p, hanno 
per immagini sulla corrispondente varietà di Jacobi, le varietà 
Bp-i di un sistema lineare il cui sistema caratteristico, sommato 
all’intersezione coll’immagine della varietà dei gruppi speciali, 
costituisce il sistema canonico su una Ci limiteremo a spiegare 
la cosa nel caso più semplice p = 2, avvertendo che l’estensione 
del ragionamento per p > 2 riesce invero meno semplice di quanto 
si potrebbe desiderare..

Consideriamo dunque una curva C di genere p — 2, e sopra 
di essa una serie lineare generica gl : le gl contenute in questa serie 
danno luogo, sopra la superfìcie di Jacobi V2, alle curve L di una 
rete, priva di curve fondamentali, che avranno un’intersezione va­
riabile A colla curva eccezionale immagine della gl canonica di 
0, o un punto base B = Vo nel punto trasformato di essa mercè 
l’involuzione definita dalla detta gf. Le curve canoniche K di V*  
sono definite, a priori, sulla superfìcie, dalla proprietà di segare su 
una generica L gruppi residui della serie caratteristica di \L\, au­
mentata dalla intersezione A della L colla curva eccezionale o del 
punto base B (trasformato della FJ.

Si tratta dunque di dimostrare che la serie A + B + gì su 
una L è contenuta (totalmente) nella serie canonica g%. E la tesi 
deriva in sostanza dalla interpretazione geometrica della for­
mula di Zeuthen che lega le due serie canoniche delle, carve C e 
L in corrispondenza (2, 3) (3).

Così dunque la rete delle curve L su V2, o meglio su una trasfor­
mata di questa senza curve eccezionali, risulta essere di genere 
n == 5, di grado effettivo 6 e di grado virtuale n = 8. (= 2-ji—2>, 
avendo due punti base semplici, con serie caratteristica canonica. 
Il possesso di una tal rete I T/f, senza curve fondamentali proprie, 
porta appunto che la V2 sia una superfìcie di genere pg = 1 con 
curva canonica d’ordine zero, c. d. d.
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11. Fascio irrazionale sopra le superficie di genere geometrico nullo.

Dalla circostanza che una varietà abeliana V q di dimensione 
q > 2 ha il genere geometrico eguale ad uno, si deduce che « ogni 
superficie F non eccezionale appartenente ad una varietà abeliana 
Vq, ha il genere geometrico pg > 0 ».

Per q = 2 la cosa è evidente, la F coincidendo con V2. Per pro­
vare in generale il teorema occorre osservare che per q >2 « la 
F su V q fa parte di un sistema continuo di superfìcie analoghe, di 
dimensione q — 2 almeno ».

Infatti, applicando alla F le oo3 trasformazioni del gruppo P 
della Vq si avranno, in generale, oo3 superfìcie analoghe ad F; fa 
eccezione il caso in cui la F ammetta una serie continua di trasfor­
mazioni in _sè; ma, in ogni modo (per la semplice transitività del 
gruppo P) le trasformazioni della F saranno al più oo2, e quindi si 
avranno almeno oo3-2 superfìcie trasformate di F.

Ciò posto la proprietà di F di essere di genere geometrico non 
nullo (come abbiamo enunciato) è una conseguenza della proprietà 
generale che: Sopra una varietà Vq di dimensione q, la quale abbia 
il genere geometrico P > 0, ogni superfìcie F che appartenga ad 
una schiera continua di dimensione q— 2 almeno, ha il genere pg > 0.

Dimostriamo questa proposizione riferendoci dapprima al caso 
q = 3, e poi al caso q — 4, eco.

Supposto q = 3, la superfìcie canonica che esiste per ipotesi 
sulla Vq (anche se costituita da una sola superfìcie d’ordine zero) 
interseca la F lungo una curva che appartiene al sistema residuo 
della serie del sistema caratteristico di F rispetto al suo sistema ca­
nonico (1) ; ciò basta per provare l’esistenza di quest’ultimo, cioè 
•che il genere di F vale pa > 0.

Se q — 4, le superfìcie F, che sono almeno oo2, si possono distri­
buire in almeno oo1 sistemi continui semplicemente infiniti, che dan 
luogo dunque ad una serie oo1 alieno di varietà Fs; ora, per essere 
il genere di maggior di zero, una varietà canonica di segherà 
su ciascuna delle suddette V3 superfìcie speciali, residue del sistema 
caratteristico di VZì rispetto al sistema canonico, e quindi codeste 
V3 saranno di genere P > 0. Da ciò segue che le oc1 superfìcie che 
le costituiscono sono pure di genere pg > 0.

Con procedimento analogo, passando da q a q1, si prova 
la cosa per una varietà Vq di dimensione qualunque.

Il teorema stabilito che le superfìcie appartenenti ad una varietà 
abeliana sono di genere pg > 0, ci permette ora di precisare, per le

(!) Cfr. Vili, § 9.,
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superficie di genere pg = 0, la proprietà caratteristica delle super­
fìcie irregolari, dimostrando che: Le superficie di genere pg — 0, 
irregolari, posseggono un fascio irrazionale di genere —pa = p di curve. 
Viceversa: ogni superficie irregolare di genere pa — 0, che possegga 
un fascio irrazionale di genere p (> 0), è una superficie irregolare di 
genere numerico — p.

Sia F una superficie irregolare e — senza fare per ora alcuna 
ipotesi circa i v al ori dei suoi caratteri — si consideri sopra di essa 
un sistema continuo semplicemente infinito di curve \C\, d'indice 
i > 2, che possiamo supporre semplice, cioè tale che le i curve C 
passanti per un punto generico della superficie non abbiano di con­
seguenza a comune altri punti.

Si indichi con
6, - AC

la curva somma delle i curve di \ che escono da un punto della 
superfìcie F.

Si possono presentare tre casi:
a) le co2 curve Ci sono tutte equivalenti sopra la superfìcie Fi
b) le dette Ci si distribuiscono in co1 sistemi semplicemente 

infiniti di curve equivalenti;
c) le Ci sono tutte disequivalenti fra loro, ovvero ciascuna di 

esse riesce equivalente ad un numero finito, s > 1, di curve.
Ora proveremo che nel caso a) tutte le curve C sono equivalenti 

fra loro, cioè la serie \ C\ è contenuta in un sistema lineare.
A tal uopo basta provare che le oo1 curve C segano una serie 

di gruppi equivalenti sopra una qualsiasi curva M tracciata sopra 
F, e invocare, per esempio, il primo criterio d’equivalenza. Invero 
la proprietà affermata per la serie segata sulla curva if deriva 
da un noto criterio d’equivalenza di Severi-Castelnuovo relativo 
alla serie co1 di gruppi di punti «appartenenti ad una curva (1).

In secondo luogo proveremo*  che nel caso b) si può costruire sopra 
la superficie F un fascio irrazionale di curve.

Infatti si faccia muovere su F un punto A per modo che le curve 
Ci uscenti da esso si mantengano equivalenti; siccome la condizione 
imposta è algebrica, il punto A descriverà una curva algebrica K, 
ed è chia.ro che le curve K così definite su F, non potendo segarsi 
a due a due, dovranno formare un fascio (privo di punti base sem­
plici per la superfìcie). Supponendo, per semplicità di discorso, che 
le K siano irriducibili (che altrimenti basterebbe considerare al

(1) Cfr. Ili, 13. Vedi pure Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. IV, § 42 
(vol. Ili, pag. 483).

chia.ro
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posto delle K le loro componenti irriducibili), dimostreremo ora 
che il fascio (K) è irrazionale.

Invero, la stessa considerazione fatta innanzi mostra che le 
curve C di {(?}> debbono segare, sopra una qualunque oo1 gruppi 
di punti equivalenti. Quindi, per il secondo criterio d’equivalenza (x)f 
le C saranno equivalenti a meno di curve del fascio (A), cioè — de­
signando con C e Co due curve qualsiansi di — si avrà

C + 27A = Co + S'K ,

dove le due sommatorie 27 e 27' contengono uno stesso numero di 
addendi. Di conseguenza, se le curve C non sono tutte equivalenti, 
il fascio (K) non può essere lineare, che altrimenti sommando e sot­
traendo uno stesso numero di curve K si passerebbe da una C ad 
una Co equivalente.

A questo ragionamento, fondato sul secondo criterio d’equiva­
lenza, si può muovere un’obiezione, nell’ipotesi che il fascio (K> 
contenga delle curve spezzate, come

I£ = JK71 —f— li 2 e A = Ki -f- I£2 ;

giacché allora potrebbe aversi, per esempio,

Co = C + K1-K1+ ....

Ma il dubbio che qui si solleva viene eliminato dalla considera­
zione che le curve Co e C appartengono ad un medesimo sistema­
continuo Cj» e al variare di Co in <jCj> le componenti delle K spez­
zate, essendo in numéro finito, rimangono fisse; di qui, riducendo 
per continuità la Co alla C, risulta necessariamente

Co-» C, .

Infine, ponendosi nel caso c), si prova subito che dev’essere il 
genere della superficie pg > 1. .Rappresentando infatti le curve di 
\C\ con i punti di una curva A, le oo2 curve.C< definiscono sulla 
L stessa una serie che si può considerare come una varietà dop­
piamente infinita, semplice o multipla, contenuta nella varietà di 
Jacobi che corrisponde alla curva L, rappresentando le serie lineari 
disequivalenti della L stessa.

La discussione, precedente conduce a riconoscere che, per una 
superfìcie F di genere pg = 0, irregolare, ogni serie \C\ d’indice 7, 
costituita di curve non equivalenti, che si scelga sopra di essa, dà 
luogo al caso b), sicché si trova sulla superfìcie un fascio irrazionale 
di curve K.

(!) Cfr. Ili, 13.



368 CAPITOLO NONO

Si riconosce quindi che il genere di (I<) eguaglia il genere nu­
merico mutato di segno: p = — pa. Perchè, se fosse p< — pa7 
in forza del secondo criterio d’equivalenza, si riuscirebbe a costruire 
su F una serie \ di curve non equivalenti, secanti su ciascuna K 
gruppi di punti non equivalenti, e quindi (avverandosi il caso b), un 
secondo fascio irrazionale di curve; ma il possesso di due fasci irra­
zionali su F, (K) e (Jf), porterebbe che questa superficie debba 
avere il genere geometrico pg >0: la cosa appare evidente se i due 
fasci sono formati di curve unisecantisi f1); mentre il caso che le 
curve dei due fasci si seghino in un certo numero s > 1 di punti, 
conduce a rappresentare la F sopra una superfìcie multipla (s-pla) 
con due fasci di curve unisecantisi, donde risulta, a fortiori (2), 
che il suo genere pff > 0.

In conclusione la proprietà caratteristica delle superfìcie irre­
golari di genere pff — 0, che importa il possesso di un fascio irrazio­
nale di genere p— — pa, viene dimostrata, secondo l’enunciato 
precedente.

Notizia. - Il teorema che concerne l’esistenza di un fascio irra­
zionale sopra le superfìcie irregolari di genere pg — 0, è stato enun­
ciato da Enriques, come conseguenza della proprietà caratteri­
stica delle superfìcie irregolari, e ciò nella sua citata nota dei Pendio, 
dell’Accademia di Bologna nel 1904. Invero, fino dal 1900 il Castel- 
nuovo aveva avuto luogo di osservare e comunicare al collega che 
« dall’esistenza di un sistema continuo di curve disequivalenti sopra 
una superfìcie di genere pg = 0, si deduce l’esistenza di un fascio 
irrazionale)). Questa proprietà, che 1’Enriques richiama nella sua 
Nota ricordandone l’autore, era giustificata per via trascendente, 
come segue.

Sia un sistema continuo oo1 di curve non equivalenti, sopra 
la superficie F di genere pg — 0. Allora, come fu rilevato per la 
prima volta da G. Humbert (t), si costruiscono su F degli integrali 
semplici (di differenziali totali) di prima specie, sommando i valori 
che gli integrali abeliani di prima specie pertinenti alla serie 
assumono in corrispondenza alle i (>1) curve C uscenti da uno 
stesso punto A di F. E questi integrali semplici I, I2.... saranno ne­
cessariamente funzioni l’uno dell’altro, altrimenti — come è stato

(1) Infatti si ottiene una curva canonica di U sommando alle curve di (M) 
die passano per i punti di un gruppo canonico di una K le curve di (K) che pas­
sano per i punti di un gruppo canonico di una M.

(2) Cfr. V, 7.
(3) Comptes rendus, 1893; Journal del Math., s. 4, t. X, 1894.
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indicato da Noether (1) — si dedurrebbe l’esistenza di un integrale 
doppio di prima specie, e quindi pg > 0.

Ciò posto il Castelnuovo osserva che le linee I — cost, saranno 
composte colle curve algebriche d’un fascio irrazionale che vengano 
definite facendo muovere A sopra la superfìcie in guisa che le i 
curve C uscenti da un punto descrivano gruppi di curve equiva­
lenti. Questo ragionamento, specie nella forma che assume traverso 
le considerazioni della Nota di Castelnuovo « Sugli integrali sem­
plici appartenenti ad una superfìcie irregolare » (2), è stato tradotto 
in quello geometrico che sopra si è esposto, da F. Severi (3).

12. Nota sulle superficie di irregolarità uno.

In vista di possibili applicazioni conviene rilevare che le consi­
derazioni svolte nel precedente paragrafo conducono anche a carat­
terizzale le superfìcie di irregolarità q — pg— pa — 1, per le quali 
sussiste il teorema : Le superficie F di irregolarità q — 1 posseggono 
un -fascio ellittico di curve (di genere ti > 0). Sopra di esse ogni sistema 
continuo di curve si ottiene da un sistema lineare sommandovi la dif­
ferenza di due curve del detto fascio.

Osserviamo che la varietà di Picard di F è una curva ellittica. 
Si assuma ora sopra F un qualsiasi sistema oo1 di curve disequi­
valenti, d’indice v >1: per ogni punto P di F passeranno 
v curve C, e; al variare di P, si otterranno oo2 gruppi di v curve; 
quindi, a partire da uno particolare di questi punti, P = P, vi 
saranno oo1 punti P per cui passa un gruppo di v curve C equiva­
lente al gruppo delle curve passanti per P. Il luogo di questi punti 
P sarà una curva K per P, e tutte le K analoghe formeranno su 
F un fascio ellittico di curve (P). Stabilita in tal guisa la prima parte 
del teorema, per dimostrare la seconda, basterà avvertire che le 
curve C del sistema continuo segheranno su ogni K gruppi 
equivalenti, e di conseguenza (per il secondo criterio d’equivalenza) 
due C, non equivalenti, differiranno fra loro soltanto per la diffe­
renza di due K.

P) Ueber die totalen algebraischen differentialausdrücke. Math. Annalen, Bd. 29, 
1887. Confi. Picard et Simart, op. c., vol. I, Cap.. V, § 15.

(2) R. Acc. Lincei, 21 Maggio, 4 e 18 Giugno, 1905. Cfr. Memorie scelte, pag. 473 
e segg. (v. in ispecie il n. 10, pag. 490).

(3) Sulle superficie e varietà algebriche irregolari di genere geometrico nullo, 
Rendic. Lincei, s. V, vol. XX, 1911.

Enriques F. - Superficie algebriche. 24





Capitolo X.

LE SUPERFICIE DI GENERE GEOMETRICO NULLO

1. Introduzione.

La proprietà caratteristica delle superfìcie irregolari di genere 
pg — 0, che abbiamo stabilito nei §§ 4 e 11 del precedente capitolo, 
permette, come vedremo, di caratterizzare — in modo completo 
— le superfìcie di genere pg = 0, e — in particolare — di assegnare, 
mediante l ’annullamento dei piu rigeneri, le condizioni necessarie 
e sufficienti che definiscono la famiglia delle superficie rigate.

Lo sviluppo delle nostre deduzioni procederà nell’ordine se­
guente.

Anzitutto tratteremo delle superfìcie che contengono sistemi di 
curve di genere % e di grado n > 2n — 2, dimostrando che esse sono 
trasformabili in rigate, razionali o irrazionali; il caso razionale ri­
sponde (com’è noto) alla regolarità della superfìcie.

In secondo luogo esporremo un lemma concernente le curve 
spezzate di un fascio irrazionale, che ci permetterà di precisare in 
una forma più. semplice il secondo criterio d’equivalenza quale oc­
corre adoperare negli sviluppi che seguono.

Di qui trarremo intanto che le superfìcie di genere pg = 0 e 
pa < — 1 sono senz’altro riferibili a rigate, di genere pa = — p. 
Restano quindi a studiare le superfìcie coi generi pg — 0 e pa = — 1, 
le quali danno luogo a:

1) superfìcie trasformabili in rigate ellittiche, e

2) superfìcie contenenti un fascio ellittico di curve di genere 
n ;> 1.

Tratteremo separatamente i due casi che si presentano, per 
n > 1 e n = 1, dimostrando che, nell’uno e nell’altro, la super­
fìcie contiene un secondo fascio lineare di curve ellittiche, birazio- 
nalmente identiche.

Infine approfondiremo lo studio della famiglia delle superfìcie 
(ellittiche') definite dalle anzidetto proprietà, ne assegneremo la co- 
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s trazione, ne valuteremo i plurigeneri e riconosceremo che esse am­
mettono un gruppo ellittico, semplicemente infinito, di trasforma­
zioni dira zinnali in se stesse, ecc. Termineremo il capitolo caratte­
rizzando le superfìcie coi plurigeneri nulli e quelle eoi plurigeneri 
eguali a zero o ad uno.

2. Le superficie contenenti un sistema di curve di genere n e di grado 
n > 2n — 2.

Sia F una superfìcie la quale contenga un sistema lineare di 
curve |(7|, oo2 almeno, irriducibile per cui n >2tt—2. Le curve <7', 
C" ecc., successive aggiunte a |C|, segheranno le C in un numero 
decrescente di punti:

2tt—2, 4n—4 — n , —6 — 2n ....
e perciò formeranno una serie limitata; in altri termini, l’opera­
zione dell’aggiunzione, a partire dal sistema lineare IC |, dovrà 
estinguersi dopo un numero finito di passaggi, dando luogo ad un 
ultimo sistema aggiunto, |O |, di dimensione > 0, che non possiede 
più alcuna curva aggiunta, d’ordine >0.

Conosciamo già un caso in cui l’aggiunzione si estingue in sif­
fatta guisa: è il caso delle superfìcie regolari di genere pg = pa=0, 
con bigenere P = 0, in cui è noto che la superfìcie F risulta razio­
nale (1). Se si prescinde da questo caso, conviene esaminare l’ipo­
tesi che la superfìcie su cui si trova il nostro sistema | C | sia irre­
golare, di genere pg — 0 e pa = — p < — 1, e perciò contenga un 
fascio irrazionale, di genere p, di curve K. Se le K sono di genere 
Q = 0, la F risulta senz’altro trasformabile in mia rigata di genere 
p (2). Occorre esaminare e ridurre all’assurdo l’ipotesi che il genere 
delle K sia invece q > 1. E gioverà distinguere i due casi:

1) p > 1
2) p = 1.

Primo caso : p > 1.
Si designi con s il numero delle intersezioni delle C colle I£, e 

si osservi che le C pK—pK, dan luogo ad una schiera oo3? di si­
stemi lineari distinti secanti sulle K serie equivalenti; da ciò segue

8 > 1.
Ora, siccome le curve canoniche (virtuali) di F segano le K, di 

genere q, in 2q—2 punti, le C' segheranno le stesse K in $ + 2^—

(x) Teorema di Castelnuovo cfr. Cap. V, § 4.
(2) Teorema 'di Enriques cfr. p. es. Enbtques-Conforto, Le superficie ra- 

zionali, Libro II, cap. I, § 4-6 (pag. 253).
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— 2 punti, le C" le segheranno in s-j- 2 (2^—2) punti, e così via. 
Infine le curve dell’ultimo sistema aggiunto | | segheranno le K in
un numero di punti che sarà, a fortiori, m > 2. Ma questa conclusione 
apparisce subito assurda, se le (F sono irriducibili, perchè, posse­
dendo esse una involuzione irrazionale y\ di genere p, segata dalle 
K, dovranno avere il genere (effettivo e virtuale) maggiore o uguale 
a m(p— 1) + 1 > p, e quindi possedere un sistema aggiunto di di­
mensione > 0.

La conclusione (che è una riduzione all’assurdo della ipotesi da 
cui siamo partiti) si estende al caso in cui la C*  sia formata di curve 
riducibili, poiché in ogni modo una componente di (?' dovrà segare 
le K in almeno 2 punti: questa affermazione consegue dall'osser­
vare che le Ci appartengono ad mia serie continua di curve dise­
quivalenti, che si ottiene sommando ad esse la differenza di due 
curve del fascio (K) : K — K.

/Secondo caso: p = 1.
Si proceda come nel caso precedente : a partire dal sistema | C | 

coi caratteri n ed n > 2tc— 2, si arriverà ad un ultimo sistema ag­
giunto \Ci\, costituito di curve secanti le K in m > 2 punti ; ma qui 
pare che il sistema aggiunto a C*'  possa effettivamente mancare, se 
il genere (effettivo e virtuale) di (7*  sia eguale ad 1, come quello del 
fascio delle K. Però la nostra ipotesi porta che le curve Ci supposte 
irriducibili (o le componenti di esse) appartengano ad una schiera 
ellittica, oo1, di curve ellittiche disequivalenti: e siccome le curve 
di questa schiera non possono formare un secondo fascio irrazionale 
(diverso da \K | ), così dobbiamo ammettere che le curve (F + K— K 
diano luogo ad un sistema continuo \(F\ di curve di grado v > 1.

Ma di qui si trae che la superfìcie F deve possedere oo1 curve 
razionali e quindi deve essere riferibile ad una rigata ellittica, in 
contraddizione colle nostre ipotesi. Infatti, se v = 1, la schiera el­
littica oo1 di curve F unisecantisi conterrà oo1 coppie di curve equi­
valenti, e (per il teorema di Lüroth) (x) i loro punti d’intersezione 
genereranno su F oo1 curve razionali. Se sia invece v >1, le curve 
di (irriducibili) con v — 1 punti fìssi daran luogo ad una schiera 
oo1 di curve ellittiche unisecantisi, sicché si ricade nel caso prece­
dente.

Così rimane stabilito il teorema fondamentale:
Le superficie contenenti un sistema lineare irriducibile, oo2 al­

meno, di genere n e grado n >2n—2, sono trasformabili in rigate, 
razionali o irrazionali.

P) Cfr. Enbiques-Chisini, Lezioni. Libro II, cap. I, § 3 (vol. I, pag. 169) e 
Libro V, cap. I, § 7 (vol. Ili, pag. 48).
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E da ciò, come abbiamo annunciato nel § 9 del Cap. IV, segue 
che:

Le superficie appartenenti alla famiglia delle rigate sono le sole 
superficie contenenti infinite curve eccezionali; e tutte le superficie, 
fuori di questa famiglia, possono trasformarsi in superficie prive di 
curve eccezionali.

Quanto al teorema fondamentale, conviene aggiungere che esso 
sussiste nelle condizioni più ampie, qualunque sia la dimensione del 
sistema | C\ fra i cui caratteri interceda la diseguaglianza n > 2jt— 2, 
purché le C stesse non contengano come componenti delle curve ec­
cezionali.

Per dimostrarlo si osservi che il carattere a(C) — n—(2n—2) 
è un carattere additivo dei sistemi lineari a cui si riferisce, e perciò 
non può essere positivo per la somma di due sistemi senza essere 
positivo per qualcuno degli addendi. Così basterà dimostrare che:

Appartiene certo alla famiglia delle rigate qualunque superficie 
F su cui si trovi una curva C, irriducibile e non eccezionale, di genere 
n e grado n > 2n — 2 .

Infatti il multiplo della detta curva C secondo un numero s 
abbastanza grande avrà il genere e il grado

, s(s — 1) , „
— Sn -j- "—2—~ n — s 1 ? ns = 8 n ;

e quindi avrà la dimensione
r > pa + ns — yis + 1 > 0 ,

costituendo un sistema irriducibile (per n > 0) per cui
ns > 2jis — 2 .

E si avverta esplicitamente che ciò che si è detto vale anche per 
n = 0, perchè, essendo escluso che C sia curva eccezionale e quindi 
che sia n = — 1, sarà

> 0 ;

ed invero, nel caso n = 0 che solo occorre esaminare, il multiplo 
I sC\, per s assai grande, risulterà sempre composto colle curve 
razionali d’un fascio, donde segue che la F è trasformabile in una 
rigata.

Notizia. - Il teorema che le superfìcie su cui l’aggiunzione si 
estingue, e perciò quelle che contengono sistemi lineari coi caratteri 
n e n per cui n > 2n — 2, appartengono alla famiglia delle rigate, 
costituisce il risultato fondamentale della Memoria di Castelnuovo- 
Enriques, « Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria delle 
superfìcie algebriche », pubblicata negli Annali di Matematica, 1901.
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La dimostrazione originale di questo teorema non faceva uso 
della proprietà delle superficie irregolari di genere pg ----- 0, di conte­
nere un fascio irrazionale di curve (proprietà scoperta, come si è 
detto, nel 1904). In luogo di questa interveniva una diseguaglianza 
che deriva dal confronto dell’espressione noetheriana dell’invariante 
di Zeuthen-Segre col teorema di Eiemann-Eoch. Accenniamo in 
breve al concetto di questo ragionamento dimostrativo.

Se (sopra una superfìcie F che deve essere di genere pg ----- 0), 
a partire da un sistema lineare |C|, l’aggiunzione si estingue, per­
venendosi ad un ultimo sistema aggiunto \Ci\, il genere di questo 
sistema dovrà essere % < — pa — p.

Supponiamo, per semplicità, che |C*|  sia irriducibile, oo1 alme­
no; designando con n il suo grado, avremo che l’invariante di 
.Zeuthen-Segre della superfìcie vale

ô — n — 4% — — 12p — p(0 + 9, (p ----- ■— pa) (Q

mentre il teorema di Eiemann-Eoch ci dà la sua dimensione

r > n — ti + 1 — p .
Di qui si deduce

+ r > 11 p + ptt) — 8 + Ô > 11 p+ pM — 8 .

Quindi una discussione appropriata, in cui occorre distinguere 
l’ipotesi pW < 1 da quella pW > 1, conduce a trovare sopra la 
superfìcie :

1) o un sistema lineare di curve di genere % e di dimensione

r > 3n — 5 ,

•onde risulta che la superfìcie è razionale o riferibile ad una rigata 
di genere n (2);

2) ovvero un sistema lineare di curve spezzate in curve ra­
zionali, onde risulta egualmente che la superfìcie è riferibile ad una 
rigata.

Questo cenno dà appena un’idea della via seguita: occorre poi 
un’analisi assai minuta, in rapporto a diverse circostanze compii - 
cabrici, e un esame speciale dei casi in cui p < 3.

La dimostrazione notevolmente più semplice del nostro teorema 
fondamentale, basata sul fascio irrazionale appartenente ad una

(x) Qui xÙ) designa il genere lineare relativo della superficie.
(2) Questa è una conseguenza del ragionamento adoperato da Enriques 

nella Nota Sulla massima dimensione dei sistemi lineari di curve di dato genere ap­
partenenti ad una superficie algebrica. Atti Acc. di Torino, 1894.
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superfìcie irregolare di genere pg — 0, è stata disegnata nelle « Le­
zioni » di Enriques-Campedelli (r) pubblicate dai Rendiconti del 
Seminario Matematico di Roma (1934). Codesta dimostrazione è 
stata qui sviluppata in una forma più semplice, evitando di fare 
appello, come ivi si faceva, al teorema di Caste]nuovo-Enriques 
sui piani doppi che hanno i plurigeneri nulli. Supplisce a ciò la con­
siderazione elementare adoperata innanzi, che una serie oo1 di coppie 
di elementi equivalenti, sopra un ente ellittico oo1, è una g\ e perciò 
è sicuramente razionale.

Diremo infine che l’estensione del teorema fondamentale al caso 
di una sola curva, non eccezionale, di genere n (> 0) e grado 
n > 2tt—2, è stata messa in luce da L. Campedelli nella Nota 
« Intorno alle superficie algebriche su cri esistono curve di genere n 
e di grado n >2n—2» (Rendic. Lincei, 1933 z), e TA. stesso ha 
rilevato come l’uso esplicito di tale proprietà valga a semplificare 
in più punti la nostra teoria.

Nota. - Merita speciale rilievo anche la proposizione di cui ci 
siamo serviti per dimostrare il teorema fondamentale di questo pa­
ragrafo. Le superficie su cui Vaggiunzione si estingue appartengono 
alla famiglia delle rigate.

E pertanto, richiamando gli sviluppi dati in fine del § 1 del 
Cap. VI, potremo affermare che: Le superficie non appartenenti alla 
famiglia delle rigate, e perciò riducibili a un modello senza curve ec­
cezionali, hanno il genere lineare assoluto

pO) > 1.

Nel Cap. VI, § 1, si era riconosciuto soltanto che per p(d < 0, 
estinguendosi l’aggiunzione, dovrebbero essere tutti i plurigeneri 
Pi = 0; qui si vede di più che la superfìcie dovrebbe essere riferibile 
ad una rigata (in contraddizione coll’ipotesi della eliminabilità delle 
curve eccezionali).

3« Lemma sulle curve riducibili di un fascio«

In vista degli sviluppi che seguono occorre precisare quale sia 
la valenza di una curva comunque spezzata, appartenente ad un 
fascio razionale o irrazionale, ai fini del computo delle curve dotate 
di punto doppio, il cui numero figura nell’espressione dell’invariante 
di Zeuthen-Segre (Cap. V, § 2,3). Ci riferiremo, per semplicità, a super­
ficie senza curve eccezionali, non appartenenti dunque alla famiglia 
delle rigate, e dimostreremo che : In ordine al computo dell'invariante

f1) Cfr. Cap. III.
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di Zeuthen-Segre relativo ad una superficie che possegga un fascio 
I CI, razionale o irrazionale, di curve di genere re > 0, irriducibili, 
privo di punti base, ogni curva spezzata del fascio ha la valenza 2 0.

Di conseguenza il numero, <5 o d, delle curve del fascio dotate 
di punto doppio deve ritenersi sempre > 0. Se ô = 0 o A — 0, 
il fascio non può contenere alcuna curva spezzata, tranne curve ellit­
tiche multiple (di grado zero), nel caso che le curve del fascio siano el­
littiche (n — 1).

Per giustificare queste asserzioni, conviene richiamare la for­
mula di Godeaux che (Cap. V, § 2) abbiamo detto esprimere la 
valenza di una particolare curva C del fascio, la quale sia comun­
que spezzata in parti multiple. Designarne con ô la valenza di ima 
particolare C = (J che supporremo spezzata in compone: ti multiple 
di genere g2....:

C = ti&i -f- t202 -f- ....

incontrali tisi fra loro in
Shk — k 

punti. Si avrà:

ò > 27(ti — 1)(2^ - - 2) + Xshk(th + tk 1) ,

il segno > riferendosi a possibili complicazioni, per esempio al 
caso in cui qualcuna delle componenti 6, possegga un punto doppio, 
o a quello in cui alcuni dei punti di connessione comuni a due fra 
le componenti, 0h e 0kì vengano a coincidere in un punto comune 
ad r > 2 componenti f1).

Osserviamo che, essendo la superficie priva di curve eccezio­
nali, si ha, per ogni i,

Sii = OiOi < 2qì — 2 ;

(1) La diseguaglianza ò > 0 è stata riconosciuta da Castelnuovo-Enriques- 
(Annali di Mat., 1901) nel caso più semplice in cui la C sia spezzata in una curva 
irriducibile multipla 01 di genere e in un’altra componente semplice 02 che la 
incontri in s12 — 0fi2 ( > 0) punti. La formula generale sopra scritta viene porta, 
estendendo il ragionamento usato in quel caso, da L. Godeaux, Sur le calcul de 
Vinvariant de Zeuthen-Segre. (Mém. de la Soc. des Sciences de Hainart, 1920) e 
poi anche da L. Campedelli, Sul computo dell’invariante di Zeuthen-Segre; Ancora 
sul computo ecc. Lincei, 1934. Quest’ultimo autore ne ha tratto la dimostrazione 
che ò > 0 e più precisamente può aversi ò = 0 solo quando il fascio (<7) sia di 
genere re — 1 e la C sia una curva ellittica multipla di genere Q — 1 :

Ò = (t+ l)(2g — 2) = 0.

È la proprietà enunciata nel nostro lemma che figura pure nelle Lezioni di 
Enriques-Campedelli (Sem. Mat. di Roma, 1934) e che ora riceve una dimo­
strazione notevolmente più semplice dovuta ad A. Franchetta.
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quindi
ô > £ Suiti — 1) + h Ath + tk 1) ;

di più, poiché per h m= k è shk ;> 0 ,

£Shk(th 4“ tk 1) ----- Ztskk(th 1) 4~ £shk(tk 1) -f- £Shk
^8hk(th 1) + SSjtjcitjc 1) .

Si ha dunque
ô > ZSuiti— 1) + Xshk(th— 1) + ZShiAtk — 1) .

Introduciamo la curva
c*  = 91+e ,+ ...

e indichiamo con q e v i suoi caratteri virtuali. L’espressione a 
secondo membro della disuguaglianza precedente, uguaglia il nu­
mero delle intersezioni virtuali C*(C —pertanto il teorema 
sarà dimostrato se faremo vedere che C*(C —■ (7*)  > 0, ossia se 
ridurremo all’assurdo l’ipotesi

C*(C~C*)==--  i (i >0) .

Notando che C*C  = C*C  = 0, l’ipotesi adottata porterebbe

v = C*C*  = i > 0 ;

quindi la curva rC*  individuerebbe un sistema lineare \rC*\  di 
dimensione dr che, per r abbastanza grande risulterebbe

Wy_ _ f
dr > P« + r*i —r Q— -—1—- i — r + 1 = p„ +-^----(2^—2—i) + 1,

ossia infinita del second’ordine al tendere di r all’infinito.
D’altra parte la curva rC individua un sistema lineare \rC\, 

composto con le curve del fascio; la sua dimensione Dr è data, 
per r abbastanza grande, da Dr = r—p, ove p è il genere del 
fascio; ossia è infinita del prim’ordine, al tendere di r all’infinito. 
Ma è chiaro che il sistema \r(J*\  è contenuto parzialmente nel 
sistema |rC|, è quindi che dr < Dr. L’ipotesi da cui siamo partiti 
è dunque assurda.

Risulta inoltre che può essere ò = 0 solo se Zshk = 0, e ciò è 
possibile solo se C*  è formata da una sola componente 9, e se 
0-0 = 2g—2=0 ossia se q = 1.

4. Superficie di genere ps = 0 con pa < — 1.

Sia F una superficie di genere geometrico pg = 0 e di genere 
numerico negativo pa = —p <— 1. Sappiamo (Cap. TX, § 11) che essa
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deve contenere un fascio di genere p di curve K, aventi il genere 
n > 0. Proviamo che dev’essere n = 0 e perciò la F riferibile ad 
una rigata di genere p, riducendo all’assurdo l’ipotesi n > 0.

Si assuma dunque come ipotesi che sia n > 0 e quindi la F 
(non riferibile a rigata) possa ridursi ad una superfìcie senza curve 
eccezionali; il suo genere lineare assoluto sarà (§ 2, Nota)

pM > 1 .

Scriviamo ora la formula che dà l’invariante di Zeuthen-Segre di F 
in relazione al fascio irrazionale K. Avremo (Cap. V, § 2)

4 — 4 + 4(p —1)(ti —1) =12 pa—p<3> + 9

e quindi, per n > 0,
Zi < 13 — 12p — p(D .

Ma da ciò segue, per p > 1, A <0 che è in contradizione col lemma 
del nostro § 3.

Si conclude dunque n — 0. Cosi: Le superficie di genere pg = 0 
e pa = — p < — 1, sono riferibili a rigate di genere p.

5. Superfìcie F con pg ~ 0 e pa — — 1, possedenti un fascio ellit­
tico di curve K di genere n > 1: lemma I.

L’analisi delle superfìcie di generi pg = 0 e pa ~ — P = — 1 
porta ad esaminare superfìcie F che posseggono un fascio ellittico 
di curve K di genere n > 1 ; e conv iene distinguere i due casi che si 
presentano possibili, quando la F non appartenga alla famiglia 
delle rigate cioè:

n > 1 e re = 1.

Discutiamo qui il caso n > 1.
Anzitutto si osservi che la nostra superfìcie F, che possiamo 

assumere senza curve eccezionali, ha il genere lineare assoluto 
p(ì) — 1. Infatti, calcolando l’invariante di Zeuthen-Segre per il 
fascio ellittico (K) (1) si trova

I --Zi —4+ 4(p — !)(%—!) = ZI — 4 = — 12 — pd>+ 9, 

sicché, essendo Zl 0, si deduce pd) < I, e quindi (§ 2, Nota) 

p(d — 1.

Giova anche notare che per il nostro fascio (A) si ha di conse­
guenza

Zi = 0,

(!) Cfr. V, 2 e 3.
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e perciò (§ 3) il fascio stesso (formato di curve di genere maggiore 
di uno) non contiene alcuna curva K dotata di punto doppio, o 
comunque spezzata *

Ciò posto procediamo a stabilire una serie di lemmi che ci con­
durranno poi ad un teorema definitivo

Lemma I. - La superficie F possiede almeno una curva ellittica 
parabicanonica, secante le curve K del fascio in gruppi della serie bi- 
canonica g\~r~4; e similmente una curva ellittica para-i-canonica 
per i > 2.

Infatti si consideri il sistema lineare \K" |, secondo aggiunto ad 
una curva K del nostro fascio. Essendo pW = 1, e le curve canoniche 
virtuali segando le K in gruppi di 2n—2 punti, il genere delle Kr 
vale

%' = + 1 + 2% — 2 — 1 =3?r — 2

e quindi la dimensione di | K" | è

r > — p 71' — 1 — 3ti —■ 4 ,

cioè almeno uguale a quella della serie bicanonica di K. Ora, se 1& 
serie segata dal | K" | su K non è completa, per un gruppo di essa 
passa almeno un fascio di K", e si deduce l’esistenza di una curva 
K" spezzata nella K e in una curva bicanonica, che è di genere

3^M - 2=1:

questa costituisce una curva ellittica irriducibile, ovvero una curva 
composta di curve ellittiche senza punti comuni.

Nel caso che ! K" | seghi su K la serie bicanonica completa, si 
consideri il sistema continuo (secondo paraggiunto), formato 
da oo1 sistemi lineari, che si ottengono a partire da un particolare 

I K" I, aggiungendovi la differenza di due curve — K2 del fascio K.
Notiamo che tutti i sistemi lineari formanti \F"\ segheranno 

sopra una K la medesima serie bicanonica, e similmente riusciranno 
sempre equivalenti i gruppi segati da due curve comunque dise­
quivalenti di un sistema paraggiunto (d’ordine 1, 2, 3, ....).

Segue di qui che si avranno (almeno) oo1 curve di passanti 
per un medesimo gruppo bicanonico di K, e quindi si avrà una curva 
di questo sistema spezzata in una K e in una residua curva parabi- 
canonica: quest’ultima, come la curva bicanonica virtuale, sarà 
di genere

3pb) — 2 = 1

e perciò sarà costituita da una o più curve ellittiche irriducibili 
senza punti comuni.
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In modo perfettamente analogo si dimostra così che il sistema 
paraggiunto d’ordine i = 3, 4...., {K*},  di dimensione (2i— l)n — 
— 2i, contiene (almeno) oo1 curve passanti per un gruppo della 
serie Scanonica scelto su una K, e perciò anche una curva spezzata 
nella K e in una curva para-i-canonica ellittica o formata di curve 
ellittiche irriducibili, senza punti comuni.

Ma non si può affermare che tutte queste curve ellittiche, per 
esempio la curva parabicanonica e la paratricanonica siano formate 
da componenti irriducibili distinte: poiché tutte potrebbero ridursi 
ad una curva paracanonica multipla, cioè ad una curva ellittica il 
cui ordine (numero delle intersezioni colle K) valga 2n— 2.

6. Lemma II: disegno della dimostrazione.

Sopra la superficie F (di generi pg = 0 e pa = — 1, con un fascio 
ai curve di genere n > 1) esistono almeno due curve ellittiche, non 
formate dalle stesse componenti, i cui multipli costituiscono due curve 
parapluricanoniche, secanti le K in gruppi di punti equivalenti.

Abbiamo già costruito una curva parabicanonica (o anche una 
parapluricanonica d’ordine superiore), diciamo (7, che è una curva 
di genere uno, formata di componenti irriducibili, semplici o mul­
tiple, senza punti comuni. Vediamo ora di costruire una seconda curva, 
D, dello stesso ordine à—> 4, che non sia parabicanonica, ma seghi 
su ogni K una serie non bicanonica, il cui multiplo secondo s sia 
la serie 2§-canonica, segata dalla curva s(k

Più precisamente, nel caso in cui il genere n delle K sia pari, 
avendo dunque il divisore s — 2, ci proponiamo di costruire una 
curva ellittica D che, pur avendo lo stesso ordine à — 4 di 0, 
seghi su ogni K un gruppo, non bicanonico, bensì appartenente ad 
una serie semiquadricanonica di questa curva. Ed a ciò riusciremo 
nel caso più semplice quando vengano soddisfatte le seguenti due 
ipotesi semplifìcative che discuteremo nei paragrafi successivi : I) su 
ogni curva K si può determinare razionalmente una serie g semi- 
bicanonica (ma non canonica); II.) entro la predetta g si può de­
terminare razionalmente un gruppo.

In queste ipotesi potremo anzitutto determinare razionalmente 
su una K una serie semibicanonica g — g*~* 2 (diversa dalla se­
rie canonica g = g^2) e quindi determinare in questa un grup­
po Gr2~—2 e così costruire un sistema lineare di curve | L |, abba­
stanza ampio, che seghi su ogni K la relativa serie ~g. Quindi il 
sistema lineare \L' |, aggiunto ad \L\, segherà su ciascuna K la 
serie semiquadricanonica g + g. Confrontando ora | 21/ | e | 2K” | 
( I K" J secondo aggiunto di una A), in ordine al secondo criterio 
d’equivalenza (qui precisato col lemma del § 3), riconosceremo che 
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essi differiscono soltanto per un certo numero r di curve .... Kr 
del fascio (K), da contare due volte:

I 2Z/ZI = |2K  + 2(K1 + .... + Ær) I,*

e ne dedurremo che il sistema | L' — + .... -j- Kr) | ha gli stessi
caratteri (grado, genere e quindi dimensione virtuale 3n—4) di 
\K"\. Perciò esso dà luogo ad un sistema continuo di dimensione 
3n — 3 (di una unità superiore a quella della serie segata su una 
K), da cui è possibile staccare una K: la curva residua è la D se- 
miparaquadricanonica che ci proponevamo di costruire: C e D sono 
certo disequivalenti, e non sono memmeno paraequivalenti, mentre 
2C e 2D sono paraequivalenti.

Qualora non si avverino le ipotesi II e 1 dette innanzi, il ragio­
namento si ripete mutatis mutandis in questo senso:

1) Quando cada l’ipotesi II (sussistendo la I), in luogo di 
una g, serie semibicanonica (non canonica), si costruirà su K una 
serie J multipla della detta g secondo un numero dispari i per cui la 
detta ipotesi sia soddisfatta. Quindi al posto del sistema \L\ o 
meglio del suo aggiunto \L'\, di cui si è discorso innanzi, si riuscirà 
a costruire un sistema lineare | M |, che seghi su ogni K la serie g . 
Allora il confronto di \2M\ e di \2K\  (dove \K\  designa lo r'-mo 
aggiunto di una K) ci farà riconoscere che il primo sistema, dimi­
nuito di un certo numero di curve .... Kr del fascio (A) contate 
due volte, riesce paraequivalente al secondo. Da ciò si deduce che 
il sistema | M— (Li -j- .... -f- L^)| ha gli stessi caratteri di \ID\ ; 
e quindi (§5) che appartiene ad un sistema continuo in cui si trova 
una curva spezzata in una L e in una residua curva ellittica D.

* *

La D ha il medesimo ordine della C — \ID— K\ ma le due 
curve non sono equivalenti nè paraequivalenti, bensì hanno doppi 
paraequivalenti, che segano sulle L gruppi equivalenti.

2) In difetto dell’ipotesi I, si passerà dalla superfìcie L ad 
una F  cogli stessi caratteri, rappresentata sulla F w-pla (m >1) 
senza curva di diramazione, in modo che l’ipotesi semplifìcativa 
(non verificata per F) si avveri per F.  Si costruirà quindi su F  
una curva ellittica D (d’ordine 4n—4 o i(2n—2)) semiparapluri­
canonica, a cui risponderà sulla F una curva D parimente ellittica, 
(d’ordine m (4tt—4), ovvero à (2n— 2)). Questa curva D non è 
paraequivalenbe alla curva parapluricanonica 0 del medesimo or­
dine (cioè alla parabicanonica C == \K"— K | che si costruisce su 
F secondo il § 5); ma i doppi 2D e 2C sono paraequivalenti, segando 
sulle K gruppi equivalenti.

*

* *

Nel caso in cui n sia un numero dispari, indicando con s un suo 
divisore primo (dispari), ci proponiamo di costruire su F una curva 
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ellittica D d ’ordine à— 4, che seghi su ogni K un gruppo, non bi- 
canonico, appartenente ad una serie s-ma parte delle serie s-bica- 
nonica. Ed a ciò riusciremo nel caso più semplice in cui vengano 
soddisfatte due ipotesi I e II, analoghe a quelle che si presentano 
nel primo caso di n pari ed s = 2.

Invero, essendo data su ogni K secondo tali ipotesi una serie non 
speciale g = ga~* 2, s-ma parte della serie z-canonica, e in questa ra­
zionalmente un gruppo di punti, si costruirà un sistema lineare di 
curve abbastanza ampio \L\, che seghi su ciascuna K la detta serie 
g. Quindi il sistema aggiunto \L'\ (d’ordine 4n — 4) segherà sulla 
K la serie s-ma parte della serie s-bicanonica g -f- g. E si riconoscerà 
che \sL'\ differisce da \sK"\ (\KU\ secondo aggiunto di una K) 
per un certo numero r di curve Kx.... Kr del fascio (K) da contare 
s volte:

\sL'\ = \sK" + s(K1 -j- .... + Kr)\.

In conseguenza di questa relazione, il sistema |L'— (J£x .... -f- 
+ Kr) I avrà i caratteri (grado, genere e dimensione 3n—4) di 

I K" I e sarà contenuto in un sistema continuo oo3*-3, cui appartiene 
una curva spezzata in K e in una D: quest’ultima è una curva di 
genere 1 e grado 0, il cui s-plo riesce paraequivalente alla curva 
§-pla della parabicanonica C,

Ma, come nel primo caso (n pari ed s = 2) converrà esaminare 
in qual modo il ragionamento si modifichi ove non si verifichino le 
ipotesi I e II, sopra accennate.

1) Quando non si avveri l’ipotesi II, in luogo di una g, d’ordine 
2ti — 2, diversa dalla serie canonica g, ma s-ma parte della serie 
s-canonica, si prenderà in considerazione su K una serie — (2ti — 
— 2) g—(ti—2)g, d’ordine n(2ti—2), non pluricanonica, che di­
pende razionalmente dalla g supposta data, secondo l’ipotesi I; 
della quale J si riuscirà a determinare un gruppo. In tal guisa si 
costruirà, in luogo di \L\ o meglio di |L'|, un sistema lineare |M| 
che seghi su ciascuna K la relativa serie g. Quindi si proverà che

|»Jfl = |sZ+s(Z1+ .... + Kr)\
e perciò

! M — (Up + .... + Kr) I

ha gli stessi caratteri di \Kn\, e contiene una curva spezzata in 
una K e in una residua curva ellittica D: la D ha lo stesso ordine 
ji(2ti—2) della curva para-rc-canonica C — \K”— K |, ma le due 
curve non sono equivalenti nè paraequivalenti; soltanto i multipli 
di esse, sC e $2), costituiscono curve para-s-canoniche, secanti 
sulle K gruppi equivalenti.
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2) Se poi non si avveri l’ipotesi I, si riuscirà ad, ogni modo a 
costruire razionalmente su Jf non una, ma un gruppo di m > 1 
serie g (o ÿ) e si otterrà quindi una superfìcie F* ? cogli stessi carat­
teri di F, rappresentata sopra la F M-pla senza curva di diramazione ; 
sulla quale F*  le curve ellittiche Jf*,  corrispondenti alle Jf, conten­
gono ciascuna una determinata serie g (o A). Quindi (essendo veri­
ficata per F*  l’ipotesi I) si riuscirà a costruire su F*  una curva el­
littica J>*,  parte aliquota d’una curva parapluricanonica, cui ri­
sponderà su F la cercata curva ellittica D.

Abbiamo spiegato, in tal guisa, il disegno generale della dimo­
strazione del nostro lemma II; svolgiamo ora, nei suoi particolari, 
questa dimostrazione, distinguendo i due casi che si presentano: 
n pari ed s = 2, re dispari ed s suo divisore primo (diverso da 2).

7. Primo caso: il genere n delle curve Jf sia pari.

Ricordiamo anzitutto che la bisezione di una serie lineare 
con n > jc, sopra una curva di genere %, conduce a 22~ serie sempre 
distinte (x).

In particolare la serie doppia della serie canonica sopra una Jf, 
cioè la serie bicanonica g** darà luogo a 22n serie metà, una delle 
quali è la serie canonica g = gw-* 2 e le altre sono 2 27r — 1 serie semi- 
bicanoniche g = g*~* 2, distinte dalla g e distinte fra loro, che qui 
prendiamo a considerare. Siccome la Jf, variando nel suo fascio, 
rimane irriducibile e non acquista mai punti doppi, le dette serie g 
non vengono mai a coincidere; tuttavia esse potranno scambiarsi 
fra loro, per una circolazione della curva Jf nel proprio fascio (irra­
zionale) e converrà supporre in generale che sopra una K si possa 
definire razionalmente -—- non una serie — ma un gruppo di m(> 1) 
serie g = gr2~22 distinte fra loro.

Qui, come abbiamo annunciato, introdurremo due ipotesi sem- 
plificative, che saranno poi giustificate relativamente alle conse­
guenze che se ne deducono.

Ipotesi I. - Che sia m = 1, cioè che per ogni Jf sia dato 
determinare univocamente, e perciò razionalmente, una serie g semi- 
bicanonica (e non canonica).

Ipotesi II. - Che in una serie g che si assume come razio­
nalmente data, si possa determinare univocamente, e perciò ra­
zionalmente, un gruppo, che, al variare di Jf su F, darà luogo ad una

(1) Cfr. p. es. Enriques-Chisini, Lezioni, Libro V, cap. Ili, § 35 (vol. Ili, 
pag. 394). Cfr. anche Libro VI, cap. Ili, § 34 (vol. IV, pag. 199). 
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curva L secante le K in gruppi semibicanonici di g. Questa seconda 
ipotesi potrebbe sembrare evidente, poiché la conoscenza della 
serie g su K. conduce in generale a trasformare la K in una K^-2 
dello spazio SK_2 proiettivamente definita., su cui gli iperpiani se­
gano la serie g, e così questa serie viene data linearmente, in guisa 
che un iperpiano di £,T_2 vale a staccarne un gruppo. Ma a priori 
non è detto che una serie g = g~~2 razionalmente data su K possa 
venire linearmente definita in modo univoco. Giacché fra le infinite 
curve I£2tt-2 immagini della serie g, fra loro proiettive, la scelta di 
una K2ü-2 particolare, quale si riesce a determinare univocamente 
quando si parta da un gruppo della g stessa, dipenderà in generale 
da qualche irrazionalità numerica che converrà aggiungere al campo 
di razionalità dato con. K e con g, ? tali irrazionalità daranno poi 
— al variare di K — irrazionalità algebriche (1).

(1) Per chiarire la difficoltà si consideri una quartica piana K± definita come 
inviluppo di una serie oo1 d’indice 2 di coniche quadritangenti K2 ; su Ki resta 
così definita razionalmente la g\ delle quaterne di punti di contatto, che però non 
è definita linearmente mercè un determinato sistema lineare oo1 di coniche con 4 
punti base. Astrattamente la g\ può ritenersi come una curva razionale rappre­
sentabile sopra una retta; ma per determinare la rappresentazione occorre dare un 
punto della detta curva razionale, che importa l’aggiunta di una irrazionalità 
quadratica. (Teorema di Noether, cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. Ili, 
§ 32 (vol. Ili, pag. 341).

Enriques F. - Superficie algebriche.

In base alle ipotesi I e IT si costruisca intanto, sulla F una curva 
L che seghi sopra ciascuna K del nostro fascio ellittico un gruppo 
di 2jt— 2 punti della serie semibicanonica g (che si é assunta come 
data). Le curve L' aggiunte ad L segheranno sulle K gruppi di una 
serie semiquadricanoniea, g g, diversa dalla bicanonica e forme­
ranno un sistema lineare \.L'\ che potrà ritenersi ampio quanto si 
vuole, sommandovi — ove occorra — un certo numero di curve 
K. Ora si confronti il sistema lineare |2L'\ a \2K"\ (doppio del se­
condo aggiunto ad una K). Siccome i due sistemi segano su ogni 
K gruppi equivalenti, per il secondo criterio d'equivalenza, preci­
sato dal lemma del § 3, essi dovranno differire soltanto per curve 
del fascio (L). Ma sopra questo fascio ellittico la differenza di due 
gruppi di elementi (il primo dei quali assai grande) riuscirà equi­
valente ad un gruppo di elementi da prendere positivamente, sicché 
si potrà scrivere

\2L'\ = |2 K” + K1 + Kì+

Distinguiamo due casi che si presentano a priori possibili, cioè 
che il numero delle K1K2.... sia un numero pari, 2r, ovvero che sia 
un numero dispari 2r -j- 1.

25
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Nel primo caso, facendo variare il gruppo delle curve Kt K2.... 
entro la serie lineare glrr~1 che esso determina nel fascio ellittico si 
può fare in modo che il gruppo stesso si riduca ad un gruppo contato 
due volte:

2Kt + 2K2 + .... + 2Æ,
(Ki = I£r+1 ? -Sjj = ^r+2 ••••)♦

Nel secondo caso si può ridurre il gruppo suddetto ad un altro 
di r 1 curve, fra cui r curve contate due volte:

2Li + 2I£2 + .... + 2L, + Ko.

Quindi si dovrà avere

\2L'—2K'—2(K + Kt+ .... + Kr) | - \K0\,

e perciò i caratteri (ti e n = 0) di Ko si esprimono mediante quelli 
(genere q e grado v) della curva virtuale

.... + Kr)

il cui doppio equivale a Ko.
Si avrà dunque

n — 4r = 0
71 = 2q + v — 1 =2 Q — 1,

e per conseguenza n deve essere dispari. Essendosi supposto n pari, 
il secondo caso esaminato .come possibile non può presentarsi e si 
avrà

|2Z'-2(Æ1 + .... + Kr)\ = 12K" I.

Ora il sistema lineare \2L'—2(K1-\- .... + ^r)| ammette due 
metà disequivalenti:

\L'-(K,+ .... + Kr)\ 
e

I K'\.

Pertanto il primo sistema avrà gli stessi caratteri, genere e grado, 
del secondo, che sono:

4n — 1 n 1 — 1 = 071— 4 
e

2 • (Iti — 4) — 8n—8 .

La sua dimensione sarà dunque
3 ti— 4 ,

che è la dimensione della serie completa da esso segata su una K. 
Per conseguenza un gruppo di 3ti — 4 punti di questa serie, appar­
terrà ad oo1 curve del sistema continuo, \L'—(K± + .... +
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formato da oo1 sistemi lineari dis e qui valenti e vi sarà almeno una 
curva di questo sistema continuo, spezzata in una K e in una curva 
residua D: il genere di D risulta eguale a quello di C = \K" — K\, 
cioè eguale ad uno. E — come si richiedeva — la curva ellittica D, 
dello stesso ordine della parabicanonica (7, non è equivalente (bensì 
semiequivalente) ad essa e perciò essenzialmente distinta da quella, 
cioè contiene certo una qualche componente (ellittica) distinta.

Ma conviene discutere le ipotesi I e II che figurano come presup­
posto della precedente deduzione. Cominciamo dalla

Discussione delVipotesi II.

L’ipotesi II, verificata per ti = 2 (x), non è più vera a rigore per 
i valori superiori del numero pari ti (ti = 4, 6 ....). Ma, se non si può, 
in generale, staccare su K un gruppo G della g o della serie semibica - 
nonica. g + g (che si ottiene dalla g supposta data razionalmente) 
dimostriamo tuttavia che si riesce a determinare un gruppo formato 
da i — n—1 gruppi G (i dispari), il quale appartiene ad una serie 
— diciamo p = ig — non pluricanonica, ma metà della serie 2i- 
canonica. Quindi si potrà costruire su F una curva M che seghi ogni 
K in un gruppo della corrispondente g, e operando su \M\ come 
prima si operava su \L\ o meglio su \L'\, cioè staccando un certo 
numero di curve K, si otterrà una curva D, semipara-2Lcanonica 
ellittica (essenzialmente distinta dalla iC) il cui doppio è paraequi­
valente alla curva bicanonica C contata i volte.

Dunque il nostro ragionamento fondato sull’ipotesi II si ripete 
con lievi modificazioni (sostituendo la serie ÿ a^o a^-[^), ove si 
dimostri quello che sopra è enunciato : potersi determinare un grup­
po formato da i — ti — 1 (numero dispari) gruppi G di g (e quindi 
linearmente p). A tale scopo si consideri nello spazio la famiglia 
di tutte le curve proiettive fra loro, A2jr_2, che sono immagini della 
serie semibicanonica g — g*~* 2 data su K. E si cerchi di costruire 
due quadriche Q e Q', o un fascio di quadriche, in codesto spazio, 
che sia (proiettivamente) covariante di K27r_a: allora resterà de­
terminato come covariante del fascio lo r-gono, con i — tt— 1, 
autoconiugato comune a Q e Q', le cui facce segheranno su A2^_2 
ti—1 gruppi della g.

La costruzione del fascio anzidetto di Q e Q' si fa univocamente 
e perciò razionalmente a partire dalla K su cui è data g: ciò appare 
subito ove Lì_2 non appartenga ad alcuna quadrica di ^_2, perchè 
la minima serie doppia della serie g, che è una serie bicanonica

(1) In questo caso la serie g si riduce ad una coppia unica, che perciò è data 
colla g.
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(completa o no) segata su dalle quadriche del suo spazio, 
viene definita linearmente sulla relativa curva dicanonica
dello $3__4 (pur essa linearmente data), mediante gli iperpiani d’un 
sistema lineare a ben determinato dalla curva Così un fascio 
di quadriche dello ^_2 riesce determinato razionalmente in funzione 
di g, da un fascio d’iperpiani dello scelto in a imponendo 
il passaggio per un conveniente gruppo di punti, dello &3;r_4ì 
fìssati indipendentemente dalla ossia da una serie
contenuta nella dicanonica g^~J (e più precisamente nella minima 
serie doppia di g).

Ma se la I£2jr_2 appartenga ad oor quadriche di -8^_2 (r > 1) il 
ragionamento precedente cade in difetto, perchè ad un gruppo della 
serie minima doppia di g, definito come sezione d’un iperpiano di a 
sulla K4k_non risponde più una quadrica dello 2 bensì un si­
stema lineare oor+1 di quadriche; e similmente ad un sistema lineare 
oof di iperpiani dello $3__4 scelto in a, risponde un sistema lineare 
oor+*+1 ài quadriche dello 2, secante su 2 una serie di dimen­
sione minore gl^-i- Tuttavia, facendo

t — 3n —- 4 — 2 = 3tc — 6 ,

sì avrà nello ^_2 un sistema lineare di quadriche \Q\, di 2 unità 
inferiore al sistema totale : ora c’è una schiera armonica associata (x) 
a \Q\ di quadriche inviluppo, che definisce un i-gono (i = jc—1) 
coniugato e quindi un gruppo di i gruppi di g c. d. d.

Discussione deW ipotesi I.

Giustificata l’ipotesi II (almeno nel senso che se essa non sia 
verificata per la serie g, lo sarà per p) vediamo ora come si giustifichi 
relativamente anche l’ipotesi I, in questo senso che — se essa non si 
avveri per la nostra superfìcie F — si avvererà per una P*  cogli 
stessi caratteri rappresentata sulla F contata m (> 1)-volte, senza 
curva di diramazione, sicché sarà dato costruire su J7* una curva 
ellittica D* , cui risponderà su F una D semiparapluricanonica.

Pongasi che sopra ciascuna K di F sia dato segare univoca­
mente non una serie semidicanonica g. ma un gruppo di ni (> 1) 
serie g siffatte, scambiabili fra loro per una circolazione di K nel

(1) Date in uno spazio lineare a quante si vogliano dimensioni una quadrica- 
luogo «2  Q e una quadrica inviluppo — 0, c’è (secondo Battaglint e Ro­
sanes) un invariante lineare simultaneo di esse, l’armonizzante «A, che col suo an­
nullamento definisce la relazione di armonia fra una quadrica luogo e il sistema 
lineare associato di quadriche inviluppo. Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro III 
cap. I, § 9 (vol. I, pag. 61).
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fascio (li). E, per semplicità di discorso, si supponga n > 2 e quindi 
n > 4, e si accetti in rapporto ad ognuna di queste g l’ipotesi II 
che, in funzione razionale di essa, possa costruirsene una immagine 
lineare, cioè si riesca a definire una curva K-_2 dello , scelta fra 
le infinite curve proiettive corrispondenti.

La varietà algebrica oo1 che ha per elementi le nostre serie g 
sulle 77 (associate a queste stesse 77) si può ritenere astrattamente 
come una serie 00*27  di spazi 7L_2, contenuta in uno spazio di più 
dimensioni S/{. Siccome due fra le m serie g su una 77 non vengono 
mai a coincidere, la detta serie, 27, contiene una involuzione ellittica 

di spazi, senza elementi doppi, e perciò è essa stessa ellittica. 
Ora in ciascuno spazio 2 di 27 si può costruire (per ipotesi) 

una curva 77*  — 772^_2, immagine della g omologa scelta sulla 
relativa 77: il luogo delle curve 77*  (birazionalmente identiche 
alle 77) sarà una superfìcie F*,  rappresentata sulla F m-pla (priva 
di curva di diramazione) in guisa che ad ogni K di F risponderà 
su F*  un gruppo di m curve 77*,  sempre distinte fra loro. Sulla 
E*  le curve 77*,  birazionalmente identiche alle 77, formano un 
fascio ellittico (77*).

È facile vedere che la superfìcie E*  ha, come E, il genere numerico 
pa. = — 1 e il genere lineare — 1, d’accordo colla formula che 
dà l’invariante di Zeuthen-Segre di E*  in relazione al fascio ellit­
tico delle 77, prive di punti doppi.

Ciò posto si può dire per la E*  quel che — nell’ipotesi I — si 
diceva per la F, giacché sulla E*,  per ogni curva 77*  (di genere n), 
è data una serie semibicanonica g, razionalmente, e linearmente 
definita dagli iperpiani di ßß. Si deduce che la F*  contiene una curva 
semiparabicanonica ellittica 7)*,  cui risponderà su F una curva D, 
egualmente ellittica, semipara-2wz-canonica.

Osservazione. - Nel discorso che precede si è esclusa l’ipotesi 
n = 2, in cui, tuttavia, il discorso stesso potrebbe ripetersi con qual­
che modificazione. Ma basti per questo caso avvertire che, se le 77 
sono di genere ti = 2, su ciascuna di esse viene determinato il gruppo 
dei 6 punti doppi della gl, sempre distinti fra loro, che — al variare. 
di 77 — descriveranno una curva ellittica semiparasesticanonica

8. Secondo caso: il genere delle curve 77 sia dispari.

Designeremo con s un numero primo (dispari) divisore di 
e considereremo su una 77 qualsiasi una fra le serie non speciali g — 
= g'~f_2 che si ottengono dalla divisione per s della serie ^-canonica. 
Introduciamo, provvisoriamente, due ipotesi semplificati ve ana­
loghe alle I e II del paragrafo precedente.
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Ipotesi I: che si possa determinare univocamente, cioè razional­
mente, sulla K variabile del fascio (K) una serie g.

Ipotesi II : che, data razionalmente sopra ogni K una g, si possa 
determinare razionalmente un gruppo, che così venga definito uni­
vocamente al variare di K in (L) ; in altre parole che la g, data ra­
zionalmente, possa definirsi linearmente (dando luogo ad una 

in Sw).
In base a queste ipotesi si può costruire su F una curva L che 

seghi ciascuna K in un gruppo di g; ed \L\, che è definito a meno di 
addendi eguali a K, costituirà un sistema lineare ampio quanto si- 
vuole.

Indichiamo con \L'\ il sistema lineare, d’ordine à— 4 aggiunto 
di IL j, e con ! K" | il secondo aggiunto ad una K, che è del medesimo 
ordine.

Confrontiamo, rispetto al solito criterio d’equivalenza, i due si­
stemi \sL'\ e \sK"\ ; essi differiranno per un certo numero di curve 
del fascio (II) da sommare al sistema meno ampio | sK" | ; anzi è 
lecito assumere che la curva sommanda a questo sistema minore sia 
formata da un certo numero di curve s-ple

sK-±, , .... sKf

ed eventualmente anche da una curva tK0, t-pia, del detto fascio, 
dove t < s:

\sL'\ — \sK" + s(K 1 + .... + Kr) + tK0\,

Ma si prova che
t = 0, 

perchè la curva virtuale

(- K„\ = I L'- K" - (L. + .... + Kr) I

dovrebbe avere un genere q intero, mentre il genere di tK0 (di grado 
0) vale

tn — t + 1 = SQ — s + 1 
sicché

t(n—1) =•$(£— 1):

questa relazione non può sussistere con g intero, perchè s (divisore 
primo di % ) è primo con n — le con t.

Si avrà dunque

\sL'\ = \sK" + + .... + Kr)\
e

\sL'-s(K1+ .... + Kr)\ = \sK’\ .
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Quindi
\L'-(Ki+ Kr) I e \K"\

avranno i medesimi caratteri (grado 8ji—8 e genere 5n—4) e 
perciò la stessa dimensione virtuale 3n — 4, che è la dimensione 
della serie da essi segata su una K. Si deduce che, nel sistema con­
tinuo oo3*- 3 {L'—+Kr)\ vi è una curva spezzata in 
una K e in una residua curva D, che (come la parabicanonica G = 
------ IK" — K\) sarà ellittica, d’ordine 4n—4; e la sD, come la sG, 
sarà una curva para-2«-canonica, le due curve segando le K in gruppi 
(2s-canonici) equivalenti.

Quando non si avverino le ipotesi II e I il ragionamento prec- 
dente può tuttavia ripetersi con qualche modificazione.

Se non si avveri l’ipotesi II, cioè non si possa determinare uni­
vocamente un gruppo della serie non speciale g ----- 2, «-ma parte
della serie «-canonica, che si suppone razionalmente data secondo 
l’ipotesi I, converrà considerare su K, al posto della serie non spe­
ciale g, «-ma parte della serie «-canonica, la serie

ff --- (2n — 2)g— (ti — 2) g,

di cui si definisce razionalmente un gruppo prendendo la somma dei 
gruppi 6^-2 di g che hanno come (tt — 2)-pio un punto di un gruppo 
(canonico) 6^-2 di g e staccandone poi il 6^-2 contato %— 2 volte: 
è essenziale notare che la g, il cui «-pio è una serie «%-canonica, non 
è una serie ^-canonica, perchè altrimenti dalle relazioni

(2n — 2)g— (% — 2)g ----- ng
ossia

(2n— 2)^ ------ (2n~~2)g
e

sg = sg ,

essendo 2n—2 ed « numeri primi fra loro, si ricaverebbe

9=9 (x) .

Ora, al posto di \L\ o meglio di \L'\, costruiremo un sistema 
lineare | |, abbastanza ampio, che seghi sopra ciascuna K la serie
ÿ (costruita in funzione della g che si suppone razionalmente data). 
Confrontiamo |«Jf| col sistema lineare -| sK*  | multiplo di \Kk\,

(1) Basta risolvere l’equazione d’analisi indeterminata (2jr—2)x—sy = 1; 
si dedurrà quindi

[(2n — 2)x — sy]g = [(2^— 2)x — sy\g .
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%-mo aggiunto ad una L; designando con Ko, K±.... Kr curve par­
ticolari del fascio (L), avremo

| sM \ = I ê + s(K1 + .... + Kr) + tK0 !, 

dove t = 0 e perciò .

|»Jf| = ItK' + s(-K\ + .... + Kr) \.

Di qui si deduce che il sistema lineare

\M-(K1+ ....+ Kr)\

ha gli stessi caratteri — grado, genere e dimensione virtuale —- 
di \K'\ e perciò appartiene ad un sistema continuo la cui dimensione 
supera di 1 quella della serie g. entro cui si troverà dunque una curva­
spezzata in una K e in una residua curva ellittica D, d’ordine — 
— 2), il cui multiplo secondo s costituirà una curva para-src-cano- 
nica.

Infine discutiamo ciò che può farsi se per la superficie non si 
avveri Vipotesi I: vuol dire che sopra una curva K variabile non ci 
è dato determinare razionalmente una serie non speciale g, fra quelle 
il cui s-plo costituisce la serie s-canonica, ma soltanto un gruppo 
di m (> 1) serie g~, scambiabili fra loro per una circolazione di K 
nel fascio (K). Come già abbiam visto nel primo caso (re pari ed s = 2) 
conviene allora passare dalla superfìcie F ad una J7*,  cogli stessi 
caratteri, rappresentata sulla F m-pla senza curva di diramazione, 
per la quale J7* si verifichi l’ipotesi II. Quindi si costruirà su F*  
una curva ellittica I)*,  d’un certo ordine (2n— 2), o più in generale 
n(2n— 2), a cui risponderà su F una D, d’ordine mn(2n—2) pari­
mente ellittica: e la D, s-ma parte di una curva para-swr-canonicar 
conterrà certo qualche componente distinta da quelle di una O 
para-wi-canonica, costruita su F secondo il § 5.

Sopra una superficie F, di generi pg = 0 e pa = — 1, possedente 
un fascio ellittico di curve di genere n > 1, si abbia una curva E, la 
guade seghi le K in gruppi di punti equivalenti a quelli segati da una- 
ctir va par ai-canonica C ; se, a prescindere da eventuali componenti 
comuni colla C, la E non ha punti comuni colla C, essa è come la C 
una curva para-i-canonica ellittica.

Si confrontino la Z e la C in ordine al secondo criterio d’equi­
valenza (qui precisato col lemma del § 3): esse saranno curve equi­
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valenti a meno della differenza — K2 di due curve del fascio (K)z 

\E\ = \O+

Quindi la E avrà lo stesso genere uno e lo stesso grado zero 
della C e sarà, com’essa, una curva para-fi-canonica.

10. Conclusione: le superficie F posseggono anche un fascio lineare 
di curve ellittiche.

I lemmi I, II e III, stabiliti nei precedenti paragrafi ci condu­
cono ora ad un teorema che conchiude l’analisi delle nostre su­
perficie F.

Le superficie F, di genere pg — 0 e pa = — 1, aventi un fascio 
ellittico di curve K di genere n > 1, posseggono altresì un fascio li­
nearesenza punti base, di curve ellittiche.

Invero si costruiscano su F (lemma II) due curve ellittiche para- 
Lcanoniche Cefi, secanti le K in gruppi equivalenti di n = i(2u — 2) 
punti. Su ciascuna K le dette curve determinano una serie lineare 
gl, la quale possiederà un certo numero

M <2n 2tc — 2

di gruppi Gn dotati d’un punto doppio, all’infuori di quelli che pos­
sono essere assorbiti dai gruppi sezioni di C e di B. Il luogo dei detti 
gruppi Gn è una curva E che ha (rispetto alle K) lo stesso ordine mn 
delle e mB, e sega le K secondo gruppi equivalenti alle sezioni 
di codeste curve; inoltre, al variare di K nel fascio (Æ), non può 
mai accadere che un gruppo Gn venga a coincidere col gruppo sezione 
di (7, perchè ciò importerebbe l’esistenza di punti doppi per l’invo­
luzione ellittica segata dalle K su una componente ellittica della 
detta C. Quindi la curva E ha zero intersezioni colla mC, e di con­
seguenza è anch’essa una curva para-mi-canonica come la mC e mB.

Ciò posto si rappresenti la F su una rigata ellittica n-pia, 0, 
in modo che alle K rispondano le generatrici, ognuna delle quali 
rappresenti la gl definita, come sopra, dalle sezioni di C e fi. La 0 
si potrà realizzare come rigata di un certo spazio su cui si abbiano 
due direttrici minime rispondenti a Cefi, appartenenti a due spazi 
complementari y1 e y2, di s e r — s — 1 dimensioni ; per esempio 
si può riferire 0 ad un cono il cui vertice risponda a C e di cui B 
sia una sezione iperpiana. E sulla 0 si avrà una curva ellittica E, 
non avente punti comuni con y1 e y2. Ora le oo1 omografìe dello ßr 
che hanno come spazi di punti uniti y1 e y2, trasformeranno l’im­
magine di E in un sistema razionale oo1 di curve ellittiche di grado 
0, e perciò in un fascio lineare di curve ellittiche, senza punti base;
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a questo fascio della O n-pla risponderà similmente su F un fascio 
lineare di curve ellittiche C, senza punti base, di cui in tal guisa 
viene provata l’esistenza, c. d. d.

Non è escluso che le C sieno riducibili: in ogni caso le loro com­
ponenti variabili irriducibili formeranno un fascio lineare, che tor­
niamo a indicare con \C\.

Aggiungasi che il calcolo dell’invariante di Zeuthen-Segre per 
questo fascio lineare irriducibile | C |, ci dà

ô — 4 = 12pa — p(1) + 9 = — 4 ,

e quindi ô = 0: vuol dire che le curve ellittiche C, che variando in 
\C\ non acquistano mai un punto doppio, hanno tutte lo stesso 

modulo, cioè sono birazionalmente identiche.

11. Superficie di generi pg = Oe pa = — 1 con un fascio ellittico 
di curve di genere ti = 1.

Il teorema che afferma l’esistenza di un fascio lineare di curve 
ellittiche sopra le superfìcie con pa = 0 e pa~ — 1 possedenti un 
fascio ellittico di curve K di genere ti >1, si estende ora alle su­
perfìcie F coi medesimi caratteri (pg = 0, pa — — 1 e pW — 1) 
che posseggono un fascio ellittico di curve K di genere ti — 1.

Giova partire dall’osservazione che, per essere l’invariante di 
.Zeuthen-Segre

A — 4 = 12p& —. pW 4- 9 = — 4, 
deve aversi

zi ----- 0;

e quindi le K ellittiche, che variando in (A) non acquistano mai un 
punto doppio, sono fra loro birazionalmente identiche.

Si trasformi la P, su cui le K siano realizzate proiettivamente 
come curve d’ordine m, in una superfìcie d’un conveniente iperspazio, 
che torniamo a chiamare P, in guisa che le K diventino curve el­
littiche normali dello stesso ordine m appartenenti ciascuna 
ad uno spazio ogni K della primitiva F sarà, in generale, proie­
zione della corrispondente Km, Ora due Km, curve ellittiche normali 
collo stesso modulo, saranno fra loro proiettive in un certo numero 
n di modi diversi: sarà precisamente n ----- 2m2 se le dette curve sono 
di modulo generale, ed invece n ----- 4w2 o risp. n ------ 6?n2, se esse sono 
armoniche o equianarmoniche. Così fra le due Km suddette viene 
definito razionalmente l’insieme Fn di n omografìe iperspaziali; 
tenendo fìssa una delle due Km e sopra di essa un punto P, resta 
quindi definita una curva C che passa per P ed incontra l’altra Km 
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variabile negli n punti corrispondenti a F rispetto alle n omografìe 
del Fn.

Sembra, a prima vista, che — le Km essendo fra loro identiche — 
le suddette omografìe si mantengano sempre distinte fra loro e fac­
ciano corrispondere ad un punto P, fissato come sopra, n punti pure 
distinti; così la curva C, contenendo un’involuzione ellittica y*,  
priva di punti doppi, risulterebbe senz’altro ellittica e, al variare 
di P, ci darebbe un fascio lineare \C\ di curve ellittiche, direttrici 
del fascio ellittico.

Queste curve potranno essere riducibili; in tal caso torneremo 
a indicare con C le loro componenti irriducibili, che sono ancora 
ellittiche senza punti comuni, e torneremo pure a indicare con n 
il numero delle loro intersezioni colle K — Km. Avremo così, sopra 
la superfìcie d’irregolarità pg — pa ----- 1, possedente il fascio ellittico 
di curve ellittiche (A), un altro fascio \C\ di curve ellittiche diret­
trici delle K, fascio necessariamente razionale (x).

Ma al discorso latto per dimostrare che le C sono di genere uno, 
si può muovere un’obiezione che cade soltanto di fronte ad un esame 
approfondito, in cui si tenga conto che trattiamo di superfìcie di 
genere pa —■— 1. Infatti non è escluso a priori che le omografìe 
intercedenti fra due Km variabili vengano a degenerare, e così — 
supponendo per esempio n ----- 6 — che si abbia un fascio di sestiche 
K6, normali, in Kg, entro a cui si trovino sestiche degeneri in cubiche 
piane doppie Kf: allora ira una K6 generica e la K3 intercederanno, 
non più 36, ma 18 omografìe degeneri, che portano fra le due curve 
altrettante corrispondenze [1, 2].

A priori non è nemmeno escluso che fra le Km d’un fascio ellit­
tico, fra loro generalmente proiettive, vi siano delle curve dotate 
di cuspide o spezzate, in più parti semplici o multiple; ma questo 
caso non può incontrarsi sulla nostra superfìcie di genere pa ------ — 1, 
(e p(D — 1) dove abbiamo visto che il numero delle Km dotate di 
punto doppio deve essere

A ----- 13 + 12pa — pW ----- 0.

Essendo pa ----- — 1, si tratta dunque di rimuovere soltanto l’ec­
cezione in cui il fascio (Km) contenga delle curve ellittiche multiple 
che, in ordine all’invariante di Zeuthen Segre, hanno la valenza 
zero nel computo di A (cfr. § 3).

A tal uopo si osservi che, in rapporto ai due fasci (K) e | C\, la 
nostra superfìcie F si può rappresentare sopra un cilindro cubico 
n-plo, 0, dove le C rispondano alle sezioni piane normali c di 0 
e le A alle rette sue generatrici: si avrà su O una curva di dirama -

(x) Cfr. cap. IX, § 11. 
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zione formata di un certo numero di sezioni piane c rispondenti a 
curve multiple C = sCs e (eventualmente) anche da un certo nu­
mero di generatrici k, rispondenti a K degeneri in curve ellittiche 
multiple K — rKr. Se pa = — 1, e quindi (per le K) A = 0, il ci­
lindro multiplo 0 offre la rappresentazione d’una F, che può sup­
porsi priva di singolarità, su cui una Cs e una Kr s’incontrano in

~ punti (punti semplici della superfìcie), che rispondono al punto

A = ck di 0: invero se qualcuno, A', fra i detti punti intersezione 
di Cs e Kr, fosse doppio o multiplo per F, la curva degenere limite 
di una K sarebbe, non già (come si è supposto) rKr, bensì rKr 
aumentata dell’intorno di A', sicché (§ 3) ne seguirebbe A > 0. 
Ma ora si dimostra all’opposto che, se al punto A del cilindro n-plo 
0 risponda un punto della superfìcie F, questo deve essere un punto 
singolare (doppio o multiplo) di J7, sicché l’ipotesi di una K degenere 
in rKr viene ridotta all’assurdo. Invero si consideri un piano a, 
obliquo alle generatrici di 0, che passi per A, e un piano variabile 
a che non passi per A ma tenda ad a. La sezione di 0 col piano a 
è una curva multipla Z, n-pla, su cui si hanno due punti di dirama­
zione Mi e A2 intersezioni di c e k. Sopra la riemaniana della Z mul­
tipla si descriva un cammino chiuso v che avvolga Mi e M2, il quale 
può ritenersi somma di due cappi elementari avvolgenti M3 e A2. 
Al primo cappio risponde una sostituzione sui rami equivalente 
al prodotto di

/ 1 \ n
(8—!)y

trasposizioni, e al secondo una sostituzione equivalente a

(r — 1) n 
r

trasposizioni. Quindi al cammino chiuso y, che al limite — per 
a -> a — diventa un cappio avvolgente M, risponde una sostitu­
zione formata di almeno n trasposizioni: vuol dire che la curva L 
omologa alla Z non può avere punti semplici in corrispondenza ad M, 
giacché nel caso più sfavorevole questa curva darebbe luogo ad un 
ramo d’ordine n, cui risponderebbe sulla riemanniana Z ad n fogli, 
una sostituzione sui rami formata da n — 1 trasposizioni!

Concludiamo pertanto :
Le superficie F di generi pg = 0 e pa = — 1, possedenti un -fascio 

ellittico di curve ellittiche K, possiedono altresì un fascio lineare di 
curve ellittiche C, direttrici delle K,

Nota. - Kel ragionamento svolto innanzi si è fatto uso del fe­
condo concetto delle singolarità delle curve esposto da 0. Chisini 
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nella Memoria « Le singolarità di un ramo superlineare di curva 
piana definite mediante un prodotto di sostituzioni » (1).

Giova rilevare esplicitamente che, se si lascia cadere l’ipotesi 
pa — — 1, si hanno di fatto superfìcie possedenti un fascio ellittico 
di curve ellittiche If, cui appartengono curve spezzate: diciamo su­
perfìcie F per cui pa > () s pg == pa + 1, contenenti un fascio lineare 
di curve C, direttrici di (If), di genere ti > 1. Se alle superfìcie con 
pg = 0 e pa= — 1 studiate nei precedenti paragrafi diamo il nome di 
ellittiche (per un motivo che verrà esposto più avanti) queste nuove 
F che presentano con esse alcune notevoli analogie, potranno de­
nominarsi par a ellittiche. La principale analogia è che sulle super­
fìcie paraellittiche, come sulle ellittiche con pa ~ — 1, si hanno 
à6 fasci di curve birazionalmente identiche: un fascio ellittico di curve 
ellittiche (If) e un fascio lineare di curve, che qui non sono ellit­
tiche ma di genere ti > 1. Però, mentre le superfìcie ellittiche am­
mettono — come vedremo — un gruppo oo1 di trasformazioni di­
razionali in sè stesse, questa proprietà non sussiste per le superfìcie 
paraellittiche.

Ci limitiamo qui a indicare due esempi di superfìcie paraellittiche, 
costruite a partire da un cilindro cubico multiplo f(xy) — 0:
1) u2 — (z—■ a)(z—b)(z—■ c)(z — d) y) (xy)

f(xy) = 0 (pa = 3, p„ = 4);
‘W = 0 rappresenta un cilindro quadrino parallelo ad /, che sega 
/ = 0 in 6 generatrici di diramazione, da aggiungere alle 4 cubiche 
di diramazione

z = a , z = b , # — c , z = d ;
2) u3 — (z—a)(z — b)(z — c) (xy)

/(«?/) = 0 (?« = o, p„ = 1) ;
V = 0 designa un cilindro cubico che ha con f un contratto tripunto 
lungo tre generatrici, e lo tocca secondo un’altra generati ice k 
segandolo ulteriormente in una generatrice k': la curva di dirama­
tone del cilindro triplo f consta dunque delle tre cubiche

z = a , z = b , z = c ,
e delle due generatrici

k e k'.
Infine, segnaliamo ai giovani ricercatori questo interessante oggetto

(x) Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, t. XXX, parte 2a, 
1921. Questa memoria posteriore alla pubblicazione del secondo volume delle Le­
zioni di Enriques-Chisint, reca alla teoria ivi svolta un ulteriore contributo im­
portante.
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di studio: determinare e classificare tutte le superficie par aellittiche ; 
6 rimandiamo alle Note a pag. 123 e 134 delle « Lezioni » di Enbi- 
ques-Campedellt nei Rendiconti del Seminario Matematico della 
R. Università di Roma (1934): dalle quali il lettore potrà raccogliere 
qualche osservazione e suggestione utile.

12. Superficie ellittiche.
Riassumiamo i risultati ottenuti nei precedenti paragrafi: Ogni 

superficie irregolare F di genere pg = 0 che non appartenga alla fa­
miglia delle rigate (razionali o meno) ha il genere numerico pa = — 1 
e contiene un fascio ellittico (K) di curve di genere n > 1, e un fascio 
lineare di curve ellittiche \ C\ ; quindi essa può rappresentarsi sopra 
un cilindro cubico A multiplo secondo il numero n = CK, con una 
curva di diramazione costituita di sezioni piane normali a A.

Viceversa un cilindro cubico n-plo O, con curva di diramazione 
costituita di sezioni piane normali (fissate in guisa da soddisfare 
alle condizioni d’esistenza di una superficie F irriducibile), non 
rappresenta sempre una superficie di genere pg — 0, perchè le im­
magini delle sezioni piane di G possono essere curve ellittiche ridu­
cibili le cui componenti costituiscono un fascio (<7), non lineare, 
di genere q 1

Qui appare che le nostre superfìcie, con pg = 0 e pa = — 1- 
non riferibili a rigate, rientrano in una famiglia più generale di su­
perficie F, con pa = — 1, che posseggono un fascio ellittico di curva 
K di genere n > 1 e un fascio di genere @ > 0 di curve ellittiche (7, 
per le quali F il genere geometrico sarà pg = q.

Invero l'esistenza dei due fasci ((7) e (K) che caratterizzano le 
dette F più generali, essendo pa = — 1, porta che l’irregolarità di 
F sia

Z Q + 1 
e quindi

pg > s;
ma, d’altra parte, le curve canoniche di F, formate di curve (7, 
debbono segare ogni K in gruppi della 2 composti con l’involu­
zione di genere q segata da ((7), priva di punti doppi (1), e perciò 
debbono appartenere alla serie canonica gp~Y2 entro il fascio (<7). 
Resulterà dunque:

Po < Q 
e pertanto

(1) Teorema di Painlevé-Castelnuovo. Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, 
cap. I, § 9 (vol. Ili, pag. 72).
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Le superficie F più generali, caratterizzate — come sopra è detto 
— dall’avere il genere numerico pa — — 1 e dal possedere due fasci 
(K) e (C) di curve irriducibili, cioè

1) un fascio ellittico di curve K di un certo genere n ;> 0 
(per cui dall’essere pa — — 1 segue A — 0) ;

2) e un fascio di genere pg di curve ellittiche C, secantisi in 
n — CK ;> 1 punti, si diranno superficie ellittiche: e, più precisa- 
mente superfìcie ellittiche proprie quelle, per n > 1, che non sono 
riferibili a rigate, e improprie quelle, per n = 0, che si riducono a 
rigate di genere 1.

Il detto nome « ellittiche » deriva da una rappresentazione para­
metrica delle superfìcie nominate che è in rapporto col gruppo oo1 
delle loro trasformazioni in sè di cui discorriamo più avanti, e che è 
stata indicata da P. Painlevé p).

Per riguardo a questa rappresentazione parametrica il numero 
n — CK riceve il nome di determinante della superfìcie.

La rappresentazione parametrica sopra accennata si traduce 
nella seguente proprietà geometrica: Ogni superficie ellittica F 
ammette un gruppo ellittico oo1 di trasformazioni birazionali in se 
stessa, che ha come traiettorie le curve del fascio (C).

Dimostriamo il teorema, facendo vedere che esiste una trasfor­
mazione birazionale di F — che lascia invariate tutte le curve C — 
in cui si corrispondono due punti Po e P'o arbitrariamente scelti 
sopra una di tali curve, Co.

Invero si consideri un’altra curva C dello stesso fascio (C) e 
su di essa si scelga un punto P. Se le C, fra loro birazionalmente 
identiche, sono curve ellittiche di modulo generale, vi sono — com'è 
noto — due trasformazioni di Co in C, che mutano Po in P (2); e 
tra queste trasformazioni una sola (3) (razionalmente determinata) 
fa corrispondere i gruppi sezioni delle curve K, che formano su 
ciascuna una involuzione ellittica y\. Pertanto, essendo data su 
Co la trasformazione di prima specie (PoP'0), viene anche determi­
nata razionalmente con essa una trasformazione di prima specie 
della C, in cui ad un punto P risponderà un punto P', per modo che 
la (PPZ) si ridurrà alla (P0P') quando la C si riduca a Co.

La dimostrazione si estende senza difficoltà ai casi in cui le C 
sieno curve ellittiche armoniche o equianarmoniche.

(x) P. Painlevé, Leçons sur la théorie analytique des équations differentielles.. 
(Paris, Hermann, 1897).

(2) Cfr. p. es. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. Ill, § 27 (vol. HL 
pag. 262).

(3) Cfr. Enriques-Chisini, 1. c., cap. IV, § 39 (vol. Ill, pag. 446).
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Giova anche osservare che la proprietà stabilita per le super­
fìcie ellittiche è caratteristica:

Ogni superficie F che ammetta un gruppo ellittico oo1 F di trasfor­
mazioni birazionali in se stessa, è una superficie ellittica, di genere 
numerico pa — — 1, propria o impropria, possedente un fascio ellit­
tico di curve K di genere n(> 0) e un fascio di genere pg di curve el­
littiche C.

Infatti la F dovrà possedere in primo luogo un fascio (C), di un 
certo genere g > 0, formato dalle traiettorie del gruppo F, che 
saranno curve ellittiche identiche allo stesso gruppo F. Ma, in se- 
condo luogo, si costruirà su F un fascio ellittico (K), colla costru­
zione seguente: si consideri sopra F una curva (irriducibile) L e la 
serie ellittica oo1 «{£}> costituita dalle sue trasformate mercè le tra­
sformazioni del gruppo JT; le curve L della detta serie saranno certo 
disequivalenti, dovendo segare su una K gruppi di punti dise­
quivalenti, che si corrispondono in una trasformazione di prima 
specie ; però fra i gruppi di curve L uscenti da un punto P variabile 
sopra F, ve ne saranno oo1 fra loro equivalenti : ciò significa che vi 
è su F un fascio ellittico di curve su cui le L della serie \ L\ segano 
gruppi equivalenti. (Cfr. Cap. IX, § 11).

Dopo avere costruiti in tal guisa su ? i due fasci (C) e (X), si 
determinano agevolmente i caratteri della superfìcie. Anzitutto 
il calcolo dell’invariante di Zeuthen-Segre per (K) ci dà

Zi — 13 — 12pa — pd) > 0 
e quindi

Pa > — 1 (P(1) > 1).

D’altra parte la presenza di un fascio ellittico (K) e d’un fascio 
(C) di genere o. porta che (esista su F una serie di oop+1 curve dise- 
qui valenti, e quindi che sia)

P g P a > Q + 1
Pg S-

Infine una considerazione già fatta innanzi vale a stabilire che 
le curve canoniche di F — che per q > 0 sono formate con 2g — 2 
curve C — debbono dare entro il fascio (C) una serie contenuta nella 
serie canonica g%~* 2; dal confronto segue

Pa = Q, P a ~~ 1 •
c. d. d.

Osservazione. - Da ciò che abbiamo detto si deduce che sopra 
una superfìcie ellittica F di determinante n > 1 si ha una involu­
zione, In, formata dai gruppi di n punti comuni alle C e K, che viene 
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generata da un gruppo abeliano Fn di trasformazioni birazionali 
(permutabili), precisamente dalle trasformazioni del gruppo F della 
superfìcie che lasciano ferme le C e le K. Se i gruppi di punti della 
In si assumono come elementi (punti) di una nuova superfìcie /, 
si ottiene una superfìcie ellittica di determinante 1, sopra la quale 
la F viene rappresentata in modo multiplo, secondo n\ quando sia 
pg — 0, questa superfìcie ellittica impropria si riduce ad una ri­
gata ellittica, e se si vuole ad un cilindro cubico f(xy) — 0.

Qui giova rilevare che le superficie ellittiche f di determinante 1 
si definiscono in generale come rappresentative della varietà co2 
delle coppie di punti appartenenti ad una curva ellittica C e ad una 
curva K di genere n (> 0).

A partire da queste superfìcie, mediante l'introduzione di irra­
zionalità algebriche atte a risolvere il gruppo abeliano Fn, si potranno 
costruire le superfìcie ellittiche di determinante n > 1. A tal uopo 
si può dire, a priori, che occorreranno un solo radicale ovvero due 
radicali non sovrapposti, secondo che il detto gruppo Fn sia ciclico 
ovvero abeliano a base due. Perchè il jTn, che è un gruppo finito 
di trasformazioni in sè di una curva ellittica C, non può avere una 
base > 2 (T). Nel paragrafo seguente, limitandoci in particolare 
all’ipotesi pg — 0, e poi ancora, più precisamente, nel § 16, spieghia­
mo il senso di questa costruzione, che vale a stabilire Vesistenza 
delle superfìcie ellittiche, e le condizioni che vi si riferiscono.

13. Costruzione delle superficie ellittiche di genere pg — 0.

Per costruire le superfìcie ellittiche (proprie) F di genere pg = 0, 
aventi un qualsiasi determinante n > 1, prendiamo le mosse dal 
cilindro cubico f(xy) = 0, che realizza — come si è detto — la su­
perfìcie ellittica (impropria) di genere pg = 0 e di determinante 1.

Mediante i due fasci di curve irriducibili | C\ e (A), che la carat­
terizzano, la superfìcie F si las cera rappresentare sopra un cilindro 
n-plo /, con curva di diramazione composta di un certo numero di 
sezioni piane normali c, per modo che le K abbiano come immagini 
le generatrici le del cilindro, e le C (traiettorie del gruppo oo1 di 
trasformazioni della F) rispondano alle sezioni piane normali c 
dello stesso cilindro. La curva di diramazione del cilindro n-plo 
sarà costituita da un certo numero di curve c, cui risponderanno 
curve multiple del tipo C — sCs.

(1) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. Ili, § 28 (vol. Ili, pag. 271) 
e cap. IV, § 39 (vol. Ili, pag. 446-451).

Enriques -E. - Superficie algebriche. 9R
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Quindi la rappresentazione della superfìcie ellittica F sul ci­
lindro n-plo / deve soddisfare alle seguenti condizioni:

1) che la curva K definita da una le n-pia sia irriducibile e 
contenga una involuzione gn del tipo ciclico ovvero ab diano (pro­
priamente detto) a base 2;

2) che le curve C corrispondenti alle sezioni piane normali 
c di /, curve n-ple senza punti di diramazione, siano generalmente 
irriducibili.

Osserviamo invero che, se questa condizione 2) non sia soddi­
sfatta, la superfìcie F, rappresentata dal cilindro w-plo, non sarà 
più una superfìcie (ellittica) di determinante n, ma avrà un deter­
minante < n, e riuscirà, in generale, di genere pg > 0. Cosi accade, 
per esempio, per la superfìcie

I u2 = (z— a)(z— b)(z— e)(z— d) ip2 (xy)
\ f&y) = o

che è una superfìcie irriducibile F rappresentata sul cilindro doppio, 
con curva di diramazione composta dalle sezioni piane z = a, 
z — b, z = d, z = e.

Infatti ad una sezione normale generica c:

z = c (e = cost.)

risponde sulla detta F una coppia di curve ellittiche distinte

u — ± — a)(e—‘ b)(c — <^)(6— e) y,

sicché le curve C irriducibili che compongono le immagini delle c 
formano ora un fascio (non più lineare, ma ellittico) di curve uni­
secanti le Z; e pertanto il genere geometrico di F vale :

pg = 1.

Qui conviene richiamare i criteri perchè una curva ellittica n-pla, 
senza punti di diramazione, sia irriducibile (x). Vi sono due casi 
possibili: il caso ciclico e il caso ab diano (base 2). Nel primo caso 
la curva n-pla si costruisce, a partire p. es. da una cubica f(xy) — 0, 
estraendo su di essa un radicale n-mo che porta sopra un polinomio

r y j un = (p(xy)
l /(®y) = 0 ;

affinchè la curva multipla non abbia punti di diramazione, bisogna 
che i punti critici

/ = 0 , <p = 0 ,

(1) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni, Libro V, cap. IV, § 39 (vol. Ili, pag. 446). 
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siano apparenti, e perciò che la <p presa p. es. d’ordine n, abbia tre 
contatti w-punti con /. Quindi Virriducibilità della detta curva mul­
tipla dipende da ciò che « la serie gl a cui appartiene la terna dei 
punti critici apparenti sia diversa dalla serie segata su / dalle rette 
del piano ».

Nel caso abeliano (in cui n ----- pq) la costruzione della curva 
n-pla richiede l’estrazione di due radicali d’indice p e q non sovrap­
posti, portanti rispettivamente su due polinomi cp(xy) e y)(xy), che 
è lecito supporre d’ordine p e q: affinchè la curva multipla non abbia 
punti di diramazione, bisogna che le curve e yj abbiano con f 
tre punti di contatto rispettivamente d’ordine p — 1 e q—1, i 
quali formano così due terne di punti critici apparenti; l’irriduci­
bilità della detta curva multipla importa che le dette terne non 
appartengono alla gl segata su / dalle rette del piano, ed inoltre che 
esse soddisfino ad una certa condizione di dissomiglianza.

Sviluppiamo la costruzione indicata nel caso ciclico, che s’incontra 
in particolare quando il determinante n sia un numero primo. Ab­
biamo dunque che sopra la superfìcie F l’involuzione In costituita 
dai gruppi CK, viene generata da un gruppo ciclico di trasforma­
zioni rn, d’ordine n.

A partire dal cilindro cubico %-plo
■f(xy) = 0,

fissiamo le sezioni piane normali di diramazione
z = alì z = a2, .... z = at •

gli n punti del gruppo Gn che risponde ad un punto generico di f 
potranno darsi mediante i valori di un radicale

“ =V/(s— a/1 («— «sf2.... («— aty< ■ <p(xy), 

soddisfacendo alle condizioni seguenti:

1 ) Per gli esponenti rt < n si avrà

ri + r2 + •••• + rt = 0 (mod. n)r

altrimenti nascerebbe sulle generatrici del cilindro / un punto di 
diramazione all’infinito.

2) Se hi è il massimo comune divisore di n ed sicché
n = hi Si, Ti — hi Qi

nella espressione di u appare il fattore

z— a^ ----- V£i(z— ai)Qi ,

dove Gì è una radice ht-ma dell’unità.
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Così sulla generatrice n-pla del cilindro /, il punto

z — a{

è un punto di diramazione a cui corrisponde sulla K omologa un 
gruppo Gn (della gn segata dalle C) costituito da hi gruppi di s{ 
punti coincidenti. In altre parole, il punto z = at è per la k multipla 
un punto di diramazione d'ordine con

n
Si " hi ’

e si lia quindi
2/L (s — 1) = 2n + — 2

(sommatoria estesa ai valori di s — 8lf s2 .... st) designando n (> 1) 
il genere delle K.

3) Ciascuno dei numeri s£(ì = 1, 2, .... t) è un divisore del mi­
nimo comune multiplo dei rimanenti.

Questa proprietà risulta in generale dal carattere abeliano del 
rn. Infatti, sulla retta multipla /§, non essendovi diramazioni al­
l’infinito, il prodotto delle sostituzioni cicliche sui rami della fun­
zione algebrica u(xyz), in ordine ai punti di diramazione ao equi­
vale all’identità:

St.... Ä2 = 1 
sicché, per esempio,

Sr1 * = St^3 S2, 
ossia

(1) Cfr. p. es. L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni e dello
equazioni algebriche secondo Galois (Pisa, 1900), cap. Ili, § 30.

«r1 = st.... s 3 .
Ma la sostituzione Si"1 è ciclica di periodo sr mentre il prodotto 
St.... S3 $2 è ciclico con periodo divisore del minimo comune mul­
tiplo di §2, S3, ...., s- (1), avendosi

S8t*.... S33 S^ = (St.... S3 S2)s^ - 1.

4) Poiché il cilindro n-plo / non possiede generatrici di dira­
mazione, il polinomio <p(xy) che figura sotto il radicale, nell’espres­
sione di u, deve rappresentare un cilindro avente con / un contatto 
n-punto lungo ogni generatrice comune. E perché le curve 0 rap­
presentate dalle z — cost, siano irriducibili, bisognerà che il gruppo 
delle generatrici critiche apparenti, non sia equivalente ad un mul­
tiplo delle terne di generatrici sezioni dei piani

a® + ßy + y = 0.
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Potremo anzi prendere qp di ordine n, in guisa che <p = 0 tocchi 
/ = 0 lungo tre generatrici (non giacenti in un piano) con contatto 
n-punto. Invero si riconosce facilmente che, facendo variare <p 
con continuità, la superfìcie F si conserva birazional mente identica 
a se stessa, conservandosi le curve C e K rappresentate rispetti­
vamente dalle sezioni piane s — cost, e dalle generatrici di /. Quindi, 
se si assume al posto del cilindro qp un cilindro tp d’ordine M, con 
h > 1, potremo sostituire a ip(æy) un polinomio spezzato in un fat­
tore semplice cp d’ordine n e in un fattore n-plo ç?” oon qp1 d’ordi­
ne h — 1 :

V = <Pi<P ; 
cosi risulterà

u == (ppy q)(xy) • (a — -a1Y1 .... (z—at)rt, 

da cui — cambiando u in uqpr — si ottiene appunto l’espressione che 
volevasi stabilire.

In conclusione: come tipo delle superficie ellittiche di determinante 
n, appartenenti al caso ciclico, si ha la superficie

n -------------- ---------------------------- ----------------
u = v (« — a)'1.... (s—at)r< • qp(xy)

f&y) = 0

dove gli esponenti ri soddisfano alle condizioni dette innanzi e qp(xy) — 0 
è un cilindro d'ordine n che tocca /, con contatto n-punto, secondo tre 
generatrici non appartenenti ad un piano.

La costruzione delle superfìcie F, a partire da un cilindro cubico 
w-plo f(xy) — 0, si ripete con poche modificazioni nel caso in cui il 
gruppo sia abeliano (a base 2). Senonchè, in luogo di un solo radicale, 
si avranno ora nell 'espressione di u due radicali non sovrapposti, 
Non c'infingeremo su questa costruzione, che più avanti (§16) 
sviluppiamo, riferendoci alla famiglia delle superfìcie F per cui le 
K come le C siano curve ellittiche. Qui basti avvertire che ancora, 
come nel caso ciclico, si avrà l’eguaglianza

^n(g—l) = 2w— 2rc— 2 , 
s

e sempre ciascuno dei numeri st dovrà dividere il minimo comune 
multiplo dei rimanenti.

14. Superficie coi plurigeneri nulli: caratterizzazione delle rigate.

Abbiamo dimostrato che «le superfìcie irre g alari di genere geome­
trico pg — 0, non appartenenti alla famiglia delle rigate, sono super­
fìcie ellittiche, di genere numerico pa = — 1». Vogliamo ora determi­
nare i plurigeneri di queste superfìcie ellittiche e verificare che codesti 
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caratteri non possono essere tutti nulli, come accade per le rigate 
(razionali o no). In tal guisa, ricordando le condizioni di razionalità 
di Gastelnuovo, date dall 'annul 1 amento del genere numerico e del 
digenere (Cap. VI, § 4) : pa = P2 — 0, la famiglia delle rigate verrà 
definita dall 'annullamento dei plurigeneri, e più precisamente dal se­
guente teorema: Condizione necessaria e sufficiente perchè una super­
ficie sia riferibile ad una rigata è che si annullino per essa il quadri- 
genere e il sestigenere:

P 4 - = 0 .

Consideriamo una superfìcie (propriamente) ellittica F, di genere 
0 e di determinante n > 2, rappresentata sul cilindro cubico 

w-plo f(xy) = 0, nel modo innanzi definito, in rapporto ai due fasci 
caratteristici di essa (K) e | C |. Si può determinare la curva canonica 
virtuale di F sommando alla trasformata della curva canonica del 
cilindro f la corrispondente della curva di diramazione data su questo 
cilindro multiplo (cfr. Gap. V, § 7).

Ora la curva canonica virtuale di f si ottiene sottraendo il si­
stema lineare 2c, costituito da due sezioni piane normali al cilindro, 
dal suo sistema aggiunto, che consta delle tre rette sezioni col piano 
all'infinito; e poiché queste rette sono immagini di curve eccezionali, 
sopra la F, si avrà soltanto da sommare alla trasformata della curva 
di diramazione la curva virtuale —-2C che risponde a — 2c. Per­
tanto, designando con z = a t- le componenti della curva di dirama­
zione a ciascuna delle quali risponde una curva multipla C ------ 
la curva canonica pura di F verrà data da

D —26 ----- F(s—l)Cs~2C.

Essendo le curve C omologhe alle <?, irriducibili, si vede tosto 
che la sottrazione indicata dalla formula precedente non è possibile, 
e cosi si conferma che l'anzidetto irriducibilità porta che il genere 
di F sia pg ----- 0.

Infatti il sistema lineare |D|, definito dalla JD ----- £(s — 1 )6,, 
ha la dimensione A ----- 0 e perciò non può contenere entro di sé il 
sistema \C\ e tanto meno \2C\. Per giustificare questa asserzione 
si avverta che la curva D essendo formata di componenti ellittiche 
di grado 0 dovrà definire a priori un sistema lineare composto colle 
curve del fascio \ C | e con componenti parti aliquote di tali curve :

\DI ----- \£(s — 1)CÄ| = IxC + ZhsCs\.

Di qui si ricava
\xc\ = I wv|, 

con
0 < k8 < s —1 ,
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ed è chiaro che una tale relazione non può sussistere per x > 0 
(essendo le 0 generiche irriducibili) perchè si contraddirebbe al 
principio di spezzamento, in quanto una curva variabile di (0) (ir­
riducibile e perciò connessa) verrebbe a degenerare in parti Os non 
connesse fra loro.

Ora dalla formula scritta innanzi passiamo all'espressione delle 
curve pluricanoniche e quindi al calcolo dei plurigeneri di F.

In generale le curve m-canoniche saranno date da

\mE(8—1 )OS—2mO\ = \m(t—2)C — mZOs\,

dove la sommatoria si estende ai diversi valori di s che corrispon­
dono alle t curve multiple del fascio | C | :

S = ) •••• 1 •

Se si designa con x = Pm — 1 la dimensione del sistema m- 
canonico completo, questo sistema si comporrà di x curve C (ir­
riducibili) variabili e di componenti fìsse Cs, ciascuna da contare 
un certo numero di volte

h < s.
Avremo dunque

I m(t—2)0 — mXOs\ = \xO + EhOs |,

con 0 < h < s, la sommatoria essendo estesa ai valori

8 — S1 , S% , .... j Sf

e ai corrispondenti valori di

h> —— lì-^ , h>2, j •••• ; tbt •

Ora dalla precedente relazione, essendo sOs — 0, si ricava

I (m(t~~2) — x)O\ — I ~O I :

vuol dire che le frazioni equivalgono a numeri interi:
s

m + Ä 

ciascuno di questi interi (q = qlf @2 ?••••’, Qt) esprimendo il valore per 
eccesso della frazione — , ovvero il massimo intero§

\m + s— Il
L s J

. . . m 4- s — 1contenuto in ------------- .
s
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In conclusione avremo
,, ax yif Ub —I- 8 1 Ix = m(t— 2) — 2 ----- ------- ,L s J

e quindi il plurigenere d’ordine m(> 2) è dato dalla -formula

Pm — 1 + m(t— 2)— 2|-------------j ,

dove si dovrà prendere Pm = 0 quando la sua espressione risulti 
negativa.

Facciamo qui m = 2, tenendo conto che — per s — 81; 82, st 
— si ha sempre

8 2;
avremo 

P2 = t—S.

e quindi il bigenere vale:

Ora, per / > 3, si ha certo P2 > 0 e perciò anche P4 > 0, P6 > 0 
eco. Se invece P2 — 0, essendo esclusa l’ipotesi t = 2 che porta ad 
una P riferibile a rigata, si avrà

t = 3.

Ma, designando con n il determinante di F, si ha ]’eguaglianza

Hn(s— 1) = 2n 4~ — 2 ,

da cui (per essere s, > 2, n I)

sii — 4.) i, 
\ 8 /

ossia
t— 1

8
Z-I < /—1.

8

Per / = 3 si avrà dunque

Poniamo che i numeri (interi e positivi) s17 82, s3 siano in ordine 
non decrescente:

8 3 82 8j J
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la precedente diseguaglianza ci dà

— 2 , §2 = 3 , > 6
oppure

§1 = 2 > §2 > 4 ,
ovvero

3 , §3 §2 3 ,
o infine

§3 §2 4-
Nel primo e nel secondo caso:

pi ~r 2 I __ 2 p2 4~ 21 _ p3 21 __
I- J I- §2 ' ->

e quindi
= 0,

mentre nel terzo e quarto caso:

pi 21 _ !§2 + 2] __ p3 -j- 21 _
L J L §2 J L *8 -I ’

e
P 3 = 1.

Invece, calcolando il quadrigenere

avremo :
P., = 5-^L±_3| ,

nel primo e terzo caso

= 0, 
nel secondo caso

P< = 1
e nel quarto

P4 = 2.

E per il sestigenere
P8 7 — 27 [ LÌ_É i

si troverà:
nel primo e terzo caso

p. = l, 
nel secondo caso

P6 = 0
e nel quarto

P« =2.
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Per il nostro scopo è sufficiente rilevare che quando P2 = P4 = 0 
(primo e terzo caso della discussione precedente) risulta

PG> 1.
In conclusione per una superfìcie ellittica, non riferibile a rigata, 

uno almeno dei due plurigeneri P4 o P6 sarà diverso da zero:
P4 -f- Pq > 1, c. d. d.

Osservazione. - Le condizioni perchè una superficie sia riferibile 
nd una rigata si possono anche esprimere annullando il genere d'or­
dine 12:

P12 = 0.

Infatti per le superfìcie ellittiche, aventi il P4 > 1 o il P6 > ls 
risulta certo

Ph > I-

Giova anche rilevare che si avrà

Pi 2 — 1

per le superficie ellittiche (con curva canonica virtuale d’ordine zero) 
possedenti un fascio ellittico di curve K ellittiche, ed invece

P12 > 1
per le superficie ellittiche possedenti un fascio ellittico di curve K 
di genere n > 1, le cui curve canoniche virtuali segano le P in 2n— 2 
punti.

Invero la differenza fra le due specie di superfìcie P consiste in 
ciò che:

nel caso delle K di genere % —- 1 si ha l’eguaglianza

o — 12 n — 2------ n
s 

cioè
1) t—2 = ,

s

mentre nel caso delle K di genere n > 1 sussiste la 
e_  1

2n + — 2 = 2----- -n
s

che porta la dis eguaglianza
2) t— 2>Z-i.

Che nel caso 1) si abbia
P32 = 1

e non P12 > 1, risulta subito, non soltanto dalla formula del P12, 
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si anche dall’osservare che sulla superfìcie F possedente due fasci 
di curve ellittiche non possono aversi curve pluricanoniche (pure) 
d’ordine > 0.

Dimostriamo ora che, se sussiste la diseguaglianza 2), si ha ne­
cessariamente

P12 > 1

e non P12 = 1. Questa dimostrazione non è una semplice deduzione 
dalla formula del P12, ma esige altresì che si tenga conto di una 
condizione d’esistenza delle superficie ellittiche (attinente al carat­
tere abeliano del gruppo Pn) già avvertita nel § 13, cioè che « cia­
scuno dei numeri interi deve dividere il minimo comune multiplo 
dei rimanenti » (*).

Scriviamo la formula

PJ2 = 121 — 23 — P 11 ,
8

e discutiamo i casi che possono presentarsi per t > 4, per t = 4 
e per t = 3.

Per t > 4 cioè t > 5, si ha

+ n] < 6

e perciò è certo

24 ,

P12 > 12t — 47 > 12 (t — 4) + 1 > 1.
Per t = 4 il valore minimo del P12:

P12 = 12(i— 4) + 1 - 1 ,

(1) Così appunto la diseguaglianza P12 > 1 viene stabilita nel § 15 delle Le­
zioni di Enriques-Campedelli (Seminario mat. di Roma, 1934). Ma nella Nota 
originale di Enriques, Sulla classificazione delle superficie algebriche ecc. (Pendio. 
Lincei, febbraio 1914) la cosa non è chiarita, per modo che è naturale ritenere 
trattarsi di una semplice deduzione dalla formula generale che dà il P12. Ora questa 
deduzione sarebbe erronea, come ha osservato H. Geppert nel suo Bericht Die 
Klassification der algebraischen Flaechen (Jahresbericht der Mathematische Ve­
reinigung, 1931) ; invero, facendo, per esempio s — 2, s2 — s3 = 5, si trova P12 — 1.

Perciò il Geppert propone di considerare il P24 al posto del P12. Ma in realtà 
per le superficie ellittiche con curve pluricanoniche d’ordine > 0 si ha già P12 > 1. 
Il caso di eccezione segnalato non risponde ad un’effettiva superficie ellittica, 
perchè il 2 non è divisore del 5 !
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8i raggiunge soltanto quando, tutti e quattro i numeri st siano eguali 
a 2:

8J = §2 :== 83 = 84 = 2 ,

sicché sussista l’eguaglianza 1), perchè solo in questo caso sarà 
per ciascuno di essi

se invece uno di codesti numeri supera 2, come è richiesto dalla- 
diseguaglianza 2), per esempio se

§4 . 3,
si ha

jS< + Hi < 4 
L §4 J 

e quindi ’
-P12 3.

Sia infine t = 3, e si scrivano tutte le soluzioni intere della di­
seguaglianza

— + •!• + — <i
81 §2 ^3

(§1 82 §g) ,

soddisfacenti alla condizione che ciascuno degli divida il comune 
multiplo dei rimanenti. Si avrà

s1 = 2 , §2 —- ' 4 , §3 = 8 ,
= 2 , 8 2 = 5, 8 3 — 10 ,

«1 = 2, §2 > 6 , §2 ,
— 3 , §2 > 3 , ^3 3 ,

. 81> 4, 82 > 8± , 83 > 82 •

In tutti questi casi si ha

jlLÜl] <12 
L 8 J

Pj2 > 1 ;
c. d. d.

15. Nota storica.

La classificazione delle superfìcie irregolari di genere pg = fi 
(pa < fi), la dimostrazione che quelle che non siano riferibili a ri­
gate sono superfìcie ellittiche, contenenti un fascio ellittico di curve 



LA SUPERFICIE DI GENERE GEOMETRICO NULLO 413

ammettenti un gruppo oo1 di trasformazioni in se stesse, infine 
K di genere n > 1 e un secondo fascio lineare di curve eli ittiche 0, 
la caratterizzazione delle rigate coll'annullamento del quadrigenere 
€ del sestigenere, costituiscono l’oggetto della memoria di F. En­
riques « Sulle superfìcie algebriche di genere geometrico zero », 
pubblicata nei Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, del 
1905. Tuttavia (a prescindere da qualche imprecisione minore) la 
dimostrazione di questi risultati lasciava una lacuna, per quel che 
si riferisce al lemma II dei §§ 6, 7, 8; giacche l’esistenza di una se­
conda curva ellittica essenzialmente distinta dalla parabicanonica 
C, veniva inferita semplicemente da ciò che le curve del sistema 

secondo paraggiunto ad una 7£, passanti per un gruppo bi- 
canonico di questa, debbono formare un sistema oo1 d’indice > 1 : 
infatti non è escluso che le curve spezzate di codesto sistema che 
contengono come parte la detta .L, si riducano ad una sola da con­
tarsi più volte.

Per colmare questa lacuna lo stesso autore ha escogitato il ra­
gionamento che si appoggia sulla costruzione di curve secanti le 
K in gruppi della serie semi quadricanonica o, in generale, parte 
aliquota di un multiplo della serie canonica. Questo procedimento 
•è stato esposto da lui in una Nota dell’Accademia dei Lincei, del 
1930 (1) e quindi da Enriques-Campedelli, nelle «Lezioni sulla 
classificazione delle superfìcie algebriche particolarmente di genere 
2ero ». (Seminario matematico di Roma, 1934).

Ma anche nella nuova dimostrazione rimane un punto debole 
d’ordine delicato, perchè non è lecito ritenere a priori, come si fa 
provvisoriamente coll’ipotesi II dei §§ 6, 7 e 8, che, essendo data o 
aggiunta al campo di razionalità di una curva K, una serie lineare, 
si possa determinarne razionalmente un gruppo. Fortunatamente 
ci è riuscito di superare la difficoltà riconoscendo che l’ipotesi II 
è verificata per qualche multiplo della serie suddetta, in guisa da 
giustificare il procedimento costruttivo di curve parapluricanoniche 
essenzialmente distinte.

Dobbiamo ancora aggiungere un rilievo concernente il caso in 
cui le nostre superfìcie posseggano un fascio ellittico di curve K 
ellittiche (birazionalmente identiche); per essere rigorosa la costru­
zione delle traiettorie (7, o meglio la dimostrazione che anch’esse 
sono ellittiche, si deve escludere il dubbio che talune fra codeste K 
possano degenerare in curve multiple (dimostrazione che, per 
pa =— 1, non possono aversi superfìcie paraellittiche): questa

(1) Enriques, Sopra le superficie algebriche trasformabili in rigate. (Luglio, 
1930).
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precisazione — che si basa sull’analisi della singolarità nascente 
dall’incrocio di due curve di diramazione (Chisini) trovasi nelle 
«Lezioni» di Enriques-Campedelli del 1934 (§ 12).

Infine per quel che concerne la costruzione effettiva delle su­
perfìcie ellittiche, la Memoria originale di Enriques del 1905 con­
templava soltanto il caso ciclico. I primi esempi relativi al caso abe- 
liano (a base due) sono stati messi in luce da G. Bagnerà e M. De 
Franchis nel loro studio « Sopra le superfìcie algebriche che danno 
le coordinate del punto generico esprimibili con funzioni mero- 
morfe quadruplamente periodiche di due parametri » C).

Infine, la costruzione generale di tutte le superfìcie ellittiche 
(che si riconduce alla risoluzione di equazioni abel lane con gruppo 
a base due) è stata sviluppata da O. Chisini nelle Note su « Le 
superfìcie ellittiche il cui determinante è un numero composto » 
del 1921 (* 2).

(D B. Accademia dei Lincei, 1907p
(2) B. Accademia dei Lincei, 19212.

16. Superficie con curve pluricanoniche d’ordine zero : tipi con
curve ellittiche K di modulo generale.

Nel § 14, e in particolare nell’Osservazione che lo chiude, ab­
biamo dimostrato che :

Le superficie propriamente ellittiche di generi pg = 0 e pa — — lr 
si distinguono dalle rigate per avere il 12-genere.

> 0,
anziché

P12 = 0.

Più precisamente le superficie ellittiche con pg = 0 e pa = — 1 
danno luogo a due -famiglie:

1) superficie con curva canonica virtuale d'ordine zero, caratte­
rizzate dal possesso di un fascio ellittico di curve K di genere n — 1 ;

2) superficie con curva canonica, virtuale d'ordine 2n—2, che 
contengono un fascio ellittico di curve K di genere n > 1.

Le prime (su cui ogni sistema lineare puro di genere p ha il 
grado n ------ 2p — 2) hanno il

■P12 = 1,
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mentre le seconde (per cui n < 2p — 2) posseggono sistemi lineari di 
dimensione r > 0 di curve pluricanonice (di genere pW — 1) ed 
hanno il

> 2.

Ora vogliamo stringere più da vicino la classificazione delle 
superfìcie 1) per cui P12 = 1, mostrando che esse danno luogo a 
pochi tipi ben determinati, di cui possiamo scrivere le equazioni»

Riferiamoci alle superfìcie ellittiche F della famigliai); conviene 
distinguere i casi in cui:

Le curve ellittiche K (fra loro bir azionai mente identiche) hanno 
modulo generale, ovvero le K sono armoniche, o sono equian armoniche.

Incominciamo qui dal caso generale: proveremo che la super­
fìcie F ha il determinante n = 2 (caso ciclico) oppure n — 4 (caso 
abeliano).

A tal uopo occorre considerare l'involuzione g*  segata sopra una 
curva ellittica K dalle traiettorie C. Questa involuzione è generata 
da un gruppo abeliano Fn e, per essere razionale (anziché di genere 1)7 
dovrà contenere qualche trasformazione involutoria I di seconda 
specie (g}). Ora, se il gruppo Fn non si riduce al F2 costituito da una 
I e dall’identità (siccome i prodotti di due I sono trasformazioni n 
di prima specie) il Fn dovrà contenere tante trasformazioni n quante 
I, diciamo m delle une e delle altre: n — 2m. Più precisamente le 
n permutabili con una I saranno involutorie, e quindi il gruppo 
abeliano Fn generato dalle dette n ed I sarà il P4 diedrico formato da 
due involuzioni I, una involuzione n e l’identità.

Dunque la nostra superfìcie F con un fascio di curve ellittiche K 
di modulo generale sarà di determinante n = 2 o n = 4, e la relativa 
g*  definita sopra una K apparterrà ad uno dei due tipi seguenti:

«) n = 2, gl = gl,

b) n = 4, gl = gl abeliano, e diedrica, generata da due trasfor- 
magioni di seconda specie permutabili, il cui prodotto è una y\ di 
prima serie.

Nel primo caso si può assumere come tipo della superficie F di 
determinante n — 2, quello che è definito dalle equazioni:

j J « = V(2— at)(z— a3)(z— ajtp&y)
l / (®3/) = 0 ,

dove / è un cilindro cubico e ep un cilindro quadrico ohe" ha con esso 
un contatto Ripunto lungo tre generatrici, non giacenti in un piano.

Nel secondo caso si tratta di costruire, nel piano (u z), la curva 
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ellittica K contenente una gl diedrica, a partire dalla corrispon­
dente rappresentazione sopra la retta quadrupla k (u ----- 0).

Questa costruzione si può spiegare in rapporto alla teoria gene­
rale delle equazioni ad diane (1), ovvero riferendosi più specialmente 
alle nozioni che concernono le curve ellittiche (2), come qui faremo.

(x) Cfr. p. 68. L. Bianchi, op. cit., cap. IV, § 76.
(2) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. IV, § 39 (vol. III).

Osserviamo che la nostra gl diedrica (su K) possiede 8 punti 
doppi che si distribuiscono in due quaterne: una quaterna di punti 
doppi della prima gl costituita da due coppie di punti coniugati 
della seconda

d-i -4-2 e B-± B2 ì

ed una quaterna di punti doppi della seconda gl costituita da due 
coppie della prima

D± JD2 . e JE1 E2.

Quindi la retta quadrupla k avrà 4 punti di diramazione (doppi) : .

ab d e ,

e il campo di razionalità della K si potrà definire ponendo

u — V(p • (s— a)(o?— b) ± vV • (z— d)(z— e),

(con tp e yj costanti rispetto a z ed u) in guisa che ai due punti di 
diramazione a e b rispondano le coppie-di punti doppi A± A2 e B2, 
e ai punti d ed e rispondano le coppie di punti doppi D1 D2 e Ei: E2.

Che, effettivamente, l’equazione sopra scritta rappresenti la K 
ellittica rispondente alla nostra k quadrupla, si prova da ciò che la 
curva rappresentata possiede una gl con 8 punti doppi, e d’altronde 
— liberando l’equazione stessa dai radicali — si ha un’equazione 
di 4° grado in z ed u, che è di 2° grado in z, e definisce una quartica 
avente un punto doppio nel punto all’infinito dell’asse z ed un altro 
punto doppio infinitamente vicino. Aggiungasi che le due trasfor­
mazioni di seconda specie, cioè le gl dotate ciascuna di 4 punti 
doppi, da cui è formata la gl diedrica, si lasciano rappresentare 
mediante equazioni

/ _ Ç9 ’ (# — a)(^— h)— V*  ' — 6)(s — d) 
u

U” = 1 — <p ■ (z — a)(z—b)
u
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come risulta dall’identità:

(p • (z — a)(z— b) —■ ip • (z — d)(z— e)
(z — «)<s — S) + y/y) ■ (z — d)(z — e)

= \/q- («—«)(«—&) —y/y - (z — d)(z~e) .

Pertanto le equazioni della superficie ellittica F di determinante 
•n = 4, con K di modulo generale, si potranno ridurre al tipo:

I. ( u— 1/(2 —a)(z— b) ■ <p(xy) + y/(z—d)(z — e) ■ ip(xy)
] / (xy) = 0 ,

dove / è un cilindro cubico e cp e y) sono due cilindri quadrici che 
toccano / secondo due terne di generatrici, non giacenti in un piano 
e non equivalenti.

17. Segue; Caso armonico.

Nel caso armonico oltre alia g\ e alla g} del caso generale, si 
potrà avere sopra la curva ellittica K una g\ ciclica o abeliana, i 
cui gruppi di n punti siano trasformati in sè da una trasformazione 
singolare del quart'ordine. Infatti le curve ellittiche armoniche pos­
seggono, oltre le trasformazioni ordinarie di prima e seconda specie, 
n ed I, due serie continue oo1 di trasformazioni singolari del 4° 
ordine, co e t, le quattro specie di trasformazioni essendo legate fra 
loro dalle relazioni seguenti p):

7CC0 ~ Mi MiM — I ICO — X XCO — 71

ni = C IJL — 71 0)1 — X xl = CO

tix = Tj X\T — I Ix — co COX — 71

TC-prti =:= tc2 Iti = Ix COTt — Mi X7T — X1

Si possono classificare i varii tipi di g\ ciclica o abeliana apparte­
nenti ad una curva ellittica armonica K, partendo dall’osservazione 
che, se il relativo gruppo Fn non è generato da sole trasformazioni 
ordinarie (corrispondenti a K di modulo generale), esso dovrà 
contenere un sottogruppo invariante I\ generato da una trasfor­
mazione singolare 00 or. Ora questo P4 dà luogo ad una #4 con due 
punti quadrupli A e B e a una coppia di punti doppi F1 e D2 (for­
manti un gruppo della g\\ la quale conduce a rappresentare la K 
sopra una retta quadrupla le (u = 0) con due punti di diramazione 
quadrupli: 2 = a e z — è, e un punto di diramazione doppio: z — d. 

(l) Cfr. p. es. Enbiques-Chisint, Lezioni, Libro V, cap. Ili, § 27 (vol. Ili, 
pag. 260).
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Se la gl non è esaurita dalla detta gl (cioè se n > 4), il gruppo Fn 
dovrà contenere le trasformazioni che rispondono alle proiettività 
della retta quadrupla trasformanti in sè il punto d e permutanti 
i due punti A e B: e queste trasformazioni generano un F8 abeliano, 
formato da 4 trasformazioni singolari del 4° ordine, due co e due t, 
da 2 involuzioni di seconda specie I, e da 2 trasformazioni n di prima 
specie: una involuzione y\ e l’identità.

In conclusione la gl non generata da sole trasformazioni ordinarie, 
sulla curva ellittica armonica K, apparterrà ad uno dei due tipi se­
guenti :

a) n = 4, gl ciclica generata da una trasformazione singolare 
del 4° ordine: co o r: e

b) n — 8, gl generata da un gruppo abeliano F8 contenente 4 
trasformazioni singolari cicliche del 4° ordine (due co e due t) e 4 
trasformazioni ordinarie: due I e due n, (cioè una y\ e l’identità).

Nel primo caso la K ellittica rappresentata sulla k quadrupla, 
coi punti di diramazione a, b e d, si realizza nel piano (-r u) scrivendo T 
per esempio :

4 .----------------------------
u —y/cp- (z—■ a) (z— b)(z— d)2

con cp costante (rispetto a s ed u).
L’equazione scritta risponde ad una certa scelta delle sostitu­

zioni sui rami della funzione algebrica u(z), in rapporto alle curve 
di diramazione z'— a, ö, â; se invece si assumono le sostituzioni 
inverse avremo il tipo simile ma birazionalmente distinto:

u = y/cp * (z— a)3(z — b)3(^—d)2.

Quindi le superficie ellittiche armoniche di determinante n == 4, 
caso ciclico, possono ridursi al tipo rappresentato dalle equazioni:

p 4------ ------------------------------- —-------------------------------------------
TT J U =; V(«— a)(s— />)(« — d)2 ■ cp (xy)1 /(®2/) = 0 ,
o ad un tipo simile : dove / è un cilindro cubico e cp un cilindro del 
quarto ordine toccante / con contatto quadripunto lungo tre gene­
ratrici, non giacenti in un piano. I tipi simili che diversifie ano, • come 
si è detto, per la scelta delle sostituzioni sui rami di u, pur es­
sendo birazionalmente distinti, hanno però i medesimi caratteri.

Nel caso propriamente abeliano possiamo ancora realizzare nel 
piano (uz) un tipo della curva ellittica K, che contenga una gl con 
due gruppi costituiti ciascuno di due punti quadrupli e un gruppo 
costituito di quattro punti doppi: per ciò si tratta di costruire una 
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retta 8-pla con tre punti di diramazione
z = a , z = b , z = d

in modo die ai primi due risponda una sostituzione sui rami ciclica 
del 4° ordine, mentre al terzo risponda una semplice sostituzione 
di periodo 2.

Questa costruzione si effettua secondo i principi! generali della 
teoria delle equazioni abeliane (x), e d’altronde la formula che così 
si ottiene si giustifica a posteriori (2) riconoscendo le sostituzioni 
sui rami che corrispondono ai punti di diramazione, di cui si è detto 
innanzi.

Diciamo che la curva K può ridursi al tipo rappresentato dalle 
equazioni

u = y/(s-— b)(z— d) : (p + (z — a)(z —b)3 • y

o ad un tipo simile (che ne differisce per una diversa scelta delle 
sostituzioni anzidetto) : dove si designano con tp e ip delle costanti 
(rispetto ad u e z).

Per giustificare l’asserto, si distinguano gii 8 rami di u con due 
indici :

%U Ui 2 ^13 ^T4
W'21 ^22. ^23 ^24 5

facendo corrispondere il primo indice ai due valori + V o —■ V ? 
del radicale quadratico che entra nell’espressione di u, e il secondo 4 — 4 - 4 — 4 -
ai quattro valori -j- ^/, iy/, — ^/, — iy/ del radicale del 4° ordine.

Al punto di diramazione z = a risponderà la sostituzione sui 
rami

& a == (^11 ^12 ^13 ^14) (^21 ^22 ^23 ^2<) •
E al punto z = b risponderà egualmente una sostituzione ciclica 

del 4° ordine, cioè la

— (^11 îi-24 ^13 ^22) (^T2 ^21 A-Zg) .
Invece al punto z = d risponderà la sostituzione a periodo 2 :

,Sd — (%n ^21)(^12 ^22) (^13 ^23) (^14 ^24)*
Si ottengono così tre sostituzioni che, per moltiplicazione, ge­

nerano un gruppo ab oliano d’ordine 8, avente la struttura del nostro 
Fq sopra indicato.

. (1) Cfr. p. es., L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni e delle 
equazioni algebriche secondo Galois. (Pisa, 1900) cap. Ili, § 30.

(a) Cfr. O. Chisini, Le superficie ellittiche il cui determinante è un numero com­
posto. Rendic. Lincei, s. V, vol. XXX, 19212.
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Si aggiunga che le sostituzioni anzidetto soddisfano alla con­
dizione d’esistenza (1) delia funzione algebrica n(s), (non diramata 
nel punto z — oo), cioè che

= 1;

appunto in vista di tale condizione si è dovuto attribuire l’esponente 
Z (anziché 1) al termine z — b che figura sotto il radicale dei 4° 
ordine.

In tal guisa la funzione u(z) realizza la richiesta curva ellittica 
K con gl ab diana, e ne porge anzi il tipo, sebbene possa aversi anche 
un altro tipo simile, irriducibile per trasformazioni irrazionali, 
quale è dato da

« = V(z — «)(« — b)3 ■ <p + VC? — a)(z — d) ■ tp (») :

altri tipi che apparentemente si presentano, si riducono a quelli 
qui indicati, con semplici scambi dei nomi delle curve di diramazione.

Conviene aggiungere che le due sostituzioni sui rami della u 
nell’intorno dei punti di diramazione z = a e z = b si estendono in 
trasformazioni irrazionali, dello stesso ordine 4, fra i punti della 
curva K la cui equazione

6 (zu) = 0

si ottiene eliminando i radicali che figurano nell’espressione di w; 
e analogamente si dica per la sostituzione di periodo 2 relativa al 
punto z = d.

Infatti si può provare, per esempio, che u12 è funzione razionale 
di e di z; ciò segue dal considerare le due equazioni soddisfatte 
per un medesimo valore di z:

3(uz) = 0 , 6(u'z) = 0

e la loro resultante
R(uu^ — 0:

questa, insieme alla 0(uz) — 0, definisce u'(uz), come funzione ra­
zionale.

(1) Cfr. p. es., Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. IV, § 38 (vol. Ili, 
pag. 429).

(2) Dal punto di vista proiettivo la curva K rappresentativa della funzione 
u(z) avrà: in corrispondenza al punto di diramazione z = a una tangente (paral­
lela all’asse u) con due contatti quadripunti, e in corrispondenza a z — b un tacnodo 
in cui si toccano due rami lineari con contatto quadripunto (che così importa 
due punti quadrupli della g|), infine corrispondentemente a z = d una tangente 
quadrupla, con quattro contatti semplici.
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Ora possiamo scrivere le equazioni di una superficie ellittica, tipo 
armonico, di determinante n — 8: 

 Ili, 1 u =V(Ä— a}(z—by ■ + y/(z—b)(z — d) ■ y(xy),1 • 10y) = o
dove / rappresenta un cilindro cubico e <p e y possono supporsi due 
cilindri, l’uno del 2° e l’altro del 4° ordine, il primo tangente ad f 
secondo 3 generatrici e il secondo tangente ad esso con contatto 
quadripunto secondo altre 3 generatrici. Perchè la superfìcie F 
risulti proprio di determinante n — 8 (irriducibilità delle curve C 
che rispondono su di essa a z = cost.) converrà supporre che le 
due terne di generatrici di contatto di / e cp e di / e y) non giacciano 
in piani, sicché per s — cost, risultino irriducibili le due curve

2 
u = y (z — a)(z — b)3 • cp(xy) , f(xy) = 0 

ed
4-------------------- .

u = y/(z— b)(z— d) ' yfixy) , f(xy) — 0 ,

e ancora che le due curve
2 ________________ 4 ____ -............. ..........

u = \/(z—a)(z—&)3 • cp(xy) ed u = y/(z—bfiz—d) - yfixy)

siano birazionalmente distinte p) : ciò importa che la terna gr g2 g% 
delle generatrici di contatto quadripunto di yj con / sia dissimile 
dalla terna g'T g'2 g'3 delle generatrici di contatto di cp ed /, cioè con­
tata due volte, costituisca una sestina non equivalente a quella 
che si ottiene sommando alla g[ g2 g'Q tre generatrici di / che giacciano 
in un piano.

18. Caso equinarmonico.

Nel caso equianarmonico, se la curva ellittica K contiene una 
gl che non sia generata da semplici trasformazioni ordinarie (n — 
— 2, 4), essa dovrà venir generata da un gruppo Fn di trasforma­
zioni, ciclico o ab diano (a base due), che contenga qualche trasfor­
mazione singolare del 3° o del 6° ordine. Infatti le curve ellittiche 
equianarmoniche posseggono, oltre le trasformazioni ordinarie di 
prima e di seconda specie, jc ed I, due serie continue co1 di trasfor­
mazioni singolari cicliche del 3° ordine, co e t, e altre due serie di 
trasformazioni singolari cicliche del 6° ordine, o e q (2). E le trasfor-

p) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. IV, § 33 (vol. Ili, pag. 452).
(2) Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. Ili, § 27 (vol. Ili, pag. 260-63). 
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inazioni dei vari tipi sono legate fra loro dalle seguenti relazioni:

7Z(5 — (5 j o'1cr ----- x TU ----- I la = M MU — p po' = n
X]X — M ox = n ax = I /T ------ p pr ------ u

ni = Z1 IJ ----- a al = (o col ----- 0 t Z ------ p ol = x
no — Mi MiM ---- X no — n OM ---- p QO = I Io = a
ng = pi plP ----- M Mp --- I Ip — T Tp ----- U ag = n

Ora per la gn abeliana non generata da trasformazioni ordinarie 
sulla curva K eguianarmonica, saranno possibili tre casi:

a) n = 3, gl ciclica generata da una trasformazione singolare 
del 3° ordine, co or;

b) n = 6, gl ciclica, generata da una trasformazione singolare 
del 6° ordine, a o p;

c) n ----- 9, gl abeliana (a base due) il cui gruppo contiene tre 
trasformazioni singolari cicliche del 3° ordine, fra loro permutabili, 
diciamo co co, co2, altre tre trasformazioni cicliche c. s. x = co2,

= coj, x2 — CO2, ed infine tre trasformazioni ordinarie di prima 
specie 7r, 7r2, n3 = 1.

Questa classificazione può essere facilmente giustificata a partire 
dall’osservazione che il gruppo JTn deve contenere un sottogruppo 
ciclico invariante jT3, generato da una trasformazione singolare co 
o x. Siccome il F3 genera una gl ciclica con tre punti tripli, siamo con­
dotti ad esaminare le trasformazioni di K che rispondono alle pro- 
iettività mutanti in sè una retta tripla del tipo

u3 ----- (z— a) (2—b)(z—d) ;
le quali sono:

1) le involuzioni, p. es. (ab){dà), che danno come doppio 
un punto della terna (abd) e che scambiano fra loro gli altri due 
punti; e

2) le proiettività cicliche (abd) o (adb).
Ora l’aggiunta al P3 di una trasformazione del tipo 1) riesce ad 

ampliare il I\ stesso in un P6 ciclico (con un punto sestuplo, due 
punti tripli e tre punti doppi) che non è contenuto in un gruppo 
ab diano più ampio; mentre l’aggiunta di una trasformazione (abd) 
del tipo 2) porta ad un P9 ab diano, contenente tre trasformazioni 
singolari del terz’ordine, il quale non è à sua volta contenuto in un 
gruppo ab diano più ampio.

Possiamo costruire facilmente le curve equianarmoniche K che 
rispondono alle anzidetto g\ ab oliane, per

n = 3 , 6 , 9 ,

e quindi le corrispondenti superfìcie ellittiche.
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Avremo come tipo delle superficie ellittiche equianarmoniche di 
determinante n = 3 (caso ciclico) le superficie:

f 3   —•ITI J U = V(z — «)(«— b)(z — d) ■ <p(xy)1 f&y) = o,
dove / è un cilindro cubico e p un altro cilindro dello stesso ordine, 
che tocchi / con contatto tripunto secondo tre generatrici non gia­
centi in un piano.

E avremo come tipo delle superficie ellittiche equianarmoniche di 
determinante n — 6 (caso ciclico) le superficie:TTT J U = y(z~afiz~-b)\z~-d)*  - qfixy)

[ f&y) = o,
dove / designa un cilindro cubico e <p un altro cilindro del 6° ordine 
che tocca / con contatto sestipunto, secondo tre generatrici non ap­
partenenti ad un piano.

Nel caso propriamente ab diano, in cui si tratta delle superfìcie 
ellittiche equianarmoniche F di determinante n — 9, si può riuscire 
alla costruzione di un tipo della F, in modo analogo a quello tenuto 
pel caso armonico (n — 8).

A tal uopo occorre costruire la curva ellittica equianarmonica 
K del piano (uz) che viene rappresentata sopra una retta multipla 
d’ordine 9 (u =0), immagine della nostra gl abeliana, generata da 
due trasformazioni singolari del 3° ordine, fra loro permutabili. 
Come tipo si potrà assumere la curva

u — V— a)2(^ — ^) ’ V + —• b)(z — d)2 • yj
con ep e tp costanti.

Per dimostrare che la u(z) così definita risponde effettivamente 
ad una curva ellittica equianarmonica contenente la sopra indicata 
gl abeliana, converrà calcolare le sostituzioni sui. rami della u in 
ordine ai punti di diramazione

z = a , z — b , z = d .

A tal uopo si designeranno i rami con due indici, il primo dei 
quali assumerà i valori 1, 2, 3 in relazione ai valori del primo ra­
dicale cubico V , eV, e2V (e = <3 3 )
che figura nell'espressione di u(z), mentre il secondo assumerà si­
milmente tre valori in rapporto a quelli del secondo radicale cubico. 
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Avremo, in ordine ai tre punti di diramazione, le sostituzioni se­
guenti :

per z = a

Sa — (^11 î/31 ^'21)(^12 ^32 ^22)(^13 ^33 ^23)?
per z — b

Sb — (^11 ^12 ^13) (^31 ^32 ^33) (^21 ^22 ^23)
e per z — d

Sd = (^11 ^23 ^32)(^12 ^21 ^33)(^13 ^22 ^31) •
La terza sostituzione è l’inversa del prodotto delle altre due, di 

guisa .che viene soddisfatta la condizione d’esistenza della retta 
multipla u = 0, non diramata nel punto all’infinito z = ex? (x)r 
OÄ - 1.

Quindi si riconosce che le dette sostituzioni generano un gruppo 
abeliano I\, che dà luogo ad una g}, egualmente abeliana, sopra 
una curva ellittica equianarmonica.

Così si è condotti a dimostrare che le superficie ellittiche equianar- 
moniche di determinante n = 9 (caso abeliano) danno luogo al tipo

III. 1 u = — «?(« — d) • <P + V(*  —b)(z— d)2 ip(xy)
l /(®ÿ)-= 0,

dove / è un cilindro cubico e 99 e y) possono supporsi del pari cilindri 
cubici osculanti / secondo due terne di generatrici non equivalenti,, 
che non giacciano in uno stesso piano.

19. Riassunto.

Possiamo riassumere l’analisi delle superfìcie ellittiche di genere 
pg — 0 con curva canonica virtuale d’ordine zero, enunciando il se­
guente teorema:

Le superficie ellittiche di genere pg = 0 e pa = — 1 con curva­
canonica virtuale d'ordine zero, caratterizzate dal valore del P12 — I, 
cioè le superfìcie con pa = — 1 possedenti un fascio ellittico di curve 
ellittiche A e un secondo fascio lineare di curve ellittiche C, si di­
stribuiscono in sette famiglie di determinante n — 2, 4; 4, 8; 3, 6, 9, 
rappresentate da uno dei tipi d’equazioni IaIb IIa IIb IIIa IIIb IIIC, 
ovvero da un tipo simile.

I tipi Ia e Ib (risp. tipo ciclico e tipo abeliano) rispondono a curve 
ellittiche C di modulo generale; IIa e IIb (tipo ciclico e tipo abeliano)

(x) Cfr. Enbiqijes-Chisint, Lezioni. Libro V, cap. IV, § 38 (vol. Ili, pag. 429). 
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a curve C armoniche, ed infine IIIa e IIIb a un tipo ciclico con C 
equi anar maniche e IIIC a un tipo equianarmonico abeliano.

Le superfìcie ellittiche predette si distinguono anche, fino ad un 
certo punto, mediante i valori dei plurigeneri inferiori al Pl2, cal­
colabili colla formula del § 14. Le superfìcie Ia e Ib (determinante 
2 e 4) hanno i caratteri:

P2 = 1, P4 = 1, Pu - 1 ;
le superfìcie di tipo armonico IIa e IIb (determinante 4 e 8) hanno:

(Pi = 0) , P4 = 1 , P6 = 0 , P12 = 1 ;

ed infine le superficie del tipo equianarmonico IIIa (determinante 3) 
hanno

P2 = 0 , P 3 = 1, P4 = 1 , P12 = 1 ,

mentre le IIIb e IIIC (determinante 6 e 9) hanno

P2 = 0 , P3 = 0 , P4 = 1 , P12 = 1 .

Notizia. - Le superfìcie ellittiche con curva canonica virtuale 
d'ordine zero, già osservate da Enriques nel suo studio sulle super­
fìcie di genere zero (1905), si presentano come particolari superficie 
iperellittiche (più precisamente come involuzioni sopra la super­
fìcie di Jacobi che corrisponde ad una curva degenere di genere due), 
ed in questo senso sono state incontrate da G. Bagnerà e M. De 
Franchis nella memoria del 1907 « Sopra le superfìcie algebriche 
che hanno le coordinate del punto generico esprimibili con funzioni 
meromorfe quadruplamente periodiche di due parametri » f1).

I detti autori scoprono che tali superfìcie danno luogo a un nu­
mero finito di tipi e riescono a classificarle assegnandone le rappre­
sentazioni parametriche iperellittiche, che rispondono alle nostre 
7 equazioni tipiche.

Indipendentemente da Bagnerà e De Franchis, ma dopo di 
loro, anche Enriques e Severi hanno ritrovato in altro modo co­
desto risultato, sempre partendo dalla rappresentazione parametrica 
delle nostre superfìcie mediante funzioni iperellittiche (2).

In codesta trattazione ci sembra particolarmente notevole il 
concetto di costruire la superfìcie iperellittica o abeliana propria, 
come superfìcie ellittica multipla priva di curve di diramazione, cal­
colandone i caratteri che valgono a definirla (pa — — 1, pg = 1,

P) Rendic. Lincei, s. V, vol. XVI, 1907r
(2) F. Enriques e F. Severi, Intorno alle superficie iperellittiche irregolari, 

Rendic. Lincei, s. V, vol. XVII, 1908z (cfr. degli stessi autori ibidem, vol. XVI? 
1907p. Mémoire sur les surfaces hyperellyptiques. Acta Mathem., t. 32 e 33 (1909). 
Vedansi in ispecie i §§ 56 e 57.
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_P4 = 1 secondo un teorema di Picard-Enriques). Per esempio, ri­
ferendoci alla superfìcie ellittica più semplice, del tipo Zfl, si avrà 
una Fm d’un certo ordine m in $3, possedente una superfìcie biag- 
giunta ç?2n-8 6 si otterrà una superfìcie iperellittica propria (pa — — 1,

2 
pg = 1) estraendo la yç)2n_8 sopra la Fm.

La presente trattazione del problema, cioè la classificazione al­
gebrica delle nostre superfìcie ellittiche (che, nella parte costruttiva, 
utilizza il citato lavoro di 0. Chisini), ha formato oggetto di una 
Nota di Enriques « Sulle superfìcie ellittiche di genere zero » (3)*  
del 1934, e si trova poi esposta nelle « Lezioni » di Enriques- 
Campedelli del Seminario Matematico di Borna (1934).

(3) Rendic. Lincei, s. VI, vol. XIX, 18 febbraio 1934.



Capitolo XI.

CLASSIFICAZIONE GENERALE DELLE SUPERFICIE

1. Introduzione.

Il lettore che abbia seguito gli sviluppi di questo trattato, se 
— come spesso accade fra i matematici — porta amore soprattutto 
alle verità generali, può averne ritratto l’impressione che l’autore 
abbia dato troppo posto ad esempi e casi particolari, lasciandosi in 
qualche modo guidare dal sentimento di curiosità del naturalista 
che raccoglie in un museo i più diversi tipi di animali o di piante 
o di minerali.

Ma come il museo riesce a dare un’idea della ricchezza di forme 
della vita e conduce quindi a problemi generali della biologia, anche 
la raccolta di esempi, in questo campo delle matematiche, assume 
un significato essenziale sotto l’aspetto euristico o storico-costrut­
tivo della scienza. Possiamo illustrarne il valore ripetendo le parole 
con cui G. Castelnuovo rendeva conto dei nostri sforzi, fatti in 
comune, per dissipare le oscurità che incontravamo agl’inizi della 
teoria delle superficie f1).

(1) La geometria algebrica e la scuola italiana. Conferenza tenuta al Congresso 
Internazionale dei Matematici, Bologna, settembre 1928.

«Avevamo costruito, in senso astratto s’intende, un gran nu­
mero di modelli di superfìcie del nostro spazio o di spazi superiori; 
e questi modelli avevamo distribuito, per dir così, in due vetrine. 
Una conteneva le superfìcie regolari per le quali tutto procedeva 
come nel migliore dei mondi possibili; l’analogia permetteva di 
trasportare ad esse le proprietà più salienti delle curve piane. Ma 
quando cercavamo di verificare queste proprietà sulle superfìcie 
dell’altra vetrina, le irregolari, cominciavano i guai, e si presenta­
vano eccezioni d’ogni specie. Alla fine lo studio assiduo dei nostri 
modelli ci aveva condotto a divinare alcune proprietà che dovevano 
sussistere, con modificazioni opportune, per le superfìcie di ambedue 
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le vetrine; mettevamo poi a cimento queste proprietà colla costru­
zione di nuovi modelli. Se resistevano alla prova ne cercavamo, ul­
tima fase, la giustificazione logica ».

Ma ora possiamo dire di più: le determinazioni di particolari 
famiglie o classi di superfìcie su cui ci siamo indugiati, non danno 
semplici esempi, il cui significato si lasci superare nel processo in­
duttivo della scienza; poiché esse si ravvicinano in una sintesi che 
riesce a ciò che può dirsi scopo principale di questa teoria algebrico - 
geometrica; cioè alla classificazione generale delle superficie alge­
briche.

A tale proposito conviene notare che la geometria algebrica è, 
in sostanza, un’aritmetica superiore, dove il criterio stesso della 
generalità ha soltanto un significato relativo. C’è qui un’osservazione 
assai profonda, che risale al Poncelet e al Noether: da un punto 
di vista puramente logico non può dirsi, per esempio, che la fa­
miglia delle superfìcie non riferibili a rigate sia più ampia di quella 
delle rigate. Se si procede a classificare le superfìcie (dello spazio or­
dinario o di un iperspazio) secondo il loro ordine n, si presenta come 
più generale il caso di superfìcie non riferibili a rigate le cui sezioni, 
iperpiane sono di genere n con

n < 2n — 2 ;

ma se invece si procede a classificare le superfìcie secondo il genere 
n delle loro sezioni iperpiane, apparirà più generale il caso in cui. 
l’ordine

n > 2n — 2 ,

cioè il caso che risponde a superfìcie riferibili a rigate.
Da ciò che si è detto non. vogliamo trarre conclusioni paradossali. 

Ma se continueremo a ritenere lo studio delle superfìcie non appar­
tenenti alla famiglia delle rigate come più generale di quello delle 
rigate, questo giudizio, piuttosto che un’affermazione di fatto, sarà 
un giudizio di valore, in cui si soppesano — per cosi dire — i problemi 
che si riferiscono all’uno e all’altro tipo, la ricchezza di casi cui danno 
luogo, la possibilità di subordinare l’una all’altra famiglia da punti 
di vista più significativi. Da ciò conviene trarre questo insegnamento : 
che ogni famiglia o classe di superficie, la quale presenti caratteri 
propri che la distinguono dalle rimanenti, costituisce un oggetto di 
studio altrettanto degno di essere perseguito, e che la definizione 
di una tale famiglia in ordine a caratteri interi invarianti importa 
spesso un interesse d’ordine generale. Per esempio la definizione 
della famiglia delle rigate mediante l’annullamento del quadrige- 
nere e del sestigenere costituisce, non tanto un risultato particolare 
interessante codesta famiglia, quanto un teorema significativo della 
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teoria generale; che c’insegna l’esistenza di curve canoniche o plu- 
Ticanoniche (d’ordine > 0) sopra qualsiasi superfìcie non riferibile 
a rigata.

La nostra classificazione, raccogliendo in una sintesi i risultati 
delle analisi precedenti, riesce a distinguere 4 famiglie di superfìcie, 
che hanno proprietà essenzialmente diverse e che si definiscono col 
valore del P12 e — subordinatamente — del Sono:

A) le rigate (esistenza di sistemi lineari di genere n e grado 
n > 2n — 2, infinite curve eccezionali non eliminabili, ed anche 
— come vedremo -— serie continue di trasformazioni irrazionali 
non formanti un gruppo di dimensione finita) ;

B) le superfìcie (prive di curve eccezionali) con curve pluri- 
canoniche d’ordine zero (sistemi lineari puri di grado n = 2rc—2);

C) le superfìcie (n'<2n—2 per tc > 1) aventi curve cano­
niche o pluricanoniche composte colle curve ellittiche d’un fascio 
<P  = 1);(1)

D) le superfìcie (n <2n—2) con pW > 1, che danno luogo 
a superfìcie canoniche o pluricanoniche porgenti un modello le cui 
proprietà proiettive rispecchiano le proprietà invariantive della 
classe di superfìcie.

Ognuna di queste famiglie costituisce un oggetto di studio in­
teressante di per sè, ma il rilievo delle proprietà caratteristiche che 
la distinguono dalle altre ha, come abbiano detto, un valore in or­
dine alla teoria generale.

Ora, perchè la classificazione assuma il suo proprio significato, 
conviene estendere alle superfìcie di genere pg > 0 alcune osser­
vazioni fatte per il caso pg — 0; e per questo scopo giova anzitutto 
approfondire lo studio delle superfìcie che ammettono una serie 
continua di trasformazioni irrazionali in se stesse.

2. Superficie che ammettono una serie continua di trasformazioni 
irrazionali in se stesse: casi che conducono alle rigate.

Sappiamo che le superfìcie riferibili a rigate posseggono serie 
continue di trasformazioni irrazionali in se stesse; in particolare 
sopra una superfìcie razionale, ovvero sul piano, si conoscono (1) 
i tipi di gruppi continui di trasformazioni cremoniane, e d’altra parte 
si hanno pure serie continue di trasformazioni, come sono le quadra­
tiche, che non generano per moltiplicazione gruppi continui di di­
mensioni finite. E serie simili si possono anche riconoscere sopra una 
superficie rigata di genere p > 0 ; dove tuttavia si avranno serie

(1) Enriques, 1893. Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. II, § 28 

(vol. Ili, pag. 200).
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di trasformazioni operanti sulla superfìcie in modo non transitivo 
se sia p > 1.

Con qualche restrizione aggiuntiva, le osservazioni precedenti 
si invertono, cioè il possesso di un’infinità continua di trasformazioni 
birazionali permette di caratterizzare la famiglia delle rigate. Ciò 
può farsi da quattro punti di vista:

1) appartiene alla -famiglia delle rigate ogni superfìcie che pos­
segga un gruppo razionate oo1 di trasformazioni in se.

2) appartiene alla famiglia delle rigate ogni superfìcie che pos­
segga un gruppo continuo (algebrico o trascendente) di trasformazioni 
in se, che lasci transitivamente (1) invariato un sistema linearet 
\L\, oo1 almeno, di curve.

3) appartiene alla famiglia delle rigate ogni superfìcie F che 
possegga un gruppo continuo di trasformazioni in sè, di dimensione 
r ;> 2, che operi intransitivamente sui punti di F, ovvero di dimen­
sione r > 3 che operi transitivamente su di essa.

4) appartiene alla famiglia delle rigate ogni superfìcie che pos­
segga una serie continua di trasformazioni in sè, non generante un- 
gruppo di ' dimensione finita.

Il teorema I) discende direttamente dal teorema di Noether- 
Enriques (1898) (2) concernente le superfìcie con un fascio di genere 
p > 0 di curve razionali; perchè le traiettorie del gruppo razionale 
oo1 formano appunto un fascio di curve razionali. Ma con vi en dire 
che il risultato di cui si tratta è stato conseguito da P. Painlevé 
prima che Enriques avesse esteso al caso p > 0 il teorema dato da 
Noether per p = 0: infatti la circostanza che le curve razionali 
C d’un fascio sono traiettorie d’un gruppo oo1 permette, agevol­
mente, di costruire una curva direttrice unisecante le C, mercè 
cui le C stesse si trasformano razionalmente in rette.

Il teorema 2) enuncia, in sostanza, che « una superfìcie trasfor­
mata in sè da un gruppo continuo di omografìe, è razionale o rife­
ribile a rigata », e sotto questa forma proiettiva fu dato con qualche 
restrizione, da Enriques (1893), ed ha ricevuto la più completa 
dimostrazione da Fano (1895, 96, 97) (3).

Tuttavia conviene porgere una nuova dimostrazione del teorema 
stesso, che contempli anche il caso di un gruppo P per cui resti 
invariato un sistema lineare \L\ (oo2 almeno) appartenente ad una

(1) S’intende che permuti in infiniti modi gli elementi (curve) di \L\.
(2) Cfr. p. es. Conforto, Le superficie razionali. Libro II, cap. I, §§ 4, 5, 6 

(pag. 245, 260, 262).
(3) Cfr. Conforto, Le superficie razionali. Op. cit. Libro II, cap. II, § 37 (pa­

gina 496).
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involuzione, e il caso di un r che lasci invariato un fascio lineare 
I JS I ; anzi la dimostrazione che proponiamo ricondurrà il teorema 
generale proprio a quest’ultimo caso.

Prendiamo le mosse dall’osservazione (di Picard) che « un gruppo 
continuo di trasformazioni birazionali di una superfìcie algebrica 
in sè è sempre contenuto in un gruppo continuo algebrico » (1).

Se la superfìcie F ammette un gruppo continuo .algebrico di 
trasformazioni in sè, che lasci invariato transitivamente un fascio 
lineare di curve \L\, si può supporre che le curve L sieno permutate 
da r secóndo un gruppo oo1, poiché altrimenti basterebbe porre al 
posto di r il sottogruppo delle sue trasformazioni che las ein ferme 
una ovvero due particolari curve L.

Ciò posto converrà distinguere le seguenti ipotesi:
a) il gruppo r è oo1; allora le sue traiettorie, ammettendo 

oo1 trasformazioni in sè, sono curve K (a priori razionali o ellit­
tiche) (2) su cui le L segano un’involuzione razionale invariante e 
perciò sono razionali (3): segue che la F è riferibile ad una rigata.

b) il gruppo r è oo1 almeno, ed opera transitivamente sui punti 
della superfìcie. Allora le curve del fascio |Z|, trasformate in sè 
da oo1 trasformazioni del P, sono razionali o ellittiche.

Se sono razionali la F si lascia trasformare in una rigata. Se in­
vece le L sono ellittiche, si consideri la serie oo1 ellittica \D\ che è 
costituita dalle trasformate di una curva D, scelta in modo affatto 
generale, sopra la F: per ogni punto P di / vi è un certo numero i 
di curve D di e P è suscettibile di variare sopra una curva K 
in modo che i gruppi di il) uscenti da esso risultino equivalenti; 
perciò le K cosi definite debbono formare un fascio ellittico (A), 
senza punti base (4).

Quindi, fra le trasformazioni del nostro F permutanti gli elementi 
(curve) di (A) vi saranno oo1 trasformazioni, formanti un sottogruppo 
P, che avranno come traiettorie le K, A priori, per il teorema di 
Schwarz, queste K risulterebbero razionali o ellittiche; ma il se-

(1) Invero le condizioni perchè una superficie F venga trasformata in sè da 
trasformazioni birazionali di un dato ordine, sono algebriche, e quindi valgono a 
definire un gruppo algebrico, continuo o misto. In questa seconda ipotesi il gruppo 
misto contiene entro di sè un gruppo continuo.

(2) Teorema di Schwartz. Cfr. Enbiques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. IIIr 
§ 31 (vol. Ili, pag. 309).

(3) Le curve che ammettono infinite trasformazioni in sè che lascino invariata 
una g1, si riducono mercè un multiplo di questa serie a curve (di un certo spazio) 
con infinite trasformazioni proiettive e perciò sono razionali. Cfr. p. es. Enriques- 
Chisini, op. cit. Libro V, cap. HI.

(4) Cfr. Cap. IX, 12.
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condo caso si esclude, osservando che le trasformazioni di F' deb­
bono lasciare invariata la serie lineare g\ segata su una K dalle 
L di \L\. Si deduce che la F è riferibile ad una rigata, c. d. d.

Dopo avere cosi stabilito il teor. 2) pel caso in cui il sistema li­
neare ILI, invariante pel gruppo !\ sia un fascio, è facile estendere 
la dimostrazione al caso in cui \L\ sia un sistema lineare, oor, con 
r> 1. Infatti le trasformazioni di F (che può supporsi gruppo con­
tinuo algebrico) operano sugli elementi (curve) di \L\ come omografìe 
di un Sr, formanti del pari un gruppo algebrico F' e saranno pure 
algebrici i sottogruppi di dimensione > 1 formati da tutte le tra­
sformazioni di P ^permutabili con una data co. Ora un sottogruppo 
siffatto, diciamo F\ lascia fermi gli stessi punti uniti di o e quindi 
anche una retta unita, non tutta costituita di punti uniti : alla quale 
corrisponde un fascio lineare di curve Z, transitivamente invariante 
per r . Si ricade cosi nel caso trattato innanzi.

Il teorema 3) (q si dimostra come segue.
Pongasi dapprima che il gruppo P, oor, delle trasformazioni di 

F operi intransitivamente sulla superfìcie, vale a dire trasformi in 
sè le curve C d’un fascio sopra di essa. Se il r è (come può supporsi) 
un gruppo algebrico oor con r > 2, si otterrà un suo sottogruppo 
algebrico oo1, F', imponendo alle trasformazioni di r di lasciar fermi 
r — 1 punti generici di F : diciamo 0,0'...,

Ora il gruppo F — serie algebrica oo1 di elementi con infinite 
trasformazioni in sè — sarà, a priori, razionale o ellittico. Ma non 
può essere ellittico perchè contiene una serie g\ invariante, d’un 
certo ordine n > 1, che risponde alla serie dei punti di F infinita­
mente vicini ad 0. Dunque è razionale e (conforme al teor. 1) la 
F è riferibile ad una rigata.

A dir vero il ragionamento precedente darebbe luogo ad un’ec­
cezione se le trasformazioni di F lasciassero fermi tutti i punti di F 
infinitamente vicini ad 0 ; ma in tal caso si ripeterà lo stesso discorso 
per riguardo all’intorno successivo di un punto vicino ad 0 nel­
l’intorno del prim’ordine, e similmente — ove occorra — per il 
primo intorno di un punto Os vicino ad 0 nell’intorno d’ordine s, 
che non sia tutto costituito di punti uniti pel F'.

In modo analogo si dimostra il secondo caso del teorema, dove 
si ha un gruppo algebrico F, oo3 almeno, che opera transitivamente 
sui punti di F. Riferendoci all’ipotesi piu semplice, in cui il F abbia 
la dimensione 3, si otterrà un sottogruppo algebrico oo1, F , im­
ponendo alle trasformazioni di F di lasciar fermo un punto 0, e

(x) Cfr. Castelnuovo-Enriques, Sur les surfaces algébriques admettant un 
groupe continu de transformations birationelles en elles-mêmes. (Comptes rendus, 
Paris, 29 Luglio 1895).
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— come nel caso precedente — si riconoscerà che il P è un gruppo 
razionale.

Se invece il F abbia una dimensione r > 3, si otterrà similmente 
un suo sottogruppo F\ razionale oo1, imponendo alle trasformazioni 
di F di lasciar fermo un punto 0 di F, e poi ancora un punto 
infinitamente vicino ad 0 eco.

(1) Castelnuovo-Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria 
delle superficie algebriche. Annali di Mat., 1901 (n. 19).

(2) Cfr. Cap. X, § 2.

Finalmente dimostriamo il teorema 4) che risponde ad una que­
stione più riposta, sollevata da E. Picard (1).

Se la superfìcie F ammette una serie continua r — poniamo 
oo1 — di trasformazioni in sè, che non generi un gruppo (di dimen­
sione finita), vuol dire che i .prodotti delle trasformazioni di I\ prese 
r ad r, costituiranno in generale le trasformazioni di una serie oor, 

dove r è suscettibile di diventare grande ad arbitrio. Quindi le 
trasformazioni di Fr muteranno una curva C, scelta nel modo più 
generale su F, nelle curve Cr di un sistema continuo \Cr \ di dimen­
sione r. Se la curva C appartiene ad un sistema lineare privo di 
punti base, di genere n e grado n, il \ Cr\ sarà formato di sistemi 
lineari | Cr | dello stesso genere e grado, aventi un certo numero di 
punti base di molteplicità i (i — 1, 2 e il grado e il genere vir­
tuali di un I Cr I saranno dati rispettivamente da

= n + Eh2

nr=n +
Pertanto si avrà

Nr — 2nr = n — 2n + Ehi .

Ma, siccome il grado Nr di \Cr\ (che a priori è > r—1) cresce 
con r quanto si vuole, si potrà scegliere r in modo che sia

Eh} > (2tì —■ n)2 
e quindi 

Ehi > y/Eh2i > 2n—n .

Così appare che la superfìcie F possiede curve di genere ITr e 
di grado Fr > 2lTr — 2 e perciò (2) è riferibile ad una rigata.

c. d. d.

Z. Superficie ellittiche e iperelìittiche.

L’analisi del precedente paragrafo ci permette ora di «determinare 
tutte le superfìcie F, non riferibili a rigate, che ammettono un gruppo 
continuo di trasformazioni in se stesse ».

Enriques F. - Superficie algebriche. 28
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Anzitutto si può supporre che questo gruppo F (non contenuto 
in un gruppo più ampio) sia algebrico; quindi il gruppo darà luogo 
a uno dei casi seguenti:

1) F opera intransitivamente sui punti della superfìcie F, 
ed è allora (§ 2) un gruppo oo1 ellittico che muta in sè le curve ellit­
tiche C d’un fascio, avente un certo genere q > 0;

2) ovvero r è un gruppo oo2 di trasformazioni, che opera tran­
sitivamente sui punti di F.

Primo caso. - Ne] primo caso la superficie F che ammette un gruppo 
algebrico oo1 di trasformazioni bir azionali è una superficie ellittica, 
ed ha genere numerico pa — — 1, il genere geometrico pg = q, e il 
genere lineare pù) — i.

Infatti le oo1 trasformazioni di r portano una curva L, scelta 
in modo generale su E, nelle oo1 curve di una serie ellittica \L\\ 
per ogni punto P vi sarà un certo numero i di curve L e P potrà 
muoversi in F sopra una curva K in modo che il gruppo delle i F 
suddette si mantenga equivalente a se stesso; quindi le curve K 
formeranno su F un fascio ellittico (A), sulle curve del quale le L 
segano gruppi equivalenti: per questo motivo le curve K sono es­
senzialmente distinte dalle C, traiettorie del F.

Ora la superfìcie F, che contiene un fascio di genere q di curve 
C ellittiche e un fascio ellittico di curve K (di genere > 0) è ellittica 
(Cap. X, § 12) e possiede i caratteri anzidetti, che si lasciano fa­
cilménte valutare.

A tale scopo si calcoli il numero A delle curve di (K) dotate di­
punto doppio e si esprima per mezzo dell’invariante di Zeuthen - 
8egre. Poiché (7f) è un fascio ellittico si troverà

A — 4 — 12pa — ph) 9.

E poiché le curve di (A) sono trasformate l’una nell’altra dalle 
trasformazioni di F che non ne lasciano ferma alcuna:

A = 0 ; 
quindi

12 Pa—ptp + 13 = 0 ,
Pa = ~ 1 , P(1) = 1 -

Infine, se q = 0 segue pg = 0, e se g > 0 i gruppi della g^-^. 
entro il fascio (C) costituiranno le curve canoniche di F (Cap. X, 
§ 12); perciò sarà, in ogni caso

P9 = Q-
Nota. - Il più semplice esempio di superfìcie ellittiche di genere 

pff > 0 è quello delle superfìcie F di determinante 1, rappresentative 
delle coppie di punti di una curva ellittica e di una curva di genere 
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pg, le quali si lasciano d’altra parte rappresentare sopra un cilindro 
cubico multiplo G (cfr. Cap. X, § 13). Le superfìcie ellittiche di genere 
pg > 0 e di determinante n > 1 si possono costruire partendo dalla 
F di determinante 1 multipla, o anche da un cilindro cubico mul­
tiplo. In sostanza si ripetono con poche modifiche le considerazioni 
svolte pel caso pg = 0.

Appare pertanto che le superficie ellittiche per pg> 0 danno luogo 
ad infinite famiglie corrispondenti ai seguenti caratteri interi, fino ad 
un certo punto indipendenti:

a) il genere geometrico pg, genere del fascio di curve ellittiche 
W;

b) il determinante n, numero delle intersezioni di una curva K 
con una curva del fascio ellittico (C) (costituito dalle curve diret­
trici delle J£);

c) il numero delle curve ellittiche multiple (K — sKs) che ap­
partengono al fascio (K) e i relativi ordini di molteplicità (sj: come 
per pg = 0 si può mettere in relazione questi numeri coi plurigeneri 
della superfìcie ().*

d) il genere n delle curve del fascio ellittico (<7): 0)

(*) Qui si presentano interessanti problemi classificatori: per esempio «de­
terminare le superficie ellittiche corrispondenti ai primi valori di Ji ». Per 7t -- 2, 
pg — 0, citiamo la Memoria di L. Campedelli, Intorno alle superficie ellittiche 
con un fascio di curve di genere due. Pendio. Seminario Mat. di Padova, 1935.

n = 1 + n(p,— 1) + ;

/Secondo caso. - Dopo aver esaurito la discussione del caso 1), 
esaminiamo ora il caso 2), ove si tratta delle superfìcie che ammet­
tono un gruppo continuo, oo2, r di trasformazioni in se.

Anzitutto rileviamo che, ove le trasformazioni di F non siano 
tutte permutabili fra loro, quelle trasformazioni che sono permuta­
bili con una data formeranno un sottogruppo algebrico oo1 di r, 
e quindi si sarà ricondotti a particolarizzazioni del caso 1).

Pertanto si può supporre che il F sia un gruppo oo2, transitivo 
su F, costituito da trasformazioni permutabili. Ed ancora è lecito 
aggiungere che esso sia transitivo senza eccezio i sopra la super­
fìcie F priva di curve eccezionali : altrimenti si avrebbe su F almeno 
un punto unito 0 o una curva unita / e, fissando un punto vicino 
ad 0 ovvero un punto della curva /, si otterrebbe entro F un sotto­
gruppo algebrico oo1 con un punto unito, onde la F potrebbe tra­
sformarsi in una rigata (§ 2).

Infine è agevole riconoscere che il nostro F opera in modo sem­
plicemente transitivo sui punti della F, cioè che non può aversi un 
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numero finito n > 1 di trasformazioni di F in cui ad un punto A 
corrisponda un medesimo punto A' della superfìcie. Invero questa 
ipotesi si riduce all’assurdo come segue.

Ammesso che l’ipotesi sia verificata, si consideri, accanto alla 
J7, la superfìcie F' (che offre la rappresentazione parametrica del 
gruppo r secondo S. Lie) i cui punti rispondono, senza eccezione, 
agli elementi (trasformazioni) di P; le trasformazioni di F operando 
le une sulle altre per moltiplicazione, il F opererà su F' in modo sem­
plicemente transitivo: la F' è dunque una superfìcie iperellittica, cioè 
abeliana (Cap. IX, § 9). D’altronde vi è fra F edF' una corrispondenza 
(1, n) in cui ai punti di F rispondono su F' i gruppi d’una involu­
zione In\ e così la F' è rappresentata sulla F n-pla senza punti di 
diramazione. Segue di qui che l’involuzione In su F' è generata da 
un gruppo finito abeliano Gn di trasformazioni del P, invariante 
per le oo2 trasformazioni del F stesso ; e pertanto alle n trasforma­
zioni del F che fanno corrispondere due gruppi dell’involuzione Zn, 
risponderà una sola trasformazione di F in cui si corrispondono i 
punti omologhi A ed A', contro l’ipotesi, da cui siano partiti, che 
avessero n trasformazioni del F portanti A in A'.

In conclusione possiam dire che le super-fide P, non riferibili a 
rigate, che ammettono un gruppo co2 di trasformazioni birazionali 
(caso 2) sono Superfìcie ip er ellittiche cioè varietà a due dimensioni 
abeliane, secondo la definizione del Cap. IX, § 9.

Di queste superfìcie abbiamo già valutato il genere (Cap. IX, 
§ 10) che è

P« = 1,
ed è agevole trovare gli altri caratteri.

Anzitutto la superficie iperellittica F (priva di curve eccezio­
nali) non può possedere curve canoniche K d'ordine > 0.

Infatti il gruppo oo2 delle trasformazioni di P, lasciando ferma 
la Zf, non porterebbe più i punti di essa in altri punti della super­
ficie, avendosi così un’eccezione alla transitività del F Qui giova 
anche avvertire che, a priori, la P' non può possedere un sistema 
canonico di dimensione pg — 1 > 0, perchè, questo sistema lineare 
essendo trasformato in sè dalle trasformazioni del P, la F stessa 
resulterebbe riducibile ad una rigata (§2).

Ora, la superfìcie F possedendo una curva canonica d’ordine 
zero, il suo genere lineare (assoluto) sarà

p(i) = i. .

Desta da valutarne il genere numerico pa. A tal uopo converrà 
dimostrare che l’irregolarità di F vale

q = Pa — pa = z, 
sicché

Pa = — 1 •
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Cominciamo dal dimostrare che «la varietà di Jacobi Vv, cor­
rispondente ad una curva C di genere p che appare subito avere una 
irregolarità > 0, ha precisamente l’irregolarità p e non superiore, 
cioè che non può aversi in Vv una serie oor con r > p di varietà 

dis equivalenti ».
Questa proposizione consegue dal terzo criterio d’equivalenza 

(Cap. Ili, § 13) che dalle superficie si estende agevolmente alle varietà 
a più dimensioni. In base a questo criterio è lecito affermare che due 
varietà appartenenti alla VP , che sieno disequivalenti, dovranno 
segare Vp_2 disequivalenti sopra la Vp^ che risponde alla serie dei 
gruppi di p punti di C con un punto fìsso Alf e quindi ancora VP~3 
disequivalenti sulla VP_2 che risponde ai gruppi di p punti di C 
con due punti fìssi A1 e A2 eco.

Pertanto si dimostrerà la proposizione enunciata ove si riconosca 
che la V2, rispondente alla serie dei gruppi di p punti di C con p — 2 
punti fìssi A± A2.... Ap_.2, cioè la superfìcie rappresentativa delle 
coppie di punti della curva C di genere p, ha proprio l’irregolarità 
p e non > p.

E per ciò basta osservare che una serie oor di curve dis e qui valenti 
su tale superfìcie, dà luogo sopra la C ad una serie oor di gruppi di 
punti disequivalenti, sicché si ha certo

r < p c. d. d.

Una volta stabilita la proposizione sulla irregolarità di una va­
rietà di Jacobi VP, si deduce che « una varietà ab diana a q dimen­
sioni, Vg, contenuta imprimitivamente nella varietà di Jacobi VP 
(q < p), cioè trasformata in sè da un sottogruppo oop del gruppo 
oo« della VP, ha pure l’irregolarità q ».

Siccome una V q^ di Vq è trasformata dal relativo gruppo abe- 
liano rq nelle Vq^ di una schiera co«, l’irregolarità di Vq è certo 
> g, e basterà dimostrare che non può essere > q.

Invero, se una Vv contiene una siffatta Vq, sicché il gruppo FP 
delle oop trasformazioni permutabili della Vv contenga un sotto­
gruppo algebrico co«, che trasformi in sè le varietà Vq di una 
schiera co2’-« d’imprimitività, il Fp conterrà altresì un sottogruppo 
algebrico co3’-«, che lascierà invariate le Vv_q di una schiera 
co« (x).

Ora, se una delle anzidetto Vq entro VP possiede un sistema con­
tinuo oor di Vq^ disequivalenti, queste, mediante le co2’-« trasfor­

mi Questo teorema (già enunciato in Cap. IX, § 9) deriva, come si è detto, dall’in­
terpretazione geometrica di un teorema di Picard-Poincaré relativo agli integrali 
abeliani riducibili sopra una curva, interpretazione dovuta a Castelnuovö. 
Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. L. VI. Cap. III. § 38 (vol. IV, pag. 237-241). 
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inazioni del rp_q, genereranno un sistema continuo di dimensione 
r + p — q di Vv_t dis equivalenti, sicché si avrà

r -f- P — q < p, 
r < q.

Dunque: la Vq, contenuta in V9f ha l’irregolarità q e non > q.
In particolare per q — 2, una V2 abeliana, ossia una superfìcie 

iperellittica F che appartenga imprimitivamente ad una VP di 
Jacobi (p > 2), essendo trasformata in sé transitivamente da oo2 
trasformazioni del relativo , avrà l’irregolarità

P,— Pa = 2
e quindi

Pa = —1 .

Ma (Cap. X, § 9) qualunque superfìcie iperellittica F' si può sempre 
ridurre ad una tale F, semplice o multipla, contenuta imprimitiva­
mente in Vj,, e se si ha una F multipla secondo un certo numero 
n > 1, questa è, in ogni caso, priva di curva di diramazione; per­
tanto si può valutare il genere numerico di F' adoprando la formula 
di Severi che lega i generi numerici pa = — 1 e p'a delle due super­
fìcie F e F' in corrispondenza (1, ri) (Cap. V, § 28) ; mancando la 
curva di diramazione della F multipla, codesta formula si scrive

24 (p'„ + 1) = 24 n(p„ + 1), 
e dà quindi

Pa = Pa = — 1 .
In conclusione una superficie iperellittica ha i caratteri

pg ----- 1 , pW = 1 , pa = — 1 .

Inoltre, possedendo soltanto una curva canonica d’ordine zero 
i suoi plurigeneri saranno tutti eguali ad uno,

4. Caratterizzazione delle superficie ellittiche e iperellittiche me­
diante i valori dei generi. I

I valori dei generi (pa, pg, p^\ P4), che abbiamo trovato appar­
tenere alle superfìcie ellittiche e iperellittiche, permettono reciproca­
mente di definire queste superfìcie (non riferibili a rigate) e quindi 
l’intera famiglia delle superfìcie possedenti un gruppo continuo di 
trasformazioni birazionali in se stesse.

Dimostriamo dapprima che una superficie F coi generi

Pa = — 1 , Pa > 1 » P(1) = 1 1
è una superficie ellittica.
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Infatti le oo3^-1 curve canoniche di F saranno composte colle 
curve ellittiche K d’un fascio (ZI), avente un certo genere p; e a 
priori le 00« (q = pg — pa) curve L dis e qui vai enti d’un sistema com­
pleto 00costruito su F, segheranno sulle K 00gruppi equivalenti 
ovvero appartenenti ad una serie formata di co1 serie lineari: nel 
primo caso le L di \Lj> si ottengono l’una dall’altra per somma e 
sottrazione di curve K di (K) e si deduce

Q = 3 = Po + 1;

nel secondo caso il sistema \L\ viene formato da 001 sistemi continui 
ciascuno dei quali si deduce da una sua curva sommando e 

sottraendo curve K di (X), sicché

Q = Po ,

e oltre (K) — come più volte abbiamo fatto innanzi —- si costruisce 
su F un secondo fascio irrazionale, ellittico, di curve direttrici delle
K. Di conseguenza la superfìcie F risulta essere ellittica (Cap. X, 
§ 12).

Ora vediamo che proprio si avvera questo secondo caso e non 
il primo.

A tal uopo calcoliamo l’invariante di Zeuthen-Segre della .F 
in ordine al. fascio di curve ellittiche K : si avrà

A — 4 - 12 pa — pW + 9 = —- 4 , 
e perciò

A = 0 ;

onde si trae che le K di (ZQ, non acquistando mai punti doppi, 
sono fra loro birazionalmente identiche; in (K) si troverà un certo 
numero di curve ellittiche multiple collo stesso modulo

, .... 
dove

Si > 1 .

Ciò posto, il procedimento spiegato nel § 11 del Cap. X (pel 
caso d’un fascio di genere q = 1) permette di costruire un fascio 
(a priori razionale o ellittico) di curve direttrici C, di genere n > 
senza punti base. Sopra una C le curve canoniche di F segheranno 
la serie canonica ^2n._2 (in generale non completa). Siccome le K 
segano su una C un’involuzione di genere q, che ha per punti
L. -pii le intersezioni colle Ki? le curve canoniche di F saranno for­
mate dai gruppi della gl~^2 entro il fascio (.K) di genere q, cui si 
sommino le curve (sf— 1) Kit E da ciò risulta il genere di F

Po = Q c. d. d.
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Anche per pg — 0 e pa= — 1, p(1)= 1, come per pg > 1 e p<P = ly 
la superfìcie F risulta ellittica (Cap. X, § 12) salvo che essa può 
essere ellittica impropria, riducendosi ad una rigata ellittica (P]2 = 
= 0) f1).

Ma il caso pg — 1 dà luogo ad una eccezione: le superfìcie i cui 
generi valgono

Pa = — 1 , P,= 1 , = 1 ,
si distribuiscono in due famiglie:

1) superfìcie con curva canonica ellittica d’ordine maggiore 
di zero;

2) superficie con curva canonica pura d’ordine zero.
Le superfìcie della prima famiglia sono ellittiche, cioè ammettono 

un gruppo ellittico oo1 di trasformazioni in sè, mentre le superficie 
della seconda famiglia sono iperellittiche, e non in generale ellit­
tiche: vuoi dire che esse ammettono un gruppo ab diano oo2, P, di 
trasformazioni in sè, ma soltanto per moduli particolari esiste in P 
un sottogruppo algebrico (ellittico) oo1.

Per giustificare ciò che si è detto, intorno ai casi 1) e 2), conviene 
stabilire un

Lemma sulla superficie di irregolarità q — 2 : « una superfìcie F 
di irregolarità q = pg — pa — 2, non contenente un fascio di genere 
due di curve, si lascia rappresentare sopra una superfìcie iperellittica 
0, semplice o multipla ».

Per dimostrare questo lemma si consideri su F un sistema con­
tinuo (semplice) formato di oo2 curve disequivalenti, e si ri­
tengano gli elementi (curve) di come « punti » di una superfìcie 
0: la quale (come varietà di Picard della P) sarà una superfìcie ipe­
rellittica. Fra le superfìcie F e 0 intercederà una corrispondenza, in 
cui ai punti di F (ossia ai sistemi oo1 di curve C passanti per esse­
ri spenderanno le curve L di un sistema oo2 sopra F. Diciamo 
che le oo2 Z su 0 non possono essere tra loro equivalenti. Altrimenti 
le oo1 C di \C\ passanti per un punto 0 di F segherebbero sopra 
un’altra C — C gruppi equivalenti e, per il terzo ciiterio d’equiva­
lenza (Cap. Ili, § 13), risulterebbero fra loro equivalenti.

Per giustificare l’asserto conviene considerare sulla superfìcie 
F la serie dei gruppi di punti G sezioni di una particolare C = C, 
non passante per 0, colle oo1 C per 0 ; se si designa con i l’indice di 
codesta serie, si avranno i gruppi G aventi comune un punto P 
di C e i gruppi G aventi a comune un altro punto P' della stessa 
curva; e in virtù di un criterio di Severi-Castelnuovo (2), occorre

(!) Cfr. X, 14.
(2) Cfr. Enuiques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. IV, § 42 (vol. Ili, pag. 483)» 
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e basta dimostrare che i due insiemi di gruppi O, P (O) e P' (0), 
cosi definiti sulla C sono equivalenti. A tal uopo si consideri su O 
la curva L che risponde al punto 0 (o meglio alla serie C (0) delle G 
per 0 ) e il punto A che risponde alla curva C: se, come supponiamo, 
le oo1 L per A sono equivalenti su O, esse segheranno su L gruppi 
di punti equivalenti e così in ispecie saranno equivalenti, sopra la 
detta curva, i gruppi sezioni delle due L — diciamo LP e Lt> — cor­
rispondenti ai punti P e P' di F. Ma — ritornando alla superfìcie 
F — ciò significa che i due gruppi di curve G per O e P e per OeP' 
secanti su C i gruppi di punti P(G) e P'(O), sono equivalenti entro 
la serie delle G per 0 e così fanno parte di una serie razionale oo1 
di gruppi di curve (7; ricordando che una serie razionale di gruppi 
di punti sopra una curva è sempre costituita di gruppi equivalenti C), 
si deduce che P(O) e P'(O), sezioni di G con codesti gruppi di (7, 
sono equivalenti sopra la detta G.

Ora, avendo dimostrato che le oo2 curve L di A (corrispondenti 
ai punti di P) non possono essere tutte equivalenti, dobbiamo an­
cora esaminare l’ipotesi che ogni L di \L\ faccia parte di una serie 
oo1 di curve L equivalenti, e riconoscere che, in tale ipotesi, la su­
perfìcie F contiene un fascio di genere due. Invero nella detta ipotesi 
si troverà su F un fascio di curve K ai cui punti rispondono curve L 
equivalenti, e si può stabilire che le G di una serie '(7(0), passanti 
per un punto qualunque 0 della superfìcie, e quindi tutte le 0, se­
gano su una K gruppi equivalenti: a tal uopo basta ripetere il ragio­
namento fatto innanzi, mostrando che sono equivalenti (entro la 
serie 0(0)) i gruppi di curve comuni a 0(0) (7(P) e 0(0) C(P'), e 
quindi sono anche equivalenti, sulla curva K, i gruppi di punti 
P(0) e P'(G) sezioni della K colle 0 di 0(0).

In tal guisa si verifica che le,oo2 curve 0 di P, fra loro dis equi­
valenti, segano su ogni K gruppi equivalenti; quindi il sistema con­
tinuo oo2 0 si costruisce a partire da un sistema lineare | 01, o 
da una curva 0, sommando e sottraendo curve K del fascio (K)t 
il quale risulta perciò di genere (q > 2 e quindi) pff—pa = 2.

Così è giustificato l’enunciato Lemma.
Ora si può aggiungere che: le superficie d'irregolarità q = 2, con 

pg> 0, contenenti un fascio di genere due di curve (di genere > 0) 
hanno il pa > 0.

Infatti se sia data una superfìcie P, di genere numerico pa = — 1, 
la quale contenga un fascio di genere due di curve K, dimostriamo 
che si ha per essa: pg > 1.

(]) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. I, § 10, Nota (voi. Ili, 
pag. 78).



442 CAPITOLO UNDECIMO

Calcolando l’invariante di Zeuthen-Segre in relazione al fascio 
(K), si trova

A — 4 + — 1) = 12pa — p(D -4- 9 ------3 — pW
e quindi

pV = 1 , d = 0 , 7c = 1 ;

perciò le curve ellittiche del fascio (K) risultano fra loro birazional- 
mente identiche. Allora (come in Cap. X, § 11) si può costruire un 
fascio (che a priori sarebbe razionale o ellittico e risulterà poi ellittico) 
di curve C, senza punti base, direttrici delle K: quindi (x) le curve 
canoniche di F saranno composte coi gruppi canonici delle K di 
(K) ed eventualmente anche da parti fìsse (in modo più preciso da 
(s — 1) Cs dove s-Cs ----- C sia una curva multipla s-pla del fascio ((?)) ; 
si deduce

pg > 2 c. d. d.

In base al lemma sulle superfìcie d’irregolarità q — 2, e all’os­
servazione che le superfìcie con ^ ----- 2 contenenti un fascio di ge­
nere due hanno il pg ;> 2, e quindi > 0, possiamo dire che, una 
superfìcie F con pa ----- — 1 e pg = 1 si lascia rappresentare sopra 
una superfìcie iperellittica O, semplice o multipla, che avrà una 
certa curva di diramazione D. Alla D risponde su F la curva cano­
nica ; perciò, se il genere lineare di F vale pd) — i? si avvererà uno 
dei due casi seguenti, che ci riporteranno ai casi 1) e 2) menzionati 
innanzi :

1) la D è una curva ellittica d’ordine maggiore di zero, ovvero
2) la D è una curva d’ordine zero.

1) Nel primo caso le co2 trasformazioni in sè della superficie 
iperellittica 0, appartenenti al gruppo continuo P, mutano la D 
(di grado zero) nelle curve d’un fascio, e ciascuna D di questo (o 
ciascuna componente irriducibile della D) è invariante per un sotto­
gruppo ellittico oo1 del F. Segue di qui che la superfìcie 0 multipla 
ammette un gruppo ellittico oo1 di trasformazioni, ossia è una su­
perfìcie ellittica, c. d. d.

2) Se invece sopra la superfìcie multipla 0 (privata di curve ec­
cezionali) non vi è curva di diramazione, la F è, come la 0, una su­
perfìcie abeliana, ossia iperellittica (Cap. IX, § 9); e si avvera dun­
que il caso 2).

Si possono distinguere i due casi 1) e 2) osservando che, nel caso
1) (per essere pg ~ le non pg > 1) alle curve ellittiche del fascio 
(D) di 0, o meglio alle loro componenti irriducibili, rispondono su

C1) Cfr. l’osservazione al § 8 del Cap. IX. 



CLASSIFICAZIONE GENERALE DELLE SUPERFICIE 443

F le curve K d’un fascio ellittico di curve ellittiche, in cui il numero 
delle curve dotate di punto doppio vale Zi = 0.

Pertanto in questo fascio (K), formato di curve birazionalmente 
identiche, vi sarà tutt’al più un certo numero di curve multiple 
Di da contare ciascuna (> 1) volte, e la particolare curva D 
che costituisce la curva di diramazione della S multipla sarà com­
posta di un certo numero r di codeste curve:

D = U(si— 1 )Di .

Segue di qui che nel fascio (K) sopra F la curva canonica, ri­
spondente alla D, è V 'a' .Si

Quindi, se r > 1, si avrà su F un sistema bicanonico di dimensione 
> r —• 1 :

I rK + SSi — 2g| ,
Si

aventi come componenti fìsse le curve che rispondono alle Di di 
molteplicità st > 2, contate —2 volte; e, in ogni caso, ove sia 
r — 1, si avrà su F un sistema quadricanonico co1 almeno, di cui 
le componenti variabili sono coppie di curve Æ, formanti una g\ entro 
il (K) ellittico.

In conclusione, nel caso 1), la superfìcie ellittica F (pa = — 1, 
pg — 1, p(1) = 1) ha il quadrigenere

>1,

mentre la superfìcie iperellittica (cogli stessi pa — — 1, pa = 1 e
-- 1, ma con curva canonica d’ordine zero) avrà tutti i pluri- 

generi eguali ad uno e, in particolare il quadrigenere:

P< = 1.

Riassumiamo i risultati ottenuti:
Le superficie, non riferibili a rigate (P4 + P6 > 0 o P12 >0), 

che ammettono un gruppo continuo di trasformazioni birazionali in 
sè stesse, sono caratterizzate globalmente dai valori dei generi:

P« = — 1 , = 1;

esse sono sempre o superficie ellittiche (con un gruppo co1) e pg> 1 
ovvero pg — 1 e P4 > 1; o superficie ipereUittiche (con un gruppo 
oo2) se

Pg = = 1.
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Clie le superficie iperellitiche non siano in generale anche ellit­
tiche, cioè che il loro gruppo co2 non contenga generalmente alcun, 
sottogruppo oo1 algebrico (ellittico), si può -vedere riferendosi alla 
superfìcie di Jacobi che risponde ad una curva C di genere due (su­
perfìcie F rappresentativa delle coppie di punti di C), o similmente 
alle involuzioni abeliane sopra F o alle F multiple senza curva di 
diramazione.

La F iperellittica cosi costruita non contiene curve ellittiche, 
ove la ,C non contenga una involuzione ellittica yj, d’un certo ordine 
n > 1, ovvero degeneri in una coppia di curve ellittiche; nel caso 
particolare in cui la detta F contenga una curva ellittica C, questa 
sarà portata dalle trasformazioni del gruppo F di F nelle curve 
d’un fascio ellittico (C) e (d’accordo col teorema sugli integrali 
riducibili di Picard-Poincaré, interpretato geometricamente da Ca- 
stelnuovo) vi sarà su F un secondo fascio ellittico (K) pure di 
curve ellittiche : le quali si costruiscono come direttrici del fascio (C) 
nel modo indicato nel § 11 del Cap. X. Pertanto la F si potrà rite­
nere in due modi diversi come superficie ellittica, ammettendo due 
gruppi ellittici oo1 di trasformazioni, sottogruppi del F oo2, che hanno 
come traiettorie le C e le K. Infine aggiungiamo che la detta J7,. 
due volte ellittica, di determinante n > 1 (ove le C e le K si seghino 
in n punti), si lascia rappresentare sopra la particolare superfìcie 
iperellittica (e due volte ellittica di determinante uno) che è la su­
perficie di Jacobi corrispondente alla curva di genere due degenere in 
due curve ellittiche, superfìcie da prendersi come multipla secondo n..

Osservazione. - Le condizioni con cui abbiamo definito la fa­
miglia delle superfìcie ellittiche ed iperellittiche (pa = — 1 p(1) = 1) 
contengono qualcosa di sovrabbondante:

la condizione p(i) = 1 è conseguenza della pa = — 1.
Dimostreremo ciò, per le superfìcie ellittiche con pg qualunque,, 

nel § 8; qui l’affermazione verrà giustificata per quanto concerne 
le superfìcie col pg = 1, cioè essenzialmente pel caso ip er ellittico.

Partiamo dalla conclusione acquisita innanzi che : « le super­
fìcie F coi generi pa = — le pg = 1 si lasciano rappresentare sopra 
una superfìcie iperellittica G, semplice o multipla ». Se si ha una 
multipla, vi sarà su questa una curva di diramazione F) di genere

eguale al genere lineare di F, e si tratta di accertare che dal­
l’ipotesi pb) >1 segue

Pa > O-
Dimostriamo la cosa nell’ipotesi piu semplice in cui la curva di 

diramazione D della G sia una curva semplice, di genere q — p(1), - 
dotata di un certo numero ò di nodi e di un certo numero x di cu­
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spidi, caso a cui si riferisce la formula di Severi (x) che lega i generi 
numerici p'a e pa delle due superfìcie & ed F in corrispondenza (1, n) 
(cfr. Cap. V, § 8). La detta formula ci dà

24 (Pa + 1) > 24n (p' + 1) + 6 (e — 1) — 2t , (2) 
dove

Pa = — 1 2 , Q > 1 , 
cioè

(1) Per completare la dimostrazione occorre dunque estendere questa formula 
al caso in cui la detta curva di diramazione sia comunque composta di parti 
multiple.

Che in tal guisa si pervenga al risultato enunciato siamo accertati a priori 
da una considerazione (che riposa in parte sulla teoria degli integrali, semplici di 
prima specie appartenenti ad una superficie), quale ci viene gentilmente comuni­
cata da G. Castelnuovo. Ed è che, per le superficie irregolari non riferibili a rigate, 
designando con I l’invariante di Zeuthen-Segre, si ha

I + 4 == 13 + 12 pa — p(D > 0 .
Infatti per pa < 0 (cioè pa - -— 1) segue

pd) — 1 .
(2) Il caso in cui vale la diseguaglianza risponde all’ipotesi in cui si abbiano 

su D dei punti fondamentali per la corrispondenza (1, n).

24 (pa+ 1)> 6 (e — 1) —2r.

Ma, sopra la superfìcie iperellittica 0 la D appartiene almeno 
ad un sistema co2, e possiede una serie caratteristica (segata dalle 
curve infinitamente vicine) di grado

2Ò + 3r < 2(q + d + T—1) .

Pertanto si avrà
t < 2(e — i)

24(pa + 1) >0, 
cioè

Pa > 0 . c. d. d.

Riassumendo: Le superficie coi generi

Pa = --  1 e pg = 1

hanno il genere lineare
pd) = 1

-6, dove posseggano una curva canonica d'ordine zero (ciò che accade 
per P4 = 1) sono superficie ip er ellittiche.

Notizia. - L’analisi delle superfìcie, non riferibili a rigate, che 
ammettono un gruppo continuo di trasformazioni in se stesse, s’ini­
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zia collo studio delle superfìcie iperellittiche fatto da Picard sotto 
l’aspetto trascendente t1).

Una brillante applicazione degli integrali semplici di differenziali, 
totali che egli stesso ha introdotto nella scienza, conduce l’autore a 
caratterizzare le superfìcie, della specie indicata, che posseggono un 
gruppo oo2 di trasformazioni permutabili, mercè:

1) l’esistenza di due integrali semplici di prima specie;
2) l’esistenza di un intégrale doppio di prima specie (cher 

secondo Olebsch e Noether, vuol dire pg — 1);
3) e la mancanza di una curva canonica (pura) d’ordine mag­

giore di zero.
La condizione 3) (che il Picard, ha avvertito ma, ingannato da 

un errore di Noether, riteneva superflua) porta l’invertibilità dei 
due integrali semplici e quindi la rappresentazione parametrica 
della superfìcie con funzioni (iperellittiche) quattro volte periodiche 
di due variabili indipendenti.

Da questo risultato Enriques (2) ha tratto la caratterizzazione 
delle superfìcie iperellittiche mediante i valori dei generi pa ~ — 1^ 
pa = P4 = 1.

Più tardi Severi (3) ha tradotto la dimostrazione del teorema 
di Picard in forma geometrica, deducendo direttamente l’esistenza 
del gruppo oo2 di trasformazioni dalle condizioni pa = — 1, pg = 1 
e curva canonica d’ordine zero, come anche qui si. è fatto.

Il caso delie superficie con un gruppo ellittico oo1, già incontrato 
da Picard, viene esaurito, sotto l’aspetto trascendente, dall’analisi 
di Painlevé (4) che definisce le superfìcie ellittiche mediante una 
rappresentazione parametrica con funzioni ellittiche d’un parametro 
e algebriche d’un altro, e riesce quindi a classificare tutte le super­
ficie, non riferibili a rigate, possedenti un gruppo continuo di tra­
sformazioni in se. La traduzione geometrica di questo risultato e la 
classificazione dell’intera famiglia di superfìcie mediante i valori dei 
generi, è stata conseguita da ^Enriques nella citata Memoria del 
1905 (5).

(!) E. Picard, Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables 
indépendantes. «Journal de Mathématiques, 1889. (Cap. III). Cfr. il t. Il del Traité 
di Picard e Simart, Parigi 1906.

(2) Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo di trasforma- 
zioni birazionali in se stesse. Pendio. Circolo Mat. di Palermo, 1905.

(3) Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo permutabile 
a due parametri di trasformazioni birazionali. Atti Istituto Veneto, 1908.

(4) P. Painlevé, Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles.. 
Stoccolma, 1895 (pag. 270).

(5) Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo ecc. 1. c. In 
parte già nella precedente Memoria, pubblicata egualmente nei Rendiconti del 
Circolo Mat. di Palermo: Sulle superficie di genere zero (1905).
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5. Superficie coi generi pg = 1 e 1> — 1.

I risultati stabiliti nei precedenti paragrafi ci permettono ora di 
classificare le superfìcie di genere geometrico pg = 1, aventi il ge­
nere lineare p(1) = 1. Queste superfìcie si possono distribuire in 
tre famiglie:

1) Superfìcie regolari di genere pa — pg — 1 con curva ca­
nonica d’ordine zero (caratterizzate dal valore del bigenere P2 — 1), 
che danno luogo a infinite classi di superfìcie (con 19 moduli) a se­
zioni iperpiane canoniche di genere n, d’ordine n = 2yr—2, nello 
spazio S'fa = 2, 3 ....) (Cfr. Cap. VII, § 2).

2) Superfìcie iperellittiche coi generi pa — — 1 e pg — 1, pos­
sedenti del pari una curva canonica d’ordine zero (caratterizzate 
dal valore del quadrigenere P4 = 1), che danno luogo ancora ad infi­
nite classi di superfìcie normali a curve sezioni canoniche di ge­
nere n, d’ordine n = 2% — 2 nello spazio a^_2 (queste classi di­
pendendo, come diremo, da tre moduli).

3) Superficie possedenti un fascio (razionale o ellittico) di 
curve ellittiche: questa proprietà appartiene alle superfìcie 1) e
2) soltanto per valori particolari dei loro moduli.

Per dimostrare che « le tre -famiglie di superfìcie 1), 2), 3) esau­
riscono le superfìcie aventi i generi pg — 1 e — 1» conviene in 
parte richiamare osservazioni già fatte innanzi in questo trattato, 
in parte riconoscere alcuni fatti non ancora osservati. Si tratta delle 
proposizioni seguenti:

a) le superficie di genere geometrico pg = 1 hanno il genere 
numerico

Pa > — 1 , 
cioè

Pa = 1 0 pa = 0 O pa = - 1 j

b) le superfìcie (regolari) per cui pg = pa = 1 con curva ca­
nonica d’ordine zero, sono definite dal valore del bigenere P2 = 1 
(Gap. VII, § 2); invece le superfìcie di questa famiglia che hanno il 
genere lineare = 1, e posseggono una curva canonica (pura) 
d’ordine maggiore di zero, avendo il P2 > 1, conterranno anche 
un fascio (lineare) di curve ellittiche, bicanoniche o componenti 
delle bicanoniche;

c) le superficie per cui pg — 1, con curva canonica d’ordine 
zero hanno il genere numerico pa = 1 ovvero pa — — 1 (Gap. IX, 
§ 8) e, se pa = — 1 hanno pure il genere lineare p(i) = 1, e sono
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superfìcie iperellittiche o superficie ellittiche, con un fascio di curve 
ellittiche, secondochè P4 = l o P4>1 (§ 4);

d) le superfìcie per cui p„ = 1, pa = 0 e = 1 (che per la 
b) debbono contenere una curva canonica d’ordine maggiore di 
zero) posseggono un fascio ellittico di curve paracanoniche, ed han­
no quindi il bigenere P2 > 1.

Fra queste proposizioni la b) e <?) richiamano conoscenze già 
acquisite, perciò basterà dimostrare le a) e d) che portano qualcosa 
di nuovo.

La prop, a) essendo già stabilita per le superficie ellittiche e 
iperellittiche, basterà dimostrarla nell’ipotesi che la superfìcie F (di 
genere pa = 1) non possegga un gruppo continuo di trasformazioni 
in sè (più avanti,. § 7, questa proposizione apparirà come caso par­
ticolare d’un teorema più generale per cui il genere numerico delle 
superfìcie non riferibili a rigate vaie sempre pa > —1).

Sia F una superfìcie di genere pg = 1, che non ammetta un gruppo 
continuo di trasformazioni,. e sia q =pg~pa la sua irregolarità: 
si vuol ridurre all’assurdo l’ipotesi

q > 2, 
cioè

Pa < — 1.
À tal uopo, assumendo q > 2, si consideri la varietà di Picard Va 

corrispondente ad un sistema continuo oo*  di curve C disequivalenti, 
preso sulla nostra F. Come abbiamo veduto (Cap. IX, § 11), ove la 
F non contenga un fascio irrazionale di curve K, una serie oo1 di 
curve C di \ C\ conduce a costruire una superfìcie, semplice o mul­
tipla, identica ad F entro la detta Va. Anzi, in vista di mostrare che 
p0 > ss, si può ritenere che si abbia in VQ una superfìcie semplice 
identica ad F : giacché nel caso di una superfìcie multipla, richia­
mando Y osservazione del § 4, si vede che se questa superfìcie ammette 
un gruppo continuo di trasformazioni in sè, mentre la F non pos­
siede un tal gruppo, il genere numerico della F risulta pa> 0, e 
di conseguenza per la F medesima, pg > ss.

Ordunque si abbia in VQ una superfìcie identica ad F (che tor­
niamo a indicare con F) la quale non ammetta un gruppo continuo 
di trasformazioni in sè; mediante le oo*  trasformazioni della Va 
la nostra F viene trasformata in una serie oo*  di superfìcie analoghe, 
diciamo \F\. Per semplicità supponiamo dapprima q = 3. Siccome 
la Va = V3 ha il genere geometrico uno, il sistema lineare oo2 ca­
ratteristico di F, segato sopra una F dalle superfìcie infinitamente 
vicine, sarà costituito di curve speciali (residue dell 'intersezione 
colla varietà canonica di V3 e, quindi, canoniche), sicché risulterà 
per la F

Pg> 3.
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Il ragionamento si estende al caso q > 3. In questo caso si assu­
merà entro la serie \F\ una serie oo3-3 di superfìcie F, che costituisce 
una varietà Fa_i, e si supporrà in generale che tale varietà sia con­
tenuta in un sistema lineare | | di dimensione r (grande quanto
si vuole); quindi si costruirà il sistema continuo oor+q {F^} ge­
nerato da mediante le oo3 trasformazioni della VQ. Questo
sistema continuo ha un sistema lineare caratteristico cxy* 3-1 di 
varietà speciali 0 canoniche, segato sopra una F^-i dalle varietà 
infinitamente vicine: perciò le dette Vhanno il genere

P > r + q.
Ora si valuti l’infinità delle Vdi che contengono una 

F: vi sono 003 J7, e 00r+3 F0_x contenenti ciascuna oo3“3 J7, sicché 
la dimensione del sistema risulta (nell’ipotesi più sfavorevole):

r %q — 3 —■ x = q
dove x indica l’infinità del sistema delle Fff_1 contenenti una F: 
x — r + q — 3. Segue di qui che il sistema caratteristico di {Fe_4 
in una V g sega sopra una F in essa contenuta, un sistema lineare 
(speciale o canonico) la cui dimensione è almeno:

r q— I—■ (x— 1) — 3.

E pertanto si deduce che il genere di F vale
Pi 4.

In conclusione abbiamo dimostrato che una superfìcie F di 
genere pg < 3, che non contenga un fascio irrazionale di curve, 
non può avere l’irregolarità

S >2;
in particolare una F di genere pg = 1 avrà il genere numerico

Pa > — 1.
La conclusione si estende all’ipotesi che la F contenga un fascio 

irrazionale di curve (C), perchè il computo dell’invariante di Sen- 
then-Segre dà, in rapporto a questo fascio,

A — 4 > 12pa — p( + 9 , 
12(p« + 1) —pU) < 0,

Pa > — 1
e per pa = 1, p^ — 1.

Il teorema d) si dimostra come segue.
Si consideri sopra F un sistema lineare (irriducibile) | C \, di un 

certo genere n.
Il suo sistema aggiunto \C'\ avrà la dimensione

pa + n — 1 = n — 1,
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e segherà sopra una C una serie 2, di deficienza uno, contenuta nel­
la serie canonica. Inoltre il detto | C' | sarà contenuto in una serie 
oo1 di sistemi lineari paraggiunti \C'\, secanti egualmente su C 
una serie 2. Pertanto vi sarà una curva paracanonica ellittica 
definita come differenza

C'—C ,

e le curve paracanoniche analoghe K formeranno su F un fascio 
ellittico: aggiungasi che ogni curva %K apparterrà quindi ad un si­
stema lineare oo1 (almeno) e perciò P2 > 1, c. d. d.

Osservazione. - Un esempio di superfìcie avente i generi pa — 0, 
pg — 1, p(i) = 1, e possedente un fascio ellittico di curve ellittiche, 
è dato dalle più semplici superfìcie paraellittiche, che abbiamo in­
contrato nel § 11 del Cap. X.

Può essere interessante di studiare e classificare le superfìcie 
con Pa = 0 e pg = 1, aventi il genere lineare pM — 1, o anche 

— 2....
I risultati conseguiti si lasciano riassumere dicendo: Le super- 

fide, non riferibili a rigate (P12 > 0), che posseggono una curva ca­
nonica o pluricanonica d'ordine zero (e quindi sistemi lineari senza 
punti base di genere n e grado n — 2tï— 2) sono definite dalla con­
dizione

P12 - 1,
che porta

— 1

e dà luogo alle seguenti famiglie:
1) Pa — 0 e Pa — 0, superficie regolari con curva bicanonica 

d'ordine zero (P2 = 1), rappresentate dalla superficie del 6° ordine 
che passa doppiamente per gli spigoli d'un tetraedro (Cap. VII, § 1);

2) pg = 0 e Pa = — 1, superficie ellittica dei tipi Ia I, IIa II, 
III« III, III« (Cap. X, §§ 16-19);

3) Pg — 1 e pa — 1 (P2 — 1), superficie regolari coi generi uno 
(Cap. VII, § 2);

4) pa — 1 e.pa1 (P4 — 1) superficie ip er ellittiche (§§ 4 
e 6 di questo capitolo).

6. Nota sulla teoria geometrica delle superficie iperellittiche.

Fra le famiglie di superfìcie col P12 = 1, contrassegnate coi nn. 1) 
2) 3) 4) alla fine del precedente paragrafo, conviene distinguere: da 
una parte le superfìcie di genere pa — 1, che sono le 3) e 4) (p? = ly 
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pa — 1 e pa = — 1) e dall’altra le superfìcie di genere pg — 0 
(regolari con P2 — 1, ovvero ellittiche) che sono le 1) e 2). Queste 
ultime costituiscono un numero finito di famiglie a ciascuna delle 
quali appartiene un certo numero di moduli: precisamente: 10 
moduli alle 1), 2 moduli o 1 modulo alle 2). Invece le superfìcie
3) e 4) danno luogo a infinite famiglie distinte dai valori di (almeno) 
un carattere aritmetico, a ciascuna delle quali appartiene un certo 
numero di moduli.

Ciò che qui si asserisce è stato dimostrato per le superfìcie con 
tutti i generi uno (le 3)) nel Cap. XII, § 2; ma sussiste anche per le 
superfìcie iperellittiche 4), come occorre qui spiegare.

La classificazione delle superficie iperellittiche risulta anzitutto, 
sotto l’aspetto trascendente, dalla rappresentazione parametrica di 
esse mediante funzioni 4 volte periodiche di due variabili indipen­
denti (1). I periodi normali primitivi di esse si possono ridurre alla 
tavola

10 g ho 4 Ä g', o
dove ò è un carattere intero (il cosidetto divisore delle corrispondenti 
superfìcie). Ora per ô = 1 si ha la superficie tipo, che è la superfìcie 
di Jacobi, Fj, rappresentativa della varietà delle coppie di punti 
della curva di genere due ; invece per ô > 1 si ha una Fj multipla 
secondo ô senza curva di diramazione, ovvero un’involuzione d’or­
dine ô sulla stessa superficie Fj.

La classificazione delle superfìcie iperellittiche così ottenuta ha 
un significato algebrico-geometrico, e si pone quindi il problema 
di giustificarla sotto questo aspetto. Diciamo in breve a quale or­
dini di considerazioni si venga condotti in tal guisa.

Anzitutto si possono determinare i caratteri della superfìcie 
di Jacobi Fji

Pi = 1 , Pa=— 1
e curva canonica d’ordine zero (quindi = 1). Ciò si ottiene rap­
presentando la Fj sopra la superfìcie doppia di Kummer, del 4° 
ordine con 16 punti doppi, come si è visto nel § 8 del Cap. V (2). 
Questa rappresentazione si basa sulla conoscenza delle trasforma­
zioni (involutorie) di 2a specie della varietà delle coppie di punti 
della curva C di genere due, quali si ottengono associando le cop­

pi Cfr. p. 68. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro VI, cap. Ili, § 39 (vol. IV, 
pag. 242).

(2) Cfr. anche Enriques-Chisini, Lezioni. L. V. Cap. Ili, § 40 (Vol. IV 
pag. 24).
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pie residue l’una all’altra rispetto ad una gl presa su C: un’invo­
luzione così, definita è irrazionalmente identica ad una superfìcie 
di Kummer, del 4° ordine, avente 16 punti doppi che corrispon­
dono alle 16 coppie di punti della C provenienti dalla bisezione 
della gl.

Ora sulla superfìcie di Jacobi Fj i prodotti delle dette involuzioni 
I danno luogo alle trasformazioni di un gruppo continuo abeliano 
P; e vi sono trasformazioni cicliche del P che generano gruppi finiti 
<r8 in esso contenuti: un tale Az (sia p. es. un ciclico) dà luogo su 
Fj ad una involuzione P d’ordine ò, priva di punti doppi, cui ri­
sponde in generale una superfìcie ip er ellittica P8 diversa dalla Fj. 
Si ottengono così le superfìcie ip er ellittiche di divisore ò > 1. E 
si può vedere che esse possono anche prodursi a partire dalla Ff 
multipla secondo ò, senza curva di diramazione ; a tale scopo occorre 
riconoscere che coi gruppi di un’involuzione Is, si può costruire 
una involuzione d’ordine superiore, diciamo rò, che riesca birazio- 
nalmente identica alla Fj.

In ciò che si è detto viene esposto il disegno di una teoria geo­
metrica delle superfìcie ip er ellittiche, basata sullo studio delle tra­
sformazioni cicliche appartenenti al gruppo F della superfìcie di 
Jacobi Fj-. un tale studio si presenta come una estensione dello 
studio delle involuzioni cicliche sulle curve ellittiche, che si trova 
sviluppato nelle «Lezioni» di Enriques-Chisini (1).

Ma la considerazione delle superfìcie iperellittiche sotto l’aspetto 
geometrico ci mette di fronte anche ad altri problemi interessanti.

Invero noi abbiamo dimostrato (Cap. IX, § 9) che una varietà 
abeliana Vq si può ritenere identica ad una varietà semplice o mul­
tipla contenuta imprimitivamente entro la varietà di Jacobi Vv che 
risponde ad una curva di genere p > q-, ma non sussiste in generale 
che possa prendersi sempre p — q, perchè il numero dei moduli da 
cui dipende la Va è maggiore di quello, 3q — 3, delle curve di ge­
nere q (2). Ora la teoria trascendente ci mostra che le superfìcie 
iperellittiche (con un dato divisore) dipendono da tre moduli, e perciò 
si riducono tutte al tipo della superfìcie di Jacobi Fj semplice o 
multipla, e, in quest’ultimo caso, anche ad involuzioni (prive di 
punti doppi) sopra la Fj.

La cosa si può riconoscere sotto l’aspetto geometrico, nel modo 
che brevemente accenniamo. Sopra una superfìcie iperellittica F 
(per cui pa — — 1) una curva di genere n appartiene, in generale, 
ad un sistema lineare di dimensione n—2, in cui sarà contenuto

(!) Libro V, cap. Ili, §§ 27-28 (vol. Ili, pagg. 251-298).
(2) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro V, cap. Ili, § 33 (vol. Ili, pag. 355) 

e Libro VI, cap. Ili, § 35 (vol. IV, pag. 216).
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un numero finito di curve C, dotate di 71 — 2 punti doppi, e perciò 
di genere due.

Mercè le trasformazioni di prima specie della F, appartenenti 
al gruppo si otterrà quindi su F un sistema continuo oo2 
di curve di genere due, fra loro dirazionalmente identiche, i cui 
tre moduli forniranno i moduli della F. Ora una C di codesto sistema 
è invariante per una trasformazione (involutoria) di seconda 
specie (1) della F, che subordina sulla C la sua g\\ quindi il gruppo r 
è dirazionalmente identico, sia alla superfìcie F (concepita come 
luogo di punti) sia al sistema {0 ritenuto come varietà oo2 di ele­
menti (curve C). Segue di qui che la F riesce dirazionai mente iden­
tica alla serie oo2 dei gruppi di punti segati dalle curve di \ C\ sopra 
una C particolare: se i gruppi di questa serie sono tutti disequiva­
lenti la F risulta identica alla superfìcie di Jacobi che risponde alla 
detta C ; se invece per ogni gruppo della detta serie vi è un certo 

.numero ô di gruppi equivalenti, la superficie iperellittica F risulta 
dirazionalmente identica ad una involuzione F d ordine ò sopra la 
superficie di Jacobi.

Il teorema stabilito assume un significato geometrico interes­
sante in relazione a diverse costruzioni che possono darsi delle 
superfìcie iperellittiche. Invero si può costruire una superfìcie ipe­
rellittica a partire dalla varietà di Jacobi corrispondente ad una 
curva Cv di genere p. Quando su questa si trovino due integrali 
abeliani riducibili a 4 periodi (secondo l’interpretazione geometrica 
del teorema di Picard-Poincaré dovuta a Castelnuovo) (2) la re­
lativa varietà di Jacobi Vp conterrà un sottogruppo algebrico 00 a 
del gruppo F delle trasformazioni di prima specie, e si avrà quindi 
una varietà abeliana (cioè una superfìcie iperellittica) contenuta 
imprimitiva mente in V v. Il teorema precedente ci dice che le super­
fìcie iper eli ittiche costruite in tal guisa si possono anche ritrovare 
come superfìcie di Jacobi semplici o multiple, ovvero come involu­
zioni sulle superfìcie di Jacobi, corrispondenti alla curva di genere 
p = 2.

Giova illustrare questa proprietà riferendosi al caso più sem­
plice in cui si tratti delle superfìcie iperellittiche contenute impri- 
mitivamente entro la varietà di Jacobi V3, che risponde ad una 
curva C3 di genere tre. Qui il gruppo r delle trasformazioni di

(1) Riferendosi alla rappresentazione parametrica del gruppo F una trasfor­
mazione di seconda specie si può fare rispondere a quella in cui una 71 di F si muta 
nell’inversa 7l~l. È facile persuadersi che, anche nel caso in cui la curva C di ge­
nere due possegga trasformazioni singolari in sè, non vi possono essere più trasfor­
mazioni di 2a specie di F che la lascino invariata.

(2) Cfr. Enriques-Chisini, Lezioni. Libro VI, cap. Ili, § 38 (vol. IV, pag. 234). 
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prima specie della F3, conterrà due sottogruppi algebrici comple­
mentari: un r2 oo2 che dà luogo ad una schiera d’imprimitività 
costituita da oo1 superfìcie ip er ellittiche F2, e un T\ co1 che dà luogo 
ad una schiera d’imprimitività costituita da oo2 curve ellittiche 
C1? le F2 e le Cj incontrandosi in un certo numero di punti. Ed è 
agevole dimostrare che ciascuna <7X è una trasformata unirazionale 
della C3, cioè corrisponde ad una involuzione ellittica y\ (di un certo 
ordine n) appartenente alla C3.

(1) Cfr. il teorema d’esistenza per le curve multiple in Enriques-Chisini, 
Lezioni. Libro V, cap. IV, § 38 (vol. Ili, pag. 427).

Pertanto si potrà costruire una superficie iperellittica F21 con­
tenuta imprimitivamente in una varietà di Jacobi F3, a partire da 
una curva C3 di genere tre, cui appartenga una involuzione ellittica 
yl; a tal uopo basterà costruire la C3 che risponde ad una cubica 
K multipla secondo il numero n, sulla quale si assumano ad arbitrio 
4 punti di diramazione colle relative sostituzioni fra i rami (x). Si 
noterà che le C3 contenenti una y\ ellittica dipenderanno da 4 mo­
duli: l’invariante assoluto della £ e le distanze di 3 punti di dira­
mazione del rimanente, sulla stessa curva ellittica K.

Tolto l’invariante assoluto di L, che risponde a quello delle Cr 
sulla F3, restano 3 moduli appartenenti alle superfìcie complemen­
tari F2.

Aggiungasi che la F3 di Jacobi costruita innanzi conterrà, in 
generale, una involuzione costituita dai gruppi di punti sezioni 
delle F2 e delle C1: la varietà F3 rappresentativa di codesti gruppi, 
che è trasformata unirazionale della F3, sarà la varietà di Jacobi 
di una curva di genere 3 degenere in una curva ellittica e in una curva 
di genere due; così dunque (d’accordo col teorema sopra esposto), 
le superfìcie iperellittiche F2, che formano un sistema d’imprimiti­
vità per il gruppo delle trasformazioni di prima specie della F3, 
risultano birazionalmente identiche ad una involuzione su una delle 
analoghe F2l che è la superfìcie di Jacobi corrispondente alla pre­
detta curva di genere due.

I cenni dati innanzi bastine a segnalare l’interesse, la bellezza 
e la ricchezza delle proprietà, che appartengono alle superfìcie ipe­
rellittiche.

Aggiungeremo soltanto che lo studio delle involuzioni irregolari 
iperellittiche sopra una superfìcie iperellittica F (e in ispecie sulla 
superfìcie di Jacobi Fj) si prolunga naturalmente in quello di altre 
involuzioni irregolari ellittiche o regolari coi generi uno, che possono 
appartenere alla F e conducono a superfìcie cui spetta ancora una
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rappresentazione parametrica con funzioni iperellittiche di rango 
r > 1 C1).

(1) Dove ad ogni punto della superficie rispondono r punti entro il prismatoids 
dei periodi.

(2) Mémoire sur les surfaces hyperellyptiques. Acta Mathemat., t. 32 e 33 (1908).
(3) Le superfìcie algebriche le quali ammettono una rappresentazione parametrica 

mediante funzioni iperellittiche di due argomenti. Memorie della Soc. It. d. Scienze 
(detta dei XL), 1908.

(4) Cfr. Enriques, Sulla classificazione delle superficie algebriche in particolare 
di genere lineare pù) ----- 1. Rendis. Acs. Lincei, Febbraio 1914.

Le involuzioni irregolari ellittiche (che appartengono ad F con 
moduli particolari) danno luogo alle superfìcie ellittiche con pa — — 1, 
pa = 0 e P12 — 1, possedenti una curva canonica virtuale d’ordine 

. zero, come già si è accennato nei §§ 16-19 del Cap. X.
Le involuzioni regolari d’ordine 2 appartenenti ad una superfìcie 

iperellittica di divisore ô > 1 conducono in generale a superfìcie 
(iperellittiche in senso esteso) di rango r — 2, e precisamente: per 
<3 = 1 alle superfìcie di Kummer del 4° ordine con 16 punti doppi 
(Gap. V, § 8); e per ô > 1 ad una serie di superfìcie analoghe d’ordine 
n — 2tt — 2 a sezioni ip er piane canoniche di genere ti nello spazio 

(n = 4, 5, 6, ....), dotate di 16 punti doppi. Ma per moduli par­
ticolari si presentano pure sopra una F involuzioni regolari singolari, 
le quali vengono generate da un gruppo finito di trasformazioni bi- 
razionali della detta F, e in base a questa generazione (dimostrata 
da Enriques-Severi) sono state classificate nella loro integrità 
dalle memorie già citate, che vicende voi mente si completano, di 
Enriques e Severi (2) e di Bagnerà e De Franchis (3).

Infine ricorderemo che questo ordine di considerazioni si estende, 
dalle superficie iperellittiche alle superfìcie regolari con tutti i generi 
uno, sulle quali è dato pure di trovare involuzioni regolari dello 
stesso genere pg = 1 (o con = 0 e bigenere P2 = 1), che vengono 
generate da un gruppo finito di trasformazioni birazionali. In pro­
posito basterà menzionare i lavori interessanti della scuola belga, 
e particolarmente di Godeaux.

7. Classificazione generale delle superficie algebriche ( ).4
Siamo ora in grado di raccogliere in una sintesi i risultati prin­

cipali della teoria delle superfìcie, esponendo una classificazione ge­
nerale delle superficie algebriche, secondo il valore del dodici-ge­
nere P12: nel seguito questa classificazione potrà stringersi più da 
vicino, come vedremo nei §§ 8 e 9.
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Distinguiamo le superficie algebriche secondo i valori del P1Z 
e — subordinatamente — del genere lineare (assoluto) p(D.

Avremo quattro grandi famiglie di superficie:
A) per P12 — 0 le superficie riferibili a rigate (razionali o meno) ;
B) per P12 = 1 la superficie con curva canonica, effettiva o 

virtuale, d'ordine zero]
C) per P12 > 1 e p<P — 1 le superficie che contengono sistemi 

lineari infiniti di curve canoniche o pluricanoniche composte cotte 
curve ellittiche d'un fascio;

D) per P12 > 1 e pM > 1, le superficie che ammettono come 
modello proiettivo superficie canoniche o pluricanoniche.

Conviene richiamare e spiegare le proprietà fondamentali e ca­
ratteristiche che distinguono queste quattro famiglie di superfìcie:

A) P12 — 0. Superfìcie riferibili a rigate (razionali o no): pos­
seggono sistemi lineari di curve di genere ti e grado n > 2ji — 2t 
curve eccezionali in numero infinito non eliminabili, gruppi razio­
nali co1 di trasformazioni e serie continue di trasformazioni bi- 
razionali in se non formanti gruppo. Si dividono in

A') superfìcie razionali (regolari) caratterizzate dalle condizioni 
pa = P2 = 0, 

e
A") rigate irrazionali, per cui

Pa < 0;
le rigate di genere p = — pa > 1 sono caratterizzate (come vedremo 
nel § 8) dalla semplice condizione

Pa < — l , 
mentre le rigate di genere p = 1 si distinguono dalle superfìcie pro­
priamente ellittiche con pa = — 1 per avere P4 = P6 = P]2 = 0).

B) Pj2 = 1, pw = 1 (pa > —-1). Superfìcie possedenti una 
curva canonica o pluricanonica dWdine zero. Per ogni sistema sen­
za punti base di genere ti e grado n, sopra la superfìcie privata di 
curve eccezionali, si ha

n — 2ti — 2 , 
sicché si ottengono, in generale, come immagini proiettive di questo 
tipo, superfìcie Fn a sezioni piane o iperpiane di genere n d’ordine 
n — 2tc — 2, in uno spazio ad r — n, ti — 1 o ti~ 2 dimensioni 
(i tre valori di r rispondendo ai tre casi: pa — pg = 1, pa — pg = 0, 
« pa = —-1).

Le superfìcie Fn della famiglia B) si dividono in due categorie:
B') superfìcie a sezioni (piane o iperpiane) canoniche, che hanno 

il genere geometrico pg — 1 e il genere numerico pa = 1 ovvero 
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pa =± — 1, cioè superfìcie regolari con tutti i generi uno (Cap. VII, 
§ 2) e superfìcie iperellittiche ;

B") superficie le cui sezioni sono curve non canoniche ma rap­
presentative di serie lineari che provengono dalla divisione per s 
della serie «-canonica (s = 2, 3, 4, 6).

Queste sono le superficie regolari di genere pa — pg — 0 e P2 = 1 
(P3 — 0) riducibili alla sestica P6 che passa doppiamente per gli 
spigoli d’un tetraedro (Cap. VII, § 1) e le superfìcie ellittiche con 
pa = — 1 e pg — 0 contenenti un fascio lineare di curve ellittiche, 
che abbiamo distinti in sette tipi Ia Ib IIa IIb IIIa IIIb IIIC nei §§ 
16-19 del Cap. X.

Fra le superfìcie B' e le B" intercede questa differenza: cher 
mentre le B" danno luogo ad un numero finito di tipi, le B' danno 
luogo a un numero infinito di famiglie di superfìcie, dipendenti 
(almeno) da un carattere intero, suscettibile di assumere infiniti 
valori.

Ciò è stato dimostrato per le superfìcie regolari con tutti i generi 
uno nel § 2 del Cap. VII; (dove si è pur visto che ad ogni famiglia 
appartengono 19 moduli); ma è pur vero per le superfìcie iperellit­
tiche, dove, accanto alla superfìcie di Jacobi Fs corrispondente alla 
curva di genere due, vi sono le infinite altre che rispondono ad in­
voluzioni d’ordine ò su Fs ovvero a F3 multiple secondo J, senza 
curva di diramazione : ogni classe essendo definita entro la rispettiva 
famiglia da 3 mcduli (cfr. § 6).

Invece le superfìcie B') danno luogo, come si è detto, a un numero 
finito, e precisamente ad 8 famiglie, nettamente caratterizzate e 
contenenti: la prima (superfìcie regolari) 10 moduli (Cap. VII, § 1) 
e le altre (ellittiche) 2 moduli (le Ia I&) o 1 modulo (le rimanenti 
del tipo armonico o equianarmonico).

Aggiungasi che le superficie B') contengono sempre fasci di 
curve ellittiche e perciò si ravvicinano alle superfìcie C), in confronto 
alle Bn) che non contengono in generale simili fasci.

0) P32 > 1 e 7-(i) = 1. Superfìcie possedenti un fascio (razio­
nale o irrazionale) di-curve ellittiche K, componenti di curve cano­
niche o pluricanoniche. Insieme alle B”} queste superficie formano 
la vasta famiglia delle superficie che contengono un fascio di curve 
ellittiche.

Queste, superfìcie si lasciano classificare, come abbiam visto nel 
caso regolare (Gap. VII, § 4), secondo alcuni caratteri interi, cioè:

1) il genere numerico pa3

2) il determinante n, cioè l’ordine del più piccolo gruppo di 
punti che può determinarsi razionalmente su una A;
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3) il numero delle curve del fascio che si riducono ad una curva 
multipla; cui si aggiunge nel caso irregolare

4) il genere q del fascio che vale, in generale (Osservazione, 
Cap. IX, § 8)

Q = P9~Pa
(Pa > 0) 

e, invece,
Q = P9— Pa— 1

nel caso in cui la superfìcie contenga oltre (If) un secondo fascio el­
littico di curve, caso che porta pa — — 1 e conduce alle superfìcie 
ellittiche.

Per le superfìcie C) regolari abbiamo riconosciuto che le infinite 
famiglie di esse, dipendenti dai caratteri sopra indicati si lasciano 
distinguere mediante i valori dei plurigeneri (Cap. VII, § 4).

Questi risultati sembrano, in gran parte, estendersi anche alle 
superfìcie irregolari: pa <pg. Ad ogni modo vi è qui un oggetto di 
studio, che segnaliamo all’attenzione dei giovani cultori della geo­
metria.

D) P12 > 1, pM i> 1. Queste superfìcie, che debbonsi rite­
nere costituenti il caso più generale, a differenza delle precedenti 
A) B) e C) danno luogo, per dati valori dei caratteri pal pg, p^\ 
ad un numero finito di famiglie, ciascuna delle quali contiene un 
sistema continuo di classi, dipendenti da un certo numero di para­
metri o moduli. Infatti alle superfìcie D) risponde un tipo di super­
fìcie canonica o pluricanonica, il cui ordine è — lo risp. un 
multiplo di p(1) — 1, la quale offre un modello proiettivo delle su­
perfìcie stesse, riguardate di fronte alle trasformazioni birazionali: 
la classificazione delle superficie di un dato ordine, con alcuni ca­
ratteri dati, non può condurre che ad un numero finito di tipi aritme­
ticamente distinti.

Abbiamo già avuto occasione di studiare il problema generale 
della classificazione, delle superficie con p(i) >1 nel caso regolare 
(Cap. Vili). Le considerazioni svolte si estendono, in gran parte, 
al caso in cui si lasci cadere l’ipotesi pa = pg; in ogni modo vi è 
qui un oggetto di ricerca per gli studiosi. È degno di nota che quando 
si procede a costruire le superfìcie canoniche o pluricanoniche con 
dati pg e s’incontrino di solito superfìcie regolari e solo in via 
d’eccezione appaia la possibilità di superfìcie irregolari; così riescono 
regolari le superfìcie canoniche per pa > 4, che si costruiscono nei 
primi casi — 5, 6, 7...., (Cap. Vili), e similmente sembra ri­
sultino necessariamente regolari anche le superfìcie tricanoniche 
per = 2 e le bicanoniche per pO) = 3 che si costruiscono in 
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corrispondenza ad un pa > 0, secondo il procedimento dei §§ 14-20 
del Cap. Vili C).

Qui conviene aggiungere che in forza di una diseguaglianza di 
cui discorriamo nel seguente paragrafo, le superfìcie D) (con pd> > 1) 
hanno tutte il genere numerico: pa > 0.

8. Superficie di genere numerico negativo.
La classificazione che abbiamo esposta nel precedente paragrafo 

può essere stretta più da vicino sulla base di una diseguaglianza fra 
l'irregolarità e il genere geometrico, che fino ad oggi non si è riu­
sciti a dimostrare in modo algebrico-geometrico, e che perciò oc­
corre attingere alla teoria trascendente (cfr. Notizia, pag. 463). 
Sussiste il teorema: Per ogni superficie di genere pg e irregolarità 
q = pg— paì che non contenga un fascio irrazionale di curve, si ha

pg > 2(q — 2) 
ossia

pg < 2pa + 4 .

Dunque: se p& > 2pa -f- 4, la superficie contiene un fascio irrazionale 
di curve (C).

La precedente diseguaglianza è certo soddisfatta se il genere 
numerico

Pa <~ 1 (P0> 0).
Pertanto si può affermare che le superfìcie F di genere numerico 

pa < — 1 contengono un fascio irrazionale (<7): fascio di genere 
p > 0 formato di curve C di un certo genere n. Ma si riconosce age 
volmente che % = 0e quindi la F si può trasformare in una rigata 
(di genere p = — pa\

A tal uopo ragioniamo per assurdo: se n > 0, la F si può ri­
durre ad una superficie priva di curve eccezionali, di genere lineare 
assoluto pd) > 1 ; quindi -— calcolando il suo invariante di Zeuthen- 
Segre in relazione a (C) — si trova (come nel Cap. X, § 4)

A — 4 = 12 pa — pd) + 9,
A > 0

•  Pa > —1 !
(x) Considerazioni che si completano coi teoremi sugli integrali semplici ap­

partenenti ad una superficie conducono in generale ad affermare che le superfìcie, 
il cui sistema canonico non è composto con le curve di un fascio, di irregola­
rità q > 3 col pa > 0 hanno il genere lineare pd) >6 Pa~\~ 4; se invece q — 2 e 
pa > 0, allora pd) > 3 pa + 4.

Perciò resterebbero da esaminare soltanto le superficie di irregolarità q — 1 
possedenti ùn fascio ellittico di curve (Comunicazione gentilmente fattaci da G. 
Castelnuovo, Novembre 1942).
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Concludiamo dunque che le superficie di genere numerico pa < — 1 
sono tutte riferibili a rigate (di genere p ——-pa) : nel teorema (Gap. 
X, § 4) che assegna a tal uopo le condizioni pa = — p e pg = 0, la 
condizione = 0 è superflua, risultando come conseguenza dal­
l’altra.

Facciamo pa — — 1. Se la superfìcie F ha il genere geometrico

Pi? >
la diseguaglianza

pg > 2pa + 4

è ancora soddisfatta e quindi la F possiede un fascio irrazionale 
di curve C (di genere n > 0). Ma, in relazione a questo fascio si 
trova l’invariante di Zeuthen-Segre

A — 4 — 12pa— plD 9 - - .
pa= — 1 , A > 0 

e quindi
p(D = 1.

Così la condizione = 1, che — in aggiunta alle pa = — 1. 
e pg > 1 — caratterizza le superfìcie ellittiche (Cap. XI, § 4) è una 
conseguenza delle altre due condizioni. E, siccome per pg — 0 e 
pa = — 1 si ha ancora p<F = 1 e la F risulta una superfìcie ellittica 
(propria o impropria), possiamo enunciare che: le superficie di genero 
numerico pa = — 1 e di genere geometrico pg 4- 1 sono ellittiche (su- . 
perfide ellittiche proprie o rigate di genere uno).

Infine esaminiamo il caso:

pa = — 1 , pg = 1 .

In questo caso abbiamo veduto (Cap. X, § 4) che la F è iperel- 
littica (con P4 = 1) ovvero si può ridurre ad una superfìcie ipe- 
r eli ittica 0, multipla con curva di diramazione ellittica ed allora è, 
essa stessa, una superfìcie ellittica, (con P4 > 1).

Così possiamo completare i teoremi stabiliti nel § 4 del Cap. X, 
nel senso già ivi annunciato dicendo che:

Le superficie ellittiche ed ip er ellittiche sono caratterizzate global­
mente dalla condizione

pa = — 1

(congiunta a quelle che escludono le superfìcie ellittiche improprie, 
riferibili a rigate: P4 + Pe = 0, o P12 = 0).

Le superficie ip er ellittiche (che solo per moduli particolari sono 
anche — in doppio modo — ellittiche) vengono distinte dalle ellittiche 
dalle condizioni

p, = Pi = 1 
(anziché

Pg =1 , Pì> 1).
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Si possono riassumere i risultati ottenuti enunciando il teorema : 
Le superficie di genere numerico negativo (pa < 0) sono :

1) riferibili a rigate (irrazionali)
2) ovvero superficie ellittiche o ip er ellittiche (in quest’ultimo 

caso: pg — 1).
Od anche :
Il genere numerico negativo vale a definire l'intera -famiglia delle 

■superficie, non razionali, che ammettono un gruppo continuo di tra­
sformazioni bir azionali.

Notizia. - La diseguaglianza fondamentale pg < 2pa + 4, per 
le superfìcie che non contengono un fascio irrazionale di curve, 
deriva — come si è detto — da considerazioni d’ordine trascendente. 
Premettiamo che il genere pg di una superfìcie F è il numero degli 
integrali doppi di prima specie, linearmente indipendenti, che ap­
partengono ad F, e d’altra parte che l’irregolarità q è il numero 
degli integrali semplici di prima specie della medesima F, e ricor­
diamo che Nöether ha rilevato come si possa « costruire un in­
tegrale doppio di prima specie a partire da due integrali semplici 
che non siano funzioni l’uno dell’altro ».

Ora,, il fatto che la superfìcie F possegga due integrali semplici, 
li e I2, funzioni l’uno dell’altro, significa che la F contiene un fascio 
irrazionale di curve algebriche (J, su cui Ix e I2 si mantengono co­
stanti.

Questa osservazione si è presentata per la prima volta a Ca- 
stelnuovo, nei riguardi delle superfìcie di genere pg — 0 (cfr. Gap. 
IX, § 6); più tardi (1905), per le superfìcie di genere pg qualun­
que, a De Franchis G), Castelnuovo (2) ed Enriques (3) i quali 
hanno scorto qui il mezzo di studio appropriato per classificare Le 
superfìcie di genere pa < 0.

La relazione fra il genere pg e l’irregolarità q, o fra il pg e il pa, 
è stata precisata e dimostrata nel modo più semplice da Castelnuovo 
colla diseguaglianza anzidetto

pg < 2pa + 4 ,

valida per le superfìcie F che non contengono un fascio irrazionale 
di curve. Frattanto, sulla base di codesta relazione, De Franchis

(x) Sulle superficie algebriche le quali contengono un fascio irrazionale di curve, 
Rendic. Circolo Mat. di Palermo (25 Aprile 1905).

(2) Sulle superficie aventi il genere aritmetico negativo. Ib., 14 Maggio 1905 
(Memorie scelte, XXVII, pag. 501).

(3) Sulle superficie algebriche che ammettono un gruppo continuo di trasforma­
zioni see. (Ibid., 14 Maggio 1905).



462 CAPITOLO UNDECIMO

enunciava che le F di genere pa < — 1 posseggono un fascio irra­
zionale di curve f1) mentre Castelnuovo ed Enriques — facendo 
uso di un ragionamento già adoperato nell’ipotesi pg = 0 (Cap. X, 
§4) — riconoscevano che codeste superficie sono ri-feribili a rigate, 
di genere p — — pa ( > 1).

Infine Enriques approfondiva l’analisi delle superfìcie per cui 
pa — — 1, riuscendo a riconoscere che esse sono superfìcie ellittiche 
o iperellittiche.

Gli sviluppi di cui si è discorso hanno avuto un seguito negli 
importanti lavori di A. Rosenblatt (2) e A. Comessatti (3) che por­
tano la classificazione delle superfìcie per cui

Po 2pa + 4.

Già Rosenblatt (1913) riconosce che esse possono ridursi a 
pochi tipi. Comessatti (1919 e 1922) riprende l’analisi di Castel­
nuovo trattando il problema più generale di « determinare i legami 
in termini finiti che passano tra più funzioni di due variabili quando 
i loro mutui Jacobiani soddisfino a un numero sufficiente di equa­
zioni lineari omogenee a coefficienti costanti ».

Di qui trae, in particolare, la classificazione delle superficie al­
gebriche per cui

Po > 2Pa + 4,

dimostrando che esse appartengono ai seguenti tipi:

1) rigate di genere p > 1;

2) superficie ellittiche con pg > 1 e pa = — 1;

3) superfìcie rappresentative delle coppie di punti di due curve 
di genere 2 e n: pg = pa = ji— 2;

4) particolari superfìcie di genere lineare p  = 1 col pa > 0.(1)

(1) Aggiungasi che De Franchis (precisando un risultato anteriore, del 1904) 
stabilisce che « ogni piano doppio irregolare possiede un fascio ellittico o iperellittico- 
di curve ».

(2) Sur les surfaces irrégulières ecc. Rendic. Circolo Mat. di Palermo, 1913.
(3) Rendic. Acc. Lincei, 1919. e Intorno alle superficie algebriche irregolari ecc, 

Rendic. Circolo Mat. di Palermo, t. XL VI, 1922.

|
Anche di questi brillanti risultati, come della diseguaglianza di 

Castelnuovo, è desiderabile si riesca a dare una dimostrazione al- 
gebrico-geometrica. 1
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9. Riassunto della classificazione precisata.

I teoremi esposti sulle superficie di genere numerico negativo, 
valgono a stringere più da vicino la classificazione generale delle 
superfìcie, in particolare portando che per pW > 1 deve essere pa > 0.

Questa deduzione ha un significato d’ordine generale: per le 
superficie D (P12 > 1, p(1) > 1), essendo pa > 0, si ottiene un si­
stema bicanonico di dimensione P2 — 1 = pa + pW — 1, e quindi 
— per pW >3 — riesce P2 — 1 > 3. Così, a prescindere da un dubbio 
che deve essere criticamente esaminato (*)  circa la riducibilità delle 
curve bicanoniche, le superfìcie per cui pW > Z ammettono come 
modello proiettivo una superfìcie bicanonica (che, in casi particolari, 
potrà essere multipla).

(1) Come si è fatto per le superfìcie regolari nei §§ 18-20 del cap. IV.
(2) Cfr. la nota a piè di pagina in fine al § 7 di questo Capitolo.

Ed appare quindi l’interesse speciale di possedere una classifi­
cazione completa delle superficie per cui pW — 2 e pW — Z, cui si 
riferiscono gli studi da noi esposti nei §§ 14-20 del Cap. Vili; tanto 
più se avvenga di trovare che per tali superfìcie (a prescindere forse 
da qualche eccezione) si avveri a posteriori l’ipotesi della regolarità, 
che nei nostri studi è stata ammessa a priori (2).

Riassumiamo i risultati più precisi conseguiti nella classifica­
zione generale delle superficie algebriche, valendoci anche di qual­
che formula il cui significato è stato spiegato innanzi, nel § 7.

P12 = 0 : rigate n > 2ti—2, 
curve eccezionali non eli­
minabili, schiera conti­
nua di trasformazioni 
non formanti gruppo.

Pa = 0 superfìcie razionali (pa = P2 = 0) 
pa — — 1 rigate ellittiche (pa — — 1, 

= P6 = 0)
pa < — 1 rigate di genere p = —pa > 1.

P12 — 1 : curva 
canonica vir­
tuale d’ord. 0, 

n == 2ji — 2
(pW = 1)

Pg 1

pa — 1, infinite famiglie di superfìcie (pa = 
= P2 '= 1)

Pa — — 1, infinite famiglie di superfìcie ipe- 
rellittiche di divisore <5 = 1, 2, .... 
(Pa = — 1, Pg = Pi = 1).

pg = o

pa = 0, superficie del 6° ordine passanti 
doppiamente per gli spigoli d’un te­
traedro (pa = P3 = 0, P2 = 1).

Pa = — 1, superfìcie ellittiche Ia Ib IIa Ilb 
IIIa IIIb IIIC (P2 0,1, P4 = 0,1,
P3 = 0,1, P4 = 0,1).
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Pn > 1 
{n < — 2)

pa = — 1, superfìcie ellittiche con un fascio 
di genere di curve ellittiche 
(Pa ” 1? -P4 1 ) -

pa > 0, superfìcie le cui curve canoniche e 
pimi canoni che sono composte colle cur­
ve ellittiche d’un fascio di genere 
Pff —' Pa • dipendono da più caratteri in­
teri arbitrarli.

p(i) > 1

pa > 0, superficie che ammettono un mo­
dello proiettivo canonico (pg > 3) o 
bicanonico (pW >3) eco. : un numero 
finito di tipi per un dato valore del

A questo punto ci sia consentito fermarci un istante, come in 
un’ascensione alpina si ama sostare sul picco conseguito e di là 
contemplare lo spettacolo della Natura che si offre alla vista.

Cinquantanni or sono s’iniziava in Italia lo studio di queste 
teorie, appena abbozzate dal genio di un precursore (Max Noether); 
allora, scherzando sulle difficoltà e le eccezioni che s’incontravano 
da ogni parte, si soleva dire che, mentre le curve algebriche (già 
composte in una teoria armonica) sono create da Dio, le superfìcie 
invece sono opera del Demonio.

Ora si palesa invece che piacque a Dio di creare per le superfìcie 
un ordine di armonie più riposte ove rifulge una meravigliosa bel­
lezza, e ch’Ei volle in esse — diciamo col Poeta —

del creator suo spirito 
più vasta orma stampar.

La ricchezza delle proprietà e la bellezza, lungamente nascosta, 
che qui si palesano, non debbono costituire ragione di vano orgoglio 
per la scuola geometrica italiana o per i matematici stranieri che 
hanno collaborato a scoprirle, ma piuttosto debbono suscitare un 
senso di reverenza per quell’ordine meraviglioso degli enti matema­
tici, che il pensiero trova innanzi a se e quasi raccoglie, al pari delle 
specie viventi, dalla Natura Madre; e così alimentare la fede dei 
giovani ricercatori che dietro alle difficoltà, alle eccezioni, alle ap­
parenti incongruenze, c’è realmente in questo mondo di enti, una 
divina armonia, che gli sforzi concordi degli studiosi riusciranno 
.sempre meglio a mettere in luce.




