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PREFAZIONE

L’ Accademia dei Lincei, mella sua seduta dell’8 gennaio 1955,
approvo la proposta, formulata dal Prof. Francesco Giordani, presi-
dente della Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, di pub-
blicare un’ampia selezione delle Note e Memorie di Geometria di
Federigo Enriques. L’attuazione di questa imiziativa fu affidate ad
un comitato costitwito dallo stesso Prof. Giordani, suo presidente, dai
soci Ugo Amaldi, Enrico Bompiani, Oscar Chisini, Beniamino Segre,
Francesco Severi e dal Prof. Luigi Campedelli. Questo comitato, in
varie sedute, scelse le Note e le Memorie, e fisso le norme per la pub-
blicazione. :

In particolare, a metiere in luce la naturale evoluzione del pensiero
dellillustre Geomelra e ad ecvitare inconvenienti di altre soluzioni, fu
deciso di seguire Uordine cromologico.

L’attuale pubblicazione riproduce fedelmente ¢ singoli lavori nella
loro forma originale; si é tuttavia apportato. qualche variante grafica
e i é tenuto conto di alcune postille autografe o autorizzate dall’ Autore.

Il presente volume comprende Memorie e Note pubblicate dal
1893 al 1898 ; queste sono precedute da una commemorazione di Federigo
Enriques, quella letta ai Lincei da Guido Castelnuovo Vundici gen-
naio 1947.



FEDERIGO ENRIQUES (*)

Nel novembre del 1892 venne a Roma per seguire il corso di
Luici CREMONA, come studente di perfezionamento, un giovane non
ancora ventiduenne, che si era laureato a Pisa 1’anno precedente.
Allievo di maestri quali il BeTTI1, il DINI, il BIANCHI, il VOLTERRA,
quel giovane possedeva larghe vedute sulla nostra scienza, ma non
aveva ancora fissato la meta delle sue ricerche. Desiderava fami-
liarizzarsi col nuovo indirizzo di geometria algebrica che per inizia-
tiva di CORRADO SEGRE si era cominciato a coltivare in Italia. Venne
percio da me a chiedere consigli. Stavo per suggerirgli la lettura di
libri e memorie, ma mi accorsi subito che non sarebbe stata questa
la via pili conveniente. FEDERIGO ENRIQUES era un mediocre lettore.
Nella pagina che aveva sotto gli occhi egli non vedeva ¢id che era
scritto, ma quel che la sua mente vi proiettava. Adottai quindi un
altro metodo: la conversazione. Non gid la conversazione "davanti
a un tavolo col foglio e la penna, ma la conversazione peripatetica.

Cominciarono allora quelle interminabili passeggiate per le vie
di Roma, durante le quali la geometria algebrica fu il tema prefe-
rito dei nostri discorsi. Assimilate in breve tempo le conquiste della
scuola italiana nel campo delle curve algebriche, 'ENRIQUES si
accinse arditamente a trattare la geometria sopra una superficie
algebrica. Egli mi teneva quotidianamente al corrente dei progressi
delle sue ricerche, che io sottoponevo ad una critica severa. Non &
esagerato affermare che in quelle conversazioni fu costruita la teoria
delle superficie algebriche secondo l’indirizzo italiano.

Vi era, a dir vero, una Memoria fondamentale di MAX N OETHER

(*) Dai « Rendiconti dell’Accademia Nazionale dei Lincei», serie VIII, vol. II (1947), Com-
memorazione letta da Guipo CASTELNUOVO nella seduta dell’ll gennaio 1947.
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p. 9 FEDERIGO ENRIQUES

sull’argomento, nella quale il geometra tedesco, con grande acume,
_aveva gettato le basi ed eretto qualche pilastro dell’edifizio. Ma era
una Memoria oscura, dove alcune proprietd erano stabilite con
dimostrazioni faticose che non gettavano luce sulla questione, altre
erano intuite piu che dimostrate. Al contrario ’edifizio di cui ’EnN-
RIQUES traccido in pochi mesi il disegno, ha i pregi dell’armonia e
della, spontaneita.

La Memoria che contiene i risultati sull’argomento fu compiuta
nei pochi mesi di quell’anno scolastico. Cominciata in gennaio, nel
giugno 1893 fu presentata all’Accademia delle Scienze di Torino e
subito pubblicata.

Era naturale che un lavoro meditato e scritto rapidamente in
un campo quasi inesplorato, dove ’analogia con la teoria delle curve
trae spesso in inganno, presentasse qualche imperfezione. L’ENRIQUES
se ne accorse, e prepard una nuova esposizione dell’argomento, che
apparve nel 1896 tra le Memorie della Societa dei XL. Salvo lievi
aggiunte fatte piu tardi, la teoria generale delle superficie algebriche
ha in quest’ultimo lavoro un aspetto che & rimasto ormai nella
scienza. _

Senza entrare in particolari troppo tecnici, dird che in quella
Memoria si trovano studiate a fondo le proprietd dei sistemi lineari
di curve algebriche sopra una superficie, e vien definita, mediante
una relazione funzionale, una operazione con la quale si passa da
un sistema lineare ad un altro, detto il sistema aggiunto. Quella
relazione funzionale lascia subito apparire che il residuo di un si-
stema lineare rispetto al proprio aggiunto non dipende dal sistema
da cui si parte. Il detto residuo ha carattere invariante di fronte
alle trasformazioni birazionali della superficie in un’altra e vien
chiamato sistema canonico.

Dall’esame di questo sistema e dalle relazioni tra un sistema
lineare e il proprio aggiunto si ricavano vari caratteri invarianti per
trasformazioni birazionali: i generi. Anche nel lavoro citato di
NOETHER comparivano tre di questi caratteri, due dei quali si cre-
deva a quel tempo dovessero coincidere salvo in un easo molto
particolare. Risulta invece che le cose. non stanno cosi e che i carat-
teri invarianti di una superficie sono pilt numerosi e tutti essenziali.

Stabiliti questi risultati fondamentali nelle due Memorie gia
citate, PENRIQUES puo formulare un piano sistematico di ricerche
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che egli svolgera poi fino agli ultimi anni. I1 piano consiste nel
caratterizzare le proprietd delle superficie in relazione ai valori dei
generi, cominciando dalle superficie che hanno i generi pilt bassi.
L’analogia porterebbe a pensare alla classificazione che fanno i natu-
ralisti degli animali e delle piante, partendo dagli organismi piu
semplici. Ma perché D’analogia tornasse, bisognerebbe immaginare
un naturalista che, chiuso nel suo studio, indagasse, dal punto di
vista teorico, quali tipi di organismi siano compatibili con le leggi
della morfologia e della fisiologia, e poi ricercasse quali tra questi
si incontrino etfettivamente in natura.

Le dette ricerche del’ENRIQUES, contenute in una quindicina di
lavori ed ora raccolte in buona parte in un volume pubblicato con
la collaborazione del CAMPEDELLI, hanno condotto alla scoperta
di un gran numero di superficie con proprieta singolari e impre-
viste.

A questo gruppo di lavori va pure aggiunta la fondamentale e
voluminosa Memoria sulle superficie iperellittiche, con la quale
ENRIQUES e SEVERI hanno concorso al premio BorRDIN dell’Acca-
demia delle Scienze di Parigi: il premio fu loro conferito nel 1907.

L’ENRIQUES ha inoltre compiuto molte altre importanti ricerche
nella teoria generale delle superficie, delle quali solo qualcuna puo
essere qui nominata, per ragioni di brevita.

Di una tra esse conviene parlare per mettere in luce una delle
doti piu spiccate del suo ingegno, la dote della intuizione che pit
volte lo ha portato a stabilire un risultato molto prima di averne
una dimostrazione soddisfacente. La intuizione interviene special-
mente quando egli ricorre, come fa spesso, al principio di continuita,
il quale conduce a trasportare le proprietad di un ente ad enti pros-
simi al primo e poi a tutti gli enti che stanno col primo in un mede-
simo sistema continuo.

Di questo metodo egli si & valso per stabilire una proprieta carat-
teristica delle superficie irregolari, cioé di quelle superficie nelle quali
il genere geometrico differisce dal genere numerico. Ho accennato
poc’anzi che all’epoca del NOETHER: verso il 1880, si riteneva che i
due generi fossero uguali (0o, come oggi si dice, la superficie fosse
regolare), salvo nel caso delle superficie rigate. Ma pil tardiin Italia
e in Francia si-scoprirono molti altri esempi di superficie irregolari.
L’ENRIQUES osserv0o che sopra tutte queste superficie esistono si-
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stemi continui di curve algebriche non contenuti in sistemi lineari,
mentre lo stesso fatto non si presenta sulle superficie regolari, e fu
condotto quindi a considerare l’esistenza di tali sistemi continui
-come proprieta caratteristica delle superficie irregolari, e ad asse-
gnare la dimensione dei detti sistemi in relazione alla differenza tra
i due generi sopra nominati. Non era pero facile giustificare queste
intuizioni. La ingegnosa e delicata dimostrazione che 'ENRIQUES
diede nel 1904, fondandosi sul principio di continuitad, fu accolta
inizialmente senza riserve, e la proprietd fu assunta come base di
altre importanti ricerche. Ma piu tardi, nel 1921, il SEVERI si accorse
che nella dimostrazione si insinuava una tacita ipotesi che aveva
bisogno di esser giustificata. Nonostante pero gli sforzi dell’ENRIQUES,
del SEVERI stesso e di altri, non oserei ancora affermare che quel
dubbio sia stato chiarito. Eppure il teorema & vero, sia pure con
qualche restrizione, e I’ha potuto stabilire nel 1910 ENrRIco PoIN-
CARE per via trascendente. Cid0 non toglie interesse alla ricerca di
una dimostrazione algebrica, che appare necessaria per la sistema-
zione armonica di tutta la teoria.

Un altro risultato fornito dal’ENRIQUES nel 1924, che ha dato
e dia luogo tuttora a importanti ricerche, riguarda il modo di carat-
terizzare la curva di diramazione dei piani multipli. Anche qui si
presenta una differenza essenziale tra la teoria delle curve e quella
delle superficie. Se una curva algebrica piana € segata in un certo
numero » di punti variabili da una retta che ruota intorno ad
un punto, la curva proiettata da questo punto sopra una retta da
luogo ad una retta n-upla, i cui punti di diramazione sono le tracce
delle tangenti condotte dal punto alla curva. Inversamente, fissato
ad arbitrio un certo gruppo di punti sopra una retta, si pud costruire
una curva rappresentabile su quella retta n-upla con quei dati punti
di diramazione. Ma la proprietd analoga non vale per le superficie.
La curva di diramazione di un piano n-uplo non puo prendersi ad
arbitrio, ma & soggetta a certe condizioni. IL’ENRIQUES si propone
di stabilirle in una Memoria del 1924, e vi riesce: ma la forma del
risultato non é tale da consentire la costruzione di tutte le curve
che vi soddisfano. ILa questione & ancora aperta, nonostante le
ricerche posteriori che vi sono state dedicate.

Molti altri argomenti sono trattati con varieth di mezzi e rie-
chezza di risultati nella cinquantina di lavori ove PENRIQUES esa-
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mina fondamentali problemi di geometria algebrica. Ma il parlarne
qui con sufficiente chiarezza esigerebbe un tempo assai lungo e mi
costringerebbe a sorvolare sulle altre benemerenze di FEDERIGO
ENRIQUES nel campo della cultura. Ricordero soltanto che egli ha
cercato di diffondere la conoscenza della geometria algebrica, a cui
ha dedicato tanta parte della sua attivita, mediante due trattati.
Il primo, in quattro volumi, redatto insieme ad uno dei suoi primi
allievi, il CHISINI, studia sotto molteplici aspetti le curve algebriche.
E ricco di notizie storiche e di vedute originali; nuova ed esauriente
¢, ad esempio, la teoria dei punti singolari delle curve. Il secondo
trattato in due volumi contiene lezioni sulla teoria delle super-
ficie algebriche raccolte dal CAMPEDELLI (!). In questi ultimi anni
PENRIQUES si accinse ad esporre con maggiore ampiezza la detta
teoria per tener conto dei risultati piu recenti. I1 manoseritto fortu-
natamente era compiuto quando la morte lo colse, e la stampa ne
¢ oggi curata dai suoi ultimi discepoli, il POMPILT ed il FRANCHETTA.

Le ricerche di geometria algebrica delle quali abbiamo discorso
sinora non rappresentano che una parte della attivita dell’ENRIQUES
nel campo stesso della matematica. Indagini di natura diversa gli
furono suggerite dalla sua professione di insegnante. Qui giova ricor-
dare che i lavori pubblicati durante ’anno di perfezionamento a
Roma richiamarono su di lui P’attenzione dei cultori della nostra
scienza, tanto che nel gennaio dell’anno successivo (1894) gli fu
offerto V'incarico dell’insegnamento di geometria proiettiva a Bo-
logna. Appena iniziato il corso egli si avvide che nei fondamenti di
quel ramo di geometria, che pure sotto I'aspetto logico & il pil per-
fetto, sussisteva ancora una lacuna. La dimostrazione che si dava
del cosi detto teorema fondamentale di STAUDT non aveva il rigore
‘che oggi si richiede. Egli riesce subito a superare la difficolta, e la
dimostrazione da lui fornita & cosi perfetta e cosi semplice da trovar
posto nell’insegnamento del primo anno universitario. La dimostra-
zione & riportata nel trattato di geometria proiettiva sintetico del-
’ENRIQUES, nel quole questo ramo di matematica assume una forma
classica che oserei dire definitiva.

La sua attenzione viene cosi attratta verso ’esame dei principi

(*) Vanno ricordate inoltre le lezioni sopra Le superficie razionali redatte dal CONFORTO. -
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della geometria. In un corso di conferenze tenute a Bologna nel-
I’anno scolostico 1894-95 egli osserva che, accanto al criterio logico
di indipendenza e compatibilita dei postulati, conviene tener conto
del criterio psicologico, il quale porta ad indagare le sensazioni ed
esperienze che hanno condotto a formulare quei postulati. Donde
viene un duplice indirizzo che si realizza nelle ricerche successive
del’ENRIQUES.

Al primo indirizzo appartiene uno scritto del 1898 in cui si sta-
bilisce un gruppo di condizioni atte a permettere la introduzione di
coordinate sopra una superficie o varieta a pitt dimensioni assegnata
geometricamente. Vien cosi colmata una lacuna che si riscontra
nella celebre Memoria di RIEMANN sui principi dello geometria, ove
Desistenza delle coordinate & supposta a priori.

In seguito a questo e ad altri lavori sui principi della geometria,
FeLicE KLEIN, che all’inizio di questo secolo stava organizzando la
pubblicazione di una grande Enciclopedia tedesca delle matematiche,
volle affidare all’ENRIQUES la redazione dell’articolo sui principi della
geometria. Ne & risultata una Monografia ricchissima e altamente
pregevole, ove son prese in esame tutte le vedute dei matematici
e dei logici sull’argomento, da EUCLIDE fino ai giorni nostri. Questa
Monografia sara sempre consultata con profitto da chiunque voglia
formarsi un’idea chiara su tale vastissimo soggetto.

Le questioni inerenti ai prinecipi della geometria hanno destato
nel’ENRIQUES l’interesse per i problemi dell’insegnamento matema-
tico, e in particolare dell’insegnamento secondario. Egli comprese
subito 'importanza di una iniziativa dovuta al KLEIN, il quale fin
dal 1894 aveva organizzato a Gottinga dei corsi estivi destinati agli
insegnanti secondari, con lo scopo di far vedere a questi quale luce
portassero alcune teorie di matematiche superiori sui problemi che
erano chiamati a trattare nel loro insegnamento. Ispirandosi ad
analoghi motivi PENRIQUES ebbe l’idea, gia nei primi anni del suo
insegnamento bolognese, di pubblicare una serie di monografie nelle
quali vari problemi di geometria elementare venissero illuminati da
un punto di vista pil alto. Egli che aveva ’attitudine rara di saper
trarre dalla collaborazione tutti i vantaggi, evitando gli inconvenienti
a cui pud dar luogo, scelse tra i suoi primi discepoli e tra i suoi
giovani amici un gruppo di studiosi ai quali affido temi determi- -
nati di geometria elementare, e traccid loro il programma che
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dovevano svolgere per collegare 1’argomento con le ricerche piu
recenti.

Frutto di questa collaborazione fu un volume intitolato Questioni
riguardantt la geomeiria elementare, comparso nel 1900, volume che
ebbe una grande e meritata fortuna, cosicché si rese necessario ben
presto di pubblicare una seconda e poi una terza edizione dell’opera.
Quest’ultima consta di quattro volumi e comprende una revisione
dei principi e dei pitt importanti problemi della geometria e del-
l'algebra elementare, esaminati col sussidio di teorie elevate. Alcuni
articoli sono scritti dallo stesso ENRIQUES, tra gli altri quelli sulla
evoluzione delle idee geometriche, sui numeri reali, sullo spazio e
tempo davanti alla eritica moderna. Si pud dire non esservi oggi in
Italia professore di scuola secondaria o candidato agli esami di con-
corso che non abbia meditato su quest’opera, la quale ha esercitato
una benefica influenza sull’insegnamento dei nostri licei.

Con lo stesso proposito ’ENRIQUES curd, col concorso di vari
collaboratori, la pubblicazione in veste italiana degli Elementi di
EvucLIDE, arricchiti di note storiche e critiche. E tra le sue bene-
merenze a favore dell’insegnamento e della cultura matematica vanno
ricordati gli articoli che egli stesso scrisse o promosse intorno a
questioni storiche o didattiche, articoli inseriti nel «Periodico di
Matematiche », di cui tenne la direzione per quasi vent’anni.

Abbiamo gia osservato che nell’esame dei principi della geo-
metria 'ENRIQUES associa il problema logico al problema psicologico.
Direi anzi che sotto ’aspetto affettivo l'interesse per quest’ultimo
problema sia prevalente. Conservo una sua lettera del maggio 1896
in cui Egli parla della passione con la quale si dedica agli studi di
psicologia fisiologica. « Per parte mia » riferisco le sue parole « porto
nella ricerca un entusiasmo che tu stimerai degno di miglior causa,
ma che & certo maggiore di quanto ne abbia mai provato per qual-
siasi altra questione ».

Frutto di questi studi proseguiti per alcuni anni & un articolo
pubblicato nella « Rivista filosofica » del 1901 e poi sviluppato nel
volume Problemi della scienza. Nel detto articolo, vari indirizzi geo-
metrici sono messi in rapporto con le sensazioni provenienti dalla
vista e dal tatto, dalle quali essi hanno avuto origine. Per compren-
dere tale legame, debbo ricordare che l’indirizzo geometrico di mag-
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giore generalitd & 1’Analysis situs o Topologia, nel quale non sono
ancora formati i concetti di retta, di piano, di lunghezza, di angolo,
ma 8i considerano soltanto linee, superficie, corpi a tre dimensioni
e si riguardano come equivalenti due enti che possano esser ricon-
dotti I'uno all’altro mediante una trasformazione continua. Dalla
topologia vanno poi staccandosi, mediante due diverse particolariz-
zazioni, la geometria metrica ove sono fondamentali i concetti di
distanza e di angolo, e la geometria proiettiva dove non interven-
gono nozioni metriche ma solo relazioni di posizioni fra punti, rette
e piani. Ora la tesi del’ENRIQUES & che i tre rami suddetti e preci-
samente la topologia, la geometria metrica e la proiettiva, avuto
riguardo all’acquisto psicologico dei loro concetti fondamentali, sono
legati a tre diversi ordini di sensazioni, rispettivamente alle sensa-
zioni generali tattili muscolari, a quelle del tatto speciale, e a quelle
della vista.

Le vedute psicologiche sui principi della geometria rappresen-
tano soltanto un parziale risultato di profonde meditazioni filoso-
fiche, le quali, iniziate durante gli studi all’Universitd pisana, si sono
alternate lungo tutta la vita con le indagini matematiche e storiche.
Dopo quindici anni di lavoro Egli ci da il primo frutto di quelle
meditazioni nel poderoso volume Problem:i della scienza pubblicato
nel 1906. L’autore vuol richiamare 1’attenzione del pubblico colto
sul problema filosofico della conoscenza, e si propone di dare una
veduta unitaria della scienza atta a combattere 1’eccessiva specializ-
zazione. Mentre in una prima parte dell’opera si esaminano i proce-
dimenti psicologici e logici con i quali le impressioni dei sensi ven-
gono raccolte, coordinate e trasformate per dar luogo alle teorie
scientifiche, nella seconda parte i principi delle varie scienze mate-
matiche, fisiche e biologiche sono sottoposti ad una critica esauriente.

Abbiamo gid accennato ad alcune sue idee sui principi della
geometria. Aggiungiamo ora che nell’esame dei principi della meec-
canica, a proposito delle nozioni di tempo, di spazio, di moto, di
forza, Egli espone delle vedute che contengono in germe le conce-
zioni sulle quali ALBERTO EINSTEIN, proprio in quegli anni, stava
costruendo la sua prima teoria della relativita.

11 pensiero filosofico dell’ENRIQUES si chiarisce e precisa nei saggi
che egli va via via pubblicando. Alcuni di questi sono raccolti nel
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volume intitolato Scienza e razionalismo apparso nel 1912, nel quale
le vedute odierne son messe a raffronto con le concezioni filosofiche
dei secoli scorsi.

In epoca recente egli ha voluto assoggettare ad un esame critico
e storico il problema del determinismo, sul quale lo sviluppo attuale
della fisica ha attirato 'attenzione di tutti i pensatori. E nato cosi
un volumetto Causalité et déterminisme, pubblicato a Parigi nel 1941,
dal quale tolgo e traduco alcuni brani che valgono a chiarire le
vedute dell’autore sulla costruzione della scienza.

«I1 contenuto delle teorie scientifiche » scrive PENRIQUES « con- .
siste nell’insieme delle previsioni sperimentali che esse rendono pos-
sibili; ma la scienza considerata nel suo divenire & qualche cosa di
‘piu di questo contenuto. Le ipotesi e le teorie hanno un valore
euristico che corrisponde alla soddisfazione di certe esigenze ra-
zionali. '

« Percio, in contrasto con la tendenza di MACH e della sua scuola,
affermo » prosegue PENRIQUES « che le ipotesi e le rappresentazioni
immaginative c¢i conducono pil in la che la scienza positiva. Vista
sotto tale aspetto la spiegazione causale implica qualche cosa di
piu che la semplice risposta a questa domanda: come si presenta il
fenomeno che noi osserviamo? La scienza va oltre tale spiegazione
quando essa tenta di render conto del perché. Quest’ultima -domanda
acquista un senso rispetto ad una rappresentazione immaginativa
che lega D’effetto alla causa col mezzo di una continuita di immagini ».

Fin qui PENriQUES. E qualche pagina piu in la, a proposito
della tendenza dei fisici contemporanei a rinunziare al determinismo
che fu la guida dei loro maestri, egli serive:

«Quel che ci ripugna & di accettare il non-intelligibile; e questa
ripugnanza non & che la nostra fede nella intelligibilita delle cose.
Becoci in presenza di un criterio metodologico del tutto generale, che
¢ il presupposto della scienza che si tratta di creare, cioe della ricerca
scientifica.

« Una scienza perfetta dovrebbe spiegare tutti i fenomeni pos-
sibili, B questo evidentemente un ideale irraggiungibile, anzi privo -
di senso. Ma, sia pure per via di astrazione, noi possiamo sforzarci
di spiegare certi ordini particolari di fenomeni costituenti un fram-
.mento della realtd e di comprenderli in qualche modo col mezzo di
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una rappresentazione concettuale che costituisca una teoria scienti-
fica adeguata a quella realta. E prima di verificare la teoria con
Pesperienza... noi richiediamo che la teoria sia in se stessa plausi-
bile, che essa soddisfi al principio di ragion sufficiente che & P’aspetto
mentale della causalita ».

Ho voluto riportare questi brani del suo ultimo libro perché
venisse posta in luce la posizione filosofica del’ENRIQUES. Risulta
chiaro che egli appartiene a quella scuola del razionalismo speri-
mentale che ha avuto in GALILEO e NEWTON i fondatori e massimi
rappresentanti, che ha guidato il pensiero di molti scienziati dei
secoli scorsi, e che oggi stesso si vanta dei grandi nomi di MAX
PLANCK e di ALBERTO EINSTEIN.

Per 'ENRIQUES il determinismo non ¢ una questione che possa
risolversi con opportune esperienze;il determinismo e un presupposto
alla ricerca scientifica e alla costruzione di una scienza che dia una
interpretazione intelligibile della natura.

Ho gia osservato che gli scritti filosofici del’ENRIQUES dimostrano,
col progredire del tempo, un interesse crescente per la storia del
pensiero scientifico. Durante gli anni giovanili, nel fervore della
ricerca matematica, il suo sguardo era rivolto all’avvenire e le que-
stioni storiche non fermavano in modo particolare la sua attenzione.
Ma a mano a mano che cresce la sua cultura, egli sente 1a necessita
di illuminare ogni veduta scientifica o filosofica alla luce portata
dai grandi pensatori dei secoli passati, e di presentare le conquiste
attuali come prodotti di una evoluzione di idee maturate attraverso
il tempo.

Questa tendenza, gia manifesta in alcuni saggi del libro citato
Scienza e razionalismo del 1912, informa tutto il contenuto del vo-
lume Per la storia della logica pubblicato nel 1922, nel quale
si espone come le vedute delle scuole greche e in particolare di
ARISTOTELE si siano, nel corso del tempo, trasformate per dar luogo
alle concezioni attuali.

Un progetto piut grandioso sorge intanto nella sua mente: esporre
la storia del pensiero scientifico in un’opera in tre volumi, dei quali
il primo destinato al mondo antico e in particolare alla Grecia, il
secondo al medioevo, il terzo al rinascimento e all’epoca contem-

PN

poranea. Il primo volume & uscito nel 1932 in collaborazione col
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prof. DE SANTILLANA. Ricco di notizie, profondo nella critica e nel
tempo stesso lucido e di gradevole lettura, questo volume ha avuto
subito un largo successo. Gli autori, come essi stessi dichiarano, non
compiono opera di paziente erudizione, né si dilungano in discus-
sioni di carattere filologico. Di fronte ad un frammento oscuro di
qualche filosofo della Grecia, ’ENRIQUES parte dal preconcetto che
il pensiero originale doveva esser chiaro e intelligibile, formula una
ipotesi sul significato del testo e I’accoglie soltanto quando la tesi
proposta si accorda con le conseguenze che i commentatori greci di
epoca pill recente hanno tratto da quel passo del loro predecessore.

Il successo di quel primo volume ha reso pilt acerbo il ramma-
rico di non averlo veduto seguire dagli altri due in progetto. Da un
lato la difficolta di interpretare tanti oscuri pensatori del medioevo,
d’altro lato gli avvenimenti politici e bellici dell’ultimo decennio,
distolsero gli autori dalla prosecuzione dell’opera. Parziale compenso
a tale mancanza & il Compendio di storia del pensiero scientifico,
pubblicato dagli autori stessi nel 1937 e destinato principalmente
a colmare con una veduta d’insieme le lacune che l’insegnamento
della filosofia e della storia lascia negli allievi delle nostre scuole
secondarie.

Un fine analogo, limitato perd allo gviluppo delle matematiche
e ai suoi rapporti con le altre discipline, si propone un volume dal
titolo Le matematiche nella storia e nella cultura, pubblicato nel 1938,
nel quale sono raccolte dal prof. FRAJESE lezioni e conferenze tenute
dalPENRIQUES agli studenti della Facoltd di scienze.

Aggiungo che negli ultimi anni egli aveva compiuto uno studio
profondo sul filosofo DEMOCRITO, tentando di ricostruirne I'opera in
base agli scarsi frammenti che c¢i son rimasti. I1 manoscritto & for-
tunatamente compiuto ed il volume verra presto pubblicato per cura
del dott. MazzIoTTI che lo aveva aiutato nella redazione (*).

Con questo volume, e con l'altro in corso di stampa sulla teoria
delle superficie (**), si chiude la prodigiosa attivita di FEDERIGO EN-
RIQUES. Egli ha coltivato con pari profondith tre indirizzi, la ma-
tematica, la filosofia, la storia della scienza, ed ha seritto in cia-

(*) F. ENRIQUES e M. Mazz10TTI: Le dotirine di Democrito d’dbdera — Testi e commenti —
Prefazione del Prof. G. CASTELNUOVO (Bologna, N. Zanichelli, 1948) [n. d.r.].

(**) F. ENRIQUES: Le superficie algebriche - Introduzione di G. CASTELNUOVO (Pologna,
N. Zanichelli, 1949) [n. d. r.].
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Al rifiorire delle pubbliche liberta nel 1944 riprese ’insegnamento,
ma ’organismo era ormai stanco ed Egli non sentiva piu la forza
di assumere posti di combattimento. Una affezione cardiaca, che
lo affliggeva da qualche tempo e lo costringeva a saltuari periodi di
riposo, non gli aveva tolto la passione della ricerca e dello studio,
ma aveva fiaccato lo spirito battagliero e ’interesse per cid che era
estraneo alla vita intellettuale.

Mori improvvisamente nelle prime ore del 14 giugno 1946 e ci
lascid un vuoto incolmabile. Ne furono addolorati i colleghi, gli
amici, gli ammiratori che Egli si era conquistato in Italia e all’estero.
Ma pit amaramente, insieme alla moglie, ai figli, a tutti noi che
formavamo parte della sua famiglia, lo piansero gli allievi che lo
amavano come un padre. & padre fu veramente per loro. Li acco-
glieva a tutte le ore nel suo studio, da loro si faceva accompagnare
nelle passeggiate mattutine, li incitava e guidava nella ricerca, li
educava al senso del dovere nella scienza e nella vita.

Con FEDERIGO ENRIQUES una grande luce si & spenta. Come
avviene per i maggiori beni concessi all'nomo, dei quali si apprezza
piu intensamente il valore quando c¢i vengon tolti, cosi la scomparsa
del’ENRIQUES ci fa sentire qual fulgore irradiasse dalla sua persona
e qual fermento di vita intellettuale, qual tesoro di sapienza abbiamo
oggi perduto con Lui. .

: ‘ GUIDO CASTELNUOVO
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SUI GRUPPI CONTINUI
DI TRASFORMAZIONI CREMONIANE NEL PIANO

« Rend. Acec. Lincei», s. 58, vol. II (1° sem., 1893),
pp. 468-473 (*)

1. — Secondo il sig. LIk (*) dicesi gruppo continuo di trasformazioni
gsopra n variabili (o in un S,) un insieme continuo di trasformazioni,
dipendenti da un numero finito di parametri, tale che il prodotto T di
due trasformazioni del gruppo sia ancora una trasformazione di esso,
ed insieme ad una trasformazione z comparisca nel gruppo anche I'in-
versa w1,

Io prendo in esame i gruppi continui di trasformazioni birazionali
(o cremoniane) del piano e dimostro che essi possono trasformarsi bira-
zionalmente in uno dei seguenti ¢ipi:

1) Gruppo oo® delle omografie e suoi sottogrupps.

2) Gruppo oo delle trasformazioni quadratiche che mutano in sé il
sistema lineare delle coniche con due punti base distinti e quindi i due fasci
di raggi coi centri im quei punti base, e suoi sottogruppi (o, se si vuole,
gruppo delle inversioni rispetio ai circoli del piano e suoi sottogruppi).

3) Gruppo oo™*s delle trasformazioni di JONQUIERES (d’ordine n) che
mutano in sé il sistema lineare oot delle curve d’ordine n con un punto
(n —1)-plo ed in esso le n — 1 tangenti fisse, e suoi sottogruppi.

2. — Si abbia nel piano un gruppo continuo co di trasformazioni cre-
moniane, di cui z, T sieno due trasformazioni generiche. Un sistema lineare
ook (k >>1) di curve algebriche viene trasformato da = in un altro si-
stema oco* di curve d’un certo ordine »; la T trasforma il nuovo sistema
in un altro pure di curve d’ordine » che & il trasformato del primitivo

(*) Nota presentata dal Socio L. CREMONA nella seduta del 21 maggio 1893.
() Theoriec der Transformationsgrupper Bd. 1, Kap. I (Leipzig, Teubner, 1888).

F. ENRIQUES — Menorie scelte di Geom.tria, 1. 1
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neila trasformazione del gruppo Tz; l'insieme di tutti i trasformati del
primitivo sistema nelle trasformazioni del gruppo costituisce un sistema
continuo (in generale non lineare) trasformato in se stesso da tutte le
trasformazioni del gruppo, ossia costituisce cid che discesi un corpo del
gruppo stesso. Questo sistema di curve d’ordine » & immerso nel sistema
lineare di tutte le curve d’ordine %, e quindi appartiene ad un sistema
lineare di dimensione minima di curve del detto ordine, che resulta da
esso individuato; un tal sistema lineare deve pure esser trasformato in
se stesso dalle trasformazioni del gruppo, giacché altrimenti il corpo di
curve prima costruito risulterebbe comune ad esso e ad un suo trasfor-
mato e quindi appartenente ad un sistema lineare (comune ai due) di
dimensione minore. In questo modo partendo da un sistema oo* (k > 1)
di curve algebriche, si pud ottenere un sistema lineare di curve (di genere
maggiore od uguale del primitivo) trasformato in se stesso dalle tra-
sformazioni cremoniane di un gruppo continuo co®. Un tal sistema appar-
tiene ad un sistema determinato dai suoi punti base (colle date molte-
plicita) che ¢ pure trasformato in se stesso; infatti soltanto dalle molte-
plicitd della curva generica di un sistema lineare nei punti fondamentali
di questo e dal suo ordine, dipendono l’ordine e la molteplicita della
curva corrispondente in una trasformazione cremoniana.

3. — 11 sistema lineare delle curve d’ordine n — 3 aggiunte alla curva
generica d’ordine » d’un sistema lineare C, dicesi sistema aggiunto di C;
dal sistema aggiunto si possono forse staccare delle curve fisse (fonda-
mentali pel dato sistema) ed il sistema residuo dicesi aggiunto puro di
quello dato: il sig. CASTELNUOVO (%) ha stabilito che quando un sistema
lineare viene birazionalmente trasformato in un altro, ’aggiunto puro
del primo si trasforma nell’aggiunto puro del secondo.

Dato un gruppo continuo di trasformazioni cremoniane si costruisca
nel piano (come ho indicato) un sistema lineare, di genere p arbitraria-
mente grande, trasformato in se stesso; anche il sistema aggiunto puro
di esso (che & coP~!) dovra essere un corpo per il gruppo. Si consideri poi
Paggiunto puro di questo sistema aggiunto e cosi via; gli ordini dei suc-
cessivi sistemi vanno decrescendo e quindi il procedimento deve avere

(*) Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve piane (« Acce. Torino M. », 1891). Il proce-
dimento (qui brevemente esposto) con cui dato un sistema lineare trasformato in s¢ da una tra-
sformazione birazionale si deduce un sistema di genere 0,1 pure trasformato in sc stesso, ¢ stato
usato dal sig. CASTELNUOVO (Acc. Lincei, 1892). Lo enuncio nel 1885 il sig. S. KaANTOR (« Comptes
rendus ») chiamandolo: Principio della dimi i delle funzioni ¢, senza perd dimostrare il
teorema citato sulla invariantivitd del sistema aggiunto che non ¢& affatto incluso nel noto teo-
rema del sig. NOETHER sull’invariantivitd (rispetto a trasformazioni biunivoche della curva e
non del piano) della serie gzgié segata sopra una curva d’ordine n e genere p dalle sue aggiunte
d’ordine n — 3 (cfr. anche CASTELNUOVO, « Acc. Torino M. », 1. ¢c., pag. 6).
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un termine; d’altra parte cid non pud avvenire, finché non si giunga
ad un sistema di curve razionali od ellittiche, poiche una curva di genere
> 1 ha almeno un fascio di curve aggiunte. Si perviene cosi a trovare
un sistema lineare (oo! almeno) di curve razionali o ellittiche trasformato
in s¢ da tutte le trasformazioni del gruppo.

4. — Un sistema lineare di curve ellittiche pud sempre trasformarsi
birazionalmente in uno dei seguenti d’ordine minimo (3):

a) sistema lineare di quartiche con due punti base doppi;
b) sistema lineare di cubiche;
¢) fascio di curve d’ordine 3r con 9 punti base r-pli.

Se un sistema a) viene trasformato in s¢ dalle trasformazioni cremo-
niane d’'un gruppo continuo, anche il gistema delle coniche per i due
punti base (che & I'unico la cui curva generica incontra in 4 punti mobili
la curva generica del sistema) deve essere trasformato in se stesso; le
trasformazioni che mutano in sé questo sistema di coniche (contenente
la rete delle rette del piano) sono quadratiche e corrispondono alle tra-
sformazioni proiettive in sé d’una quadrica o d’un cono quadrico; percid
sono oo® 0 oo’ secondoché i punti base del sistema sono distinti o infi-
nitamente vicini; nel loro gruppo & contenuto un sottogruppo di oot
omografie aventi i due punti base uniti (4). ‘

Se un sistema b) senza punti base o con un punto base & trasformato
in s¢ dalle trasformazioni cremoniane d’un gruppo continuo, queste
trasformazioni sono omografie poicheé ogni altra trasformazione eleva
Pordine della curva generica del sistema. '

Dico che accade egualmente per ogni altro sistema b) o per un si-
stema c¢).

Si possono tfrattare insieme i due casi dicendo che il sistema trasfor-
mato in s¢ & un sistema lineare di curve d’ordine 3r (r >>1) con punti
base r-pli in numero di due almeno. Consideriamo le coniche per due
punti base (r-pli) del sistema e le curve trasformate nella trasformazione
generica s del gruppo: sia » l'ordine di queste curve ed h, &, ... le molti-
plicitd che esse hanno nei punti base del sistema, g, g, ... quelle che even-
tualmente esse possono avere in altri punti fissi fuori dei detti punti
base. Le curve d’ordine # d’un tal sistema segano (come le coniche di
cui sono le trasformate) in 4 punti mobili le curve d’ordine 3r del sistema
primitivo; avremo dunque:

3rn=r > h; + 4r

(®) Cfr. GucciA («Cire. di Palermo », t. 1887). 11 caso del fascio era stato anteriormente
trattato dal sig. BERTINI (« Ann. di Mat. », 3, 9).

(4 Per la letteratura relativa alle trasformazioni proiettive d’una quadrica in s¢, cfr. CLEBsCH-
LINDEMANN, 2°Bd., 8. 356 e segg.
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cioé:
3n = h +4.
Siccome poi le curve del sistema sono razionali deve aversi:
n(n —3) — > hi(hy —1) — 3 oler —1) = — 2,
ossia (tenendo conto della relazione precedente):

nz—Zhg—ZQh(g,,—l)=2.

D’altra parte le curve del sistema s’incontrano (due a due) in due
punti variabili, quindi: :

n—3K—3a=2;
8i deduce dunque:

th:()y

e percid tutte le quantitd g, sono nulle, cioé il sistema oo® trasformato
di quello delle coniche per due punti base r-pli del primitivo sistema C,
non ha punti base fuori di quelli di €. Ora un tal sistema co® (come
quello di cui ¢ il trasformato) & determinato dai punti base, e poiché le
quantitd intere h; non mutano variando la trasformazione scelta nel
gruppo continuo, si conclude che il sistema oo® & fisso; siccome poi al
gruppo appartiene la trasformazione identica (per la definizione di gruppo),
cosi si deduce che il sistema delle coniche per due punti base di C &
trasformato in sé da tutte le trasformazioni del gruppo. Queste trasfor-
mazioni sono dunque (come abbiam notato) quadratiche ed in partico-
lare omografiche; ma le trasformazioni quadratiche che mutano in sé il
sistema delle coniche elevano il grado delle curve d’ordine 3r aventi solo
due punti r-pli in due punti fondamentali, percid il gruppo non pud esser
composto che delle omografie contenute nel detto gruppo di trasfor-
mazioni.

Cosi dall’esistenza d’un sistema lineare di curve ellittiche mutato in
sé dalle trasformazioni d’un gruppo continuo, si trae che le trasformazioni
sono omografie (casi b), ¢)), o trasformazioni quadratiche mutanti in sé
il sistema delle coniche per due punti (caso a)).

5. — Dobbiamo ora esaminare il caso d’un gruppo continuo di trasfor-
mazioni cremoniane che mutino in sé un sistema lineare di curve razio-
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nali, il quale sistema pud sempre supporsi determinato dai punti base
colle date molteplicita (per un’osservazione del § 2).

Cominciamo dal mostrare che se il sistema & un fascio pud sempre
costruirsi un altro sistema piu ampio di curve razionali pure trasformato
in se stesso. Basta per cio trasformare birazionalmente il fascio in quello
delle rette per un punto O (°) ed allora il gruppo si muta in un gruppo
di trasformazioni di JoNQUIERES d’un certo ordine n in cui alle rette
corrispondono le curve (d’ordine n) d’una rete omaloidica col punto
base O (n — 1)-plo, quindi le curve d’ordine # con O (n — 1)-plo aventi
come punti semplici i punti base (fuori di O) comuni alle dette reti oma-
loidiche, formano un corpo per il gruppo.

Ciod posto, un sistema lineare di curve razionali (di dimensione > 1)
determinato dai punti base pud sempre trasformarsi in uno dei seguenti
d’ordine minimo (8):

a) rete delle rette del piano;

b) sistema oo® delle coniche del piano;

¢) sistema lineare co™t! delle curve d’ordine (m+2)/2 con un punto
base (m/2)-plo ed un punto base semplice a distanza finita;

d) sistema lineare oco™t! delle curve d’ordine (m-+mn)/2 (0 <n < m)
con un punto base ((m-n)/2 —1)-plo con » —1 tangenti fisse comuni
a tutte le curve.

Un sistema «) o b) non pud ammettere altre trasformazioni cremo-
niane in se, che trasformazioni omografiche.

Se un sistema ¢) o d) ¢ trasformato in se stesso dalle trasformazioni
cremoniane d’un gruppo continuo, anche il faseio delle rette per un punto
base ¢ trasformato in se stesso, giacché ¢ immerso nel dato sistema e
con un semplice calcolo si vede che non vi sono nel sistema altri fasei
di curve seganti quella generica in egual numero di punti mobili. Dunque
nel caso ¢) si hanno due fasci uniti di raggi, ossia il gruppo & costituito
da trasformazioni quadratiche che mutano in se il sistema delle coniche
pei due punti base (distinti) (cfr. § 3).

Resta che esaminiamo il caso d’un sistema d) trasformato in sé dalle
trasformazioni cremoniane d’un gruppo continuo.

I1 fascio delle rette per il punto multiplo O (trasformato in se) pre-
senta due condizioni ad una curva generica del sistema che debba con-
tenerlo, giacche basta per cid costringere una curva del sistema ad
avere due punti sopra una retta generica del fascio: il sistemna residuo
oo™ (ottenuto staccando dal sistema d) il detto fascio) deve essere pure

(*) Cfr. NOETHER (« Math. Ann. », Bd. 3).
(%) Cfr. GucciA (« Cire. di- Palermo », t. I, 1886). La riduzione con trasformazioni quadra-
tiche della rete era stata anteriormente trattata dal sig. NOETHER (« Math. Ann. », Bd. 5).
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mutato in sé dalle trasformazioni del gruppo. Staccando successivamente
il medesimo fascio da questo sistema residuo co™ ! e cosi via, perveniamo
ad un sistema di curve d’ordine n col punto O (w —1)-plo e le n —1
tangenti fisse per O, il quale ¢ pure mutato in sé dalle trasformazioni
del gruppo. Qui 'operazione ha un termine poiché il sistema residuo del
fascio rispetto al detto sistema di curve d’ordine =, e riduttibile.

11 sistema stesso & oo™t!, rappresentativo del cono razionale normale
d’ordine » dello spazio ad n+1 dimensioni (8,+;): un tale cono ammette
oco™td trasformazioni proiettive in sé, giacché per una di esse puod sce-
gliersi ad arbitrio un iperpiano (S,) unito, una proiettivita binaria a
cui corrisponde un’omografia di 8, che muta in sé la sezione (curva razio-
nale normale) del cono, ed infine il rimanente invariante assoluto del-
I’omografia. Corrispondentemente si hanno nel piano co™*% trasformazioni
di JoNQUIERES (formanti gruppo) in ciascuna delle quali corrispondono
alle rette le curve d’ordine n d’una rete omoloidica con O (n —1)-plo
le tangenti fisse in O, ed altri » — 1 punti base semplici.

Dunque se un sistema di curve razionali & mutato in se dalle tra-
sformazioni d’un gruppo continuo, queste sono omografie (casi a) o b))
oppure mutano in sé il sistema delle coniche per due punti (caso ¢)), o
il sistema oco™t! delle curve d’ordine n con un punto (n — 1)-plo e le tan-
genti fisse in esso (caso d)).

6. — Riassumendo le conclusioni dei §§ 4 e 5, e pensando a quella
del § 3, otteniamo appunto il resultato enunciato nel § 1, cioé ricono-
sciamo D’esistenza di 3 tipi di trasformazioni cremoniane:

1° gruppo oo® delle omografie;

20 gruppo oo® delle trasformazioni quadratiche che mutano in se
due fasci di raggi;

3° gruppo oco™t® delle trasformazioni di JoNQUIERES (d’ordine =)
che mutano in sé il sistema lineare co*t' delle curve d’ordine » con un
punto (n —1)-plo e le » —1 tangenti fisse.

Ogni gruppo di trasformazioni cremoniane appartiene come sotto-
gruppo ad uno di questi 3 gruppi o ad un suo trasformato. I 3 gruppi
10, 20 e 3° sono irreducibili fra loro (non si pud dir lo stesso per i loro
sottogruppi); cid si riconosce facilmente rammentando che il solo
gruppo oo® d’omografie ¢ quello delle omografie con un punto unito, e.
che non esistono gruppi oo’ d’omografie piane (7).

Il resultato stabilito pud anche enunciarsi cosi:

(") Cfr. LIE, op. cit., Bd. 1, 8. 569.
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La geometria nel piano ha come gruppo principale di trasformazioni (8)
un gruppo continuo di trasformazioni cremoniane (dipendente da un numero
finito di parametri), coincide colla geometria proiettiva nel piano o sulla
rigata quadrica (°) o sul cono razionale normale dello spazio ad n-1 dimen-
stoni, o con un caso particolare di una di queste tre geometrie.

(®) Per il concetto di gruppo principale di trasformazioni, cfr. il Programma del sig. KLEIN
(Universitd di Erlangen, 1872) tradotto in italiano dal sig. FaAN0 (« Ann. di Mat. », s. 22, t. XVII).

(°) Dicendo rigata quadrica intendo di escludere le trasformagzioni proiettive di 2° specie
che mutano le generatrici d’un sistema della quadrica in quelle dell’altro, aggiungendo (come
corpo) un sistema di generatrici al gruppo totale delle trasformazioni proiettive della quadrica
in sé (che non ¢ continuo).



II.

SOPRA UN GRUPPO CONTINUO
DI TRASFORMAZIONI DI JONQUIRRES NEL PIANO

« Rend. Ace. Lincei», s. 5%, vol. IT (1° sem., 1893),
pp. 532-538 (*)

1. — In una precedente Nota ho stabilito che ogni gruppo continuo
di trasformazioni cremoniane del piano (dipendente da un numero finito
di parametri), pud esser birazionalmente trasformato in un altro appar-
tenente ad uno dei seguenti gruppi:

1) gruppo oo® delle omografie;

2) gruppo oo® delle trasformazioni quadratiche che mutano in sé
due fasci di raggi (o gruppo delle inversioni rispetto ai circoli);

3) gruppo oo"*® (con n intero arbitrario) delle trasformazioni di
JoNQUIERES (d’ordine n) che mutano in sé il sistema lineare cot! delle
curve d’ordine n con un punto base (n —1)-plo e le n — 1 tangenti fisse.

I1 1° ed il 2° gruppo sono stati pilt volte studiati. Il sig. Li (*) ha
dimostrato che il gruppo delle omografie in 8, (in particolare il nostro
gruppo 1°) & semplice (?). I1 2° gruppo, che puod studiarsi come quello
delle trasformazioni proiettive della quadrica in s¢, opera sulle genera-
trici di ciascun sistema (sistema d’imprimitivitd) permutandole come il
gruppo totale delle proiettivita binarie: quindi esso contiene due (e due
soli) sottogruppi eccezionali (co0®) di ¢mografie biassiali.

Invece il nostro 3° gruppo, per quanto io 80, non & ancora stato stu-
diato in generale, ed io mi propongo di assegnarne qui la composizione.
Cio dard luogo ad alcune osservazioni sulla geometria del piano che ha
il detto gruppo principale di trasformazioni.

(*) Nota presentata dal Socio L. CREMONA.

(1) Theorie der Trasformationsgruppen, Bd. 1, S. 560 (« Math. Ann. », 25).

(*) Dicesi compostio un gruppo che contiene qualche sottogruppo (diverso da se stesso e dal-
I’identitd) trasformato in s dalle trasformazioni del gruppo (o, come si dice, un sottogruppo
eccezionale), semplice nel caso opposto. Determinare la composizione d’un gruppo significa deter-
minarne i sottogruppi eccezionali.
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2. — Ho gia notato (nella prec. Nota) che il gruppo 3° corrisponde
al gruppo K delle trasformazioni proiettive in s¢ del cono razionale nor-
male (d’ordine ») di S,+, (quando il detto cono sia rappresentato sul
piano), ed ¢ sotto questo aspetto che prenderd a considerarlo.

Una trasformazione generica del gruppo K si ottiene assumendo ad
arbitrio l’iperpiano unito opposto al vertice del cono, in esso una fra
le oo® proiettivitd che mutano in sé la curva sezione (ossia prendendo ad
arbitrio una proiettivita binaria che scambi fra loro le generatrici, come
elementi d’un sistema d’imprimitivitd), ed infine fissando pure arbitra-
riamente il rimanente invariante assoluto dell’omografia: cosi appunto
ho dedotto che il gruppo K & co"+3.

Poiche esso opera sulle generatrici come il gruppo totale delle proiet-
tivita binarie, e questo & semplice, un sottogruppo eccezionale oo™ di K
opera sulle dette generatrici come il detto gruppo totale o come I'iden-
titd; nel 1° caso contiene co’—3 omologie, nel 2° & tutto costituito di
omologie.

3. — Ora le co"t* omologie col centro nel vertice O del cono formano
effettivamente un sottogruppo eccezionale in K; questo per la conside-
razione prec. non pud esser contenuto in alcun sottogruppo eccezionale
di K, diverso da K, il quale avrebbe una dimensione minore di n+5

(=n +2+3).

4. — In questo gruppo oo™*? delle omologie di centro O ¢ contenuto
come sottogruppo eccezionale il sistema oo+ delle omologie (special?) il
cui iperpiano di punti uniti passa per O: questo ¢ anche un sottogruppo
eccezionale in K, giacché appunto (secondo la definizione) ogni omo-
grafia di K trasforma un’omologia speciale di centro O in un’altra analoga.
Il gruppo oo™*! delle omologie speciali ¢ costituito di omologie due a
due permutabili (3), poiché sopra ogni retta per O (che ¢ retta unita per
tali omologie) sono permutabili le proiettivitd paraboliche subordinate
da quelle omologie (avendo gli stessi punti uniti)

Si consideri un suo sottogruppo co” (r < n--1) che puo ritenersi ge-
nerato da r sue omologie indipendenti (e del resto arbitrarie) =, 7, ... @, .
nel senso che una trasformazione del gruppo co” pud rappresentarsi col
simbolo zim;: ... wir (*). Gl iperpiani delle » omologie generatrici hanno

(®) Cioeé il prodotto gode la proprietd commutativa.

(4) Secondo LIE (op. cit.,, Bd. 1, S. 45) in un gruppo continuo co” di trasformazioni vi sono
r trasformazioni infinitesimali linearmente indipendenti, generatrici di » gruppi oo! (che pos-
sono considerarsi come gruppi di potenze di una trasformazione in essi contenuta) i quali gene-
rano per moltiplicazione V’intiero gruppo. Essendo poi =, =, ... 7, due a due permutabili, esse
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comune un S,i,—, per 0, il quale appartiene agli co™?! iperpiani (luogo
di punti uniti) delle co” omologie speciali del gruppo. Ora nessuno spazio
lineare per O (di dimensione << n+1) gode della proprietd invariantiva
rispetto a tutte le trasformazioni di K (sebbene goda di questa proprieta
rispetto alle omologie contenute in K), giacché ne seguirebbe 1’esistenza
di generatrici di contatto del cono con iperpiani osculatori appartenenti
al detto spazio, le quali sarebbero unite per tutte le omografie di K,
mentre abbiam notato che il gruppo K opera sulle generatrici del cono
come il gruppo totale delle proiettivita binarie. Si deduce che nessun
sottogruppo di quello oo delle omologie speciali di centro P & con-
tenuto eccezionalmente in K.

5. — 11 sig. Lie (°) ha dimostrato che se entro un gruppo continuo
vi sono due sottogruppi eccezionali, essi hanno comune un sottogruppo
eccezionale oo! almeno, o sono costituiti di trasformazioni tali che cia-
scuna di quelle d’un sottogruppo é permutabile con ciascuna di quelle
dell’altro. Di qua si trae anzitutto che un sottogruppo eccezionale di K
diverso da quello oco™*! delle sue omologie speciali deve contenere que-
st’ultimo, giacché non vi sono in esso sottogruppi eccezionali di K (§ 4),
e d’altra parte non vi € nessuna omografia di 8,4+, diversa da una di
quelle omologie, e permutabile con ciascuna di esse. Inoltre se il sotto-
gruppo di cui si suppone l’esistenza non & quello co"t? delle omologie
considerato al § 3, per una osservazione del § 2, il sottogruppo stesso
deve essere co™t* (e non contenere altre omologie di K tranne quelle
speciali). In K non possono esistere due siffatti sottogruppi eccezionali
poiché avrebbero comune un sottogruppo eccezionale co™3 (8).

6. — Dobbiamo ora riconoscere l'effettiva esistenza d’un sottogruppo
eccezionale co** in K formato dalle omografie (speciali) aventi un punto
unito infinitamente vicino al vertice O del cono. Questo sistema oon+t
di omografie speciali rimane evidentemente invariato trasformandolo
colle omografie di K; inoltre nel sistema comparisce insieme ad una
omografia anche ’inversa; basta dunque mostrare che due omografie del
sistema, cioé due omografie speciali di K, danno per prodotto un’omo-
grafia del sistema (cioé speciale). Dimostreremo questo fatto per indu-
zione completa da % —1 ad n: la proprietd enunciata sussiste per il

appartengono sempre ad un gruppo oo’ (o piu ristretto), poiche
8; S, 8y 0 pby ot te— S+t pSati, 8.+1¢
"1"’2”" nrv 7!117!23...7!'_1‘ 7!11 1712? s...nrr r.

(®) Op. cit., Bd. 1, S. 264.
(*) Lig, op. cit., Bd. 1, S. 264.
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cono quadrico (» == 2) giacché le omografie con un punto unito infini-
tamente vicino al vertice entro il gruppo oo di tutte le trasformazioni
proiettive del cono in sé, corrispondono per dualitd ai movimenti entro
il gruppo totale delle omografie che mutano in sé il cerchio all’infinito
delle sfere (similitudini).

Cio posto supponiamo dimostrata la proprieta per i coni di §,. Proiet-
tando da un suo punto il cono di §,4, si ottiene quello di §,, ed al gruppo
delle omografie mutanti in sé& il 1° cono che lasciano fermo il centro di
proiezione, corrisponde il gruppo delle omografie che mutano in sé il
20 cono lasciando ferma una sua generatrice: fra queste ultime per ipo-
tesi formano gruppo le omografie speciali, quindi sul cono di 8,.; due
omografie speciali che hanno comune un punto unito sul cono (ed appar-
tenenti al gruppo K del cono) danno per prodotto un’omografia speciale
(di K).

Denotiamo col simbolo = (con accenti o apici) un’omografia speciale
di K, con T una sua omologia speciaie. Vi & una retta unita per = con-
tenente O su cui la = subordina un’omografia parabolica, ed un’omo-
grafia parabolica (collo stesso punto unito O) subordina su di essa la T,
quindi il prodotto =T (o Tx o mxT-') é ancora una omografia speciale
di K.

Le omografie speciali 7, 7, (di K) abbiano come unita una stessa gene-
ratrice del cono unito, e su di essa risp. i punti uniti 4, A4, (oltre ad O):
- 81 pud fissare una omologia T (di cui l'iperpiano sia un qualunque iper-
piano per O), tale che il prodotto m;T abbia il punto unito A,; allora
abbiamo

7, T) ==
ossia

()T ==
e moltiplicando per 7-!

Ty, = al*=ax'.

Si vede cosi, intanto, che due omografie speciali di K con una stessa
generatrice unita del cono, danno per prodotto un’omografia speciale di K.

Sieno ora =z, 7, due arbitrarie omografie speciali di K; sia r, una
generatrice del cono unita per la 13, r, una generatrice unita della 2a;
sia 7, una generatrice unita dell’omografia m,m,. Le omografie speciali
di K operano sulle generatrici del cono come le co® proiettivitd binarie;
possiamo dunque costruire una omografia speciale (ausiliaria) 7’ coi raggi
uniti »,, 73, la quale muti in r, I'ulteriore raggio unito della =,. Allora
(tenendo presente la legge di moltiplicazione dimostrata per le omo-
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grafie speciali di K con una generatrice unita comune) si ha

' = n" . (raggio unito comune ;)
Tty(mm’) = 7" (raggio unito comune 7;)
(e Yt =m (raggio unito comune ;)
quindi
TTC, = T c.d.d.

Cosi & dimostrato per induzione completa che le omografie speciali
di K formano un gruppo, e precisamente un sottogruppo eccezionale
oo™+t di K.

7. — Riassumendo i resultati dei precedenti §§ possiamo dire che il
gruppo cot® delle omografie mutanti in sé un cono d’ordine n di S.+,
contiene tre, e tre soli, sottogruppi eccezionali; cioé quello co™* delle
omografie speciali (con un punto unito infinitamente vicino al vertice 0)
quello oomt? delle omologie di centro O, e quello co™! delle omologie
speciali di centro O (e iperpiano per 0) a due a due permutabili.

Intepretiamo questi risultati nel piano relativamente al gruppo (3°)
delle trasformazioni di JoNQUIRRES che mutano in s& il sistema di curve
rappresentative del cono.

Un’omografia generale trasformante in s¢ il cono di 8,4, (cio¢ appar-
tenente a K) ha »-1 iperpiani uniti di cui uno (non passante per O)
sega il cono secondo una curva non spezzata, e gli altri segano il cono
secondo le due generatrici unite (dove lo toccano pilt volte): per un’omo-
grafia speciale di K liperpiano unito opposto ad O viene a passare per O,
e quindi anche la sua sezione si compone delle due generatrici unite.
Questa proprieta si pud interpretare nel piano come caratteristica pel
sottogruppo eccezionale oco"t* del gruppo 3°. Diamo senz’altro ’enun-
ciato, includendovi l'interpretazione degli altri sottogruppi eccezionali
di K (che & immediata).

IT gruppo (3°) conts delle trasformazioni di JONQUIBRES d’ordine n (nel
piano), che mutano in sé il sistema oo u delle curve d’ordine n con un
punto base (n —1)-plo e le n — 1 tangenti fisse, contiene tre e tre soli sotto-
gruppi eccezionali «, B, v risp. oo™td, co™t? ed ool

Mentre per una trasformazione generale del gruppo totale vi é nel sistema p
una curva unita che mon si compone delle due rette unite per il punto
(n —1)-plo, in una trasformazione generica del sottogruppo oco"+* &, non vi €
alouna curva unita del sistema w che non si componga delle due rette unite
nominate.



14 II. SOPRA UN GRUPPO CONTINUO

11 sottogruppo co™* [ si compone delle trasformazioni di JONQUIERES
prospettive cot raggi uniti pel punto base (n — 1)-plo del sistema p.

I1 sottogruppo oo™y (comune ad « e f3) si compone delle trasformazioni
di JONQUIERES prospettive che subordinano omografie paraboliche sui raggt
uniti pel punto base (n — 1)-plo del sistema u, e sono due a due permutabili.

8. — Possiamo illuminare i risultati ottenuti ponendo in relazione il
nostro gruppo (3°) con un altro gruppo ben noto; ne seguird una notevole
interpretazione della geometria del piano che ha il detto gruppo come
gruppo principale di trasformazioni.

L’inviluppo del cono d’ordine n di 8,4+, puod trasformarsi per dualita
in una linea razionale normale d’ordine %, €, dell’iperpiano all’infinito
di 8,4,: il gruppo K si muta in quello delle omografie trasformanti in se¢
la detta linea e quindi I’iperpiano a cui appartiene; ciascuna di queste
omografie altera i volumi in un rapporto costante (¢ un’affinita) (*); il
sottogruppo eccezionale o & dato dalle effinitd equivalenti (conservanti i
volumi) che trasformano in sé la data linea all’infinito; i gruppi f e y
risp. del gruppo delle omotetie e delle traslazioni in S,4,. Cosl Pesistenza
di 3 sottogruppi eccezionali in K poteva dedursi a priori: occorreva
mostrare che non vi erano in K altri sottogruppi eccezionali, e vedere
come questi vengano rappresentati; effettivamente al gruppo generale
delle affinitd equivalenti non compete la proprieta peculiare di avere un
iperpiano unito infinitamente vicino a quello all’infinito, proprieta che
spetta al sottogruppo ottenuto aggiungendo come corpo la linea C. Ma
nel caso in cui » ¢ pari questa proprieta poteva riconoscersi notando che
la quadrica (dell’iperpiano all’infinito) definita dalla polaritdh in cui un
punto della C corrisponde allo S,_; osculatore (®), ¢ mutata in sé dalle
omografie del gruppo, il quale pud quindi considerarsi come sottogruppo
del gruppo delle similitudini. Una considerazione analoga potrebbe isti-
tuirsi quando n & dispari sostituendo, come assoluto, un sistema nullo
ad una quadrica; i due casi potrebbero considerarsi analiticamente sotto
un aspetto comune (°).

D’altra parte la geometria del piano che ha come gruppo princi-

() Per il gruppo delle affinitd negli iperspazi cfr. L1k, op. cit., Bd. 1, S. 574.

(®) Secondo un teorema di CLIFFORD, On the classification of Loci (« Philosophical Trans-
action », 1878).

(® 11 gruppo delle similitudini di S; (come duale del gruppo del cono quadrico) ¢ conside-
rato in CLEBSCH-LINDEMANN, Bd. 2, S. 373; per la letteratura relativa ad esso e al sottogruppo
dei movimenti oltre alla op. cit. cfr. LINDEMANN, « Math. Ann.» 7, S. 56: per il gruppo delle
similitudini negli iperspazi cfr. LiE, op. cit. Il gruppo delle trasformazioni lineari del sistema
nullo in sé & considerato in CLEBSCH-LINDEMANN, op. cit., S. 373 e 389.
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pale quello delle trasformazioni del gruppo 39, ¢ suscettibile della seguente
interpretazione.

Si fissi nell’iperpiano all’infinito di 8,., un assoluto costituito dalla
linea C. Per una retta r di 8,4+, (non all’infinito) si hanno cosi » iper-
piani L,L, ... L, seganti lo S,-, all’infinito negli S,_, osculatori alla C
per il punto all’infinito della r. Due arbitrari iperpiani per la r, consi-
derati come corrispondenti, determinano una proiettivita (e l'inversa)
nella forma @, ,, degli iperpiani per r, dove L, L, ... L, sono elementi
uniti; possiamo considerare gli » — 1 invarianti assoluti di questa proiet-
tivita (o i loro logaritmi) come gli angoli dei due iperpiani nella forma
&®,_,, nel senso che essi servono a fissare la reciproca posizione dei due
iperpiani nella forma, come I’angolo di due piani nel fascio (di S;); due
iperpiani non determinano i loro angoli (per » > 2) finché non ¢ fis-
sata la », ma invece » iperpiani indipendenti definiscono il gruppo degli
angoli formati due a due.

_ In questo senso la geometria del piano che ha come gruppo principale il
nostro gruppo 3°, pud interpretarsi come una nuova estensione della ordi-
naria geometria metrica euclidea (di S;) in Spiy.



III.

UNA QUESTIONE SULLA LINEARITA
DEI SISTEMI DI CURVE
APPARTENENTI AD UNA SUPERFICIE ALGEBRICA

« Rend. Ace. Lincei'», 8. 5%, vol. IT (1° sem., 1893),
pp. 3-8 (%)

1. — Dicesi sistema lineare co” di curve algebriche sopra una superficie
algebrica F, un sistema di curve che puo essere segato sulla F dalle super-
ficie d’un sistema lineare con # parametri

n+1

z Azfz(wyz) =0.

Questa definizione analitica ¢ equivalente alla seguente definizione geo-
metrica: dicesi sistema lineare co” sopra F un sistema di curve tale che
a) per » punti generici della F passi una curva del sistema,

b) gli elementi (curve) del sistema sieno riferibili protettivamente ai
punti d’uno spazio lineare S,.

S’intende che il sistema oo™ di curve ¢ riferito p101ett1va,mente ad 8,,
quando fra gli elementi (curve) del sistema ed i punti di S, é stabilita
una corrispondenza biunivoca siffatta che alle curve del sistema per un
punto della F, corrispondano i punti d'un iperpiano (S.—;) in 8,; da
questa proprietd che definisce la rappresentazione proiettiva del sistema
su S, segue l'altra che ad un iperpiano di S, corrisponde un sistema
lineare oo™ ' di curve sulla F, immerso nel dato.

Per brevita chiamo sistema un insieme oo™ di curve algebriche appar-
tenenti alla superficie F, il quale soddisfi alla condizione a); chiamo rete
e fascio rigpettivamente un sistema oo? e oo'. Sorge la questione:

(*) Nota presentata dal Socio L. CREMoNA. Comunicazione pervenuta all’Accademia prima
del 2 luglio 1893.

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geomeiria, 1. 2
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Esistono sistemi non lineari?

In altre parole: La condizione b) & indipendente dalla &) o invece &
una conseguenza di essa?

Posta cosi la questione si risponde subito assegnando effettivi esempi
di sistemi non lineari: & notissima la esistenza di superficie contenenti
un fascio érrazionale (il che equivale a non lineare) di curve, e basta con-
siderare sopra una tale superficie i gruppi di n curve del fascio per otte-
nere un sistema oo® di curve certo non lineare. Ma questi esempi si riferi-
scono & sistemi di curve o oo' (fasci), o oo™ di cui la curva generica si
spezza (nelle n curve d’un fascio). B interessante di stabilire che questi
sono gli unici casi di sistemi non lineari, cieé che sussiste il teorema:

Un sistema algebrico oo™ (con m > 1) di curve algebriche irreduttibili
appartenenti ad una superficie F, tale che n punti generici di F individuino
una curva del sistema che Ui contiene, é un sistema lineare, segabile quindi
mediante un sistema lineare oo™ di superficie.

2. — Consideriamo sulla superficie F un sistema algebrico oo™ (con
n > 1) di curve algebriche irreduttibili C; dico che due curve C gene-
riche si segano in un numero finito m di punti variabili coi parametri
delle curve C. Infatti, essendo » > 1, per un punto arbitrario della F
passano due curve C (tra le co™!), e quindi due curve C hanno almeno
una intersezione variabile; esse hanno quindi (per la algebricitd) un
numero finito di punti comuni (variabili) o un numero infinito; ma nel
20 caso esse hanno comune una curva componente e perd si spezzano
contro lipotesi fatta: dunque due curve ¢ hanno comune un numero
finito m di punti (variabili). Questo numero m che rimane costante al
variare delle due curve C (per la continuitd), si dira il grado del sistema
delle curve C.

3. — Sopra la superficie F' si abbia una rete di curve irreduttibili C
di grado m. Per definizione due punti generici della F individuano una
curva C che li contiene, quindi tutte le curve ¢ per un punto formano
un fascio (§ 1): due curve di un fascio hanno comuni gli m punti comuni
a due di esse, giacché per due punti della F passa in generale una sola
curva C e se ve ne passano due ve ne passano infinite ed inoltre un fascio
non pud spezzarsi in pil sistemi. Dunque tutte le curve C della rete che
passano per un punto di un gruppo di m punti comuni a due curve C,
passano per gli altri m — 1; questi gruppi di m punti in numero di oo?
formano cosi una involuzione, cioé un tale insieme che un punto appar-
tiene ad wn gruppo della involuzione. Due curve ¢ hanno comune un
gruppo della involuzione; due gruppi della involuzione individuano una
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curva C che li contiene, cioé la curva C individuata da un punto d’un
gruppo insieme ad un punto dell’altro gruppo.

Allora si consideri una varieta oo? di punti corrispondenti biunivoca-
mente ed algebricamente agli elementi (gruppi) della involuzione: il luogo
di questi punti ¢ una superficie algebrica F' riferita in corrispondenza [1. m]
alla F': alle curve C della rete appartenente alla F corrispondono sulla
F' le curve K d’una rete; infatti per due punti della F' passa la curva K
corrispondente alla curva C di F individuata dai gruppi dell’involuzione
che corrispondono ai due punti. Sulla 7 due curve C hanno comune un
gruppo dell’involuzione, quindi sulla F’ due curve K si segano in un
punto. La corrispondenza fra le curve C e le K & proiettiva, cioé ad un
fascio di curve C corrisponde un fascio di curve K e viceversa.

Dunque & sempre possibile di riferire proiettivamente gli elementi
(curve) d’una rete appartenente alla superficie F, agli elementi (curve)
d’una rete di grado 1 sopra una superficie F'.

4. — Sieno «, , due arbitrarie curve K della rete stabilita su F': sieno
A, A’ due arbitrari punti della curva «, B, B’ due arbitrari punti della 8.
Vi & una curva K della rete che passa per 4, A’ ed analogamente una
per B, B’; queste s’incontrano in un punto O: vi & un fascio di curve K
passanti per 0. Le curve di questo fascio segano ciascuna in un punto
le curve «, f3, rispettivamente; le curve «, £, vengono cosi riferite punto
per punto (in modo prospettivo) in tal modo che ai punti 4, 4’ di «
corrispondono i punti B, B’ di . Dunque tra le curve (algebriche) « e £,
vi sono co® corrispondenze algebriche biunivoche ed anzi vi & una tale
corrispondenza in cui a due punti (arbitrari) A4’ di « corrispondono
risp. due punti (arbitrari) BB’ di .

Si deduce (facendo il prodotto d’una corrispondenza per ’inversa di
un’altra) che ciascuna delle due curve «, 5, ossia ciascuna curva K, am-
mette oo® trasformazioni biunivoche in sé stessa: tanto basta per affer-
mare () che le curve K sono razionali. Parimente ogni fascio di carve K
(di cui le curve vengono riferite biunivocamente ai punti di intersezione
con un’altra curva K) & un fascio razionale (ossia lineare).

Allora si fissino sulla F' due fasci di curve K i cui centri sieno risp.
due punti A’, B’, e si riferiscano proiettivamente a due fasci di rette coi
centri 4, B nel piano, in modo che alla curva K che passa per 4', B’
considerata come appartenente all’'uno o all’altro fascio corrisponda
sempre la retta AB. Cosi nasce una rappresentazione biunivoca della
superficie F’ sul piano; il punto sezione d’una curva K per A’ e d’una

(1) Cfr. SCHWARTZ, «Crelle’s I.» 87, p. 140; e NOETHER, « Mathem. Ann.», Bd. 20.
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per B’ su F' corrisponde al punto sezione delle due rette del piano omo-
loghe a quelle curve, passanti risp. per 4, B.

In questa rappresentazione alle curve K di F’' corrispondono nel
piano le rette generate dai fasei di raggi prospettivi coi centri A4, B.
Cosi si ottiene una rappresentazione proiettiva della rete di curve K
sulla rete delle rette del piano, ¢ quindi anche la rete delle curve C sulla F
(la quale, secondo il § 3, & riferita proiettivamente alla rete delle curve K
su F') viene ad esser riferita proiettivamente alla rete delle rette del
piano.

5. — Il teorema enunciato in principio & stato dimostrato per le reti:
ogni rete di curve irreduttibili ¢ una rete lineare. Non sara difficile esten-
dere questo resultato ai sistemi co™ (con m > 2). Supponiamo vero il
teorema pei sistemi oo™ ! e dimostriamo che esso & vero per quelli oo™

Si consideri dunque sulla superficie ' un sistema oo™ di curve C irre-
duttibili. Due curve C del sistema individuano un fascio (cfr. § 3) com-
posto di tutte le curve che hanno comuni gli stessi m punti comuni alle
due (essendo m il grado del sistema); ma per » punti ad arbitrio sulla F
passa una curva C del sistema, e per n — 1 un fascio di curve C, quindi
m >n—1: tra gli m punti comuni a due curve C n —2 indipendenti
individuano una rete composta delle curve C che li contengono, quindi,
(poiché la rete & riferibile proiettivamente al piano (§ 4)) ogni fascio di
curve determinato da due curve C del sistema co" & razionale (ossia ¢
lineare).

Ci6 posto si consideri una curva C, del sistema oo™ costituito da
tutte le curve C per un punto: ogni fascio di curve C contenente la C,
ha wna curva comune col sistema oco™! cioé quella curva del fascio che
passa pel punto scelto; ogni eurva C del sistema oo"! determina colla C,
un fascio di curve C (razionale) contenente la C,.

11 sistema oo™ ! di curve C si riferisca proiettivamente (come & pos-
sibile per ipotesi) ad un S,-,; di S,; la curva C, si faccia corrispondere
ad un punto O di §, (fuori dello §,-,). Ad ogni fascio di curve C conte-
nente la C, su F corrisponde in 8, una retta per O (quella che proietta
il punto di S,-; corrispondente alla curva C del sistema oo™ ! apparte-
nente al fascio) e viceversa. Un altro sistema co”! di curve C per un
punto di F si faccia corrispondere ad un altro S,_, di S,: ogni sua curva ¢
determina un fascio colla C,; a questo corrisponde in S, una retta per O
che incontra lo §,—, in un punto che diciamo corrispondente della C.
Ora sopra ogni fascio di curve C su F, contenente la C,, si hanno 3 curve C
determinate, cioé la C,, e le due curve C appartenenti ai due sistemi com—!
scelti; sulla retta corrispondente per O in S, si hanno tre punti che ordi-
natamente corrispondono alle tre curve, cioé il punto O e le intersezioni
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coi due §,-,: tanto basta perché sia fissata una corrispondenza proiet-
tiva tra gli elementi (curve) del fascio (che & razionale) ed i punti della
retta. Per tal modo nasce una corrispondenza biunivoca tra le curve C
del dato sistema oo su F ed i punti di S,. Una curva C determina un
fascio insieme con C,, a cui corrisponde in S, una retta per O; tra il
fascio e la retta risulta individuata una proiettivitd che alla curva C
fa corrispondere un punto di §,; colla costruzione inversa ad un punto
di 8, corrisponde una curva C su F.

Nella corrispondenza fissata al sistema oo™ delle curve C su F, che
passano per un punto, corrisponde una varieta: il sistema co™ ! ha comune
un sistema oco"? con quel sistema oo ! di cul le curve furono proietti-
vamente riferite ai punti di un S,—; in 8,; infatti sono comuni ai due
sistemi le curve che passano per i due punti comuni risp. alle curve del-
I'uno e a quelle dell’altro: dunque al sistema oo™ delle curve C di F per
un punto, corrisponde una varieta che sega un S,_; in un S,—,. Una tale
varietd deve comporsi di iperpiani (8,-;); ma essa non pud essere spez-
zata poiché il sistema oo ! di curve C corrispondente su F non pud esser
spezzato, invero per m — 1 punti passerebbero altrimenti piu curve C
di esso appartenenti alle varietd oo™ costituenti il sistema; dunque al
sistema oo™ ! delle curve C di F per un punto, corrisponde un iper-
piano in §,.

Dunque la corrispondenza stabilita tra le curve C del dato sistema oo®
su F ed i punti di 8, & proiettiva; ossia, come appunto abbiamo enun-
ciato in principio, ogni sistema oco® (n > 1) di curve irreduttibii su F
¢ un sistema lineare.

6. — Il teorema dimostrato si estende senz’altro ai sistems di varietd
M. _; a K —1 dimensioni contenuti in una varietd M, a K > 2 dimen-
sioni. Basta infatti considerare una superficie sezione della M, con
un’altra qualunque varietd (avente un numero di dimensioni opportuno),
ed il sistema di curve che sulla superficie vien segato dalle M,_,.

Cosl si ha il teorema generale:

Se sopra una varietd algebrica My si ha un sistema algebrico oo™ (con
n > 1) di varietd algebriche irreduttibili M _,, tale che per n punti generici
della M passi una M. _, del sistema, il sistema stesso é un sistema lineare
(segabile quindi mediante un sistema lineare di varieta ad r —1 dimen-
sioni dello spazio S, cui la M appartiene).

7. — Mi sembrano opportune alcune considerazioni tendenti a met-
tere in luce la natura del risultato stabilito in questa Nota.
Come & noto nella geometria proiettiva del piano il teorema dei tri-
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angoli omologici viene dimostrato o usando dello spazio §; in cui il piano
¢ contenuto, o usando della teoria delle similitudini, e sembra difficile
che possa dimostrarsi facendo a meno di questi elementi o di altri equi-
valenti.

In altre parole sembra debba ritenersi che i postulati fondamentali
del piano che ordinariamente vengono ammessi (cioé «la continuita »,
« due rette determinano un punto », « due punti determinano una retta »)
non sieno sufficienti a fondare la comune geometria proiettiva del piano,
mentre gli analoghi nello spazio bastano a fondare la geometria proiet-
tiva ordinaria dello spazio. Se questa supposizione ¢ giusta si potrebbe
dire che in certo modo la geometria si completa nello spazio di tre dimen-
gioni come I’analisi nel campo di due dimensioni (variabili complesse).

Ora, conservando la nomenclatura adottata, la questione posta pud
enunciarsi domandando se (prescindendo dalla algebricith ma ammet-
tendo la continuita) esistono superficie contenenti una rete di curve di
grado 1 non lineare, od anche se esistono superficie contenenti una rete
non lineare di curve di cui due arbitrarie si segano nei gruppi di punti
(in numero finito o infinito) d’una involuzione (cfr. § 3). Infatti se si
chiamano rette le curve della rete e punti i gruppi della involuzione, la
linearitd della rete porta con sé la sussistenza del teorema analogo a
quello dei triangoli omologici: viceversa se sussiste un tal teoremsa si
puo fondare sulla superficie la geometria analoga alla geometria proiet-
tiva del piano ed ottenere quindi la rappresentazione proiettiva della
rete sul piano (colla costruzione della proiettivita tra due forme di 22 specie).
Il risultato stabilito consiste dunque essenzialmente in cid che la alge-
bricitd della rete e delle sue curve basta a provare la sussistenza del teorema
dei triangoli omologici nella geometria fondata (come ho detto) sulla super-
ficie (la quale risulta algebrica).

Guardando le cose da questo punto di vista si riconosce che invece
Dalgebricitd non ¢ mecessaria per stabilire il teorema del § 6 relativamente ai
sistemi oo® di varietd M, su M; quando tre M, abbian comune un gruppo
di punti variabile (da cui segue la cosa per gli analoghi sistemi oo”, con
n >3, di Mg_, su My, con K >>3), poiché appunto denominando piani
le varieta M, e punti i gruppi di punti (generanti un’involuzione) comuni
a tre M, si pud fondare sulla M, una geometria analoga alla proiettiva
dello spazio e quindi riferire proiettivamente 21 sistema dei piani di S,
il gistema delle M,.



IV.

SUI SISTEMI LINEARI DI SUPERFICIE ALGEBRICHE
LE CUI INTERSEZIONI VARIABILI
SONO CURVE IPERELLITTICHE

« Rend. Ace. Lincei» s. 52, vol. II (20 sem., 1893),
pp. 281-287 (*)

1. — Quando si studia la geometria sul piano ponendo a base il gruppo
delle trasformazioni birazionali (o cremoniane) di esso, si presenta come
una delle prime ricerche lo studio dei sistemi lineari di curve, ed in ispecie
per quei sistemi distinti per la semplicita di aleuno dei loro caratteri,
nasce il problema della riduzione a tipi, cioé la questione di classificarli
distribuendoli in famiglie di sistemi trasformabili birazionalmente uno
nell’altro e di cui i tipi sieno i rappresentanti pitt semplici (proiettiva-
mente). A questo ordine d’idee (che apparisce importante sebbene non
applicabile nello studio delle forme piu elevate) si collegano molte notis-
sime ricerche preliminari nella geometria sul piano: cosi si ha la riduzione
a tipi dei sistemi di curve di genere 0, 1, 2, e di quelli semplici (cioé in
cui il passaggio per un punto non trae il passaggio della curva generica
per altri punti variabili con esso) del genere 3 (NOETHER, BERTINT, GUCCIA,
IuNG, MARTINETTI, SEGRE, CASTELNUOVO) (!); parimente si ha la clas-
sificazione dei sistemi semplici di curve aventi 2, 3, 4 intersezioni varia-
bili, cioe rappresentativi di superficie razionali del 20, 30, 4° ordine (CRE-
MoN4A, CLEBScH, KUMMER, NOETHER) (2); infine sono stati classificati e
ricondotti a tipi i sistemi lineari di curve contenenti una data serie spe-
ciale, cosi i sistemi lineari semplici di curve iperellittiche, e quelli di
cui la curva generica contiene una ¢, ed aventi una dimensione assai
elevata (3).

(*) Nota presentata dal Socio L. CREMONA nella seduta del 3 dicembre 1893.

() Cfr. CASTELNUOVO, Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve piane. Prefazione.
Acc. di Torino. Memorie, 1891.

(?) Cfr. CAPORALI, Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve algebriche piane.

(3) Cfr. CASTELNUOVO (1. ¢.). )
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Ricerche simili non sono state fino ad ora intraprese riguardo ai si-
stemi lineari di superficie nello spazio; ho pensato percid che valesse la
pena di occuparsi di alcune classi di tali sistemi, ed in questa nota
espongo i resultati a cul sono pervenuto relativamente ai sistemi sem-
plici di superficie le cui intersezioni variabili sono curve iperellittiche di
genere p > 1. Piu in generale risolvo la questione dello studio delle va-
rietd a 3 dimensioni a curve sezioni (degli S,—, in §,) iperellittiche di
genere p > 1 (*). A fine di non imporre alla ricerca limiti non necessari,
ho dovuto premettere lo studio completo delle superficie a sezioni (piane
o iperpianali) iperellittiche, riguardo alle quali superficie € noto gia un
teorema del sig. CASTELNUOVO (« Circolo Mat. di Palermo » 1890) rela-
tivo solamente a quelle di genere numerico 0 (che riescono razionali).
Cosl ho stabilito, e cid mi sembra anche per sé stesso non privo d’inte-
resse, che ogni superficie a seczioni iperellittiche di genere p (> 1) o con-
tiene un fascio di coniche (ed é razionale), o ¢ una rigata del genere p (§ 2).

() La condizione p> 1 sard tacitamente supposta nel secguito del testo parlando di curve
iperellittiche. Per completare i risultati qui ottenuti restano da considerare i casi particolari in
cui p=1 o p= 0. Ma il caso » = 1 presenta notevoli difficoltd non ancora superate (si pensi al
dubbio circa la razionalitd della varietd cubica di S;). Nel caso in cui p= 0 si perviene invece
senza difficoltd a ridurre a tipi i sistemi lineari semplici di superficie le cui intersezioni variabili
sono curve razionali. Accenno ai resultati.

Una varieta di Sn a curve sezioni razionali si proietti da punti esterni in una ¥ di S,;. Una
superficie sezione iperpianale della ¥ & una quadrica, o una rigata non quadrica, o una super-
ficie di STEINER del 4° ordine.

Nel 1° caso la 77 & una quadrica, ed il sistema rappresentativo di essa su S; (rappresentan-
dola con una proiezione) ¢ quello delle quadriche per una conica.

Nel 2° caso si vede analogamente al § 3 di questa Nota che la V contiene un fascio razionale
di piani (classe di varietd studiata dal sig. SEGRE nel lavoro: Sulle varicta normali a tre dimen-
stoni composte di serie semplici razionali di piani, Accad. di Torino, 1885); la ¥ si pud rappre-
sentare su S; assumendo come immagini delle sezioni iperpianali un sistema di superficie d’un
certo ordine » con retta base (n — 1)-pla e (forse) altri elementi base (cfr. SEGRE, 1. c.).

Nel 3° caso la varietd ¥ ¢ del 4° ordine con retta tripla e tre piani doppi: essa contiene
quindi una congruenza di rette sezioni dei piani per la retta tripla: ma una superficie di STETNER
(sezione iperpianale di ¥) non pud contencre una rctta (semplice) senza ridursi ad un cono del
4° ordine, onde si deduce che la ¥ & un cono le cui generatrici proiettano dal vertice i punti
d’una superficie di STEINER: un tale cono ¢ proiezione d’un cono del 4° ordine (normale) di S,
le cui sezioni iperpianali sono superficie di VERONESE (studiate dai sigg. VERONESE € SEGRE):
siffatti coni di S, non hanno invarianti assoluti, essi possono dunque iutti rappresentarsi col
sistema delle quadriche di S; tangenti in un punto ad un piano fisso (cid che pud vedersi anche
direttamente). Cosi si pud dimostrare il teorema:

Ogni sistema lineare semplice di superficic segantesi due a due secondo curve razionali pud tra-
sformarsi birazionalmente in uno dei seguenti:

1) sistema delle quadriche per una conica;

2) sistema di quadriche tangenti in un punto ad un plano;

3) sistema di superficie d’ordine m con rctta base (n — 1)-pla e (forse) altri elementi base
(v. SEGRE, L. c.). .

Si pudé anche dimostrare che ¢ semplice un sistema di superficie determinato dal gruppo
base le cui intersezioni sono curve razionali, se ha la dimensione = 3: questo ¢ un corollario di
un teorema pill generale concernente la normalitd del sistema di curve che le superficie d’un
sistema determinato dal gruppo base segano sopra una superficie generica di esso.



LE CUI INTERS&ZIONI VARIABILI SONO CURVE IPERELLITTICHE 25

Basandomi su questo resultato riesco ad estenderlo alle varietd di 3 di-
mensioni (e si potrebbe fare lo stesso per quelle di r > 3 dimensioni)
a curve sezioni iperellittiche, dimostrando che esse contengono un fascio di
quadriche (e son razionali) oppure un fascio (serie semplice oot) di piani.
Dalla rappresentazione che si ottiene nel 1° caso di quelle varietd su S,
(nel 20 esse sono irrazionali) desumo che ogni sistema lineare semplice di
superficie le cui intersezioni variabili sono curve iperellittiche puod con una
trasformazione birazionale dello spazio trasformarsi in un sistema di super-
ficie d’un certo ordine n, con una retta base (n — 2)-pla, una curva base
semplice incontrata in due punti variabili dai pmm per la retta, e (forse)
altri elementi base.

2. — Si abbia in §; dove pud supporsi proiettata (da punti esterni)
una superficie F' a sezioni piane iperellittiche di genere p (> 1). In primo
luogo si osservi che se la F' & razionale, sul piano rappresentativo di essa,
il sistema delle immagini delle sue sezioni piane ha come aggiunto puro
(cfr. CASTELNUOVO, « Accad. di Torino, Memorie, 1891 », cap. II) un
sistema oco! di curve spezzate ciascuna in p —1 d’un fascio, ed alle
curve del fascio corrispondono coniche sopra la F, dimodoché i punti
coniugati d’un punto generico O della F sulle sezioni piane per O appar-
tengono alla conica del detto fascio che passa per O.

Ora si supponga (3e ¢ possibile) che i coniugati d’un punto O della
F sulle sezioni piane per O non stieno tutti sopra una medesima linea
ma descrivano tutta la superficie; dico che se ne trae come conseguenza
che la F ¢ razionale cid che per I’osservazione precedente dlmostra, Pas-
surdita della fatta ipotesi.

Invero nella detta ipotesi (supposta possibile) ogni punto 4 della F
& coniugato del punto O sopra un certo numero finito m di sezioni piane
per O, ed invece sopra ogni piano per O vi ¢ un punto coniugato di O
sulla curva sezione, dimodoché ad ogni piano per O corrisponde cosi
un punto della ¥, e ad un punto della F un gruppo di m piani per O:
per tal modo i punti della F vengono ad essere riferiti biunivocamente
ai gruppi di una involuzione (di grado m) nella stella di piani col centro O
(forma di 22 specie); tanto basta per concludere, in base ad un recentis-
simo teorema del sig. CASTELNUOVO (*), che la F' & una superficie razio-
nale come appunto avevamo enunciato. E siccome abbiam visto che
questo fatto contraddice all’ipotesi da cui siamo partiti, si deduce che i
punti coniugati del punto O sulle sezioni piane della F per esso descri-
vono necessariamente una curva. Un punto 4 di questa curva & coniu-
gato del punto O sopra tutte le sezioni piane della F' per 04, quindi la

(*) Sulla razionalita delle involuzioni piane, « Rend. Accad. dei Lincei», 1893.
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come luogo delle coniche corrispondenti ad O sulle sezioni iperpianali
d’un fascio per 00'; ma tali coniche (luogo dei coniugati di O sulle dette
sezioni iperpianali) corrispondono anche (nel senso indicato) al punto 0’,
onde colla medesima generazione si ottiene sulla V la quadrica corri-
.spondente ad O', la quale coincide dunque con quella corrispondente
ad O come appunto dovevasi dimostrare. Rimane cosi stabilito che se
la V a sezioni piane iperellittiche ha per sezioni iperpianali superficie
razionali (caso che stiamo trattando), essa contiene un fascio di quadriche,
ciascuna luogo di oo* coppie di punti coniugati sulla V; il fascio di qua-
driche cosi costruito sulla V' & razionale come l'involuzione g: che esso
determina sopra una sezione piana.

Ora, se accade che l'iperpiano contenente una quadrica del fascio
sulla V contenga altre quadriche del fascio stesso, possiamo trasformare
la V¥ in un’altra varietda W contenente pure un fascio di quadriche di cui
due non stieno in uno stesso iperpiano ed in modo che le quadriche del
fascio sulla W e quelle sulla V si corrispondano una ad una proiettiva-
mente. Infatti basta per cio riferire proiettivamente gli elementi (qua-
driche) del fascio suila V agli iperpiani per un piano = in S,, e proiet-
tare ciascuna quadrica sul corrispondente iperpiano da un punto O fuori
di sz; il luogo dei punti ottenuti & la varietd W riferita biunivocamente
alla V nell’anzidetto modo.

Cid posto una sezione iperpianale della W contiene un fascio razio-
nale di coniche e perd possiede (secondo NOETHER) delle curve diret-
trici K seganti in un punto ciascuna conica: vi sono dunque sulla va-
rieta W delle curve K seganti in un sol punto ogni quadrica del fascio
che essa possiede. Allora preso in S; un S; si pud rappresentare la W
punto per punto su S, proiettando i punti di ciascuna quadrica del fascio
dal punto intersezione di essa colla curva K. Si ottiene in conseguenza
la rappresentazione birazionale della V su S,, ed anche in questa rap-
presentazione (come in quella della W) le quadriche del fascio appar-
tenente alla varietd vengono rappresentate sui piani d’un fascio, e cia-
scuna ha come immagini delle sezioni piane sul piano corrispondente,
le coniche d’un sistema oo® con due punti base.

Siamo cosi pervenuti al teorema:

Una varieta a 3 dimensioni a curve sezioni (degli S,—. in S,) iperellit-
tiche di genere p (> 1) ¢

1) o una varietd oo' semplice di piani (fascio), del genere p;
2) o una varietd razionale contenente un fascio di quadriche.

4. — Un sistema lineare di superficie nello spazio §; in cui il pas-
saggio d’una superficie per un punto non trae di conseguenza il passaggio
di essa per altri punti variabili con esso (cioé un sistema semplice), si
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pud considerare come il sistema delle immagini delle sezioni iperpianali
d’una varieta a 3 dimensioni riferita punto per punto allo spazio S,.
Una varietd razionale a curve sezioni iperellittiche appartiene necessa-
riamente al 2° dei tipi considerati e quindi puo riferirsi ad S; in modo
che alle sue quadriche corrispondano i piani d’un fascio ed ogni quadrica
sia rappresentata sul corrispondente piano dal sistema delle coniche con
due punti base: in conseguenza il sistema rappresentativo delle sezioni
iperpianali della varietd sega ciascun piano del nominato fascio secondo
il detto sistema di coniche con due punti base, e ad un siffatto sistema
pud ricondursi con una trasformazione birazionale dello spazio ogni altro
gistema rappresentativo della varieta.

Cosi si deduce che:

Un sistema lineare semplice di superficie che ha come interseziont varia-
bili curve iperellittiche (di genere p >> 1) puo trasformarsi con una trasfor-
mazione cremoniana dello spazio in un sistema lineare di superficie dun
certo ordine n con una retta base (n — 2)-pla, una curva base semplice segante

in duc punti variabili ¢ piani per la refta, ¢ (forse) altri elementi base.

B chiaro che viceversa in un tal sistema di superficie le intersezioni
variabili sono curve iperellittiche.



V.

RICERCHE DI GEOMETRIA
SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE

« Memorie Acc. Torino », 8. £2, to. XLIV (1893),
p. 171-232.

INTRODUZIONE

1. — La geometria che studia le proprieta degli enti algebrici (curve,
superficie, varieta) invariabili per trasformazioni birazionali dell’ente
dicesi geometria sull’ente (%).

Il concetto di questa geometria scaturisce per la prima volta dalla
teoria delle funzioni algebriche di una variabile nella capitale memoria
di RIEMANN sulla Theorie der Abelschen Functionen (2). Da un altro lato
la geometria sul piano (e sulle superficie razionali) nasce dai eclassici lavori
sulle corrispondenze algebriche di CREMONA e CLEBSCH (trasformazioni
del piano, rappresentazione delle superficie omaloidi).

Nello sviluppo della geometria sull’ente sono da distinguersi due mo-
menti caratterizzati da due diversi indirizzi (3).

a) In primo luogo si presenta la ricerca delle condizioni perche
due enti possano riferirsi in corrispondenza birazionale: questa ricerca
¢ il naturale resultato della provata feconditd di quelle trasformazioni.
Essa si presenta sotto due aspetti. Da un lato la determinazione di carat-
teri numerici invariantivi (legati alle singolaritd dell’ente) come nei lavori
del signor ZEUTHEN (). Dall’altro lato lo studio delle funzioni collegate

(1) Le notizie storiche che seguono sono in parte tolte dalle lezioni litografate del sig. KLEIN
sulle « Riemannsche Flichen » (1892) ¢ dalle « Vorlesungen » di CLEBSCH-LINDEMANN (Bd. 1),
che si possono consultare per maggiori dettagli.

() CRELLE, t. 64.

(®) Naturalmente la differenza tra i due indirizzi non ¢ netta, ed alcune ricerche parteci-
pano dell’'uno e dell’altro, ma questa osservazione ¢ soltanto un corollario della gran legge di
continuitd che governa le produzioni scientifiche (come ogni altra produzione organica).

() « Mathematische Annalen », Bd. 3 e 4. Appartengono a questa categoria varic dimo-
strazioni della conservazione del genere per lc curve ,tra le quali una del sig. BERTINI. Cfr. CLEBSCH-
LINDEMANN, Bd. 1 (3* parte).
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all’ente algebrico (in modo invariantivo). Sotto questo secondo aspetto
(che pud anche considerarsi come collocato fra il primo momento della
geometria sull’ente ed il secondo nel quale si ricercano le proprietd del-
I’ente stesso) la questione della possibilita di trasformare birazionalmente
un nell’altro due enti algebrici, venne trattata nei lavori fondamentali
di CLEBSCH (%), che stabili cosi il concetto di genere per le curve e per
le superficie; questi resultati generalizzati alle varietd comunque estese
furono ritrovati algebricamente dal signor NOETHER (« Mathematische
Annalen », IT e VIII), dove insieme al genere di CLEBscH (Fldchenge-
schlecht) viene introdotto per le superficie il Curvengeschlecht.

La determinazione dei moduli per le curve (°)) e per le superficie (7)
rientra pure nel primo momento dello sviluppo della geometria sull’ente.

Accanto a queste ricerche sono ancora da porsi quelle che studiano
la clagsificazione di certi enti mediante la riduzione a tip¢ (irreducibili
per trasformazioni birazionali), cosi le ricerche sulla riduzione (all’ordine
minimo) dei sistemi lineari di curve piane (!) mediante trasformazioni
cremoniane, e sotto un punto di vista non molto dissimile possono riguar-
darsi le ricerche sulla razionalita delle superficie fra cui sono classiche
quelle del signor NOETHER (°).

b) Nel secondo momento la geometria sull’ente diviene essenzial-
mente studio delle proprietd invariantive dell’ente (1°). Nella geometria
sopra una curva questo studio si riattacca all’applicazione delle funzioni
abeliane di CLEBSCH (1. c.) e riceve stabile assetto geometrico nell’impor-
tante memoria dei signori BRILL e NOETHER ().

In questo lavoro si trovano riuniti i principali teoremi di geometria
sopra una curva che hanno pit tardi numerose ed utili applicazioni nella
teoria delle curve gobbe dello spazio (*2).

(%) Ueber die Anwendung der Abel’schen Functionen in der Geometrie (CRELLE, t. 63). Cfr. anche
CLEBSCH e GORDAN, Theorie der Abel’schen Functionen (Leipzig, 1866) e CLEBSCH (« Comptes
rendus », 1868) dove & stabilito il concetto di genere per le superficie.

(%) RIEMAN, L. c., § 12. Weierstrass, cfr. BRILL e NOETHER (« Math. Ann.» 7) o CLEBSCH-
LINDEMANN, Bd. 1 (2® parte).

(") NOETHER, Anzahl der Moduln einer Classe algebraischer Fldchen (« Sitzungsberichte von
Berlin », 1888). '

(%) NOETHER (« Math. Ann. », Bd. 5); BERTINI (« Annali di Mat. », serie 2*, t. VIII); GuUuccia
(¢« Circolo Mat. di Palermo », t. I); Jung (« Istituto lombardo », 1887-888 e « Annali di Mat. »,
gerie 22, t. XV e XVI); MARTINETTI (¢« Istituto lomb. », 1887 e « Circolo di Palermo », t. I); CASTEL-
NUOvVO (« Circolo Mat. di Palermo », 1890 e « Accademia di Torino », Atti, 1890).

(®) « Mathem. Ann. », 3.

(%) Un progresso analogo ha subito la geometria proiettiva nel passaggio da PONCELET a
STAUDT.

(**) Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in der Geometrie (« Mathem.
Ann. », Bd. 7). )

(*?) Cfr. NOETHER, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven (« Journ. f.
Mathem. », Bd. 93); HALPHEN, Mémoire sur les courbes gauches algébrigues (« Comptes rendus »,
t. 70, 1870).
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Ma una nuova idea caratterizza uno sviluppo nuovo della geometria
sopra una curva rendendola indipendente (come si richiedeva per la sua
perfezione) da una particolare varietd cui la curva pud supporsi appar-
tenere. Intendo parlare dell’uso degli iperspazi, i quali introdotti da
GRASSMANN nel 1844 (come pure espressioni analitiche) e da RIEMANN,
furono usati dal CAYLEY nel 1867 e 1869 (come varieta di elementi di
arbitraria natura (**)) e con successo applicati allo studio delle curve
dal CrLIFFORD (%) (1878).

Il signor VERONESE raccogliendo questi vari materiali di geometria
iperspaziale scrisse nel 1881 il suo classico lavoro (**) che fu il punto di
partenza dello svolgimento di quella geometria avvenuto specialmente
in Ttalia per opera del signor VERONESE stesso e del signor SEGRE (1¢).

Fu allora che si pensd di rendere indipendente la geometria sopra
una curva dalla rappresentazione di essa nel piano e di sostituire cosi
in quello studio i concetti di curve aggiunte, ecc., coi procedimenti pilt
semplici e generali propri delle considerazioni iperspaziali. 11 signor SEGRE
ed il signor CASTELNUOVO (") riuscirono ad elevare con questo concetto
una nuova teoria della geometria sopra una curva che alla semplicita
ed armonia delle basi congiunge una potenza per la quale si fecero in
questo campo nuovi ed importanti acquisti.

La geometria sopra una superficie non ha progredito in proporzione
alla geometria sopra una curva, anzi si pud dire che essa non & ancora
entrata nel 20 momento del suo sviluppo, poiche la teoria generale dei
sistemi lineari di curve sopra una superficie di arbitrario genere (fatta
nel senso della geometria sopra una superficie) non & ancora avviata.
I1 lavoro fondamentale nell’argomento resta ancora quello (citato) del
signor NOETHER del 1874-75 (« Mathem. Ann. », VIII) nel quale le fun-
zioni invariantive appartenenti ad una superficie vengono studiate in
modo profondo. Successivamente si ha un lavoro del signor PICARD (28)
dove in particolare sono studiate le superficie con trasformazioni in sé
stesse, e due note del signor CASTELNUOVO (*°) contenenti notevoli esempi
di particolari classi di superficie. Invece la geometria sul piano & entrata

(**) Questo modo di vedere fu introdotto da PLUECKER.

(1) On the Classtfication of Loci (« Phil. Transactions »).

(**) Behandlung der proiectiwische Verhdltnisse, ecc. (« Math. Ann. », 19).

(**) Per maggiori dettagli cfr. la Monografia storica del sig. LORIA, Il passato e il presente
delle principalt teorie geometriche (« Accad. di Torino, Memorie », serie 22, t. 38). Cfr. pure SEGRE,
Su alcuni indirizzi, ece. (« Rivista di Mat. », 1891).

(*") Cfr. specialmente: SEGRE, Sulle curve normali di genere p dei varii spazii (« Istituto
lomb. », 1888 e Courbes et surjaces réglées (« Mathem. Ann, », t. 34 e 35); CASTELNUOVO, Ricerche di

geometria sulle curve algebriche (« Accad. di Torino, Atti», 1889).

(*%) Swur la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes (« Journal de Liou-
ville », 1889).

(19) « Istituto lombardo », (1891).

\
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nel secondo periodo del suo sviluppo col noto lavoro del sig. CASTEL-
NUovo () il quale contiene concetti originali ed importanti a cui sembra
possa darsi maggiore estensione coll’applicarli allo studio delle super-
ficie di genere >0 (2%).

2. — Delineato rapidamente lo svolgimento che ebbe fino ad oggi la
geometria sull’ente ed in particolare sopra una superficie, debbo esporre
quali contributi porti questo lavoro alla nominata teoria e quali concetti
mi abbiano guidato nella ricerca.

Lo scopo principale del lavoro & lo studio dei sistemi lineari oo di
curve (algebriche) appartenenti ad una superficie (algebrica). Li definisco
come sistemi tali che per r punti della superficie passi una curva di essi,
e di cui gli elementi (curve) possono riferirsi proiettivamente ai punti di
uno spazio lineare 8, (22).

-Dopo avere premesso alcuni lemmi (noti) sui sistemi di curve ridut-
tibili passo ad esporre il concetto di sistema normale e di sistema completo,
cioé di sistema non contenuto rispettivamente in un altro dello stesso
genere, e stabilisco che un sistema di dato grado D (cioe di cui due curve
g’incontrano in D punti variabili) appartiene ad un determinato sistema
normale dello stesso grado; e risulta poi che sopra una superficie di genere
> 0 una curva appartiene ad un determinato sistema completo dello
stesso genere. Ne deduco la 1* parte del teorema del resto (Restsatz) (23)
(cap. I).

Nel cap. IT considero le curve le quali godono la proprieta di segare
un gruppo residuo (nel senso di BrRILL e NoETHER) della serie caratteri-
stica (?*) sulla curva generica d’un sistema lineare oo’ (dotato di curve
fondamentali distinte) ed un gruppo contenuto nel residuo della serie
caratteristica sopra la curva generica di un sistema oo™~! contenuto nel
primo: siffatte curve, sommate con curve fondamentali del dato sistema,

(2°) Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve pianc (« Accad. di Torino, Memorie »,
1891). Tra i lavori precedenti si possono considerare come facenti parte di questo 2° momento
della geometria sul piano, la nota del sig. SEGRE (« Circolo di Palermo », t. I) e quella del sig. CASTEL-
NUOVO (« Ann. di Mat. », 1890).

(*!) Per la geometria sulle superficie rigate cfr. il citato lavoro del sig. SEGRE (« Mathema-
tische Annalen », 35).

(**) La 2® proprietd ¢ una conseguenza della 1* per r> 1, se le curve del sistema non si
spezzano. Cfr. la mia nota: Una questione sulla linearite dei sistemi di curve appartenenti ad una
superficie algebrica (« Accad. dei Lincei », giugno 1893) [questo volume, III] e la successiva del
sig. CASTELNUOVO (¢« Accad. di Torino », giugno 1893) in cui quel teorema & dedotto da un altro
pilt generale relativo alle involuzioni sopra una curva.

(?®) NOETHER, « Mathem. Ann.», 8. Come ognun vede quest’ordine di idee ¢ una con-
veniente estensione alle superficie dei concetti che, come ho detto, il sig. SEGRE ed il sig. CASTEL-
NUovo introdussero a fondamento d’una teoria della geometria sopra una curva.

(*) Con questo nome (introdotto dal sig. CASTELNUOVO pei sistemi di curve piane) indico
la serie che tutte le curve di un sistema segano sopra la curva generica di esso.
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godono le medesime proprieta rispetto ad ogni altro sistema della super-
ficie (anche non dotato di curve fondamentali distinte) e sono segate
sopra una superficie d’ordine » in §; da superficie aggiunte d’ordine
n — 4: percid le dette curve formano un sistema lineare (se esistono) e
le componenti variabili del gistema (che denomino curve canoniche) hanno
un carattere invariantivo rispetto alla superficie il quale risulta fissato
molto semplicemente dalla loro definizione (?%). Nasce quindi una distin-
zione dei sistemi appartenenti ad una superficie in sistemi puri ed impurt
secondoché le curve canoniche segano sulla loro curva generica un gruppo
residuo della serie caratteristica o un gruppo contenuto in un tal gruppo
residuo: sopra una superficie convenientemente trasformata (facendo
segare dai piani le curve d’un sistema puro), i primi sistemi non hanno
punti base, i secondi si; la questione si riattacca alle curve eccezionali
(ausgezeichnete) di NorTHER. Un sistema puro normale & necessariamente
completo.

Nel cap. III introduco il concetto di sistema aggiunto ad un sistema
lineare (C) di dimensione 7 >2; se () ha curve fondamentali distinte,
le curve del detto sistema aggiunto sono definite dal segare un gruppo
canonico sulla curva generica di (C) e dal segare sopra la curva generica
d’un sistema oo™' contenuto in (C), un gruppo contenuto in uno appar-
tenente alla serie somma della serie canonica e di quella differenza fra
la serie segata sulla curva da (C) e la serie caratteristica del sistema oo™
(o il gruppo dei punti base semplici se r = 2).

La definizione data del sistema aggiunto esclude che (C) contenga in
8¢ un sistema co™! di curve razionali (il che & impossibile se la super-
ficie non & razionale); sotto tale restrizione il sistema aggiunto a (C)
coincide coll’aggiunto puro definito dal signor CASTELNUOVO pei sistemi
di curve piane, quando la superficie & razionale. Quando oo® curve C
sono sezioni piane d’ordine » d’una superficie F' di S; il sistema aggiunto
a (C) viene segato sulla F dalle superficie aggiunte d’ordine n — 3.

Per le superficie di genere p > 0 (a cui ci riferiamo) il sistema aggiunto
¢ il sistema normale somma del sistema canonico di (C) e dei suoi punti
base (se (0) & impuro) e questa proprietd serve a definirlo nel caso in
cui (C) non abbia curve fondamentali distinte.

4 Stabilire la dimensione del sistema aggiunto ad un sistema (C) di
genere 7, ¢ questione della massima importanza per le molteplici appli-
cazioni cui conduce la considerazione del sistema aggiunto. Indicando
con 6(C) il difetto di completezza (> 0) della serie (canonica) che il si-

- (®) L’invariantivitd ¢ dimostrata analiticamente dal sig. NOETHER (« Mathem. Ann. », 8) .
Il numero delle curve canoniche linearmente indipendenti ¢ il genere (geometrico) » della su-
perficie.
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stema aggiunto sega sulla curva generica C di (C), la dimensione del
detto sistema aggiunto ¢ p +xn —1 — §(0).

Se (C) & un sistema puro semplice (cioé in cui il passaggio d’una curva
per un punto non trae di conseguenza il passaggio per altri punti) si
dimostra che la quantitd 6(C,) relativa ad un arbitrario sistema puro
(C,) & < 4(r0) (essendo (rC) il sistema r-plo di (C)) per r assai granda.
Se dunque il d(rC) invece di crescere indefinitamente con r ha un mas-
simo K (come avviene certo se la superficie ha singolaritd ordinarie),
K & un vero caratlere invariantivo della superficie. Importante & il caso
in cui KA=0; indipendentemente da qualsiasi restrizione relativa alle
singolarity della superficie, si prova che ¢ K= 0 se §(2C) = 0, e vice-
versa; quindi se (C) ¢ un sistema puro semplice per cui 6(2C) = 0 per
ogni altro sistema (anche impuro) di genere 7, la dimensione del sistema
aggiunto e p +m — 1: se in particolare la superficie & cosi trasformata da
avere soltanto singolaritd ordinarie, il genere geometrico p di essa é uguale
al suo genere numerico p, definito da ZEUTHEN e NOETHER, e Viceversa
& K=0 se p=p,. La restrizione A= 0 & ammessa nel seguito per le
superficie che si considerano (fino all’ultimo cap. escl); e nel § 7 del
cap. III ho creduto opportuno (vista ’importanza della cosa) di richia-
mare altre circostanze che permettono di concludere la sussistenza di
tale fatto.

Servendomi del sistema aggiunto dimostro quindi che ogni sistema
impuro (con punti base distinti) puo dedursi coll’aggiunta dei suoi punti
base da un sistema puro o (forse) da un sistema con soli punti base sem-
plici: dimostro poi la 22 parte del Restsatz (§ 3), e nei §§ 5 e 6, do esempi
relativi alle superficie di genere 0, 1 (cap. III).

Il maggiore interesse si concentra nello studio dei sistemi puri (C)
(completi); il sistema aggiunto permette di dedurre che la loro serie carat-
teristica ¢ completa se tale & quella del sistema canonico (o se il sistema
canonico non ne ha alcuna) (cap. IV): in siffatta ipotesi per I’intersezione
di due curve C di (C) passano 2p-+w —i curve (linearmente indipen-
denti) del sistema aggiunto a (C), essendo p il genere della superficie,
i —1 la dimensione del sistema residuo di (C) rispetto al canonico (I'in-
dice di specialitd i =0 se (C) & mon speciale cioé non contenuto nel
canonico) ed w > 0; designo w col nome di sovrabbondanza di (C) perché
come risulta piu tardi) se si suppone la superficie in S, e si fa segare (C)
mediante aggiunte in modo arbitrario, la sua dimensione virtuale o cal-
colata in base alle formole di postulazione di NOETHER & tale che (indi-
cando con r la dimensione effettiva di (C)) si ha:

r—o=w-—1.
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Se 7 ¢ il genere di (C) ed n & il suo grado, si ha la relazione
wT—1l—n+r=p-+w—1i

(dove i =10 se (C) & non speciale).

Questa relazione costituisce un’estensione del noto teorema di RIE-
MANN-ROCH della geometria sopra una curva: essa fu data sotto forma
di disuguaglianza dal signor NOETHER (%), ma la relativa dimostrazione
mi sembra presentitre una lacuna.

Definendo w mediante 'uguaglianza » — ¢ = w — 4, la relazione pre-
cedente sussiste ancora se (C) ¢ impuro (dedotto coll’aggiunta di punti
base da un sistema puro) ed & ancora w > 0.

Infine la relazione stessa sussiste anche prescindendo dalla restri-
zione invariantiva per la superficie che la serie caratteristica del sistema
canonico sia completa, ma allora non risulta dimostrato che sia sempre
o > 0; si ha perd certo w >0 se r > (p'¥41)/2 essendo p¥ il 20 genere
(Curvengeschlecht) della superficie.

L’utilita della precedente relazione si presenta nel cap. V trattando
delle curve fondamentali. Poste alcune limitazioni per queste curve si
dimostra una relazione fra i caratteri d’un sistema (C), il genere d’una
curva fondamentale e i caratteri del sistema residuo (C’): se ne deducono
alcune notevoli proprieta dei sistemi regolari (w = 0) e del sistema cano-
nico; p. e. un sistema regolare di dimensione > p non ha curve fonda-
mentali di genere > 0. Cosi se di un sistema puro (C), senza curve fonda-
mentali di genere > 0, si considera il multiplo secondo m, per m assai
grande questo & regolare: si pud in tal modo trattare un caso semplice
delle formule di postulazione relative alle varietd che passano per una
superficie negli iperspazi.

Infine le curve fondamentali di genere 0 dei sistemi lineari sono degne
di attenzione perche conducono ad un nuovo carattere invariantivo per
le superficie (p > 0): in particolare si troverd dimostrato un teorema sui
punti doppi che una superficie pud acquistare (per trasformazione) in S;.

Nel cap. VI do un rapido sguardo alle involuzioni. Estendo per quelle
irrazionali un teorema fondamentale stabilito dal signor CASTELNUOVO (%)
per le involuzioni appartenenti ad una curva.

Finalmente determino una espressione invariantiva per le involuzioni
razionali sopra una superficie, formata coi caratteri di una rete di cui
due curve si segano in un gruppo dell’involuzione.

(**) « Comptes rendus », 1886.
(*") « Accad. dei Lincei», 1891.
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Questo in breve & il tessuto del mio lavoro, di cui i numerosi man-
camenti spero mi si vorranno perdonare in vista degli ostacoli che ad
ogni passo §’incontrano; io sard lieto se queste ricerche varranno ad .
invogliare taluno allo studio di un cosi bello argomento di cui le diffi-
coltd esercitano una meravigliosa attrattiva.

L.

GENERALITA SUI SISTEMI LINEARI DI CURVE
APPARTENENTI AD UNA SUPERFICIE ALGEBRICA

1. - Definizioni. - Teoremi preliminari.

Si dira sistema lineare oo* di curve (algebriche) sopra una superficie
algebrica 8, un sistema di curve tale che per k¥ punti della superficie in
posizione generica passi una ed una sola curva del sistema, e tale che
gli elementi (curve) di esso possono riferirsi proiettivamente agli elementi
generatori (punti o iperpiani S;—;) di una forma lineare 8, (in modo che
ad un 8-, o ad un punto corrisponda un sistema lineare immerso in
quello oo* e viceversa) (28).

Sopra una superficie appartenente ad uno spazio S, un sistema lineare
ook di varieta (ad r —1 dimensioni) non contenenti la superficie, sega
sempre un sistema lineare oo* di curve; vedremo piu tardi come in tal
modo 8i possa ottenere qualunque sistema lineare d’una superficie S,
ad es. segandola con sistemi lineari di superficie se essa appartiene allo
spazio S; (o & stata proiettata in quello); ma noi vogliamo anzitutto
ricavare le proprietd generali dei sistemi lineari dalla definizione che ne
abbiamo data, senza occuparci del modo con cui sono stati costruiti.

Se si ha un sistema lineare oo* di curve di cui le parti variabili si
segano due a due in D punti variabili, diremo che il sistena e di dimen-
stone k, e grado D: se le curve del sistema sono irreduttibili e la curva
generica ha il genere 7z, diremo che il sistema oc* & di genere m.

(**) Il secondo fatto per £ > 1 & una conseguenza del primo quando la curva generica del
sistema & irreduttibile. Cfr. la mia nota: Una questione sulla linearita deti sistemi di curve appar-
tenenti ad una superficie algebrica (« Accad. dei Lincei », giugno 1893) [questo volume, III]. Il
teorema & stato nuovamente dedotto dal sig. CASTELNUOVO come corollario di una importante

proposizione sulle involuzioni appartenenti ad una curva algebrica (« Accad. di Torino », giugno,
1893).
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Se k=1 non si pud parlare di grado del sistema. Non vi sono altri
casi in cui non si pud parlare di grado d’un sistema irreduttibile.

Infatti se k> 1 per un punto della superficie deve passare pit d’una
curva del sistema e quindi il punto & comune a due curve; percid 'unico
caso in cui non 8i possa parlare di grado del sistema é quello in cui due
curve aventi un punto comune abbiano comuni altri infiniti punti ossia
abbiano comune una linea, ’insieme di tutte queste linee & tale che per
un punto della superficie ne passa una ossia & cid che dicesi un fascio;
allora le curve del sistema si compongono d'un certo numero m di curve del
fascio e mon sono piwn irreduttibili. Per ogni sistema lineare irreduttibile
di dimensione k¥ > 1 i caratteri k¥, D, = hanno dunque un significato ben
definito.

Pubd darsi che tutte le curve d’un sistema oo* passanti per un punto,
debbano in conseguenza passare per altri punti della superficie in numero
finito m — 1 variabili con esso, e si ha allora sulla superficie una serie oc?
di gruppi di m punti tale che un punto appartiene ad un gruppo della
serie, ossia cid che pud dirsi una involuzione I,; possiamo dire che il
sistema appartiene all’involuzione I,; diremo semplice un sistema in cui
il passaggio d’una curva generica per un punto non trae di conseguenza
il passaggio per altri punti variabili con esso.

Un sistema oo? (rete) appartiene ad una involuzione I,, se D é il suo
grado. Tranne per le superficie omaloidi un sistema semplice ha sempre
la dimensione k> 2.

Si riferiscano proiettivamente le curve del sistema semplice (C) agli
iperpiani (8i—,) di 8;; ogni punto della superficie S & base per un sistema
lineare oo*—! costituito da tutte le curve di (C) che passano per esso;
2 questo sistema co®~! corrisponde in S, 1la oo*! degli iperpiani per un
punto P, ossia la stella di centro P: in questo modo nascono in §; oo?
punti P i quali generano una superficie F, e poiché per ipotesi, (C) & un
sistema semplice, la superficie F' ¢ riferita alla S punto per punto. Indi-
cheremo brevemente la trasformazione eseguita dicendo che si & trasfor-
mata la S in un’alira superficie F' di Sy su cui le curve del dato sistema (C)
sono segate dagli iperpiani od anche dicendo che facciamo segare sulla
superficie le curve del sistema (C) dagli iperpiani di S,.

La trasformazione indicata non riesce pit univoca se il sistema (C)
non & semplice. In tal caso possiamo sempre costruire un sistema lineare
oot di curve (fascio razionale) che non appartenga all’involuzione I,, cui
appartiene (C); invero basta considerare il fascio segato da un fascio di
iperpiani (o di piani) nello spazio 8, a cui la superficie 8 appartiene,
escludendo (tutt’al pill) posizioni particolari dello S,_, base. Cid posto si
riferiscano proiettivamente le curve del sistema (C) agli iperpiani (S;)
di un S+, per un punto O e le curve del fascio razionale agli iperpiani
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per un S,—; in S, non contenente O: un punto della superficie S & base
per un sistema co*~! di curve in (C) ed appartiene ad una curva del fascio;
al sistema oo* ! corrisponde la forma degli iperpiani aventi una retta
base per O, ed alla curva un iperpiano per lo §;-, che incontra la detta
retta in un punto P; il luogo dei punti P cosi costruiti é una superficie
F di Sy4, riferita biunivocamente alla S su cut le curve del sistema (C) sono
segate dagli iperpiani per O.

Questa 22 trasformazione riesce biunivoca per tutti i sistemi (C) (natu-
ralmente anche per quelli semplici) tali che il passaggio di una curva di
essi per un punto non tragga di conseguenza il passaggio per infiniti
punti. Infine anche un fascio razionale di curve pud farsi segare dai piani
d'un fascio in S; (o dagli iperpiani d’un fascio in un iperspazio), ado-
prando una rete (od altro sistema) ausiliaria e compiendo la trasforma-
zione indicata innanzi. & utile che ci fermiamo a considerare alcune
particolarita di queste trasformazioni ottenute partendo da una rete e
da un fascio (nel seguito si sottintenderd razionale salvo avviso in con-
trario), come pure di un’altra trasformazione analoga che pud ottenersi
partendo da tre fasci, poiche nel seguito ci occorrera di richiamare queste
proprieta. '

Si abbia una rete di grado D, ed un fascio di cui una curva generica
seghi in n punti variabili una curva della rete e che non appartenga
all’involuzione I, che la rete determina; riferiamo proiettivamente le
curve della rete ai piani per un punto O e le curve del fascio ai piani
per una retta r (non contenente O), compiendo cosi la trasformazione
della data superficie. Sulla nuova superficie F i piani per » segano (fuori
di r) curve d’ordine » (aventi » punti comuni coi piani per 9); ad un
punto della » corrispondono i D punti base d’un fascio appartenente
alla rete, e quindi la » ¢ D-pla per la F, la quale risulta d’ordine n-D;
una retta per O sega la F in D punti (base d’un fascio immerso nella
rete), quindi O & n-plo per la superficie F': inoltre la superficie contiene
curve multiple secondo k,, h,,... (in generale una curva doppia) i cui
punti corrispondono risp. a gruppi di 4, k,,... punti contenuti in un
gruppo della involuzione I, cui appartiene la rete ed appartenenti ad
una stessa curva del fascio; vi sono poi in generale rette multiple per Q
della F' e punti multipli isolati corrispondenti 2 curve che non hanno
intersezioni variabili con quelle della rete (fondamentali), ed infine la F
potra presentare anche altre singolaritd in corrispondenza a singolarita
della primitiva superficie. I anche d’uopo avvertire che dalla super-
ficie F' pud eventualmente staccarsi un certo numero di volte il piano Or,
ed allora soltanto la parte residua dovra considerarsi la ‘trasformata
propria della superficie data; il caso accennato si verifica se il fascio e la
rete hanno una curva comune cui corrisponda il piano Or considerato sia
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come appartenente alla stella di centro O, sia come appartenente al
fascio di asse 7.

In modo analogo potranno vedersi le proprieta, che ora accenno,
della trasformazione in cui si fanno segare 3 fasci dai pianl risp. per
3 rette r,, 7,, 7; (non passanti per un punto). Se le curve del 1° fascio
incontrano quelle del 2°e 3° risp. in n;, n, punti e quelle del 2° e del 3° §’in-
contrano in n, punti (e 3 curve di ciascuno dei fasci per un punto non
han comuni altri punti variabili con esso), riferendo proiettivamente le
curve dei 3 fasci risp. 2i piani per r,, 7,, 73, 12 superficie si trasforma
in una # di ordine n, 4n,+mn3, che ha le rette »,, r,, r,, multiple risp.
secondo ., n,, ny, ecc. I da osservarsi che due rette ad es. r,, r, pos-
gsono essersi scelte passanti per un punto O, ed allora pud ancora acca-
dere che si stacchi il loro piano (un certo numero di volte) dalla super-
ficie IF.

Stabiliamo ora il seg. teorema: Se in un sistema lineare la curva gene-
rica st spezza, o il sistema si compone delle curve irriduttibili d’un aliro
sistema a cui st sono aggiunte delle curve (componenti) fisse, o le componenti
irriduttibili delle curve del sistema formano un fascio (razionale o mo) (*).

Facciamo segare le curve del sistema (C) (in cui si pud supporre
k> 1) dagli iperpiani di S;4; per un punto O sulla superficie F' riferita
in modo semplice o multiplo alla primitiva; la F non pud essere spez-
zata (poiché tale non si suppone la primitiva), quindi dico che le sue
gezioni iperpianali per O non possono tutte spezzarsi tranne in rette
per O. Basta vedere il fatto per k = 2 potendosi altrimenti proiet-
tare la I’ in S;. Ora ricordiamo che la F puod supporsi riferita sempli-
cemente alla primitiva superficie se la F' stessa non & un cono di ver-
tice O (ossia la rete (C) ha un grado): escluso che la ¥ sia un cono, consi-
deriamo un fascio di piani seganti la F il cui asse » passi per O e nou
appartenga alla F'; le curve C sezioni dei piani per » formano un fascio
cio¢ un sistema che sulla superficie irreduttibile F non pud spezzarsi
in pin sistemi; se in ogni piano per r la sezione della ¥ & spezzata in
s (> 1) curve K, sulla varietd oo' che ha per elementi le curve K (com-
ponenti un fascio) i gruppi di s curve costituenti le C formano una serie
lineare g! la quale possiede almeno 2(s — 1) elementi di coincidenza: si
arriverebbe cosl alla conclusione che per un’arbitraria retta » per O vi
sono dei piani tangenti alla ' lungo una linea (una K), e poiché vi sareb-
bero infiniti di tali piani la F sarebbe contata pilt volte, cid che & assurdo.

Cid posto nel 1° caso (cioé se le sezioni generiche della I per O sono
irreduttibili) alla curva generica di (C) corrisponde una parte variabile

(*) Cfr. pei sistemi lineari del piano: BERTINI (« Istit. lomb. », 1882), e per quelli su una
qualunque superficie: NOETHER, « Math. Ann. » , 3, pag. 171; 8, pag. 524.
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irreduttibile, sezione della F' con un iperpiano per O, ed il punto O che
non pud esser dato se non da componenti fisse; nel 2° caso le curve del
sistema (C) si compongono con quelle del fascio, rappresentato dalle co!
rette per O sulla F. Cosi ogni sistema riduttibile di cui le curve non si
compongono delle curve d’un fascio definisce un sistema irreduttibile di
ugual dimensione ottenuto staccando le componenti fisse: diremo genere
e grado del primitivo sistema quelli del sistema irreduttibile cosi definito,
ed escluderemo nel seguito la considerazione det sistemi di cui la curva gene-
rica $i compone di m curve d’un fascio.

Sussiste pure il teorema:

In un sistema lineare di curve irreduttibili la curva generica mon pud
avere punti multipli fuori dei punti base, e delle linee multiple della super-
ficie ().

Nel sistema lineare si consideri un fascio (razionale); bastera dimo-
strare che non pud esistere una linea, non singolare per la superficie,
luogo di punti multipli delle curve del fascio; ne seguira allora imme-
diatamente il teorema enunciato. Ora la dimostrazione si fara per assurdo.

Supposto che esista una tal curva C luogo dei punti multipli delle
curve del fascio, si pud immaginare sulla superficie una rete di curve
per la quale il passaggio per un punto della C non porti di conseguenza
il passaggio per altri punti della C stessa (in modo cioé che la C non sia
luogo di coppie appartenenti a gruppi dell’involuzione definita dalla rete),
ed allora si puo trasformare la superficie in una F su cui le curve della
rete sien segate dai piani per un punto O, quelle del fascio dai piani per
una retta r, ed alla curva C venga a corrispondere sulla F' una curva ¢’
non singolare; ora la sezione piana generica della F per » non pud avere
punti multipli fuori della curva multipla della F' stessa e della retta mul-
tipla » la quale contiene i punti di contatto con F del piano generico
per r; & dunque assurdo che le sezioni piane per r della F abbiano dei
punti multipli i quali descrivano la ¢’ come avverrebbe per conseguenza
della nostra ipotesi sulla C.

2. - Sistemi normali e sistemi completi.

Come & noto una superficie si dice normale in un S, a cui appartiene,
quando essa non pud ritenersi come proiezione di una superficie dello
stesso ordine (ossia da un punto esterno) di S,.,; traducendo questa defi-
nizione in linguaggio invariantivo diremo normale un sistema lineare
(avente un grado) che non pud esser contenuto in un altro dello stesso grado.

(*) Cfr. pei sistemi piani: BERTINI (1. c.).
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B chiaro, appunto per la considerazione proiettiva da cui siamo partiti,
- che se un sistema semplice é contenuto in un altro dello stesso grado,
anche i generi dei due sistemi debbono essere uguali. Non sussiste perod
la proprietd inversa, giacché proiettando una superficie normale da un
suo punto semplice (da 8, in S,—,) si ottiene una nuova superficie nor-
male le cui sezioni sono curve dello stesso genere, ma di cui lordine &
diminuito di una unitd. Questa osservazione fa nascere V'idea di consi-
derare accanto ai sistemi normali quei sistemi (che diremo completi) 4
quali mon possono esser contenuti in aliri di ugual genere; il concetto di
sistema completo & dunque pitt largo di quello di sistema normale, poichg,
per quanto abbiamo osservato, un sistema completo é sempre un sistema
normale (anche se non é semplice come risulta da un successivo teorema),
ma non viceversa. B anche opportuno rilevare con esattezza cid che pud
intendersi dicendo che un sistema é contenuto in un altro. Dato un si-
stema (K) di curve K, un sistema (C) di curve C & contenuto in (K) in
modo totale se ogni curva C & da sola una K; ma pud anche darsi che
invece ogni curva C non costituisca da sola una K, mentre una curva
composta di una C e di un’altra €’ sia una K; si dira allora che il si-
stema (C) & contenuto in (K) in modo parziale (ossia che le ¢ sono curve
parziali di (K)). Ora io dico che un sistema non pud essere contenuto par-
zialmente in un altro di ugual grado.

Infatti se un sistema oo* (K) ne contiene uno oo” (0), facendo segare
le curve K di (K) dagli iperpiani di S8,+; per un punto O, sulla super-
ficie F, le curve C di (O) risulteranno segate dagli iperpiani per un 8,-,
contenente O: se ora le ¢ sono contenute in (K) in modo parziale il detto
8- sega F secondo una curva €’ (o in un gruppo di punti) che insieme
a ciascuna C da una K ed allora si pud considerare un sistema oco’+!
immerso in (K) contenente parzialmente (C). Si facciano segare le curve
del nuovo sistema dagli iperpiani di 8,;; sulla superficie F' (la quale
potrebbe essere anche in corrispondenza [1. m] colla F); alla curva '
corrisponde su F' un punto, in generale multiplo, e proiettando la F”
da questo punto si ottiene certo una superficie d’ordine minore; dunque
il sistema (K) ha il grado maggiore di (C). Dalle considerazioni occorse
risulta pure che, ove si voglia attribuire un senso invariantivo al fatto
che un sistema sia contenuto parzialmente o totalmente in un altro,
bisogna intendere che una curva C' la quale insieme ad una C costi-
tuisce una curva K di (K), possa anche esser rappresentata da un punto;
cosi se in un sistema lineare se ne considera un altro contenuto con
qualche punto base di pitt (in modo che il grado diminuisce), il secondo
sistema ¢ contenuto parzialmente nel primo.

Per il resultato precedente si vede che la definizione di sistema nor-
male come di sistema non contenuto in altro di ugual grado & indipen-
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dente dalla larghezza di significato che voglia attribuirsi alla parola
contenere, dicendo contenuto in un altro anche un sistema che vi & con-
tenuto parzialmente, giacché & inutile cercare un sistema di ugual grado
che ne contenga un altro parzialmente. Invece non accade lo stesso per
rispetto alla definizione di sistema completo, ed un esempio varra ad
illuminare meglio la cosa. Si abbia sopra una superficie F' un sistema (C)
del genere 7r; le curve C per un punto semplice O costituiscono un sistema
contenuto in esso dello stesso genere; ora si trasformi la superficie in
modo che al punto O corrisponda una curva semplice K della super-
ficie trasformata F’; alle curve C corrispondono sulla F' le curve C’ d’un
sistema (C'), ed alle curve C per O curve C’ spezzate nella K ed in altre
curve d’un sistema lineare (C”); il sistema (C”) ¢ contenuto parzialmente
in quello (C') dello stesso gemere. Da questa osservazione scaturisce la
necessitd di fissare bene il senso della parola contenere nella definizione
di sistema completo, e noi fissiamo di chiamare completo un sistema che
non puo essere contenuto in altro di ugual genere memmeno parzialmente;
questa definizione piu larga e assolutamente necessaria (come appare dal
prec. esempio) ove si voglia che il carattere d’un sistema di essere com-
pleto (invariantivo per trasformazioni birazionali della superficie) esprima
qualcosa di differente da quello di esser normale.

Si considerino ora due fasci di curve irreduttibili di ugual genere .
aventi comune una curva totale dello stesso genere e sulla superficie F'
si facciano segare le curve di essi risp. dai piani per le rette r, ' che
s’incontrano nel punto O; se la trasformazione e fatta nel modo generale
indicato, alla curva comune dei due fasci, secondocheé si considera appar-
tenente all'uno o all’altro fascio, corrisponde la retta maultipla r o la
sulla F; abbiamo gid notato perd che se si fa corrispondere, nella proiet-
tivita posta tra ciascuno dei due fasci ed il fascio di piani omologo, la
curva comune al piano 7, questo si stacca (un certo numero di volte)
dalla superficie F'; dico che alla rimanente F non appartengono le rette r, 7',
Un punto infinitamente vicino alla curva comune C dei due fasci individua
in generale una curva in ciascun fascio, e quindi alla curva comune dei
due fasci corrisponde punto per punto la sezione della F col piano 7r’
fuori di » ed 7'; se la retta r appartiene (come semplice o multipla)
alla F, le corrisponde una curva che insieme alla ¢ compone una curva
del fascio segato sulla-F' dai piani per »'; quindi nell’ipotesi fatta che la C
sia una curva totale per i due fasci, le rette », »’ non appartengono alla
F, e su questa i piani per O segano una rete di curve dello stesso genere
dei due fasci, in cui questi sono contenuti totalmente.

Supponiamo ora che la curva C comune ai due fasci sia contenuta
parzialmente in uno di essi o in ambedue, ma abbia pero il genere comune
dei due fasci. Compiendo la trasformazione eseguita prima, sulla F (da
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cui & staccato quante volte occorre il piano ') alla C corrisponde la
sezione del piano rr’' fuori di r ed r'.

Le rette r, ' (ambedue o una sola di esse) apparterranno ora alla F
con molteplicitd 4, ¢’ risp.. Sia n l’ordine della F, m la molteplicitd del
punto O, é il numero dei punti doppi a cui equivalgono (rispetto alle
formule pluecheriane) i punti multipli di una sezione generica per O
fuori di O, =z il genere di tale sezione; si avra:

n—1)(n —2) _ m(m — 1) .

3 3 d.

T =

La r potra incontrare la curva multipla di F in qualche punto, in
modo che una sezione piana per r da cui sia tolta la r avra 6 — J, punti
doppi fuori di O (o molteplicita equivalenti) essendo 6 > d,; indicando
con 7, il genere di una tale curva si avrd dunque

_m—i—1)(r—i—2) (m—i)m—i—1)

) B — 8 + 0y

441

dando a 7;, J; gli analoghi significati di =, J,, rispetto alle sezioni piane
della F per »' da cui & tolta la »', si ha pure

,  (a—i—1)n—i'—2) (m—i)(m—i —1)
= 2 - 2

— 640,

La curva C di genere 7, sezione della F col piano 7r' da cui sieno
tolte le r, 7', & d’ordine n — i — ', ed ha 6 — §, — ¢, punti doppi (almeno)
fuori di O (o molteplicitd equivalenti), poiché la curva composta C 77’
ha 6 punti doppi (o molteplicita equivalenti) sulla curva doppia (o mul-
tipla) della F fuori di O, di cui §, dipendono dal fatto che il piano della C
passa per la retta multipla r, §; dal fatto che passa per r;. Il genere
della C vale dunque

n—i—i — 1) —i —i' —2)
Ty S 5 -

_(m—i—i)m—i—i—1)
2

— 06+ 0,49,

dove il segno < dovrebbe prendersi se la C avesse ulteriori punti mul-
tipli accidentali (di cui potrebbe escludersi 1’esistenza).
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Ora dalle uguaglianze scritte segue:

T—m=1t(n—m—1)—4,

m—m=14(m—m—1)—9,

w—my> (i +1i)(n—m—1)—6, — 6y,
ossia

T— T > 20— T — Ty -

Ma secondo le nostre ipotesi
. Ty = T4 = 7‘; ’
quindi
T — 7Ty = 2(7W — 7,)
T T, .
Dico che ne segue ‘
T=om, e percid w=um =m.
Infatti = & il genere d’una sezione piana generica della stella di
centro O su F, se questa sezione si particolarizza comunque spezzandosi

in s parti di genere k,, k,, ..., &, di cui due parti di genere ., k, 8i segano
in 4, punti, si ha, secondo una formula di NOETHER (%),

A=k F e F e+ Dir,—1

dove la somma & estesa a tutte le combinazioni di », g; siccome la curva
composta spezzata € connessa perché limite di una curva irreduttibile
connessa, almeno s—1 fra le ¢,, non possono essere 0, quindi
A=k ke o + ks
percid nel nostro caso:
=Ty, R=T, =, =7, .

Si deduce che i piani per O segano ancora sulla F una rete di curve
dello stesso genere dei due fasci e della loro curva comune parziale, nella

(*") « Acta Mathematica », 1886, & da prendersi il segno = quando nessuna delle compo-
: _nenti della curva spezzata acquista punti multipli accidentali.
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quale i due fasci sono contenuti (tutti e due parzialmente o uno parzial-
mente e uno totalmente). Si conclude:

Due fasci di curve dello stesso genere aventi comune una curva di ugual
genere, sono contenuti in una rete dello stesso genere, e sono contenuti total-
mente in una tal rete se la loro curva comune é totale.

Questo teorema & suscettibile di una immediata generalizzazione.
Infatti, sia estendendo il metodo qui seguito, sia mediante le pilt elemen-
tari proprietd dei sistemi lineari di enti si deduce che:

Se due sistemi lineari oo”, oo® di curve sopra una superficie hanno co-
mune wun sistema oo® di curve dello stesso genere comune ai due sistemi
(per o == 0 s'intende una curva), vi ¢ un sistema lineare co™+°=° che ha pure
il detto gemere in cui i due sistemi sono contenuti.

11 sistema co”*°~¢ si costruisce prendendo risp. nei due sistemi oo’, oo®
due fasci che abbiano comune una curva del sistema oco® e costruendo
la rete che contiene i due fasci come prima abbiam visto.

Supponiamo che i sistemi co”, co® e quello comune oo® abbiano il
grado D (o > 2); ossia che il sistema oo sia contenuto totalmente nei
due. Facendo segare le curve del sistema oo”*°-7 dagli iperpiani per un
punto O in 8, ,_,.., si vede che questo sistema ha pureil grado D, giacché
altrimenti gli 8,_,, S,_, base dei sistemi d’iperpiani seganti i due si-
stemi oo”, oco® conterrebbero qualche curva o punto della superficie F
ed il sistema oco® segato dagli iperpiani per 1o S,,, ,, 2 eui S,_;, Ss_,
appartengono, avrebbe un grado minore di quello dei due sistemi co”, oo®.
Tanto basta per concludere che un sistema di dato grado non pud appar-
tenere a due diversi sistemi normali (s'intende dello stesso grado), giacché
questi sarebbero contenuti in un altro di ugual grado. Ora poiché la
dimensione d’un sistema lineare non pud superare il grado aumentato
di una unitd, concludiamo:

Un sistema lineare di dato grado appartiene ad un determinato sistema
normale dello stesso grado.

Quando si ha una sola curva (od un fascio) non si pud parlare di
sistema normale individuato da essa, mancando per essa la nozione di
grado: bisogna quindi ricorrere al concetto di sistema completo.

Noi possiamo per ora asserire (in modo analogo al prec. teor.) che:

Una curva non pud appartenere a due diversi sistemi completi dello
stesso suo genere.

Non possiamo perd trarne la conclusione generale che esista un si-
stema completo (con un numero finito di dimensioni) individuato da una
data curva: occorre percid fissare un massimo della dimensione d’un
sistema di dato genere, e questo massimo manca ad es. pei sistemi di
curve razionali nel piano e di curve di genere piu alto sulle rigate di
genere > 0: queste classi di superficie verranno escluse nei cap. che segui-
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ranno, ¢ dopo aver parlato del genere p delle superficie vedremo come
per p > 0 il teorema accennato sussista senza eccezione (cap. II). Intanto
una curva appartiene ad un determirato sistema completo se si sa che essa
é. contenuta (anche parzialmente) in un sistema completo.

Tutte le curve C' d’un sistema lineare (K) che insieme ad una stessa C
formano una curva totale C-+C' di (K) costituiscono il sistema residuo
della curva C rispetto al sistema (K): & da avvertire che la C potrd essere
una curva composta e tra le sue componenti potranno esservi dei punti
base per (C').

3. - Sistemi residui. - Teorema del resto.

Tutte le curve ¢’ d'un sistema lineare (K) che insieme ad una stessa
C formano una curva totale 0 + C' di (K) costituiscono il sistema re-
siduo della curva C rispetto al sistema (K): ¢ da avvertire che la C po-
tra essere una curva composta e tra le sue componenti potranno esservi
dei punti base per (C').

Sia (K) un sistema completo e (C’) il residuo della curva C rispetto
ad esso. Si consideri (se vi &) un sisterna contenente (C’) e dello stesso
genere di esso, ed in quel sistema un fascio contenente una curva gene-
rica ¢’ di (C'); il detto fascio venga fatto segare sulla superficie # dai
piani per una retta r’, mentre un fascio di curve K di (K) contenente
la C+C' venga segato dai piani per una retta r intersecante la ' in un
punto O: inoltre il piano 7' considerato come appartenente ai due fasci
corrisponda risp. alle curve ¢’ e 0+ (', di guisa che esso si stacchi (un
certo numero di volte) dalla superficie F. Staccato il detto piano la
curva C' vien rappresentata dalla sezione di esso sulla F fuori di »r'.

Sia 7 il genere d’una sezion¢ piana generica della F' per O, 7, il genere
d’una sezione per 7, 7, quello d’'una sezione per 7', m, il genere della C';
si ha per ipotesi @, = m;: come abbiam visto nel precedente §, sussiste
la relazione

w—m, =27 — 7, —m,

e quindi, posto in esso m; = m,, segue w <7, e perd w = 7,.

Si deduce che le sezioni per O della F sono curve del sistema com-
pleto (K) di genere z, e poiche la C+C’' ¢ una curva totale di questo
sistema la r non appartiene ad F.

Il fascio delle sezioni piane per »’ (contenente (') appartiene dunque
parimente a (K) ed esso & il residuo della componente della ¢ rappre-
sentata dalla 7'; le altre componenti debbono necessariamente essere
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curve razionali giacché se il genere di una curva spezzata (connessa)
& uguale al genere di una componente, le altre componenti sono di ge-
nere 0 (avendosi il genere della curva composta maggiore od uguale
della somma dei generi delle sue parti): si vede cosi che nel caso pilt gene-
rale possibile la C si spezza in due parti C;, C, (la 22 delle quali com-
posta di parti razionali) in modo che il sistema residuo di C, rispetto
a (K) e il sistema completo a cui appartiene il residuo (C’) della C
(= 0y + Cy).

Cosi si ha intanto:

Il sistema residuo d’una curva C, senza componenti razionali (o punti),
rispetto ad un sistema completo (K) é completo.

Supponiamo che (C') abbia un grado e consideriamo il sistema normale
di ugual grado oo® a cui appartiene: questo & contenuto nel sistema com-
pleto residuo di C, rispetto a (X).

Si consideri (se esso non ¢ completo) un sistema oo®+! di curve gene-
riche del sistema completo residuo di C, che contenga in sé il sistema
normale co® ¢ si facciano segare queste curve dagli iperpiani di S, sulla
superficie (semplice o multipla) F’. 11 sistema oco® vien segato dagli iper-
piani per un punto O in generale multiplo per ¥, ed al punto O corri-
sponde sulla data superficie una curva C; (composta forse anche di punti)
tale che il residuo della C,+ 0, rispetto a (K) é il sistema normale a cui
appartiene (C'). Percié la C; fa parte della C, (la quale insieme con C,
costituisce la C che ha per residuo (C')), e siccome il sistema (C') deve
esser contenuto totalmente nel sistema normale di ugual grado che esso
determina, si deduce che C, coincide con C,, e perd (C') col sistema nor-
male residuo di €, +C; = C, + C, = C.

Tia deduzione sussiste ancora se il sistema (K) non & completo ma
soltanto normale purché appartenente ad un sistema completo. Infatti
in tal caso se la dimensione di (X)) €& , possiamo considerare un sistema
oo™ che lo contenga appartenente al sistema completo (U) che (K)
determina; le cc™* curve posson farsi segare dagli iperpiani di S, sulla
superficie (semplice o multipla) I"’; su di essa si ha allora un punto (in
generale multiplo) O rappresentante una curva L il cui residuo rispetto
al sistema completo (U) & il sistema normale (K); basta aggiungere alla C
la L e considerare il residuo di L--C rispetto al sistema completo (U)
per trarne la conclusione che il sistema residuo (C') &€ normale. Dunque:

Il residuo d’una curva rispetto ad un sistema normale (appartenente ad
un sistema completo) ¢ un sistema normale (se ha un grado).

Nel sistema completo (K) sieno contenuti parzialmente i due sistemi
irreduttibili (C) e (C’) tali che (C’) sia il residuo di una curva generica C
rispetto a K, e (C) il residuo di una generica C'. Supposto (per brevitd)
che la superficie non sia razionale, le C, C' generiche non sono razio-

F. ENRIQUES — Memorie sceite di Geometria, 1. 4
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nali, quindi (C') e (C) (residui di esse rispetto al sistema completo (K))
sono completi (la deduzione sussiste anche per le superficie razionali).
Poiché una curva generica di un sistema completo lo determina in modo
unico, 8i trae la conclusione che (C’) ¢ il residuo d’ogni altra curva C
di (0), e (C) & il residuo di ogni altra curva €’ di (C'). Dunque:
~ 8e in un sistema completo (K) sono contenuti parzialmente due sistems
wrreduttibils (C), (C'), tali che ciascuno di essi sia il residuo rispetto a (K)
di una curva generica dell’altro, ciascuno dei due sistemi é il residuo rispetto
a (K) di ogni curva dell’altro; cosi tra i sistemi (C), (C') é stabilito un tal
legame reciproco che ogni curva dell’uno insieme ad una curva dell’altro
costituisce una curva totale di (XK).

Questo teorema & noto sotto il nome di teorema del resto (Restsatz (32)),
i due sistemi (C), (C') diconsi residui uno dell’altro.

4. - Sistema somma di due sistemi.

Sieno dati due sistemi oo”, co® e si facciano segare le curve di essi
sulla superficie F' in §,;, risp. dagli iperpiani per un 8,_, e per un S,
riferendo le dette curve proiettivamente ai nominati iperpiani; le qua-
driche di S,;, per S,—;, S;—; segano sulla F un sistema contenente tutte
le coppie di curve composte con una curva d’un sistema e una dell’altro,
e contenente totalmente le dette coppie: cosi accade che se %, n', sono
i gradi dei due sistemi e la curva generica dell’uno incontra in D punti
quella dell’altro, il sistema segato su I’ dalle quadriche per S,-, S,—; & di
grado n—+n'+2D. Il detto sistema appartiene ad un determinato si-
stema normale; non possono esistere due sistemi normali diversi con-
tenenti tutte le coppie di curve dei due dati sistemi poiché essi avreb-
bero comune un sistema dello stesso grado. Dunque:

Esiste un determinato sistema normale irreduttibile contenente totalmente
tutte le coppie di curve composte con una curva d'un sistema normale e una
dun altro (trreduttibili): esso si dird il sistema somma dei due nominati.

11 sistema somma d’un sistema (C) con se stesso si dird il suo doppio;
il sistema r-plo di (C) risulta definito come somma di (C) col sistema
(r — 1)-plo di (C) ed & un determinato sistema normale contenente totalmente
tutti i gruppi di r curve di (C).

Si pud considerare il sistema somma di (C) con una curva (che in
una trasformazione pud essere sostituita da un punto), ma le curve di
questo possono anche esger spezzate in quelle di (C) e nella curva no-
minata.

(**) NOETHER, « Mat. Ann.», 8.
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II.
IL SISTEMA CANONICO

1. - Superficie aggiunte.

Una superficie F di §; ha in generale una o piu curve multiple e dei
punti multipli particolari che diremo isolati appartenenti in vario modo
alle curve multiple. Se si considera una retta » non appartenente alla F
che passi per un suo punto multiplo O, pud darsi che la sezione piana
generica della F per r abbia in O una singolaritd superiore di quella com-
petente alla sezione generica della stella di centro O; si dird in tal caso
che sulla retta » vi € un punto multiplo infinitamente vicino ad 0O; se
la r & tangente ad una curva i-pla per O, vi & certo su di essa un punto
i-plo infinitamente vicino ad 0, ma questo non & un punto i-plo isolato.
Se non vi sono punti multipli isolati infinitamente vicini a qualche punto
multiplo (isolato) della F si dird che la F ha punti multipli isolati distinti:
introduciamo per ora tale restrizione. Diremo superficie aggiunta alla F (33)
ogni superficie che gode delle due proprieta caratteristiche seguenti:

a) sega un piano generico secondo una curva aggiunta alla sezione
piana della F;

b) sega un piano passante per un punto multiplo isolato secondo
una curva che insieme ad una retta arbitraria per il punto costituisce
una linea aggiunta alla detta sezione piana.

Segue che se la I & dotata solo di singolaritd ordinarie una sua super-
ficie aggiunta & sottoposta alla condizione di avere come (i — 1)-pla ogni
curva i-pla della F' e come (n — 2)-plo ogni punto n-plo di essa: ma non
possiamo escludere che per effetto delle condizioni imposte ogni super-
ficie di un dato ordine aggiunta alla F possa avere nei punti singolari
della F' molteplicita superiori di quelle assegnate, o (come diremo piu
brevemente) della ipermolteplicita.

Quando poi si tratta di singolaritda straordinarie, per questo solo
fatto pud avvenire che le aggiunte debbano avere nei punti (o curve)
multipli molteplicita superiori di quelle indicate: cosi p. e. un punto
doppio isolato ordinario non appartiene in generale alle aggiunte della
superficie F, ma se il punto & un contatto della superficie con sé stessa
(tacnodo) (%), in guisa che in ogni piano per esso la sezione ha ivi un

(**) Cfr. NOETHEE (« Math. Ann. », 2, 8).
(*) Cfr. ad es. la superficie del 4° ordine con tacnodo di CREMONA (« Collectanea mathematica »)
e NOETHER (« Gottinger Nachrichten », 1871 e « Math. Ann. », 33).
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tacnodo, segue dalla definizione che le superficie aggiunte 2lla F deb-
bono passare (semplicemente) per quel punto.

Se n & l'ordine della superficie F, una sua aggiunta y,_, d’ordine
n —4 (se esiste) sega un piano qualunque secondo una curva C,—, ag-
giunta alla sezione C, della #, (la quale insieme ad una retta da una C,_,
aggiunta alla C,) e quindi se la y,—, non ha ipermolteplicitd nella linea
singolare della F, la sua curva sezione colla F (fuori della linea mul-
tipla) sega una C, sezione piana generica in un gruppo residuo (%) di
quelli segati dalle rette del piano: per togliere ogni caso d’eccezione noi
possiamo osservare che, allorquando la y,_, e quindi la C,—, ha delle iper-
molteplicitd nei punti singolari della C,, si debbono riguardare come
cadute in quei punti alcune delle intersezioni della v, colla C,, giacché
in una trasformazione della C, a quei punti in quanto sono ipermultipli
corrispondono punti della curva trasformata che completano su di essa
il gruppo residuo di quello corrispondente all’intersezione di una retta
colla C,. Un riguardo znalogo deve aversi per le sezioni piane passanti
per un punto multiplo della F.

Cosi si abbia una superficie # d’ordine » dotata di un punto é-plo O
(ordinario) e si supponga che O abbia una molteplicitd > i —2 (per
precisare ¢ — 1) per le superficie y,_, d’ordine » — 4 aggiunte alla F':
allora ciascuna di esse sega sopra una sezione piana per O fuori dei punti
multipli un gruppo residuo di quello segato da una retta generica del
piano, e contenuto nel residuo di quello segato da una retta per O; secondo
le nostre convenzioni riguardo alle ipermolteplicitd dobbiamo perd con-
siderare il gruppo segato da una wy,—, sulla sezione piana di F per O
fuori dei punti multipli come la somma del gruppo considerato e di quello
degli i punti infinitamente vicini ad O: trasformando la superficie si ha
come corrispondente alla sezione della v, in F' la curva che corrisponde
alla sezione propria della w,—, e quella luogo dei punti corrispondenti
al punti infinitamente vicini ad O, ed allora questa curva composta delle
due nominate sega proprio un gruppo residuo della serie caratteristica
sopra una curva generica della rete trasformata di quella delle sezioni
piane per O della F.

Per chiarire riferiamoci ad un esempio. Si consideri un sistema
lineare co” (r > 2) ed in esso le curve d’una rete che hanno r — 2 punti
fissi: si pud costruire (fissando una curva del sistema fuori della rete)
un sistema oo® che contenga la rete, e supporremo che esso sia sem-
plice: facendo segare le sue curve dai piani sulla superficie F d’ordine n

(**) Nel senso dei signori BRILL ¢ NOETHER (« Math. Ann. », 7), cioé¢ rispetto alla serie spe-
ciale gz’,’,Zé della curva che (seguendo una denominazione del sig. SEGRE) si dird serie canonica
della curva.
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le superficie y,_, d’ordine » —4 aggiunte alla F segano sulla F una
curva C la quale determina un gruppo residuo della serie segata dai
piani sopra una sezione piana generica, per modo che la linea corrispon-
dente ¢’ sulla prima superficie sega un gruppo residuo della serie carat-
teristica sulla curva generica del sistema oo®; supponiamo inoltre che
la F abbia solo una curva doppia e non di molteplicitdh superiore, cioe
non esistano infinite terne di punti presentanti una sola condizione alle
curve del sistema oo?. Al gruppo base di r — 2 punti per la rete contenuta
nel sistema oo® che stiamo considerando, corrisponde sulla ' un punto O
(r —2)-plo che ¢ ((r —2)(r — 3)/2)-plo per la curva doppia: si vede
quindi che il punto O & (r — 3)-plo per le y,—, aggiunte alla F (anziché
(r — 4)-plo); questo fatto porta che la ¢’ sega sulla curva generica della
rete un gruppo residuo della serie caratteristica aumentata del gruppo
base (di » — 2 punti) della rete, cid che ¢ d’altra parte una conseguenza
del modo con cui la ¢’ & stata costruita: la C' aumentata degli (r — 2)
punti bage della rete sega quindi un gruppo residuo della serie caratte-
ristica sopra la curva generica della rete; essa gode dell’analoga pro-
prietd anche rispetto al sistema oo® contenente la rete, poiché i punti
base della rete sono curve senza intersezioni colle linee del sistema che
non passano per essi.

Cid posto possiamo dire che:

Una superficie p,_, dordine n — 4 aggiunta ad una F d’ordine n sega
sopra una sezione piana generica (fuori dei punti multipli) un gruppo residuo
di quello segato da tutie le rette del piano, e sopra una qualunque sezione piana
per un punto multiplo isolato un gruppo residuo di quello segato dalle rette
per il punto. Cosi pure sega un gruppo speciale, contenuto nel residuo del
gruppo dei punti base semplici, sopra la sezione piana generica di un fascio
il cut asse contenga quanti si vogliano punti multipli o sia una retta mul-
tipla.

Infatti una retta i-pla della F & (i —1)-pla per una y,, aggiunta e
quindi la sezione della y,_, con un piano generico passante per la retta
si compone di una curva C,_,; e della retta r contata (2 — 1) volte; la
Cn-i—s ha come punto (¢ —1)-plo un punto p-plo della sezione C,—;
della F fuori di 7, e cosi pure come punto (¢ — 1)-plo un punto (o-7)-plo
della C,_; sulla 7, giacché questo punto (p-+%)-plo per la sezione totale
di F, & (o0+i — 2)-plo per la curva composta di C,_,, e di r contata
i — 1 volte. :

Se invece la r non appartiene alla F, essa, insieme alla sezione C,_,
della y,_, con un piano per essa, di una curva O,_; aggiunta alla sezione
piana della F.

Le proprietd che secondo il teorema precedente competono ad una
curva sezione della y,_, sulla F (tolta la curva multipla) sono caratte-
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ristiche per questa curva, anzi due sole di esse bastano a definirla, dico
cioe (per limitarmi a cid che qui occorre) che:

Se si ha una superficie F (non rigata) e si considera una stella di sezioni
piane di essa tale che pel suo centro non passino rette multiple infinitamente
vicine, e st ha una curva C la quale seghi un gruppo residuo di quello segato
dai piani della stella sulla sezione generica di essa e seghi um gruppo speciale
contenuto mel residuo del gruppo dei punti base semplici sulla curva sezione
generica d'un fascio contenuto nella stella, la C ¢ sezione della superficie F
(dordine m) con una determinata superficie aggiunta dordine n — 4 (n—y).

Sia O il centro della stella ed » una qualunque retta per esso, la quale
supporremo non incontri la curva in questione C: un piano per r sega
la F' secondo una curva K, su cui la C sega un gruppo che insieme al
gruppo segato da una retta per O da un gruppo canonico, cio& un gruppo
sezione di una determinata curva d’ordine n — 3 aggiunta alla K: questa
aggiunta d’ordine n — 3 si spezza per altro necessariamente (anche se O
¢ multiplo) nella retta per O ed in una curva y d’ordine n — 4 aggiunta
alla K tranne tutt’al pit nel punto O che risulta (¢ — 2)-plo almeno per
essa se & i-plo per la F' (i > 2): ora il luogo della curva y variando il
piano scelto per » ¢ una superficie (contenente la data curva C) che si
comporta nel punto O e rispetto alla curva multipla della F (tranne
eventualmente rispetto a rette multiple per O) come una superficie ag-
giunta: se questa superficie contenesse » essa dovrebbe segare F' in qualche
curva passante per le intersezioni di # con ¥, ma poiché (la 7 essendo
una retta arbitraria per O) per queste non passa € né la curva multipla,
e la ulteriore curva intersezione non ha con un piano per r altri punti
comuni fuori di C e dei punti multipli, la detta ulteriore intersezione
dovrebbe comporsi di rette incontranti la retta arbitraria r fuori di O,
mentre la F non é rigata. Dunque la superficie luogo della curva y &
una y,—, di ordine n —4 come la y. Resta a vedersi che questa super-
ficie .-, si comporta come una aggiunta anche rispetto alle rette mul-
tiple (eventuali) per O ed ai punti multipli isolati fuori di O e che essa
¢ determinata in modo unico dalla C, ossia & indipendente dalla 7.

Sia a una retta A-pla della ¥ per O (h > 0): se la y,_, contiene la a
con una molteplicith <<h —1 (o non la contiene), essa sega un piano
per a secondo una curva d’ordine >mn —h — 3 (oltre la «) la quale &
aggiunta della sezione piana della F (fuori di @) tranne forse rispetto a
punti su a; per conseguenza in tale ipotesi la u,_, segherebbe sopra la
sezione piana del fascio di asse @ un gruppo non speciale, mentre il gruppo
sezione appartenendo alla C & per ipotesi un gruppo speciale: cosi risulta
che la v, , ha come (h — 1)-pla (almeno) la retta h-pla a della F.

Si consideri ora un punto multiplo isolato O’ della F, p-plo per essa:
la retta a = 00', sara in generale h-pla per F con h > 0. Suppongasi
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dapprima k= 0: la y,_, sega (come la C) un gruppo speciale sopra una
sezione piana generica della F' per a, contenuto nel residuo del gruppo
sezione di ¢ (fuori dei punti multipli), quindi la curva d’ordine n — 4
sezione della y,_, con un tal piano d& insieme alla ¢ una curva d’ordine
n — 3 segante la sezione piana di F in un gruppo speciale, la quale si
comporta come un’aggiunta rispetto ai punti multipli della detta sezione
fuori di @, dunque essa ha la molteplicita o — 1 (almeno) nel punto g-plo O’
della F' e percid questo & (o —2)-plo (almeno) per la y,_,: la conclu-
sione permane se vi sono piu punti multipli isolati sulla a, giacché le
ipermolteplicitd che la vy,_, potrebbe avere in qualcuno di essi rappre-
senterebbero soltanto dei punti del gruppo segato da C caduti nell’in-
torno di un punto multiplo. Suppongasi invece A > 0: allora la a e
(h —1)-pla per la y,, e la ., Sega sopra un piano per ¢ una curva
d’ordine n — h — 3 la quale si comporta come un’aggiunta rispetto alla
curva d’ordine n — h sezione della F' col piano (fuori di @) nei punti mul-
tipli della curva multipla; poiché essa sega sulla detta curva un gruppo
speciale si vede (analogamente al caso precedente) che ogni punto O’
o-plo su a deve essere (p —1)-plo (almeno) per essa, ossia la w,_, ha
come (¢ — 1)-plo (almeno) ogni punto g-plo sulla retta h-pla a.

Finalmente la superficie .-, (che si & dimostrato essere aggiunta
alla F') ¢ unicamente determinata dalla condizione di contenere la curva C.
Infatti intersezione della y,_, colla F' si compone della curva multipla,
della C ed eventualmente di rette per O; queste rette per O non possono
variare al variare della retta » che ha servito per la costruzione della
Yn—y glacche altrimenti la F' sarebbe un cono, quindi 'intersezione della
Yn—y colla F & fissa al variare della r: tanto basta per affermare che la
Yn—y Stessa ¢ indipendente dal variare della r, giacché altrimenti si avrebbe
un fascio di superficie y,, aventi fissa I'intersezione colla superficie ¥ d’or-
dine n (> n —4), cid che ¢ assurdo.

Cosi rimane stabilito il teorema enunciato in principio.

Escluderemo nel seguito le superficie F rigate e le lovo trasformate per
le quali d’altra parte st puo stabilire che non esistono superficie aggiunte w,_,.

Se & data una superficie F' d’ordine » in S; e si considera la stella delle
sezioni piane per un punto fuori di essa si deduce:

Se una curva C sega un gruppo residuo di quello segato da una retia
arbitraria sopra una sezione piana generice della F, ed un gruppo contenuto
nel residuo di quello segato da una retta pel punto multiplo sopra una sezione
piana generica per un punto multiplo isolato, la detta curva C é la sezione
colla F di una determinata superficie wn,_, d’ordine n — 4 aggiunta alla F.
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2. - Il sistema canonico.

I teoremi del precedente § sono suscettibili d’una piu vasta estensione
conducendo ad un resultato generale che possiamo enunciare sotto forma
invariantiva.

A tal fine diremo curva fondamentale per un sistema lineare ogni curva
parziale del sistema (cap. I), la quale presenti una sola condizione ad
una curva del sistema che debba contenerla; se la curva e irreduttibile
basta assegnare la condizione che la curva fondamentale non abbia inter-
sezioni variabili colle curve del sistema, non cosi se e composta: inten-
diamo per altro di includere sempre in una curva fondamentale com-
posta tutte le linee parziali (o punti) che si staccano da una linea del
gistema in conseguenza dello staccarsi di una parte di essa.

Allora una linea fondamentale d’una rete di curve, quando questa
venga segata dai piani d’una stella, e rappresentata o da una retta (mul-
tipla) pel centro della stella, o da uno o piu punti multipli isolati sopra
una retta pel detto centro ed eventualmente anche dalla retta stessa;
nel 1° caso la curva non ¢ fondamentale per il sistema oo® segato dai
piani, nel 2° §i se si tratta d’un solo punto multiplo isolato.

Una linea fondamentale d’un sistema semplice viene sempre rappre-
sentata da un punto multiplo sopra la superficie F trasformata facendo
segare dagli iperpiani (o piani) le curve del sistema: diremo che il sistema
ha curve fondamentali distinte se la superficie ' ha punti multipli isolati
distinti (cfr. § prec.). Fisseremo 1’analoga definizione per una rete dicendo
che essa ha curve fondamentali distinte guando & impossibile fare segare le
curve di essa sopra la superficie dai piant per un punto (in S;) per cui pas-
sano due rette multiple infinitamente vicine: & facile vedere che una rete
generica immersa in un sistema semplice co® con curve fondamentali
distinte ha curve fondamentali distinte, poich¢ non contiene due fasci
infinitamente vicini residui di curve fondamentali.

Cid posto noi stabiliamo ancora di definire come serie caratteristica
di un sistema lineare la serie g, ' che le curve del sistema (di dimen-
sione r e grado D) segano sopra una curva generica del sistema stesso (*):
i piani d’una stella (ossia le rette pel centro) segano sopra una sezione
piana la serie caratteristica della rete delle sezioni piane della stella
stessa, ecc.

Si abbia sopra una superficie una rete con curve fondamentali distinte
e s8i consideri un arbitrario sistema lineare oo* (kK > 1) ed in esso un fascio
generico avente m punti base semplici: facciamo segare sulla super-

(*%) Cfr. pei sistemi di curve piane, CASTELNUOVO (¢« Accad. di Scienze Torino, Memorie », 1891)..
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ficie I’ (d’ordine #) le curve della rete dai piani per un punto O, e le curve
del fascio dai piani per una retta r non passante per O; ai punti base
semplici del fascio corrispondono rette per O semplici per F (curve fon-
damentali della rete aventi una intersezione con ciascuna curva del
fascio).

Sia C una curva la quale seghi un gruppo residuo della serie caratte-
ristica sulla curva generica della rete, ed un gruppo speciale contenuto
nel residuo del gruppo dei punti base semplici sulla curva d’un fascio
contenuto nella rete; come nel prec. § si prova che la C ¢ sezione della
superficie F' d’ordine » con una superficie y,—, d’ordine n —4 la quale
si comporta come un’aggiunta rispetto alle linee multiple della F (quan-
tunque forse la F possa non avere punti multipli isolati distinti): dico
inoltre che la 1,.., contiene le rette semplici per O corrispondenti ai punti
base del fascio fatto segare dai piani per r. Infatti un piano per una tal
retta a sega la F secondo una curva K, , d’ordine » — 1 (fuori di 7) e
la C sega la K,., secondo un gruppo che insieme ad una retta per O,
p. es. insieme alla r, costituisce un gruppo canonico, sicché la curva
sezione della w,_, fuori di » ¢ una curva d’ordine » — 5 che insieme
alla 7 fornisce un’aggiunta d’ordine n —4 alla K, ,, percio la r appar-
tiene alla y,_,, c.d.d. Ne segue che la ¢ aumentata delle rette per O ana-
loghe ad a sega sopra la curva sezione della F con un piano per 7, un
gruppo appartenente a quello segato dalla w,—,, ossia dalla curva d’or-
dine n —i— 3 sezione della y,_, col piano fuori della » (supposta i-pla
per F) ed aggiunta alla sezione piana di F': in altre parole la C sega un
gruppo contenuto nel residuo del gruppo dei punti base semplici sulla
curva del fascio fatto segare dai piani per 7, e sommata (ove occorra)
con curve fondamentali della rete (ulteriore sezione della y,—, con F
fuori delle rette analoghe ad a) sega proprio un tal gruppo residuo sulla
curva generica del detto fascio. Si deduce che la C insieme ad eventuali
curve fondamentali della data rete sega un gruppo residuo della serie
caratteristica sulla curva generica del gistema oo*,

Il ragionamento precedente patisce eccezione se il fascio preso ad
arbitrio nel sistema oo* sulla superficie appartiene alla involuzione che
la rete determina; in tal caso sussiste ancora la conclusione precedente
perché la O (completata ove occorra) gode della stessa proprietd fissata
per la primitiva rete rispetto ad altre reti non appartenenti alla stessa
involuzione.

Cosi possiamo enunciare il teorema:

Se una curva C sega un gruppo residuo della serie caratteristica sulla
curva generica dun sistema oo’ (con r>2) dotato di curve fondamentali
distinte, ed un gruppo contenuto nel residuo della serie caratteristica (che st
riduce al gruppo dei punti base semplici per un fascio) sulla curva generica
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di ogni sistema oo™ contenuto nel primo, residuo d’una curva fondamentale,
la curva C sola o insieme a qualche curva fondamentale pel dato sistema sega
un gruppo residuo della serie caratteristica sulla curva generica d'un si-
stema oo® (s >2) (semplice o no) arbitrariamente fissato sulla superficie.

Da questo teorema risulta che le curve C definite dalle proprieta
indicate rispetto ad un sistema oo (r > 2) non dipendono dalla natura
del sistema ove si prescinda da certe componenti fisse di esse (curve ecce-
zionali): le curve C si ottengono come sezioni della superficie # d’or-
dine » in 8; colle superficie aggiunte d’ordine » — 4 quando la F sia stata
preventivamente trasformata in modo da avere punti multipli isolati
distinti (come supponiamo), e percid compongono un sistema lineare;
segue che le componenti variabili del sistema lineare segato sopra una super-
ficie d’ordine n dalle superficie d’ordine n — 4 aggiunte ad essa, si trasfor--
mano in curve analoghe quando si trasforma birazionalmente la superficie;
queste curve, legate invariantivamente alla superficie, che diremo curve
canoniche, segano sulla curva generica d’ogni sistema lineare un gruppo
contenuto in un gruppo residuo della serie caratteristica o proprio residuo
di essa (*): dovremo poi distinguere quando si presenti ’'uno o ’altro caso.

11 sistema canownico (costituito dalle curve caroniche) conduce in gene-
rale a due caratteri invariantivi della superficie; cioe il 1° genere p (o
semplicemente genere) ciod la dimensione del sistema canonico aumen-
tata di 1 (Flachengeschlecht) (%), ed il 2” genere p» cioé il genere del
sistema canonico (Curvengeschlect di NOETHER); un terzo carattere, il
grado p'®, & legato al 2° genere p¥ dalla relazione

PR = pW» _1

stabilita dal NOETHER (« Mathem. Ann.», VIII), di cui ora dovremo

discorrere. .
Se il 1° genere p =1, mancano le curve canoniche propriamente

dette (secondo la nostra definizione), ma ogni sistema lineare ha la serie
caratteristica speciale: manca il secondo carattere p¥: esiste una super-
ficie d’ordine » — 4 aggiunta alla superficie supposta d’ordine n in S;.

(*) L’invariantivitd delle curve canoniche ¢ stata dimostrata per la prima volta dal
sig. NOETHER (¢« Math. Ann.», 2, 8) con un lungo procedimento analitico. Il sig. CASTELNUOVO
(« Istituto lomb. », 1891) ne ha dedotto la proprieta qui enunciata di queste curve, la quale
sotto le restrizioni del precedente teorema risulta ora caratteristica di quelle curve.

(%) 11 concetto del gepere per le superficie, fu dapprima stabilito dal CLEpscH (« Comptes
rendus », 1868), quindi il detto concetto fu stabilito dal sig. NOETHER (« Mathem. Ann.» 2)
per tutte le varietd algebriche piui volte estese.
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3. -~ Curve eccezionali.

Consideriamo un sistema semplice co™ (C) (r > 3) con un punto base
i-plo (isolato) in un punto semplice O della superficie F e trasformiamo
la superficie in una F’ di 8; su cui co® curve generiche C di (C) vengano
segate dai piani: al punto O corrisponde sulla F' una curva d’ordine 4
(che puod anche ridursi ad una curva d’ordine i/j contata j volte) la quale
deve essere aggiunta ad ogni curva canonica (insieme forse ad altre curve)
per segare un gruppo residuo della serie caratteristica sulla sezione piana
generica di F'; infatti la curva composta di una curva canonica e del
punto O sulla F' sega un gruppo residuo della serie caratteristica sopra
la curva generica di ogni sistema non avente il punto base O e quindi
pel teorema principale del precedente § sega un gruppo residuo della
serie caratteristica anche sopra la curva generica d’un arbitrario sistema
avente il punto base 0. Dunque la curva d’ordine i che corrisponde al
punto O su F' appartiene a tutte le superficie d’ordine n — 4 aggiunte
alla F' supposta d’ordine n; per questa proprietd la detta curva dicesi
(secondo il NOETHER, « Math. Ann. », VIII) una curva eccezionale della B’
(ausgezeichnete).

Viceversa si supponga l’esistenza di una curva eccezionale C d’or-
dine ¢ sulla F': il sig. NOETHER (op. cit., § 514) ha indicato una trasfor-
mazione della superficie F' in una F su cui alla ¢ corrisponde un punto
semplice per la F e base i-plo per il sistema delle curve corrispondenti
alle sezioni piane della F'.

La curva eccezionale C su F’' pud eventualmente essere sostituita da
un punto; la trasformazione della F’ in una superficie ¥ su cui la C ¢
rappresentata da un punto O semplice (per F') e base (con data molte-
plicitd) per il sistema delle curve (' corrispondenti alle sezioni. piane
della ' continua a sussistere, ma nel punto O le curve ¢’ hanno le tan-
genti fisse altrimenti ad O corrisponderebbe una linea su F': recipro-
camente se sopra una superficie F' si considera un sistema (semplice) oo®
(almeno) di curve C’ con un punto base O semplice per ¥ e con data
molteplicitd per le ¢’, dove le ¢’ hanno le tangenti fisse, facendo segare
le curve C’ dai piani (di S;) sopra la superficie F’, si ha su #' un punto O’
multiplo eccezionale, ossia un punto ipermultiplo di cui un intorno rap-
presenta una curva appartenente a tutte le curve canoniche; in parti-
colare si pud considerare I’esempio in cui le ¢’ tocchino in O una data
retta; O’ & allora un punto doppio eccezionale per la F'.

Risulta di qua che non vi pud essere sulla F' un punto eccezionale
semplice (per F'), ossia un punto base pel sistema canonico (semplice
per la F'). Infatti sulla superficie trasformata F il punto O corrispon-
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dente ad O’ non potrebbe essere un punto base isolato per le O, altri-
menti gli corrisponderebbe una curva sulla F’, e d’altra parte se in O
le ¢’ hanno una tangente fissa il punto O’ risulta doppio almeno per
la F'.

Ora si consideri una trasformata F della F' senza curve (né punti)
eccezionali, come ¢ possibile con successive trasformazioni che mutino
in punti semplici le curve eccezionali della F'; sulla F, supposta d’or-
dine #, le superficie aggiunte y,—, (d’ordine n —4) segano fuori della
curva multipla soltanto curve canoniche (e non componenti fisse ecce-
zionali), e quindi le curve canoniche segano sulle sezioni piane della F
proprio un gruppo residuo della serie segata dai piani (non un gruppo
contenuto in un gruppo residuo).

Se si congidera sulla F' un sistema semplice (co® almeno) senza punti
base e si fanno segare le sue curve dai piani di §;, sulla superficie tra-
sformata non nascono curve eccezionali (che corrisponderebbero neces-
sariamente a punti sulla F') e quindi la proprietd indicata compete alle
curve canoniche anche rispetto alle curve del nuovo sistema.

La proprieta di una superficie di S; di non possedere curve eccezionali
si traduce in una proprietd invariantiva pel sistema delle sezioni piane
che pud enunciarsi dicendo che il sistema ¢ privo di punti base, intendendo
che il sistema non puod acquistare punti base (semplici per la superficie)
sopra una superficie trasformata, e sceglicndo per tipo fra le trasformate
una superficie senza curve eccezionali sulla quale il sistema avrebbe
necessariamente punti base se li avesse sopra un’altra superficie riferita
ad essa biunivocamente: con questa scelta della superficie tipo rimane
pure fissato che cosa si deve intendere quando si dice che un sistema
ha certi punti base con certe molteplicita; nella scelta medesima evitiamo
di riferirci a quelle superficie su cui accidentalmente i punti base del
sistema cadano infinitaniente vicini a punti multipli. Infine queste defi-
nizioni non esigono che il sistema di cui si tratta sia semplice.

Con queste convenzioni l’esistenza di punti base d’un sistema costi-
tuisce una proprietd invariantiva di esso che compete evidentemente al sistema
normale definito dal dato sistema (altrimenti il grado aumenterebbe).

Diremo per brevitd puro o ¢mpuro un sistema secondoché non ha o
ha punti base; diremo pure curva eccezionale sopra una superficie in S,
la curva che corrisponde ad un punto base pel sistema delle curve tra-
sformate delle sue sezioni iperpiapali.

Ora sopra una superficie #' senza curve eccezionali si abbia un sistema
puro (semplice 0 no): se una curva canonica non segasse proprio un
gruppo residuo della serie caratteristica sulla curva generica del sistema
(supposto di dimeunsione > 2), tale proprietd competerebbe alla somma
di essa con una curva eccezionale su F; questa curva non potrebbe essere
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che un punto base pel sistema, cid che contrasta all’ipotesi che il sistema
sia puro. Concludiamo:

Una curva canonica sega proprio un gruppo residuo della serie caratte-
ristica sulla curva generica d’ogni sistema puro (oof almeno) ed é caratte-
rizzata da questa propricid.

Parimente:

Se un sistema impuro (oo* almeno) ha s punti base isolati di moltepli-
Citd iy, by ... by, UNG curva canonica sega sulla curva gemerica di esso un
gruppo che aumentato dei gruppi di i, i ... i, punti infinitamente vicini ai
rispettivi punti base dd un gruppo residuo della serie caratieristica.

Il sistema canonico non ha punti base (come abbiamo osservato),
quindi le serie caratteristica del sistema canonico é autoresidua e percid

P =p® —1

(cfr. citaz. precedente): va fatta eccezione per il caso che il sistema cano-
nico si spezzi nelle componenti d’un fascio (0 per p = 1 in cui il teo-
rema non ha significato) giacche tali sistemi sono stati esclusi dalle nostre
considerazioni nel § 1, cap. I; nondimeno il signor NOETHER ha stabi-
lito che in tale ipotesi le curve componenti le curve canoniche sono ellit-
tiche, sicché p® =0, p» =1, e la relazione & ancora verificata.
Possiamo ora estendere il concetto di superficie aggiunta anche al
caso in cui la superficie F sia stata trasformata in modo da non avere
pit punti multipli isolati distinti, basandoci sulla invariantivitd del
sistema canonico (p > 0). Invero una curva canonica C insieme alle curve
eccezionali sega un gruppo residuo della serie caratteristica del sistema oo®
segato dai piani sulla sezione piana generica della F, ed un gruppo residuo
di quello segato dai piani per il punto sopra la sezione piana per un
punto multiplo isolato, percid col ragionamento del § 1 si prova che la
curva composta della C e delle curve eccezionali (corrispondenti ai punti
base del sistema oc?® segato dai piani) & sezione di una determinata super-
ficie y,-, d’ordine » — 4 (essendo »n l'ordine della F) la guale soddisfa
alle condizioni a), b) del § 1 richieste dalla definizione di superficie ag-
giunta rispetto ad una superficie con punti multipli isolati distinti;
inoltre la v,, si comporta nei punti multipli isolati della F' in un modo
particolare pienamente determinato (p. e. si pud vedere che essa ha come
(¢t —2)-plo (almeno) un punte ¢-plo infinitamente vicino ad un punto
multiplo); noi assumiamo il modo di comportarsi della ,_, nei punti
multipli come definizione del modo di comportarsi delle superficie aggiunte
alla P, con riguardo perd al fatto che debbono considerarsi come iper-
moltiplicita della F i punti multipli rappresentanti una curva eccezio-
nale; per evitare discussioni troppo minute diciamo che sono aggiunte
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alla superficie F' dotata di arbitrarie singolaritd e di curve eccezionali di-
stinte, le superficie che segano un piano generico secondo una curve aggiunia
alla sezione piana e si comportano nei punti multipli isolati come le P,—q;
invero nessuna curva eccezionale (immagine d’un punto base isolato) pud
in questo caso ridursi all’intorno d’un punto multiplo.

Osserviamo che la costruzione delle y,_, riesce per p = 1 anche se
mancano le curve eccezionali, essendovi in ogni piano una curva d’or-
dine » — 4 aggiunta alla sezione piana: va fatta eccezione per le super-
ficie del 4° ordine (genere 1) a cui sono aggiunte tutte le superficie. "

4. - Applicazioni.

Una conclusione emerge subito dai resultati del § 2. Se il genere p
di una superficie & > 0, la dimensione r d’un sistema lineare di genere =
¢ <7 (poiché la serie caratteristica & speciale), quindi ricordando gli
ultimi resultati del cap. precedente si ha:

Sopra una superficie di genere >0 una curva appartiene ad un deter-
minato sistema completo.

E parimente (poiché allora ogni sistema normale ¢ contenuto in un
sistema comnipleto):

Il residuo d’uma curva rispetio ad un sistema normale é sempre un si-
stema normale (se ha un grado).

Si consideri ora un sistema normale di grado » (C), appartenente ad
un sistema completo puro di grado n-+6 (0 > 0), sopra una superficie
di genere p > 0. Una curva canonica sega la curva generica del sistema
completo di genere z in 2(w —1) —n — J punti, ed insieme ai punti
base di (C) sega una curva generica C (di (C)) in 2(m —1) —n punti;
i detti punti base non possono essere multipli perché (C) ha lo stesso
genere 7 del sistema completo a cui appartiene, quindi (C) ha almeno
0 punti base semplici, e precisamente ne ha J perché & 6 la differenza
fra ‘il suo grado e quello del sistema completo.

Si deduce che se d = 0 (C) coincide col sistema completo a cui ap-
partiene. Dunque:

Un sistema puro normale é necessariamente completo (p > 0).
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III.
- IL SISTEMA AGGIUNTO

1. - Definizione del sistema aggiunto.

In 8§, si abbia una superficie ' d’ordine »; una superficie y,—; d’or-
dine » — 3 aggiunta alla F' sega la F' (fuori dei punti multipli) secondo
una curva K la quale gode delle due proprieta seguenti:

a) sega una sezione piana generica della # secondo un gruppo
canonico;

b) sega una sezione piana generica (non razionale) per un punto
multiplo O della F secondo un gruppo contenuto in uno appartenente
alla serie somma di quella canonica e della serie differenza di quella segata
sulla curva dai piani generici di §; e di quella segata su di essa dai piani
per O. Escludiamo che la F abbia una stella di sezioni piane razionali
(nel qual caso sarebbe razionale).

Se il punto O e un punto ¢-plo ordinario la serie differenza di quella
segata dai piani generici di S; sopra una sezione piana per O e di quella
segata sulla curva stessa dai piani per O, & la serie determinata dal gruppo
degli i punti della curva in questione infinitamente vicini al punto O.

In modo analogo a quello con cui & stato dimostrato il teorema prin-
cipale del § 1, cap. II, si stabilisce che:

Se la F ¢ dotata solo di punti multipli isolati distinti, una curva la quale
goda delle proprieta a), b), é la sezione della F con una determinata super-
ficie aggiunta y,., d’ordine n — 3.

Le proprieta @), b) di una curva K rispetto alla F, si traducono in
proprietd della K rispetto alle sezioni piane di una stella col centro fuori
della F o in un punto semplice di essa, le quali d’altra parte (per la
dimostrazione analoga a quella citata) sono caratteristiche per la K.
Si ha dunque:

La condizione necessaria ¢ sufficiente affinché la K sia la sezione della F
(dotata di punti multipli isolati distinti) con una superficie w,—; dordine
n — 3 aggiunta alla F stessa, é che la K:

o) seghi un gruppo canonico sopra ogni sezione generica della F con
un piano appartenente ad una stella il cui centro O é fuori della F o ¢é
semplice per essa,

B) seghi un gruppo contenuto in uno appartenente alla serie somma
della canonica colla serie differenza di quella segata dai piani per O e di
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quella individuata dal gruppo dei punti base semplici del fascio, sopra la
curva generica d’'un fascio segato da piani per O.

Si supponga che le sezioni piane della F di genere sz sieno le curve
di un sistema generico co® immerso in un sistema completo (C) di dimen-
sione r > 3 (e necessariamente semplice). L.e curve C si facciano segare
sulla superficie trasformata ¢ dagli iperpiani di S,: il sistema delle sezioni
piane della F' viene segato dagli iperpiani per un §,_, di §, non incon-
trante la @. Dato un altro S,_, non incontrante la ¢ in 8, si pud sempre
costruire una serie di S,—, in S, (avente per estremi i due dati) tale che
due §,-, consecutivi giacciano in un S,_; senza intersezioni colla ¢. Allora
una curva K che gode delle proprieta a), b) rispetto al primo sistema oco3
(quando le sue curve sieno fatte segare dai piani di 8;), gode delle pro-
prieta «), () rispetto alle curve della rete data dagli iperpiani per S,
(che vien segata dai piani d’una stella col centro fuori di ¥, quindi gode
delle proprietd a), b) rispetto al 2° sistema oo® immerso in (C) e cosi
via fino all’ultimo (supposto che tutti questi sistemi sieno semplici).

Allora traducendo in linguaggio invariantivo le proprieta «), 8), a), b)
si pud enunciare il teorema:

Sia (C) un sistema completo semplice di dimensione r > 3 dotato di curve
fondamentali, e sia K una curva la quale goda delle due proprieta sequents:

o) di segare un gruppo canonico sopra la curva generica di una rete
generica immersa in (C),

B) di segare sopra la curva generica di un fascio contenuto nella rete
Un gruppo contenuto in uno appartenente alla serie somma della serie cano-
nica e di quella differenza tra la serie segata dalla rete e quella individuata
dal gruppo dei punti base semplici del fascio; allora la curva K gode le due
proprietd caratteristiche seguenti:

a) sega un gruppo canonico sopra ogni curva generica di (C),

b) sega sopra la curva generica d’un sistema oo™! residuo di una curva
fondamentale di (C) un gruppo contenuto in uno appartenente alla serie
somma della serie canonica e della serie differenza fra quella segata sulla
curva da (C) e la serie caratteristica del sistema oo™1,

La curva K é caratterizzata dal fatto di essere la sezione (fuori della linea
multipla) della superficie F d'ordine n oltenuta facendo segare dai piani
di S,;, oo® curve generiche di (C), con una superficie w,_; d’ordine n —3
aggiunta ad essa F. Percio le curve K compongono un sistema lineare che
st dira il sistema aggiunto di (O).

Se si tratta di una superficie di genere p > 0, le proprietd a), b) ri-
spetto ad un sistema (C) con punti base distinti (**), competono alle curve

(**) Ossia tali che in nessuno di essi le curve ' hanno una tangente tissa. Sebbene introduca
costantemente questa ipotesi per non entrare in una analisi troppo minuta, non sarebbe diffi-
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composte di una curva € (di (C)) e di una curva canonica aumentata
dei punti base di (C) (cfr. cap. II, § 3), e quindi evidentemente anche
alle curve del sistema (normale) somma di (C), del canonico, e delle curve
rappresentate dai punti base di (O).

Viceversa consideriamo il sistema (K) aggiunto di (C). Sulla curva
generica ¢ di (C) una K di (K) sega un gruppo canonico per il quale
passano oltre la K oo?-! curve del sistema aggiunto spezzate nella C ed
in una curva canonica aumentata dei punti base (o curve eccezionali
corrispondenti) di (C), quindi pel detto gruppo canonico passano almeno
oo? curve di (K); ma per il gruppo non possono passare piu di co? curve K
giacché altrimenti vi sarebbero piu che co?-! curve di (K) spezzate nella ¢
ed in una curva residua, la quale per le proprietd a), b) di (C) possiede
necessariamente le proprieta caratteristiche (indicate nel cap. II, §§ 2, 3)
proprie di una curva canonica e delle linee eccezionali (o punti base)
di (C); dunque per un gruppo canonico sezione d’una curva irredutti-
bile K con una curva generica C passano appunto oo? curve K. Il si-
stema (K) & dunque il sistema normale somma di (C) col sistema cano-
nico e colle curve eccezionali (distinte) di (C), e questo fatto si assumerd
come definizione per (K) se (C) non ha curve fondamentali distinie (per
p > 0): risulta ancora (per la convenzione del cap. prec.) che (K) viene
segato dalle superficie d’ordine » — 3 aggiunte sulla superficie d’ordine »
le cui sezioni piane sono curve generiche di (C).

Come ora abbiamo osservato le curve di (K) residue di una C sono
curve canoniche aumentate dei punti base di (C); allora consideriamo
un punto base O i-plo isolato di (C) (sopra una superficie senza curve
eccezionali) e supponiamo per pura semplicitd di ragionamento che (C)
non abbia altri punti base.

Staccando da (K) una curva C generica si ha un sistema residuo
somma del sistema canonico e del punto O, cidé vuol dire che il punto O
ha come residuo rispetto a (X) il sistema somma di (C) e del canonico;
poich¢ il sistema canonico non ha punti base (& puro) il detto sistema
somma ha il punto O come base ¢-plo; ora si possono fare due ipotesi;
o il sistema (K) e spezzato nel detto sistema somma e nel punto O (se si
vuole curva eccezionale corrispondente), oppure il punto O ha una tale
molteplicita s per le curve K che imponendo ad una di esse di avere un
altro punto infinitamente vicino ad O oltre agli s tenuti fissi (ossia stac-
cando O, o se si vuole la curva eccezionale corrispondente, da (K)) il
punto O diviene i-plo per le curve K residue; il punto O facendo parte
una sola volta delle curve K spezzate in una C in una canonica ed in O,

cile estendere molti resultati anche al caso in cui (C) abbia punti base di arbitraria natura, come
si fa nel piano colla considerazione delle singolaritd straordinarie delle curve.

(&1

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, I.
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segue che s = ¢ — 1, ossia il punto O & (i — 1)-plo per (K). D’altra parte
(K) non pud avere altri punti base fuori di quelli di (C) poiche un punto
base O di (K) ¢ base pel residuo del canonico e pel residuo rispetto al
nuovo sistema di curve o punti non contenenti 0. Deduciamo:

Sopra una superficie di genere > 0 il sistema (K) aggiunto a (C) (oo? al-
meno) é il sistema normale somma di (C), del sistema canonico e dei punti
base (supposti isolati) (o curve eccezionali) di (C): un punio base i-plo di (C)
o si stacca (forse) da tutte le curve di (K) ed allora é i-plo per le componenti
irreduttibili di esso, o é base (i — 1)-plo per (K); (K) non ha punti base
fuori di quelli di (C).

2. - Dimensione del sistema aggiunto.

Le curve del sistema (K) aggiunto a (C) segano sulla curva gene-
rica ¢ (di (C)) gruppi canonici; sorge la questione «la serie segata da (K)
sulla curva C ¢ la serie canonica completa? ».

Con effetitivi esempi (di superficie aventi il genere geometrico diverso
dal numerico che avrd occasione di menzionare) si vede che pud avve-
nire I'uno o 'altro caso; importa perd a noi di stabilire che questo fatto
¢ legato invariantivamente alla superficie e non dipende dal particolare
sistema (C) considerato.

Intanto notiamo che la questione posta equivale a quella di deter-
minare la dimensione del sistema (K) aggiunto al sistema (C) di genere =
sopra una superficie di genere p, infatti abbiamo avuto occasione di
osservare nel precedente § che per un gruppo canonico della ¢ sezione
di una K (di cui la C non fa parte) passano oo? curve K, quindi la dimen-
sione di (K) € p +7—w —1 essendo w (>0) il difetto di comple-
tezza della serie che (K) sega sulla C. Questa quantitd o > 0 che esprime
la differenza fra la dimensione virtuale (per dir cosi) p-+z —1 dell’ag-
giunto a (C) e la dimensione effettiva del detto sistema aggiunto, si desi-
gnera nel seguito con 6(C).

I1 sistema (C) sia un sistema puro semplice (quindi oo® almeno, es-
sendo p > 0), e co? delle sue curve generiche sieno segate sulla super-
ficie F dai piani di S,;; la F risulta senza curve eccezionali; s’indichi
con (C') il sistema canonico e con (C--C') il sistemma normale somma
di (C), (C'), ossia il sistema aggiunto a (C); analogamente con (rC-C’)
il sistema aggiunto ad (rC); infine #” designi il genere di (vC) (n' = =).
Il sistema (rC) contiene in s¢ (totalmente) quello segato sulla F da tutte
le superficie ¢, di ordine r; dato un arbitrario sistema (C,) si pud pren-
dere r cosi grande che per la curva generica C, passino delle ¢,, e quindi
(C,) sia contenuto (parzialmente) in (rC); anzi per r assai elevato le ¢,
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passanti per €, non passeranno in conseguenza per altri elementi fissi
e pereid il residuo di (C,) rispetto ad (rC) saray un sistema puro (C,); sup-
poniamo ancora che (C,) stesso sia un sistema puro.

Indieando con 7;, 7, i risp. generi di (C,), (C.), la curva spezzata
C;+C, non ha, fuori dei punti multipli per le curve di (rC), altri punti
multipli che i D punti doppi intersezioni di C,, C. (essendo (C,), (C,)
due sistemi puri residui un dell’altro rispetto ad (rC)), quindi secondo la
formola di NoETHER che da il genere d’'una curva spezzata si ha:

A =g, +7w +D—1.

Ora il sistema aggiunto di (rC), ossia (rC+C’) & anche la somma
(Cy+(C;+C")) ossia & la somma di (C,) e dell’aggiunto a (C,). Sopra
la curva generica C, (di genere x,) il sistema (C,+(C;+ 0")) = (C, +(C.+C"))
sega una serie g (forse scompleta) di grado

D 4 2n, — 2
e perd di dimensione
D+m—2—ow, (wy > 0):
se
p+m—1—aw (w0, = 6(Cy) > 0)

¢ la dimensione di (C,-+C’), per un gruppo della serie g passano oo®*+™ -
curve di (C,+0,+C') tra cui co?+™~1-%: gpezzate nella C, ed in una curva
arbitraria di (C,+C’'); dunque la dimensione del sistema aggiunto ad
(r0), ciodé di (rC+4C') = (C,+0,+C") vale

p+m+mmt+D—2—0 —w,;

ma
M+ 7w+ D—1=na",
quindi &
8(rC) = w; + 8(Cy) (8(0) = wy)
ossia |

8(rC) > 8(Cy) .

Dunque la quantitd 6(C,) relativa ad un qualunque sistema puro (0,)
non supera ’analoga quantitd calcolata per (rC) dove si prenda r assai
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elevato. Percid se il §(rC) anziché crescere indefinitamente con r assume
un valore massimo (che sara pur quello di 6((r+s)C) per s > 0), questo
valore & un vero carattere invariantivo della superficie; effettivamente se
la F ha singolaritd ordinarie in guisa che si possano applicare da un
certo punto in poi le formule di postulazione di NoETHER per calcolare
le dimensioni dei sistemi delle superficie (di dato ordine) aggiunte alla F
(di ordine n), si verifica con un semplice calcolo che la dimensione del
sistema aggiunto ad (rC) che contiene quello segato dalle aggiunte d’or-
dine » —4-+r & (per r assai elevato)

>p, 4w —1

dove p, € un numero indipendente da r che esprime il numero virtuale
delle superficie aggiunte d’ordine »n — 4 (linearmente indipendenti) e
dicesi genere numerico della F'; si ha dunque:

0(r0) <p—p1,

e percio il 6(rC) ha un massimo K che esprime il massimo difetto di scom-
pletezza della serie segata sulla curva generica di un arbitrario sistema dal
suo sistema aggiunto (e si stabilirebbe essere = p — p, dimostrando che
& completo il sistema segato sulla F' da tutte le aggiunte di ordine assai
elevato) (). Ma cio che a noi interessa & la considerazione del caso in
cui K= 0, e delle condizioni che permettono di trarre tale conclusione,
a cui vogliamo giungere senza occuparci della natura delle singolaritda che
la F possiede.

Occorre premettere un lemma di geometria sopra una curva la cui
dimostrazione si compie facilmente usando di un ragionamento adope-
rato dal signor CASTELNUOVO in un suo recente lavoro (*!). Il lemma
¢ il seguente: ,

- Sopra una curve piana d’ordine n e genere m la minima serie g di
grado (r+L1)n-+2(w—1) contenente tutti © gruppt composti dell’intersezione
duna curva aggiunta d’ordine n — 3-+r e dell’intersezione d’una retta, é
la serie completa somma della g;7in-2 segata dalle curve aggiunte d’ordine
n — 3+, e della g* segata dalle rette.

Per dimostrare questo lemma osserviamo anzitutto che la serie g in
questione & certo contenuta nella serie completa segata sulla nostra curva

(%) Cosi risulterebbe figsata in ogni caso la invariantivitd di p, che i signori ZEUTHEN
(« Math. Ann. », 4) e NOETHER (« Math. Ann. », 8) hanno stabilito soltanto con restrizioni alle
singolaritd nascenti sulla superficie nelle trasformazioni considerate. Effettivi esempi di super-
iicie aventi il genere geometrico diverso dal numerico (comunque elevato) sono stati dati dal
sig. CASTELNUOVO (« Istituto lomb. », 1891).

(4') Sut multiplt di una serie lineare di gruppt di punti appurtenente ad una curva algebrica
(¢ Circolo Mat. di Palermo », t. VII).
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O, dalle C,_ 3141, aggiunte d’ordine n — 3+ (r+41); basta quindi stabilire
che & completo il minimo sistema lineare contenente tutte le curve com-
poste d’'una C,_;y, (d’ordine n — 3-+r) aggiunta alla C, e d’una retta:
infatti il sistema delle C,_;it+1) che sega la ¢ sulla O, (comprese in esso
sistema tutte le C,_git+1) per un gruppo della g) € appunto tale che con-
tiene in sé tutte le curve composte d’una retta e d’una C,—;., € non pud
essere completo se & scompleta la detta serie g. Ora per ipotesi fra le

curve C,_3i14+1) Vi sono quelle composte di una retta fissa a e di una
Cr—3+r che sono

oot L+ +T(r=3)[2

e cosi pure quelle composte di una retta fissa a' e di una C,_34,; i due
sisfemi hanno comune il sistema delle C,—;1,—y, la cui dimensione &

n_1+(¢_1)n+q__4)

e pero il loro minimo sistema somma ha una dimensione

>2{”—1+ +( 3)} {—1+(7—1)n+(L:})2(—r;®},
cioé

r+1)(r—2
>n—2+v+wwﬁi;§—J,
ma questo sistema & contenuto o coincide con quello delle C,—s¢+y) POS-
santi per il punto comune ad a, a’, e poiché le C,_34¢+1) Seganti la g sulla C,
non passano tutte per quel punto, la dimensione del sistema delle Cp,—y1¢t1
in questione ¢

Sm—1+0+1m +(? +1)(7‘—2)

e quindi & appunto la dimensione

(r+1)(r —2)

m—1+ 40+ ——3

del sistema completo di tutte le Cn_zi¢+1)y €.d.d.
Rifornando alla questione precedente si ha come immediata appli-
cazione del lemma ora stabilito, che se il sistema (rC4C’) aggiunto ad



70 V. RICERCHE DI GEOMETRIA SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE

(rC) (dove r > 1) sega sulla curva generica C una serie completa, lo
stesso accade per ((r+1)C+C'), e poiché la differenza (> 0) fra é((r+1)C)
e §(r0) & la scompletezza w della serie segata da ((r+1)C) sulla C, si ha
in tal caso

0(rC) = 6((r +1)0) =...= K.

Un corollario di questo resultato & il seguente: se per r > 1 & 6(rC)=0,
la superficie ha il carattere K= 0; il resultato pitt semplice si ha per
r = 2. Possiamo cosl enunciare il teorema:

Se sopra una superficie di genere p > 0 esiste un sistema puro semplice
(C) (quindi oo® almeno) tale che il sistema aggiunto a (20) seghi la serie
canonica completa sulla curva generica di (2C), ossia abbia la dimensione
P +2n4n —2, dove w ed n sono risp. il genere e il grado di (C), allora
sulla curva gemerica di ogni sistema puro di genere II, appartenente alla
superficie, il sistema aggiunto sega la serie canonica completa, ossia esso
ha la dimensione

p+1IT—1.

In altre parole la condizione necessaria e sufficiente affinché per una
superficie sia il carattere invariantivo

K=0
é che esista un sistema puro semplice (C) tale che
§(2C)=0.

11 teorema verrd poi esteso anche ai sistemi impuri; dobbiamo prima
illuminarne meglio il contenuto ponendolo in relazione colle proprieta
che si riferiscono al genere numerico della superficie, ed 2i sistemi segati
su di essa da superficie aggiunte.

3. - Sistemi segati sopra una superficie dalle superficie aggiunte.

Consideriamo in §; la superficie ' d’ordine » di genere p > 0 senza
curve eccezionali, dotata di singolaritd qualunque, le cui sezioni piane
appartengono ad un sistema puro (C); indichiamo col simbolo p, le sue
superficie aggiunte d’ordine u. Come nel § 1 per le p,—;, si dimostra che
le curve appartenenti al sistema (normale) somma di (C) e del sistema
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aggiunto a (C) sono sezioni della F' con una y,—,, e perd che le y,_, segano
sulla F' un sistema normale; poiché (C) & puro le y,—, segano sulla F il
sistema puro completo aggiunto a (20) (cioe (20+C') se (C') & il sistema
canonico). Parimente si vedrebbe ancora che le y,—, segano sulla F il
sistema completo (3C+C') (poiche ancora il gruppo sezione sopra una
sezione piana C appartiene ad una curva aggiunta d’ordine n — 1).

Supponiamo che le superficie y,—34, (# > 1) seghino la serie completa
sopra una sezione piana generica C della F; per il lemma di geometria
sopra una curva stabilito nel precedente §, segue che le y,. 3141, Seghe-
ranno pure sopra la C la serie completa; allora se il sistema segato dalle
Yn—a4r Sulla F & il sistema (rC+4C’') completo, quello segato dalle w, gi¢t1
¢ necessariamente il sistema completo ((r-+1)C+C’) e si ha (come si
& visto) '

o(rC) = 6((» +1)0) .

Dunque se 6(20) =0 (poiché le w,_, segano sulla F tutto il sistema

(20 + 0")), le superficie aggiunte alla F y,_,4, (r > 1) segano pure sulla F

tutto il sistema (rC—+C’'). In tal caso le ,—,1, segano sulla F un sistema
di dimensione p 47+ —1 (essendo z” il genere di-(rC)); per ogni

7
curva sezione passano (se r >3) (3)+1 Pn—s+r linearmente indipendenti fra
cui (3) spezzate nella F ed in una arbitraria superficie d’ordine r — 3,
quindi il numero A4,—;;, della superficie .4, linearmente indipendenti

e dato da

Angir = p + Y (;) (dove (;\) =0 se r< 3) .
Se 7'V = me il genere di (C) si ha

AV == g™ 7w +rn—1,

quindi

r—1
Apsir = Ap g+ +10 —1 4+ ( 2 ) ’

uguaglianza la quale significa che le ._, segano sopra un piano il
sistema lineare completo delle curve d’ordine n — 3-++ aggiunte alla

. . © o3 . N r—1
sezione piana la cui dimensione € mw+rn —2 4+ ( 9 )

Ma se la F & dotata di singolaritd ordinarie e se i numeri A,—gir,
Angr—y Sono quelli dati dalle formule di postulazione di NOETHER Si



72 V. RICERCHE DI GEOMETRIA SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE

deduce appunto (per differenza) la precedente uguaglianza (come il signor
CASTELNUOVO ha osservato (12)): valendo la detta formula ricorrente (che
& stata dimostrata partendo dall’ipotesi K= 6(2C) = 0), si conclude
dunque che valgono le formule di postulazione di NOETHER per le y,_;—,
se valgono per le v, e poiche esse danno p,+n 9.3 linearmente indi-
pendenti, se p, € il humero virtuale delle y,—, (ossia il genere numerico),
¢ condizione necessaria e sufficiente affinché valgano per r assai grande
le dette formule di postulazione che sia

=P

siccome effettivathente le formule di postulazione di NOETHER valgono
per r assai elevato, l'uguaglianza p = p, risulta stabilita. Viceversa se
p =p, valendo le formule di postulazione per r assai grande, si ha
6(rC) =0 e quindi K= 0.

Le superficie di genere p > 0 per le quali il carattere invariantivo K=0
allorché sieno trasformate in modo da avere soltanto singolaritd ordinarie
(se é possibile) e non curve eccezionali, hanno il genere numerico p, = p,
e viceversa (3).

Poiché p; non & definito per le superficie con singolaritd straordinarie
assumeremo per esse convenzionalmente p, = p quando & K=0.

Possiamo enunciare il teorema (dimostrato mediante le considerazioni
precedenti):

Sopra wna superficie d’ordine n di S; senza curve eccezionali, dotata di
singolarita qualunque, avente il genere numerico uguale al geometrico > 0,
ossia K==0), le superficie aggiunte di arbitrario ordine segano un sistema
completo.

La dimostrazione ¢ stata data soltanto per le .3, con » > 0 (poiche
esse segano tutto il sistema aggiunto ad un sistema puro il quale ¢ un
sistema puro normale e percid un sistema completo), ma in vista del
teorema del resto del cap. I, staccando successivamente sezioni piane si
stabilisce la cosa in ogni caso.

Allora adoperando il ricordato teorema del resto del cap. I si ha:

Il sistema completo a cui appartiene una curva C sopra la superficie F
viene segato da tutte le superficic aggiunte di arbitrario ordine che passano

(42) Sulle superficie alyebriche le cui sezioni piane sono curve iperellittiche (« Circolo Mat. di
Palermo », t. IV, 1390).

() Indipendentemente dai ragionamenti fatti che suppongono »> 0, tenendo conto del-
1’osservazione che la differenza virtuale 4 u— Ay—1 & la dimensione del sistema di tutte le curve
d’ordine p aggiunte ad una sezione piana, partendo dall’ipotesi che le formule di postulazione
valgano per y assai grande (come accade se la superficie ha singolaritd ordinarie) si prova che
& p;<p e se p,=p le formule di postulazione valgono per le y,_g., (r=>0).
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per una intersezione complementare irreduttibile della C e si comportano debi-
tamente nei punti multipli dellu C stessa.

B questo il complemento del ricordato teorema del resto (Restsatz,
secondo NOETHER).

4. - Sistemi impuri.

Sopra la superficie ' di genere geometrico uguale al numerico p > 0,
le cui sezioni piane appartengono ad un sistema puro (C), si consideri
ora un sistema impuro (C,) avente s punti base multipli risp. secondo
1y %y ...y ©5; POSSiamo prendere r cosi grande che (C;) sia contenuto in
(rC) ed abbia come residuo rispetto ad esso il sistema puro (C,). Indi-
cando eon =, , 7, i risp. generi di (C,), (Cy), con = quello di (rC), e con-
siderando che un punto j-plo d’una curva le cui tangenti stanno in un
piano diminuisce di [j(j — 1)]/2 il genere della curva, si ha

S 1p(lp — 1)

a0 =y + D — 143
1 ad

dove D é il numero delle intersezioni di una C,, con una C,. Sia (C') il
gsistema canonico e quindi (rC--C') Paggiunto di (rC), ed (rC+C'— C,)
il residuo di (C,) rispetto al detto aggiunto; ripetiamo il ragionamento
del § 2; (rC+C') sega sulla C, una serie di grado D+2x, — 2 e quindi
di dimensione D -7, — 2 — w, (w > 0) sicehé la dimensione di (rC + 0'—C,) &

p+a’—D—mn+ow,
ossia &

—i)—l—}-w

2

.Q(iQ

)
p+n1+2
1

Le curve d’un sistema lineare che hanno un punto j-plo in un punto
semplice di F soddisfano ad [j(j+1)]/2 condizioni lineari al pilt; quindi
le curve di (rC4-C'— C,) che hanno un punto (i, — 1)-plo in ogni punto
base %,-plo di (C,) costituiscono un sistema di dimensione

>p 4+ —1+o0;
questo sistema appartiene evidentemente al sistema somma di (C;) con (C')

e coi punti base di (C,) ossia all’aggiunto di (C,), il quale ha una dimen-
sione <p -+, —1; segue w = 0, e la dimensione del nominato sistema
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aggiunto (C,) & quindi proprio
p+mm—1.

Dunque:

Sopra una superficie F di genere geometrico uguale al numerico p > 0,
anche ogni sistema impuro di genere Il ha il sistema aggiunto di dimen-
sione p --II — 1 come ogni sistema puro.

Se il sistema impuro (C;) ha i suoi punti base distinti (come suppo-
niamo) non pud nessuno di essi staccarsi dal sistema (K) aggiunto a (C,),
poiché (K) deve segare la serie canonica completa sulla curva generica C,,
e questa non ha come punti fissi gli ¢ punti infinitamente vicini ad un
punto i-plo; quindi (cfr. anche il § 1):

Sopra la superficie F il sistema aggiunto ad un sistema impuro con
punti base distinti é irreduttibile ed ha come (¢ — 1)-plo un punto base i-plo
del nominato sistema impuro.

Sopra la superficie F senza curve eccezionali di genere geometrico
uguale al numerico p > 0 di cui le sezioni piane appartengono al sistema
(puro) (C), si torni a considerare il sistema impuro (C,) di genere 7, con
s punti base distinti di molteplicita ¢, %,, ..., %5, € si prenda r cosl grande
che il sistema (rC) di genere z” contenga (C) in modo che (C,) abbia
come residuo rispetto ad esso un sistema puro (C.) di genere m,; sia
ancora ((') il sistema canonico. Il sistema (rC-+C'— C,) residuo di (Cy)
rispetto ad (rC -+ (¢’') ha la dimensione

>ptm+ X z"&"—:—l—) —1
< 2

(come abbiamo visto essendo w = 0); questo sistema non pud avere
alcun punto base fuori dei punti base di (C,), poiche un tal punto sarebbe
base per Paggiunto di (C,); d’altra parte se un punto O base i-plo per
(C,) fosse base per (rC+C'— C,), imponendo a questo sistema di avere
il punto O come (i —1)-plo si imporrebbe alla curva generica di esso
meno di [¢(¢ —1)]/2 condizioni lineari e ne conseguirebbe che la dimen-
sione del sistema aggiunto a (C,) sarebbe > p -+ m; —1 mentre cid &
impossibile; si conclude che staccando (C,) da (rC+C’) il sistema residuo
(rC +0'— 0,) non pud acquistare punti base, ossia & un sistema puro.
Consideriamo il sistema (rC — C,) residuo di (C’) rispetto al nominato
sistema (rC4C'— (C,); il sistema aggiunto ad (rC — (,) & la somma di
(rC -+ C'— () coi punti base eventuali di (rC — C,), e perd ha la dimen-
sione

=1

>p+n1+zl’g(_ie‘2 -1
1
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(numero esprimente la dimensione di (rC+C'— C,)); ma il genere di
(r0—0,) ¢

<7+ zze(zg —1)

e precisamente vale

7 + z___—(’l,_, —1)

ge (rC — C,) non ha punti base multipli e vale meno del detto numero
in caso contrario; tenendo conto del fatto che la dimensione del sistema
aggiunto ad un dato sistema & uguale al genere di esso aumentato di
p —1, 8i conclude che (rC — C,) non ha punti base multipli e quindi &
di genere

1, —1)
2 ’

8 17 (
7+ 2
1

ed il suo aggiunto é proprio il sistema (rC-C'— C,) di dimensione

1)

3 7 (5 —
p+n1+ZL”"o——«—1.
1 P4

Sono dunque possibili due casi:

o il sistema (rC — C,) ¢ un sistema puro ed allora (C,) si ottiene
da esso imponendo i punti base colle molteplicita ;, ., ..., 7, alle sue
curve generiche;

o (forse) il sistema (rC — C,) ha alcuni punti base semplici (con-
seguenza dello staccare (C;) da (rC)) i quali cadono in punti base di (C,),
ma perd coincide col residuo del sistema canonico (C') rispetto al suo
aggiunto (mentre in generale un sistema impuro & contenuto nel residuo
del canonico rispetto al suo aggiunto, quando lo staccare il sistema cano-
nico dal detto sistema aggiunto non tragga di conseguenza lo staccarsi
dei punti base del primitivo sistema); allora (C,) si ottiene da (rC — C,)
imponendo le molteplicitd 4, %,, ..., 4; nei punti base di (C,) sieno essi
base 0 no per (rC — C,).

In ogni caso possiamo dunque concludere:

Ogni sistema impuro (con punti base distinti) puod dedursi coll’aggiunta
dei suot punti base, non traenti con sé lo staccarsi di alcuna altra curva,
da un sistema che coincide col residuo del canonico rispetto all’aggiunto, il
quale é puro o (forse) ha soltanto dei punti base semplici.
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5. - Cenno sulle superficie di genere 0.

Nei precedenti §§ abbiamo escluso le superficie di genere 0 alle quali
non si estende la dimostrazione del teorema fondamentale del § 2. In
virtu delle considerazioni svolte in quel § (cfr. anche una nota di esso)
intorno alle formule di postulazione di NOETHER, ed approfittando del
citato teorema di ZEUTHEN e NOETHER sulla invariantivitd del genere
numerico nelle trasformazioni che non producono sulla superficie singo-
larita straordinarie, possiamo concludere che:

Sopra una superficie di genere geometrico uguale al numero 0, un si-
stema (C) semplice di genere m, tale che la superficie su cui gli iperpiant
segano le curve di (C) abbia soltanto singolarita ordinarie, possiede un
sistema aggiunto oo™ L _

Ora stabiliremo il seguente teorema:

Se sopra una superficie razionale dotata di punti multipli isolati distinti
vi & un sistema semplice (C) (oo almeno) tale che i residui delle sue curve
fondamentali sieno sistemi di genere > 0, quando la superficie sia rappre-
sentata sul piano, il sistema aggiunto a (C) viene rappresentato dal sistema
delle curve d’ordine n — 3 aggiunte alle curve C, dordine n immagini di
quelle di (C), spogliato delle componenti fisse cventuali (*4).

Per la dimostrazione si consideri nel piano il sistema (C,) delle C, e
quello (C,.;) delle curve aggiunte d’ordine » —3; le curve C,_; segano
anzitutto sopra la curva generica C, un gruppo canonico. Sia G una
curva fondamentale di (C,) e (C,) il sistema residuo d’ordine p: sia (C,-;)
il sistema delle curve d’ordine p — 3 aggiunte alle C, (le quali sono di
genere > 0). Fra le C,_, vi sono le curve composte G4 C,_,; le quali segano
sopra una C, dei gruppi di punti (individuanti la serie segnata da C,_;)
che sommati con un gruppo sezione di una C, danno gruppi equivalenti
(ciod appartenenti alla stessa serie completa) a quelli segati sulla C,
dalla curva composta C,+-C, ; = (G--0,)+C,—,. Dunque le C,—, segano
sulla C, gruppi della serie somma della serie canonica (segata dalle C,_;)
e di quella differenza tra la serie segata dalle C, e la serie caratteristica
di (C,). Tanto basta (secondo la definizione del § 1) perché il teorema
risulti dimostrato; giacche il sistema aggiunto a (C) di genere z ¢ in tal
caso oo™! ed ¢ pure oo™ ! quello (C,_;) nel piano: le componenti fisse
della C,—; nel piano rappresentano curve che si possono impunemente

(%) Ossia dal sistema aggiunto puro di quello (0,',) delle C,', secondo la definizione di CASTEL-
NUovo. La restrizione che i sistemi residui delle curve fondamentali di (C) siano di genere > 0
dipende solo dal fatto che la definizione data pel sistema aggiunto non si estende al detto caso
escluso: siccome una superficie con una rete di curve rozionali ¢ razionale, possiamo estendere
convenzionalmente il teorema di guisa che il sistema aggiunto risulta definito anche pei sistemi
(C) oo” contenenti un sistema co” ! di curve razionali.
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aggiungere al sistema aggiunto a (C) perché essendo fondamentali per (C)
non ne risultano alterati i caratteri essenziali di esso (§ 1).

6. - Un teorema sulla superficie del 4° ordine.

Sopra una superficie di genere 1 (geometrico e numerico) si consideri
un sistema (C) con s punti base distinti di molteplicita ¢,, %,, ..., 7, risp.,
e gia ¢ la pit alta molteplicita di un punto base. Indichiamo con (C')
il sistema aggiunto a (C), con (C") I'aggiunto di (C') (o, se si vuole,
20 aggiunto di (C)), ece.; il sistema (C?) i-esimo aggiunto di (C) & un
gistema puro da cui (C) & dedotto coll’aggiunta dei suoi punti base.

Sopra una superficie di genere 1 non vi sono curve canoniche (non
eccezionali), quindi un sistema puro di gemere m & Uaggiunto di sé stesso
e perdo ha la dimensione m e il grado 2(mw —1).

Si possono classificare le superficie di genere 1 a seconda del sistema
puro di dimensione minima che esse contengono. In questa classifica-
zione s’incontra dapprima la superficie del 4° ordine, poi la superficie
del 6° ordine di 8, sezione d’una quadrica con una varietd cubica, poi
la superficie di 8° ordine sezione di 3 quadriche in S;, e cosi via; irre-
ducibilita di queste superficie (generali) a quella generale del 4° ordine
seguira dalle considerazioni che andiamo ad esporre (*°).

Senza toccare l'interessante questione di assegnare tufti i tipi irre-
ducibili di superficie del genere 1, ci limitiamo qua a risolvere il seguente
problema :

Quando due superficie generali del 4° ordine possono essere riferite
punto per punto?

Si dimostrera che questo avviene soltanto quando esse sono proiettive.

Invece si immaginino due superficie generali del 4° ordine riferite
punto per punto; alle sezioni piane dell’una corrispondono sull’altra le oo®
curve d’un sistema lineare, le quali se la superficie & generale debbono
essere intersezioni complete di altre superficie (*°); se esse non fossero
ancora sezioni piane (cioé se le superficie non fossero proiettive), il si-
stema oo?® (essendo di genere 3) avrebbe dei punti base multipli e quindi
non sarebbe puro: cid ¢ assurdo perché in una trasformazione birazio-
nale d’una superficie un sistema puro & sempre mutato in un sistema
puro. Dunque:

(48) 11 sig. CASTELNUOVO mi segnald le dette classi di superficie di genere 1 contenenti lo
stesso numero di moduli delle superficie del 4° ordine e ad esse irreducibili.

(4%) Cfr. NOETHER, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischer Raunicurve, § 11, « Abhandl.
d. Akad. d. Wigs. », Berlin, 1883.
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Due superficie generali del 4° ordine riferibili punto per punto sono
proiettive. ‘

Si trae pure poiche gli unici sistemi puri sopra una superficie gene-
rale del 4° ordine sono quelli segati da tutte le superficie d’ordine n, che:

Una superficie generale del 4° ordine non é riferibile ad altre superficie
normali senza curve eccezionali di uno spazio superiore, tranne di ordine 4n®
nello spazio Syn:4y (@ sezioni iperpianali di genere 2n*+-1).

Il teorema dato prima per le superficie generali del 4° ordine si estende
a quelle generali d’ordine n > 4, sia collo stesso metodo, sia (anche piu
semplicemente) usando qui del sistema canonico; per modo che si con-
clude: :

Due superficie generali d’ordine n >4 (in S;) st possono riferire biuni-
vocamente solo quando sieno proiettive.

Il teorema non sussiste per n = 3.

7. - Osservazioni sui resultati contenuti in questo capitolo.

I resultati fondamentali di questo capitolo fondati sopra 1'esistenza
d’un sistema co?*7-! aggiunto ad un sistema di genere z sopra una super-
ficie di genere geometrico p > 0 son fatti dipendere dalla restrizione
K =0 che si & trovata verificata se esiste un sistema puro semplice (C)
tale che 6(2C) = 0.

Poiché si tratta d’un punto fondamentale nella teoria delle super-
ficie & interessante stabilire come la uguaglianza 6(2C) = 0 segua da
quella §(C) = 0 ove si sappia che la serie caratteristica di (C) ¢ com-
pleta. Invero nel seguente capitolo verrd dimostrato che ogni sistema
puro ha la serie caratteristica completa se tale proprietd compete al
sistema canonico; sebbene non sembri possa dedursi un tal fatto dalla
restrizione gia ammessa per la superficie (K= 0), pure il fatto stesso
appare cosi legato alla restrizione medesima per effetto del teorema ac-
cennato che vogliamo dimostrare.

Premettiamo le seguenti considerazioni fondate sullo stesso concetto
che ha servito per il lemma del § 2:

Sopra una superficie si abbiano due sistemi (C), (K); sia 7, la dimen-
sione di (C), r, quella di (C+K), r, quella di (C+2K).

Al sistema (C+2K) appartiene il sistema oot costituito da una curva
fissa K’ di (K) presa insieme con tutte le curve di (C+K), cioé (simbo-
licamente) il sistema

(€ +E) + K ;
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parimenti se K” é un’altra curva di (K) a (C+2K) appartiene il sistema
(C + K)+ K",

i due sistemi (co™ ciasecuno) hanno comune un sistema di dimensione 7,
(cioé (C)+ K'+ K") e perd il loro sistema somma ha la dimensione

> 2r — 1.

Ora questo sistema ¢ contenuto nel sistema delle curve di (C+2K)
che passano per le D intersezioni delle curve K’, K”; se dunque sono v,

le condizioni imposte dal gruppo K'K" alle curve di (C+2K) che deb-
bono contenerlo, si ha:

Ty =220 — T+ Vs .

Indichiamo con %, il numero delle condizioni che il gruppo K'K"
impone alle curve di (C+K), e sia » la dimensione di (K); allora per
v, —1 tra i D punti del gruppo K'K” passa una curva di (C+K) non
contenente tutti i D punti del gruppo, e per r —2 punti del gruppo
medesimo (appartenente alla serie caratteristica g;* di (K)) si pud con-
durre una curva K” di (K) non contenente tutti i D punti, la quale
insieme con una curva di (C('+K) pei detti », —1 punti compone una
curva di (C+2K) non contenente tutto il gruppo KH'K"; ne segue che

Vo=v+r—2 o wv,>D-—1

(Pultima disuguaglianza valendo nel caso che sia »,+r —3 > D —1).
Si deduce

Ty 22 — Py + v +1r—2,

1y =>2r —rg+D—1.

Ora sia (C) il sistema canonico (supposto irreduttibile, con r, =
=p—12>2), e (K) sia un sistema puro semplice co” di genere = e
grado D, la cui serie caratteristica sia (per ipotesi) completa; inoltre il
sistema (C-+K) aggiunto a (K) abbia la dimensione p + & — 1.

I1 gruppo della serie caratteristica completa g;—! di (C), impone (pel
teorema di RIEMANN-ROCH)

v=D—r-+41
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condizioni alle curve del sistema aggiunto (C+HA) che debbono conte-
nerla; in questo caso ¢ dunque:

p>D—1, (n=p+=n—-1),
e percio
r>2p +n—1)—(p—1)+D—1
7”2>p +27+D—2;

e poiché 27z +D —1 ¢é il genere =, di (C+K) si ha proprio
Yo =P +m—1

(non potendo essere v, > p +m, —1).

Dunque (poiché & ora 6(K)= 6(2K)=0) si ha il teorema:

Se sopra una superficie di generé p > 2 (a sistema canonico irredutti-
bile) si ha un sistema puro semplice di genere 7 avente la serie caratieristica
completa, ¢ di cui Vaggiunto & oo™ ™~ per ogni altro sistema di genere I1
appartenente alla stessa superficie la dimensione del sistema aggiunto é

p+I1I—1,

cioe la superficie ha il genere geometrico uguale al numerico.

IV.
SISTEMI PURI
ESTENSIONE DEL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH

1. - La serie caratteristica.

In seguito al teorema del capitolo precedente § 4, il nostro maggior
interesse si rivolge allo studio dei sistemi puri, poiché dalle proprieta
di questi potranno dedursi quelle di tutti i sistemi impuri ottenuti col-
I'aggiunta di punti base, non avendo in complesso a superare difficolta
maggiori di quelle che §’incontrano nello studio dei sistemi lineari di
curve piane e di una indole non molto diversa. In questo capitolo par-
lando di un sistema (C) (ove non si avverta espressamente il contrario)
intendiamo senz’altro che sia un sistema puro irreduttibile di dimen-
sione > 2 (completo); supponiamo inoltre che la superficie di cui si tratta
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abbia il genere geometrico uguale al numerico p > 0, e intendiamo che
il sistema (K) aggiunto a (O) sia semplice, e per cid basta che sia sem-
plice (C) o il sistema canonico.

Dato il sistema (C) se ne designerd con sz il genere, con n il grado,
con 7 la dimensione, e diremo senz’altro che (C) ha i caratteri m, m, r.
Sia (K) il sistema aggiunto di (C) (necessariamente puro) e Il, N, R i
suoi caratteri. Vi sono curve K di (K) spezzate in una C di (C) ed in
una (' del sistema canonico (C'); una curva generica C o una generica ¢’
(poiché (C), (C') son sistemi puri) non hanno punti multipli in punti
semplici della superficie (o ipermolteplicita nei punti multipli) dimodo-
ché per la formula di NoETHER (%)

I =pY 4 3w —1)—mn:

due curve spezzate ciascuna in una C ed una (' si segano come due K
in N punti e quindi:

N=p®—1+ 4w —1)—n;
si ha poi (Cap. I1I, § 2):

R=p+mn—1.

Si riferiscano ora le curve K del sistema (K) aggiunto a (C) agli iper-
piani di S,,,_, e si consideri la superficie F cosi trasformata.

Una curva C sta sulla F in un 8,_; poiché vi sono co?! K spezzate
in una C ed in una curva canonica, ossia co?-! iperpiani per la C. Invece
una curva canonica €' sta in un 8,,, .-, poiché vi sono co” K spezzate
in una (' fissa ed in una C. Le curve K ossia gli iperpiani di S,,,_, segano
sulla C la serie canonica completa (la C & curva canonica in §,_,;). Con-
sideriamo gli iperpiani che passano per lo §,;,-,—. contenente una €' e
la serie che essi segano sopra una curva C; essa viene segata nello S, _;
della C dagli 8,-, contenenti l'intersezione dello §,,,.,. di ¢’ e dello
S,_, di C; essa & dunque completa se i 2(x —1) —n punti comuni alle
0, ¢, individuano lintersezione dei 2 spazi a cui le C, €', risp. appar-
tengono; se questo non accade, ed i detti 2(w — 1) —» punti non indi-
viduano quella intersezione, ma uno spazio di dimensione minore, la
detta serie ¢ invece necessariamente scompleta. Ma allora per la stessa
ragione ¢ scompleta (e con un difetto di completezza non minore) la
serie che gli iperpiani (S,.,-.), passanti per la detta intersezione degli

(*) « Acta Mathematica » 1886.

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geomctria, 1. 6
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spazi di C, C’, segano sulla C’. Ora la 12 serie non & altro che la serie
caratteristica del sistema (C), la 22 & quella del sistema canonico (C’)
(suppostane 1’esistenza). Dunque:

Se la serie caratteristica del sistema canonico é completa, é completa la
serie caratteristica di ogni altro sistema puro (*®).

Nel seguito considereremo per ora soltanto le superficie aventi la serie
caratteristica del sistema canonico completa (se p > 2). Cosi su tali super-
ficie ogni sistema puro ha la serie caratteristica completa; cid accade anche
se p =1 (cfr. cap. III), e se le curve canoniche si compongono di quelle
d’un fascio (p > 2) bastando ripetere in questo caso il precedente ragio-
namento; anche questi cast nei quali non esiste serie caratteristica del sistema
canonico sono tra quelli che consideriomo.

2. - Estensione del teorema di Riemann-Roch.

Ci proponiamo il seguente problema:

Quante curve del sistema aggiunto a (C) passano per un gruppo della
sua serie caratteristica, cioé per un gruppo comune a due curve C?

Supponiamo dapprima il sistema (C) non speciale (cioé non contenuto
nel canonico), e consideriamo il sistema (K) aggiunto a (C). Sieno =z n
i caratteri di (C); e riferiamo le curve K agli iperpiani di S,,,_, in guisa
da ottenere una superficie trasformata F, sulla quale (come prima abbiam
visto) una C sta in un S,_,.

Due arbitrari S,_; contenenti ciascuno una curva ¢ non possono
esser contenuti in uno spazio a meno di p-+x — 1 dimensioni, altrimenti
il sistema doppio di (C) (contenente tutte le coppie di curve C) sarebbe
contenuto nell’aggiunto (K) di (C) e quindi (togliendo una C da ambedue
i sistemi) (C) sarebbe contenuto nel canonico (cio¢ sarebbe speciale);
quindi due tali S,_, si segano secondo uno spazio S,_,_, per il quale pas-
8ano oo?~! iperpiani. Ognuno degli oo?~! iperpiani passanti per S,_;_,
passa per gli » punti comuni alle due curve €, quindi per gli » punti
passano almeno oo?-! curve K, ed in generale co*-1+® con w > 0.

La quantitd o ha un altro significato notevole; invero poiché gli
iperpiani segano sulla C una serie completa, quelli passanti per una €
segheranno sopra un’altra C una serie il cui difetto di completezza & w
(cfr. § prec.) poiche gli » punti comuni a due ¢ stanno in un S,_;_,—,
immerso nello 8,_,_, comune ai due S, , che contengono le dette C.

(4%) I1 teorema si estenderebbe colla medesima dimostrazione anche ai sistemi impuri che
coincidono col residuo del canonico rispetto all’aggiunto, notando che una curva eccezionale non
ha intersezione con una curva canonica.
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Ora questa serie ¢ quella che le curve canoniche segano sulla curva C,
la quale (poich¢ (C) & non speciale) ¢ una ¢2-! . immersa dunque in
una serie completa g7 '%* . Si vede intanto che per il gruppo di punti
comune a due curve C d’un sistema non speciale passano co?*—+“ curve
del sistema aggiunto, essendo w il difetto di completezza della serie che
le curve canoniche segano sulla C.

Sia ora (C) un sistema speciale, e sia ' la dimensione del residuo
(s’intende residuo di esso rispetto al canonico), designeremo la quantita
i =1r" +1 col nome di indice di specialita del sistema. (Quando i = 0 il
sistema ¢ non speciale). Allora il doppio di (C) é contenuto nell’aggiunto (K)
ed il residuo di questo doppio rispetto a (K) & il residuo di (C) (rispetto
al canonico) e quindi & di dimensione 7'; due S,_, contenenti ciascuno
una C sulla F in S,.,-,, sono ora immersi in un §,,,,_; e quindi han
comune un S,_;_,,; peril quale passano oo?#~'-¢ jperpiani. Quindi si con-
clude come nel caso precedente che pel gruppo comune a due curve C
passano oo?~i-+® curve del sistema aggiunto, dove w >0 & ancora il
difetto di completezza della serie segata sopra una C dalle curve cano-
niche, la quale serie ¢ dunque una g7  (poiche essendo ' la dimensione
del sistema residuo di (C) per un gruppo della serie passano ocoi= oo’ +1
curve canoniche giacché una C fa parte di oo curve canoniche) immersa
in una serie completa g2-'7?*“. Cosi possiamo concludere:

Per un gruppo comune a due curve C dun sistema non speciale, sopra
una superficie di genere p, passano 2p-+w curve linearmente indipendenti
del sistema aggiunto; e se il sistema ¢ speciale coll'indice di specialita 1 ne
passano 2p — 1t -+ w; la quantité w >0 & in ambo 4 casi il difetto di com-
pletezza della serie segata dalle curve camoniche sopra una curva C (*°).

Diremo w la sovrabbondanza del sistema (C); questa denominazione &
intanto giustificata dal fatto che per p = 0 (quindi anche ¢ = 0) la @
¢ la ordinaria sovrabbondanza dei gistemi lineari di curve piane (*°) (sup-
posta la superficie razionale); ma la denominazione stessa verra meglio
giustificata quando considereremo il sistema (C) come segato da super-
ficie aggiunte sopra una superficie in §; ed esamineremo la ditferenza
fra la sua dimensione effettiva e quella virtuale data dalle formule di
postulazione di NOETHER.

D’ora innanzi parlando di un sistema dovremo congsiderare insieme
ai caratteri &, r, n gia definiti anche la sua sovrabbondanza w; se w=0

(**) Il teorema pud anche enunciarsi dicendo che in S; vi sono per una retta 2p+ o — 1
superficie linearmente indipendenti d’ordine m — 3 aggiunte ad una d’ordine n e genere p,
quando le sezioni piane appartengono ad un sistema (puro) d’indice di specialitah ¢ e sovrab-
bondanza w, essendo o il difetto di completezza del sistema delle curve d’ordine n — 4, segato
sopra un piano dalle aggiunte d’ordine n — 4.

(%) Cfr. CASTELNUOVO, « Accademia di Torino, Mermorie », 1891.
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diremo il sistema regolare. I caratteri m, », n, w (ed %, cioé Dlindice di
specialita, se si tratta d’un sistema speciale) di un sistema (C) sono legati
da una relazione nella quale figura il genere p della superficie. Invero
sopra una curva C la serie caratteristica g.~' (che & completa), & residua
di una serie completa g7 '1® ¢ a cui appartiene quella g5.'7* segata dal
sistema canonico, quindi per il teorema di RIEMANN-ROCH si ha

#—1—n+r=p+w—1
dove &€ ¢ =0 se (C) ¢ non speciale.

Questa relazione d& un’estensione alla superficie (e per ora soltanto
pei sistemi puri) del teorema di RIEMANN RocH relativo alla serie lineari
appartenenti alle curve algebriche. Si pud enunciare il resultato sotto
la forma seguente:

Per un sistema puro non speciale di caratteri =, r, n, w $i ha:

T—1—mn+r=p+w (Y

Se un dato sistema speciale puro di caratteri =, v, n, w ha un sistema
residuo di dimensione v’ si ha:

r=p—n+n—7r+ow (52

3. - Sistemi speciali residui uno dell’altro.

La relazione precedentemente trovata permette di esprimere in fun-
zione dei caratteri di un sistema speciale la dimensione del residuo, nel-
lipotesi che il dato sistema sia puro; la restrizione stessa & in generale

(*!) Enunciando guesto resultato sotto forma proiettiva si ha I’estensione del noto teorer:a
di CLIFFORD per le curve (¢« Phil. Transactions », 1878).

(*2) Non si creda che possa prendersi sempre in queste formule w = 0. Basta per cid con- -

siderare gli esempi seguenti: 1° il sistcma segato dalle quadriche sopra la superficie del 5° ordine
dotata di un punto triplo; 2° il sistema segato dai piani sulla superficic del 7° ordine con due
punti tripli ed il residuo segato dalle quadriche per i due punti.

11 2° teorema sotto la forma

r=p—ant+an-—r1r

¢ stato dato dal sig. NOETHER (« Comptes rendus », 1886) con una dimostrazione non differente
da quella qui asata: mancano solo 1a le restrizioni da noi introdotte, che appariscono nccessarie
per dimostrare come la serie caratteristica di un sistema (C) sia completa (cio che viene oinesso),
ed il teorema appare qua completato essendosi assegnato il significato di w.

I due teoremi enunciati vengono poi estesi anche ai sistemi impuri.
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soddisfatta quando si considerano due sistemi residui uno dell’altro di
dimensione > 2 in relazione reciproca (C), (C').

Sieno (C), (0') due sistemi puri residui uno dellaltro (di dimen-
sione > 2), esprimiamo tutti i caratteri ', 7', n', ®' dell’uno (C') in fun-
zione di quelli m, 7, n, w dell’altro (C), o viceversa.

Sia al solito p™ il 20 genere della superficie, e sia D il numero dei
punti comuni ad una curva C ad una C'. Poich¢ il sistema canonico &
la somma di (C), (C') usando di note formule gia adoperate, si ha:

pP=m+a+D—1

(p2 =)pP—1=mn+n'4 2D,
e, pqiché una curva canonica incontra una C in Z(n— 1) — » punti,
on +D =2m—1).
Mediante 1'ultima relazione eliminando D si deduce

D=2r—1)—2n
pV =3 —1) + n'—2n
pY —1=n'+ 4(x—1) —3n ;

siccome poi sottraendo segue

n—nx=n'—mxu
e si ha
r+r=p—a+nto=p—a+ar+o,

cosi s8i deduce:

o =ow.

Dunque: Fra i caratteri m, r, n, , 7'y ', n', ', dei due sistemi speciali
(purt), (C,) (C') residui uno dell’aliro, di dimensione > 1, sussistono le
relazioni-

rr=p—an+n—r4ow
= pV —3(r—1) 4 2n
n'=pV—1—4rx—1) 4 3n

w'=w m—a=n'—a).
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. 4. - La sovrabbondanza. - Dimensione virtuale d’un sistema.

Il concetto della sovrabbondanza d’un sistema (C) cui siamo giunti
partendo dalla considerazione delle curve del sistema aggiunto a (C) che
passano pel gruppo comune a due curve C, & suscettibile di ricevere
un’altra interpretazione, cui gid ho accennato, la quale rende meglio
ragione della denominazione scelta.

Si consideri un sistema (K) di caratteri I1, R, N, 2, I (dove l'indice
di specialityh I= 0 se (K) & non speciale) ed un sistema (C) contenuto
in esso e residuo di una curva C'; sieno @, 7, n, w, © i caratteri di (C), e
la curva O’ sia di genere &' incontrata in D punti da una curva C.

Supponiamo che la ¢’ non abbia punti multipli in punti semplici
della superficie (o ipermolteplicitd nei punti multipli) di guisa che, es-
sendo (C) un sistema puro, una curva C-}C’ non abbia altri punti mul-
tipli che non siano tali per le K eccetto i punti doppi intersezioni di
una C e di una €', allora si ha:

HH=a4+a+D—1.

Una curva K incontra una curva I spezzata in una C e nella ¢’ in
N punti; d’altra parte una curva K spezzata in una C ed una C’ incontra
una C in n+D punti, quindi una K incontra la €’ in D’ punti dove:

N=n+4+D+D'.

Ora il sistema (K) sega su C' una serie g% "-1; se indichiamo con & il
difetto di completezza della serie e con & il suo indice di specialitd si
ha dunque:

R—r—14e=D—a+h
ossia:
R=D'—-a+h—e+7r+1.
Ne segue:
II—1—-N+R=@+a'+D—1)—
—1—@m+D+D)+(D—a'+h—e+r41)
ossia:

II—-1—N+R=n—1—n+r+(h—e):
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d’altra parte é:
II—1—N+R=p+Q—-1
a—1—n+r =p+w—1
quindi
Q—I=w—1i+ (h—e)
ed
wo—1=Q—1I+4+(¢—h).

Dunque: _

Se da un sistema (K) se ne deduce un altro puro (C) come residuo di
una curva C' che non abbia punti multipli in punti semplici della superficie
(né ipermolieplicita mei suoi punti multipli), la differenza fra la sovrabbon-
danza e Vindice di specialita di (C) é uguale all’analoga differenza per (K)
aumentata della differenza fra il difetto di completezza e Dindice di specia-
lita della serie che le curve K segano sulla C'.

Di questo teorema ¢é utile il corollario:

La differenza fra la sovrabbondanza e Vindice di specialita d'un sistema (C)
residuo della curva C' rispetto ad un sistema regolare non speciale (K) é
uguale alla differenza fro il difetto di completezza ¢ Vindice di specialita
della serie segata dalle curve K (di (K)) sulla C'.

Per il nostro scopo occorre ancora dimostrare il lemma:

I1 sistema aggiunto ad un sistema puro (C) é regolare.

Questo si verifica immediatamente. Infatti se 7z, r, n, sono i carat-
teri del sistema (C), e I, R, N, 2 quelli del suo aggiunto, si ha:

H=n4+p®»+2(x—1)—n—1
R=p+a—1
N=n+4p®»—1+2{2(w —1) —n}
e quindi:
II—1—-N+R=p,
ed
Q=0. c.d.d.

Deduciamo che sopra una superficie F di §; d’ordine » senza curve
eccezionali, le superficie aggiunte d’ordine >mn — 3 segano un sistema
regolare; infatti abbiamo gia avuto occasione di osservare che le aggiunte
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d’ordine » — 3 +r segano sulla F il sistema aggiunto a quello 7-plo delle
sezioni piane.

Ora si consideri sulla F' un sistema (C) segato da superficie aggiunte
d’ordine > n» — 4. Sappiamo che il sistema segato da tutte le superficie
aggiunte d’ordine > » — 4 ha la dimensione che si pud calcolare in base
alle formule di postulazione di NOETHER, le quali in base alla conven-
zione p, = p (cap. III, § 3) ed al corollario di CASTELNUOVO secondo il
quale si ha ’espressione della differenza fra il numero delle superficie
aggiunte di un dato ordine e quello delle superficie aggiunte dell’ordine
consecutivo, debbono riguardarsi come valevoli anche per le superficie
dotate di singolaritd straordinarie. Se vogliamo calcolare secondo queste
formule di postulazione la dimensione che dovrebbe competere al si-
stema (C), dobbiamo far passare per una curva C (di (C)) un’aggiunta
d’ordine n —3 +1 (I > 0), wn_34+;, la quale seghi ulteriormente la F in
una curva ¢’ (che possiamo supporre non avente punti multipli in punti
semplici della superficie) e vedere quante condizioni la €', unita al gruppo
base, imponga ad una w,—s;+; che debba contenerla. Possiamo dire che
il numero cosi calecolato (che, per cosi dire dovrebbe esprimere la dimen-
sione del sistema (C)) & la dimensione virtuale del sistema (C); ma pud
sorgere il dubbio che questo numero vari con I, o muti rifacendo la costru-
zione per una superficie trasformata.

A questa questione rispondono i risultati precedenti. Infatti quando
uniamo la C’ al gruppo base delle y,_,+,, e vogliamo calcolare I’effetto
prodotto sulle formule di postulazione, noi veniamo in sostanza a con-
siderare la serie g, segata da tutte le w,54, sulla C' (di genere z') come
completa e non speciale, ed allora la sua dimensione vien data dal teo-
rema n — h = xn’; il numero p cosi calcolato & la dimensione virtuale di
(C), ed in base al calcolo precedente (poiché l’espressione # —1 —mn +p
non differisce dall’analoga calcolata per il sistema regolare non speciale
segato dalle y,—44;) si ha:

n—1—n+p=1p.

Se vogliamo la dimensione effettiva r dobbiamo introdurre la diffe-
renza 0 fra il difetto di completezza e 'indice di speciality della serie che
le wn—4; (ossia le curve del sistema regolare non speciale che esse segano
sulla superficie) segano sulla C', e si avra:

r=g+ 6,
dove 0 = w —1; cioé si avra appunto come abbiamo trovato

#—1—n+r=p+w—i.
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Conecludiamo:
La dimensione o (virtuale) di un sistema puro (C) calcoluta facendo segare
il sistema (C) da superficie aggiunte d’ordine >mn —4 sopra una super-
ficie Qordine n (vn 8;) priva di curve eccezionali, & un carattere invariantivo
del sistema (C) e coincide colla dimensione eﬂ’ettwa se il sistema & regolare
non speciale, in modo che si ha:
o

7—1—n 4 po=0p.

La differenza (v — i) fra la sovrabbondanza e Vindice di specialita di (C)
¢ uguale alla differenza (r — g) tra la dimensione effettiva e quella virtuale
del sistema stesso.

Cosi la denominazione di sovrabbondanza data alla quantitd w (defi-
nita nel § 2) appare pienamente giustificata. Di piu ¢ interessante notare
che il teorema stabilito sussiste indipendentemente dalla completezza della
serie caratteristica del sistema canonico (*%) (da cui segue quella di (0))
¢ quindi anche prescindendo da quella ipotesi si ha la relazione:

#—1—n+r=p-+w—1
dove la sovrabbondanza © ¢ definita dalla uguaglianza
w—i=7r—p.

Solo non risulta cosi che sia sempre w >0 come si & riconosconiuto
sotto la precedente restrizione, ma questo resultato sard stabilito nel
successivo § al di 14 di un certo limite per 7.

I1 teorema stesso si estende at sistemi impuri (C') normali, dedotti da (C)
coll'aggiunta di s punti base di molteplicita hy, h., ..., h; infatti i carat-
teri o/, n', v, ', ¢ di (C’) si esprimono per quelli di (C) mediante le
formule:

n'=n~z;%—l), n'=mn—> h?, r’:r—zli(—’%l—)-l-ﬂ

(dove 0 >0 ¢ il numero dei legami tra i detti punti base) dimodoché
risulta
A —1—n'4+r'=nm—1—n+r+0;

(*®) Infatti nel dimostrarlo non si & tenuto conto di quella ipotesi.
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d’altra parte i'= 14 (poiché (C') e (C) hanno lo stesso sistema residuo)
e la dimensione virtuale o' di (C') vale

h(h +1
0’=9—2—“2L),

gicche si conclude:
A —1—n'+r=p+ow'—i (0'=w+0) (®.

Ora é opportuno rilevare una differenza peculiare che si presenta fra
lo studio delle serie complete lineari di. gruppi di punti sopra una curva
e quello dei sistemi lineari di curve sopra una superficie. Nella geomeétria
sulle curve di genere s si presentano accanto alle serie g; non speciali
la cui dimensione & data dal teorema n —r = m quelle speciali la cui
dimensione &, per cosi dire, superiore a quella virtuale, quindi per una g;,
completa il binomio n —r, che di regola pud considerarsi uguale al ge-
nere xr della curva sostegno, non supera mai questo genere =z, ed &
n —r < m solo quaundo la g, ¢ contenuta in una data serie (la canonica
Jraty)- Nel piano la dimensione di un sistema lineare normale pud supe-
rare quella virtuale (se vi sono legami tra i punti base), ma non pud
esserle inferiore; per cosi dire una sola causa perturbatrice opera anche
qui in un solo senso sulla dimensione del sistema, ma a differenza di
quel che avviene sulle curve la causa perturbatrice non cessa con 1ele-
varsi della dimensione del sistema (ma solo coll’elevarsi della dimensione
in confronto al genere).

Sulle superficie, di genere qualunque, vi sono in generale due cause
perturbatrici opposte per le quali la dimensione effettiva pud differire
dalla virtuale; 'una dipende dall’esser il sistema contenuto nel canonico
ed opera quindi limitatamente (come per le curve, ma in senso opposto),
P’altra opera invece (come vedremo) su sistemi comunque elevati (come
nel piano) ed & legata (pure come nel piano) alle curve fondamentali del
sistema (%%). Per cio la opportunitdi di dare due nomi diversi (sovrab-
bondanza e indice di specialita) ai caratteri modificatori della dimensione
che provengono dalle due cause nominate, giacché introducendo soltanto
la loro differenza (w —i = r — p) si avrebbe un termine correttivo alge-
brico, ma si presenterebbe allora come regolare un sistema speciale sovrab-

(*%) Pei sistemi di curve piane sussiste pure la relazione #—1—n+7r= o (p=0; 1= 0)
contenuta essenzialmente nel teorema del sig. SEGRE (« Circolo Mat. di Palermo», t. I) o in
quello del sig. CasTELNUOVO (« Accad. di Torino, Memorie », 1891, pag. 24).

(®%) Cosl anche segando sopra una superficie un sistema mediante le superficie per una curva,
P’errore nell’applicazione delle formule di postulazione dipende dall’esser scompleta o speciale la
serie che le superficie postulahili segano sulla curva.
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bondante in cui w = 4, un sistema cioe che (dal punto di vista geo-
metrico) apparisce doppiamente irregolare.

5. = Un teorema sulla sovrabbondanza.

Per un sistema puro o impuro (C) di caratteri =, r, n, w, z, sopra una
superficie di genere p, siamo pervenuti alla relazione

#—1—n+r=p+ov—i,
0, introducendo la dimensione virtuale p, all’altra
#—1—n-+p=1p,

ed abbiamo visto che o > 0 supponendo che la serie caratteristica del
sistema canonico fosse completa, poiche di 13 abbiamo dedotto che la
serie caratteristica di un sistema puro doveva pure esser completa; si
sono esclusi soltanto i sistemi impuri dedotti coll’aggiunta di punti base
da un sistema con soli punti base semplici coincidente col residuo del
canonico rispetto al suo aggiunto (anziché puro), ma anche per quelli
sarebbe facile dimostrare come sussista la relazione precedente lieve-
mente modificata (aggiungendo al grado il numero dei detti punti base
semplici).

Quando non si sa nulla circa la completezza della serie caratteristica
del sistema canonico e quindi del sistema puro da cui (C) & dedotto,
rimane incerto il segno di w, che soltanto pud asserirsi essere non minore
della sovrabbondanza del corrispondente sistema puro.

Vediamo cosa possa dirsi del segno di w prescindendo dalla detta
ipotesi; possiamo supporre (senza restrizione), che (C) sia un sistema
puro (di caratteri m, n, r, w, 4); indichiamo con (K) I’aggiunto a (C) di
caratteri I1, R, N, Q (I =0).

Secondo quel che abbiamo dimostrato, se ¢ 6 il difetto di coniple-
tezza della serie gy~ 1 r.h_, Segata da (K) sopra una curva canonica
(generica) €' diminuito dell’indice di specialitd della medesima serie g,
sussiste la relazione

I—-1—N+R=n—-1—n+r—wt+i=a—1—n+r—0 (=p):

poiché ¢ > 0 se anche 6 > 0 segue necessariamente w > 0.
Basta dunque, perché si possa concludere che w > 0, sapere che la
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serie g segata da (K) sulla C' ¢ non speciale, come ad esempio se
2w —1) —n>pY —1.

E notevole il fatto che questa circostanza pud essere accertata sol-
tanto col prendere r abbastanza grande. Appunto la determinazione di
questo limite per » forma 1’oggetto di questo §.

Per cid che abbiamo notato alla fine del § 1 si pud supporre qui che
gia p > 2 e che il sistema canonico sia irreduttibile.

Supponiamo dapprima che il passaggio per un punto di una curva
canonica tragga di conseguenza il passaggio di essa per un altro punto
coniugato della detta curva supposta iperellittica; allora (secondo NOE-
THER) (%) &

2p —2 =p® + 1.
Sia (C) un sistema puro di dimensione

p(1)+ 1
9 .

r >

Se (C) é speciale deve essere

r=p—1

e perd (C) e il sistema canonico per il quale w = 0.

Se (C) & non speciale (¢ = 0), ma contiene il sistema canonico, la
serie segata dall’aggiunto (X) sulla curva canonica C’ é non speciale o
¢ (forse) la serie canonica; nel 1° caso w > 0; il 2° caso ¢ impossibile
giacché (C) conterrebbe totalmente il sistema canonico (poiché la C e
la ¢' hanno p™» —1 punti comuni) e quindi avrebbe lo stesso grado di
€880 (cap. I) mentre esso € normale (anzi completo). Infine se (C) non
contiene il sistema canonico pur essendo non speciale, la serie segata
da (C) sulla ¢’ é una serie ¢ di dimensione r e perd (secondo un noto
teorema di CLIFFORD) di grado > 2r, cioé di grado > p™-+1; ne segue
che P'aggiunto (K) di (C) sega sulla C' una serie di grado > 2pV —2
e quindi non speciale, ed in conseguenza &

w=>0.
Suppongasi invece che il sistema canonico sia semplice; allora &

(*¢) « Math. Ann. », 8.
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(sempre secondo NOETHER):
2p —2<p® +1

(anzi, secondo CASTELNUOVO (¥) p® >3p — 6); percid se la dimen-
sione r di (C) soddisfa alla disuguaglianza

@ q
r>E

gi ha r > p —1 ossia (C) & non speciale, e col ragionamento precedente
segue
w=>0.

Dunque:

Pur prescindendo dalla completezza della serie caratteristica del sistema
canonico, per ogni sistema lineare appartenente ad una superficie di 2° ge-
nere pv, avente una dimensione

(1)
r > u__]:
2
la sovrabbondanza
>0

(¢ se il sistema mon ¢é il sistema canonico esso é mon speciale, sicché
w—1—mn+r>=p).

V.
LE CURVE FONDAMENTALI

1. - Preliminari.

Mi propongo ora di esaminare le proprieta dei sistemi lineari in rela-
zione alle loro curve fondamentali; siccome capitera qui sempre di con-
siderare la differenza tra la sovrabbondanza e Pindice di specialitd (cioé
quella r — p tra la dimensione effettiva e la virtuale) indicherd qui con 0
questa quantitd (che prima avevo designata con w — i), e cosi 0 sard

(*) «Istituto lombardo », 1891 (Nota II).
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ora la sovrabbondanza (= w) quando si tratta d'un sistema non speciale;
indicherd ancora con m, 7, n, gli altri caratteri d’un sistema (C) e sup-
porrd che (C) sia un sistema semplice (r > 3) dedotto coll’aggiunta di
punti base distinti da un sistema puro. Supporrd inoltre la superficie
avente il genere geometrico uguale al numerico p > 0.

Come gia abbiamo detto, una curva fondamentale di (C) & una curva K
che presenta una sola condizione ad una C che debba contenerla; esclu-
derd che essa possa essere rappresentuta da un gruppo &i punti semplici
sopra une superficic trasformata; per la definizione il sistema residuo
della K rispetto a (C) ¢ co™!; noi supporremo che esso soddisfi alla restri-
zione di avere punti base distinti e di esser dedotto mediante ’aggiunta
di essi da un sistema puro. Le curve C si facciano segare sulla super-
ficie F dagli iperpiani di S,: alla K corrisponde un punto multiplo O,
quindi una curva fondamentale non ha intersezioni variabili col dato sistema
ma ha qualche intersezione variabile col residuc. Gli iperpiani per O non
hanno altri punti fissi sulla #, quindi includendo in K il gruppo di tutte
le curve (e punti) che corrispondono ad O, lo staccarsi della K da (C)
non trae di conseguenza lo staccarsi di altre curve; & quanto dire che
lo staccarsi da (C) duna curva fondamentale puéd trarre solo di conseguenza
lo staccarsi di altre curve fondamentali le quali tutte compongono insieme
una curva fondamentale K.

Quando si fan segare sulla F le curve C di (C) dagli iperpiani di S,,
nella trasformazione che cosi viene ad eseguirsi ad ogni punto della pri-
mitiva superficie che gia base i-plo per (C) viene a corrispondere una curva
eccezionale d’ordine ¢ sulla F. Ora una curva eccezionale d’ordine ¢ che
abbia il punto O come g-plo viene proiettata da O in una curva d’or-
dine ¢ — o eccezionale per la superficie proiezione della F, e si deve
notare che la curva d’ordine ¢ (che corrisponde ad un punto) non puod
cssere spezzata e perd & ¢ > o tranne per ¢ = 9 == 1; cosi si deduce:
Il sistema residuo della curva fondamentule K rispetto al sistema (C) ha
come punto base 1-plo ogni punto i-plo di (C) fuori della K ; la curva K pud
avere una molteplicitd p << i in un punto base i-plo per (C) con i >1, e
solo un punto semplice (9 = i = 1) in un punto base semplice di (C), ed
allora il residuo della K ha un punto base (i — g)-plo (e non di molteplicita
pin elevata) nel detto punto base i-plo di (0O).

Questa deduzione (importa notarlo) & fondata sull’ipotesi fatta che
il sistema (C') residuo di K rispetto a (C) abbia solo punti base distinti,
e quindi ¢ tangenti variabili in un punto i-plo.
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2. - Una relazione fra i caratteri d’un sistema,

il genere d’una sua curva fondamentale ed i caratteri del residuo.

Se una curva K é comunque composta con parti irreduttibili distinte
C,...C, di generi m,, m,..., 7, e se C,, O, hanno i,, punti comuni, il
genere della curva composta ¢ (secondo NOETHER)

H=n+nm+ ... + 7+ 2 irp,—s+1

dove la > va estesa a tutte le combinazioni di valori diversi r e ¢ (come
gia abbiamo avuto occasione di ricordare).

La curva K= 0, +C,+... 4+ C, sia una curva fondamentale per il
sistema (C) (nella quale per convenzione sono incluse tutte le compo-
nenti, anche punti, che si staccano da (C) quando si stacea una compo-
nente); i generi 7, ,, ..., 7, sieno calcolati prescindendo dalle molte-
plicita delle curve C,, C,,..., 0, fuori dei punti base di (C), inoltre il
genere di un punto h-plo (componente K) sia 0 come quello della curva
razionale d’ordine % che gli corrisponde sulla superficie su cui gl’iperpiani
segano le curve (' residue di K rispetto a (C). Diremo I7 il genere della
curva fondamentale K di (C), che non ha (per ipotesi) componenti mul-
tiple, calcolato in base alle convenzioni precedenti.

Sieno =, 7, n, 0 1 caratteri di (C), &', #', n’, 0 quelli del residuo (C')
di K. Una curva composta C'+K ha (per il teorema del § precedente)
le stesse molteplicitd d’una curva generica C nei punti base di (C); allora
se indichiamo con % il numero delle intersezioni variabili della K con
una C' cio¢ (come diremo) il grado della K, si avra:

a=a+I+i—1;

d’altra parte se si fan segare le curve C da iperpiani, il punto O che viene
a corrispondere a K sulla superficie trasformata & i-plo per quella super-
ficie, quindi

n=mn'"+1
(infatti nel numero 4 sono comprese le intersezioni che una C’ ha con
ogni componente di K ed in particolare anche coi punti che risultano

h-pli per (C").
Si deduce:

#—1—nt+r=a—1—n'+r+1I;
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T—1—n+r=p-+0
77:’—1——n’—l_— ’l"=p +0’,
quindi
0=0'+1I.

Dunque si pud enunciare il teorema:

Se il sistema (C) possiede una curva fondamentale K di genere II (priva
di componenti multiple), ed avente come residuo il sistema (C'), fra i carat-
teri 0, 0', dei sistemi (C), (C') sussiste la relazione

06 —-06=1II

(ossia w—1i — (0'—1') =1II).

3. - Sistemi regolari.

Suppongasi in questo § che se il gistema canonico ¢ irreduttibile con
p > 2, la sua serie caralteristica sia completa; i resultati piu restrittivi a
cui 8i perviene prescindendo da questa ipotesi si stabiliranno facilmente
in modo analogo riferendosi al cap. IV, § 5.

La relazione stabilita nel precedente § stabilisce un interessante
legame fra la sovrabbondanza d’'un sistema ed i generi delle sue curve
fondamentali quando p. es. il sistema residuo delle curve fondamentali
sia non speciale, e percio basta che la sua dimensione sia >p —1, o
il suo grado > p — 1. Noi vogliamo trarre da quella relazione alcuni
utili corollari.

Se un sistema (C) di dimensione > p ha una curva fondamentale K
di genere 77, il residuo (C') ha la dimensione > p — 1 e quindi & non spe-
ciale; allora i caratteri 8, 6', di (C), (C') sono le loro sovrabbondanze w, w
(sempre positive); in questo caso la relazione precedente ci da:

o>11.

Di qui il corollario:

Un sistema regolare di dimensione > p non ha curve fondamentali di
genere > 0.

Per trarre la deduzione enunciata bastava conoscere in qualsiasi modo
la non specialita di (0'), e quindi sapere per es. che il suo grado &
>p® —1; per cid basta che il grado di (C) superi p® —1 aumentato
del grado d1 K.
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Di qui il teorema:

Se un sistema regolare (C) ha una curva fondamentale K, tale che il '
grado di (C) supera il grado di K aumentato di p® —1, la curve fonda-
mentale K é& di genere 0.

Se un sistema regolare ha una curva fondamentale di genere I7, il
residuo (C’') ha il carattere

0'=0—1I,

ma

0=w—1i, w=0,
e quindi 0 <0, sicché 0'<< —IT; ora

=o' —i (o >0),
quindi
V—ow' =1, i >1I.

Dunque:

Se un sistema regolare ha una curva fondamentale di genere II, il residuo
¢é speciale con un indice di specialitda maggiore del precedente almeno di I1.

Ora si consideri un sistema speciale oo?—2; sulla superficie canonica
(ottenuta facendo segare dagli iperpiani di §,—, le curve del sistema cano-
nico supposto semplice) esso e segato dagli iperpiani per un punto, e
perd ha come residua una curva, ossia il suo indice di specialitd & 1 come
quello del sistema canonico (oco?-?).

Si deduce:

Il sistema canonico, se é semplice, non ha curve fondamentali di ge-
nere > 0.

In modo analogo si dimostrano i corollari:

Un sistema regolare oc® non pud avere altre curve fondamentali di -
genere > 0, tranne tult’al pitt una sola curva fondamentale di genere 1 (che
ha per residuo il sistemu canonico).

Un sistema regolare oo™ non pud avere altre curve fondamentali di
genere > 0 tranne curve fondamentali di genere 1 (ed allora é non speciale).

4. - Sistemi multipli d’un sistema.

Se si hanno sopra una superficie ' due sistemi (C), (C’), che possono
supporsi segati da due sistemi lineari di superficie, il sistema somma dei
due sistemi di superficie sega sulla F' un sistema linearc di curve conte-
nente tutte le curve composte C-+C’; questo sistema appartiene ad un
determinato sistema normale che si & detto il sistema somma di (C), (C')

F ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, I. 7
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e si & indicato con (C-+C'); si & detto poi m-plo di (C) ed indicato con
(m0Q) il sistema somma di m sistemi (C), cioé il sistema normale conte-
nente tutti i gruppi di m curve C.

Enuncio alcuni lemmi di facile dimostrazione:

Se una curva irreduttibile ¢ fondamentale per il sistema (C) essa é fon-
damentale per (mCQ).

Se una curva irreduttibile ¢ fondamentale per (mC) essa é fondamen-
tale per (O). 4

Se una curva irreduttibile é fondamentale per (C) ma non per (C') essa
non & fondamentale per (C -+ C').

Le dimostrazioni di questi lemmi si fondano sulla considerazione che
una curva irreduttibile non avente intersezioni variabili con quelle d’un
sistema & fondamentale per esso e viceversa.

Come abbiamo avuto occasione di osservare nel cap. III se (C) ¢ puro,
il sistema (mC) per m assai grande contiene un altro arbitrario sistema,
in particolare il canonico, in modo che il residuo di questo rispetto ad
(mQC) (disposto convenientemente di m) ¢ un sistema puro (X) di dimen-
sione elevata quanto occorre. -

Se si suppone che (C) abbia solo curve fondamentali irreduttibili di
genere 0 (distinte), lo stesso avverra per uno dei precedenti lemmi pel
sistema (C--K). Si facciano segare oo® curve generiche di (C+K) dai
piani di 8; sulla superficie F e si supponga per semplicita che essa sia
dotata soltanto di curva doppia e punti multipli ordinari; ad una curva
fondamentale (di genere 0) del sistema corrisponde un punto multiplo
secondo d a cono osculatore irreduttibile di genere 0; un tale cono ha
(d —1)(d —2)/2 generatrici doppie (o generatrici multiple equivalenti),
le quali rappresentano altrettanti rami della curva doppia della F pas-
santi per esso, giacché una generatrice doppia del cono non tangente
alla curva doppia rappresenterehbe un punto doppio della curva fonda-
mentale del sistema (C+K) che non andrebbe computato nel genere
della curva (§ 2). Allora si considerino le curve del sistema ((m4-1)C),
e si supponga che (C) e quindi ((m+1)C)) sia puro. Esse segano su quelle
di (C+K) (sezioni piane della F) un gruppo canonico, e quindi sono
segate da una superficie yp_; aggiunta alla I (supposta d’ordine D) salvo
forse nei punti multipli (cfr. capitolo II, IIT), e poiche i punti d-pli della F
sono (d —1)(d —2)/2-pli per la curva doppia la yp_; ha la moltepli-
cith d —2 (almeno) in un punto d-plo e quindi & aggiunta alla F. Ne
segue che il sistema ((m41)C) & aggiunto a (C+K) e perd & regolare
(capitolo IV, § 4).

Dunque:

Per m assai grande il multiplo (mC) del sistema puro irreduttibile (C)
non dotato che di curve fondamentali irreduttibili di genere 0, é regolare.
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5. = Sulla postulazione d’una superficie di S, rispetto alla varieta d’ordine m.

Si abbia in 8, una superficie F non dotata di curve eccezionali, ed
avente soltanto punti multipli a cono osculatore di genere 0. Quante
varietd V,, (linearmente indipendenti) d’ordine m contengono la F in §,?

Se le sezioni iperpianali della F segano sulla F oo’ curve appartenenti
ad un sistema (C), le V,, segano sulla F curve appartenenti al si-
stema (mC).

Indichiamo con =x,, n,, 7,1 caratteri del gistema normale (mOQ);
(my =m, n, = n); abbiamo allora le relazioni:

T, = Ty + 7+ (M —1)np —1
Ny = M=y + 2(m —1)n +n
e quindi

m(m — 1)

T = MTT + 2

N = M2 2

al crescere di m la dimensione di (mC) cresce oltre ogni limite (e quindi
oltre (p — 1)/2), di guisa che come nel § precedente si deduce che in ogni
caso la sua sovrabbondanza (w, = 0) ¢ = 0; percid quando m & assai
grande,

A LE

n —m(mw —1).

Se indichiamo con
N, = ( r) —1
r

la infinitd delle V,,, per ogni curva sezione della V, colla F passano
ootm~"m V,, e percid la postulazione della superficie rispetto alle V,, &

<rat1=p+ 20D 0 1) 41

dove vale il segno — se (come avviene, si pud dire, nel caso generale)
il sistema segato dalle V,, su F, per m assai grande, & completo (e per
cid, poiché esso & puro, basta che sia normale).
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Dunque, per la superficie F' di S, passano (per m assai grande)

L<.-_Nm—p—m—(m§ﬂn+m(n—1)
varietd V,, linearmente indipendenti.

Facciamo ora una breve digressione determinando il numero delle
quadriche di S, passanti per una superficie F' a sezioni normali (sulla
quale non si fa nessuna altra ipotesi).

Se per la F di S, passa una quadrica la sezione iperpianale C, di F
e gli » punti sezione d’un §,_, stanno pure sopra una quadrica (risp. in
S;—, e in 8,_,). Suppongasi ora che gli » punti sezione della F con un
8,-; sieno sopra una quadrica ¢; in un S,, per lo 8, le quadriche @
per ¢ sono oo e segano sulla € la serie (completa) segata dagli iperpiani
(97", quindi vi & una ed una sola quadrica @ per la ¢ contenente la
curva C_; in modo analogo pud costruirsi un’altra quadrica @' conte-
nente la sezione O, della F con un altro S,-, per lo S,,, e contenente
purela g;orale due quadriche @, Q' risp. appartenenti ai due S,—, ed aventi
comune la sezione ¢ con un S,_,, appartengono ad un fascio di quadriche I"
in 8,; la quadrica I' del fascio contenente un punto fissato ad arbitrio
sulla F, contiene quindi la F, poiché ne contiene gia due sezioni iper-
pianali. Ora giacché ogni quadrica per la F sega un S,_; in una quadrica
contenente la sua curva sezione, e vi & una quadrica determinata che
contiene la F passante per una quadrica che contiene una sua sezione
iperpianale, si conclude:

Il numero delle quadriche linearmente indipendenti, che contengono una
superficie qualunque o sezioni mormali di S,, ¢ uguale a guello delle qua-
driche in 8,-; che contengono una sua sezione iperpianale, o di quelle in
S,—», che contengono il gruppo di punti sezione delle superficie.

6. - Curve fondamentali di genere 0.

Abbiamo gia avuto occasione di notare (§ 4) che alle curve fonda-
mentali di genere 0 d’un sistema lineare (C) corrispondono, sulla super-
ficie F di S, di cui le oo® sezioni piane sono curve C, punti multipli che
non impongono condizioni alle superficie aggiunte e perd non esercitano
influenza sul genere; a questo fatto si collega P'altro che tali curve non
hanno effetto sulla sovrabbondanza del sistema (C). Una analisi pin
minuta di siffatte curve fondamentali porta alla conseguenza che esse
(a differenza delle curve fondamentali di genere > 0) sono piu intima-
mente legate alla natura della superficie, che a quella del sistema (C)
che su di essa si considera.
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Il caso pit semplice & quello delle curve fondamentali di grado 2,
le quali vengono ad essere rappresentate da punti doppi isolati (non
eccezionali) (**) sulla superficie ' di S; (di cui le sezioni piane appar-
tengono al sistema (C)), o sulla superficie normale F' ottenuta facendo
segare dagli iperpiani d’un iperspazio tutte le curve C.

Se n ¢ l'ordine dells F, le superficie y,—, d’ordine n — 4 aggiunte
alla I, segano su di essa il sistema canonico: non pud darsi che tutte
passino per un punto doppio della # non eccezionale, e perd ad un tal
punto doppio corrisponde un punto doppio della superficie canonica su cui
le curve canoniche sono segate dagli iperpiani (supposto semplice il si-
stema canonico, p > 3).

Viceversa un punto doppio della superficie canonica da una curva
fondamentale di grado 2 per un sistema (C) che, su di essa, non ha il
punto doppio come punto base.

Concludiamo:

Una superficie in S; puod acquistare per trasformazione tanti punti doppi
isolati non eccezionali quanti sono © punti doppi isolati della corrispondente
superficie canonica. Il numero di questi punti doppi é un nwuovo carattere
invariantivo per le superficie di genere p > 3.

II resultato precedente si esprime sotto forma invariantiva dicendo:

Sopra una superficie un sistema lineare (C) non pud avere altre curve
fondamentali di grado 2 tranme quelle che sono tali pel sistema canonico.

Consideriamo ora una curva fondamentale irreduttibile di genere 0
e di grado 7 pel sistema (C): si facciano segare oo® curve C sulla super-
ficie ' dai piani di S;, e supponiamo (per semplicita) che la F' sia solo
dotata di curva doppia. Alla curva fondamentale per (C) corrisponde
sulla F un punto i-plo a cono osculatore razionale, per il quale passano
quindi (come gia abbiamo notato al § 4) [(4 —1)(? —2)]/2 rami della
curva doppia. Se # ¢ P'ordine della F, le y,—, (d’ordine n — 4) aggiunte
ad essa hanno il detto punto come (i — 2)-plo, come conseguenza del
contenere la curva doppia della F; una curva canonica ha dunque un
tal punto come (i — 2)-plo (essendo i —2 = i({ —2) — ({ —1)(i — 2)) ed
ivi ha le 1 — 2 tangenti variabili giacché il sistema canonico non ha punti
base. Dunque ad un tal punto corrisponde una curva razionale d’or-
dine i — 2 sulla superficie canonica.

Concludiamo:

Le curve fondamentali di genere 0 e di grado i per il sistema lineare (C),
corrispondono a curve d'ordine i — 2 sulla superficie canonica.

Cosi si vede che ad una superficie appartengono 3 categorie di curve
razionali che corrispondono 2i punti doppi della superficie canonica, alle

(%) Poiché & esclusa la considerazione delle curve fondamentali costituite da coppie di punti.
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sue curve razionali, ed ai suoi punti (le curve eccezionali); le prime due
categorie forniscono caratteri invariantivi della superficie; invece le curve
della 32 categoria sono in numero arbitrario poiché se ne crea quante si
vuole con trasformazioni della superficie.

VI.
LE INVOLUZIONI

1. - Estensione d’un teorema di Castelnuovo.

Relazione fra i secondi generi di due superficie in corrispondenza [1, m].

Rivolgiamoci ora ad un breve studio dei sistemi lineari (C) in cui
il passaggio per un punto trae di conseguenza il passaggio per altri punti
della superficie.

Lasciamo da parte, come non offrente interesse, il caso in cui le
curve C (di (C)) si spezzino in quelle di un fascio; allora (cap. I, § 1)
le curve C che passano per un punto O, passeranno in conseguenza per
un numero finito di punti 0,, O, ..., 0,, ed i gruppi analoghi ad 0,, O,,
veey O, formano un’involuzione I, cioé una serie oo? di gruppi di m punti
tale che un punto generico della superficie determina un gruppo della
serie. Lo studio del sistema (C) (che abbiamo denominato apparienente
allinvoluzione I,) si annoda strettamente allo studio dell’involuzione.
Ad ogni involuzione appartengono sistemi (C) come ora facilmente ve-
dremo.

Si riferiscano biunivocamente i gruppi della I,, (elementi di una va-
rietd oo?) ai punti d’una superficie F'; ad un sistema (C') di F' corri-
sponde su F' un sistema (C) appartenente all’involuzione I,,. La F’' ossia
Vinvoluzione I, abbia il genere geometrico p > 0 (**); allora possiamo fis-
sare come sistema (C’) quello delle sezioni piane di F' che supponiamo
avente curve fondamentali distinte come il suo corrispondente su F, e
possiamo considerare una curva canonica K’ (completata colle curve
eccezionali della F') la quale & definita dal segare un gruppo residuo
della serie caratteristica sulla curva generica di (C') ed un gruppo con-
tenuto nella serie analoga sulla curva generica di ogni sistema oo? con-
tenuto in (C') (cap. II, § 2). Sia K la curva corrispondente alla K’ sulla F,

(%) Non imponiamo né per la F' né per la F' alcuna restrizione di uguaglianza del genere
geometrico al numerico.



V. KICERCHE DI GEOMETRIA SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE 103

H la curva di coincidenza della involuzione I, (luogo dei punti in cui
ne coincidono due di un gruppo di I,) e sieno le C le curve corrispon-
denti su F alle ¢’ di F'. Una curva composta K-+ C-+H sega sopra una
curva generica C un gruppo che & il trasformato di un gruppo canonico
di ¢’ aumentato del gruppo delle coincidenze dell’involuzione i cui gruppi
corrispondono ai punti di ¢’, quindi per un teorema di CASTELNUOVO (%)
il detto gruppo & un gruppo canonico della C, ossia la curva K-+H sega
sulla curva ¢ un gruppo residuo della serie caratteristica di (C); pari-
mente si prova che la K+ H gode I’analoga proprieta rispetto ad ogni
sistema oo? contenuto in (C) (come rispetto ad ogni altro sistema appar-
tenente alla I,,), dunque sussiste il teorema:

Se le superficie F', F sono in corrispondenza [1, m], alle curve cano-
niche della prima (supposta di genere > 0) corrispondono curve speciali
della seconda, componenti curve canoniche insieme alla curva di coincidenza
dell’involuzione I, i cui gruppt corrispondono sulla F ai punti della F'.

B questa, come si vede, I’estensione del teorema gia adoperato del
signor CASTELNUOVO sulle involuzioni irrazionali appartenenti ad wuna
curva, teorema che apparisce come fondamentale nella teoria appena
avviata di quelle involuzioni.

Sia P il genere (geometrico) della F, e p il genere (geometrico) della F,
ad ogni curva canonica della F' corrisponde una curva che insieme ad H
costituisce una curva canonica di #, quindi P >p: in particolare non
pud essere P =0 se non & anche p = 0.

Sia ora p > 1, e quindi anche P > 1, e indichiamo con p'V, P® risp. ¢
secondi generi delle F', F, con 0 il numero dei punti d’incontro d’una curva
canonica di F' colla curva di diramazione (ossia quello delle intersezioni
della curva di coincidenza H con una curva residua), con v il genere della
curva di diramazione su ' (o di quello di coincidenza H su F'), sia infine 7
il genere delle curve corrispondenti sulla F a quelle canoniche di F'.

Per il teorema di CASTELNUOVO, o per la formula di ZEUTHEN, si ha:

2m(p® —1) + & = 2(w —1) ;

per il teorema prima dimostrato si ha invece, in generale (adoperando la
formula che da il genere d’una curva spezzata)

PO =g—1+47496,

quindi sussiste in generale la relazione

PO = mp® —1) +7+ 39,

(%) dleunc osservazioni sulle serie irrazionali, ecc. (« Accad. dei Lincei», 1891).
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la quale pud considerarsi come un’estensione della nota formula di
ZEUTHEN per le corrispondenze [1. m] tra due curve.

In qualche caso pud essere P maggiore del numero indicato dalla
formula scritta se le curve corrispondenti su F a quelle canoniche di A’
aumentate della H non sono curve generiche (spezzate) del sistema cano-
nico della # ossia una delle componenti ha qualche punto multiplo in
un punto semplice della superficie (o qualche ipermolteplicita in un punto
multiplo).

2. - Involuzioni razionali.

Diamo ora un breve cenno delle involuzioni I,, razionali; la super-
ficie F' sui punti della quale i gruppi della I, sono rappresentati é un
piano (superficie razionale) e ad ogni rete omaloidica di esso corrisponde
sulla data superficie F' una rete di curve di cui due s’intersecano in un
gruppo della I,; restringeremo a tali reti il nome di reti appartenenti
allinvoluzione.

Una rete (C) appartenente all’involuzione I, sia di genere 7 (il grado
& m) e possieda s curve fondamentali C; ..., 0,, ..., C; aventi come residui
s fasci risp. di genere =, ..., 74 ..., 7;; introdurremo i caratteri 4, ...,
Ony «eey 05 definiti dall’uguaglianza

6h=ﬂ—‘ﬂh

e diremo d, la valenza della curva fondamentale C,. Il carattere §, & legato
semplicemente a quelli, altre volte introdotti, cioé il genere (virtuale) g,
della O, ed il suo grado 4, (numero delle intersezioni con una curva re-
sidua); infatti e

n=ﬂ13+9h+ih—1
quindi
61¢:Qh +i,—1.

Si facciano ora segare le curve C della rete dai piani di una stella
col centro O, sulla superficie ¥, e sieno a,, ..., a, le rette per O (multiple
o contenenti punti multipli per la F) che corrispondono alle curve fonda-
mentali C, ..., ;. Nell’involuzione I, ci sieno o gruppi dotati di due
coincidenze staccate (di due punti doppi), e T gruppi dotati d’un punto
triplo (dove ne coincidono 3): le o« rette che proiettano da O i primi
oc gruppi sono corde per la curva di coincidenza di I,, le T che proiet-
tano i v gruppi secondi sono tangenti per essa.
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Ora la curva di coincidenza sega un piano generico per O in 2(w+m —1)
punti fuori di O ed un piano per a, (fuori di a,) in 2(sz,+m — 1) punti,
ossia la a, ha colla curva §, intersezioni. Proiettando dunque la detta
curva di coincidenza da O sopra un piano, si avra il suo genere dato da

P= 2n+2m —3)(n +m—2) —ﬁah(zah—l) —a—T.
1
Si conclude che la gquantita
(27 4 2m — 3) (7w +m —2) — 3 64(20, —1) (=o + 7T+ P)

ha lo stesso walore per tutte le reti appartenenti all’involuzione I, ed &
quindi essenzialmente un carattere della I, anziché delle dette reti.
Invero si osserverd che, prendendo nel piano multiplo rappresentativo
della I, una rete omaloidica le cui curve abbiano assai intersezioni con
quella di diramazione, si avranno sulla F reti di genere grande quanto
si vuole, appartenenti alla I,, e quindi separatamente i caratteri =, J,
non sono caratteri della I,,.

Esaminiamo brevemente il caso (m = 2) di una involuzione razio-
nale I, sopra una superficie F.

Le curve d’una rete (C) appartenente alla I, siano segate dai piani
per O sulla F. Se n ¢ 'ordine della F, le aggiunte d’ordine » — 4 alla F
sono coni col vertice in O (che & (n — 2)-plo per la F), quindi:

Se sopra una superficie vi é un’involuzione I,, le curve canoniche che
passano per un punto passano per il coniugato (°1).

Secondo la relazione precedentemente scritta il genere della curva
di coincidenza della I, e

P— @r—1)m—3 6,26, — 1)
1

dove = & il genere d’una rete appartenente alla I, (composta di curve
iperellittiche) e &, ¢ la valenza d’una sua curva fondamentale O,
(h=1...8).

La rete (O) sia segata sulla F' dai piani per O; una curva canonica
sega una C in 2(w —1) —2 (m = 2) punti, e quindi se » ¢ ordine
della F' i coni aggiunti d’ordine n — 4 si spezzano nel cono (fisso) proiet-
tante la curva doppia della superficie, e in coni variabili d’ordine = — 2.

(*1) Questa proprietd & nota; infatti il sig. CASTELNUOVO (« Istituto lombardo », 1. ¢.) ha dimo-
strato che se vi & un fascio di curve iperellittiche sopra una superficie d’ordine 7, le aggiunte
d’ordine » — 4 per un punto passano per il coniugato sulla curva iperellittica che lo conticne.
11 tipo di superficie di cui stiamo trattando & stato considerato per la prima volta dal sig. NOETHER
(«Mat. Ann.», 8, 1. ¢.).
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Se la a; ¢ una retta per O multipla secondo 6, (o semplice) per la F
contenente arbitrari punti multipli, un piano per la a, é segato da una
superficie d’ordine n — 4 aggiunta alla F secondo una curva d’ordine
n — 0, — 3 aggiunta alla sezione d’ordine n —0, della F (tolta la a,)
(cfr. cap. IT, § 1); questa sezione & dunque segata in 2(m, — 1) punti da
una curva canonica (essendo s, il genere di essa), e perd il cono d’or-
dine = — 2, facente parte d’una aggiunta d’ordine » — 4 alla F, ha la
retta a, come multipla secondo 7z —2 — (7w, —1) = 0, — 1.

Ora ogni curva O, fondamentale per la rete (C) viene rappresentata
da una tal retta a,, o da una retta per O contenente un punto doppio
isolato per la F'; in questo 2° caso il detto cono d’ordine = — 2 non con-
tiene in generale la retta congiungente il punto doppio, e quindi si pud
dire ancora che la contiene colla molteplicitd 6, —1 = = — 7, — 1 poiche
@, = — 1. Dunque i coni d’ordine = — 2 col vertice O seganti sulla F
le curve canoniche sono assoggettati ad avere come (4, —1)-pla ogni
retta per O che corrisponde ad una curva C, fondamentale per la rete (C),
di valenza §,.

Indicando con p il genere (geometrico uguale al numerico) della F
sussiste dunque la relazione

_ zlr—1) 04(0n — 1) .
p = 9 —'z 9 ’

di qua si ricava
4p = 2m(m — 1) — 3 264(6s — 1)
e confrontando coll’altra relazione trovavta.
P=@2ax—1)n—3 (26, — 1),
si ha A

dove il secondo membro é uguale per tuite le reti che appartengono alla
involuzione I,.



VI.

SULLA MASSIMA DIMENSIONE DEI SISTEMI LINEARI
DI CURVE DI DATO GENERE APPARTENENTI
AD UNA SUPERFICIE ALGEBRICA

«Atti Ace. Torino », vol. XXIX (1893-1894),
pp. 275-296

Il signor CASTELNUOVO (Massima dimensione dei sistemi lineari di
curve piane di dato gemere, « Annali di Matematica », t. XVIII) ha riso-
luto completamente la questione di determinare la massima dimensione
d’un sistema lineare di curve piane di genere p > 1, assegnando il mas-
simo r = 3p +5 per la nominata dimensione e classificando colla ridu-
zione a tipi i sistemi per cui questo massimo & raggiunto (). Risulta poi
dai lavori del signor Guccia (« Circolo Matematico di Palermo » to. I)
che per p = 0 non si ha alcun massimo per la dimensione d’un sistema
lineare di curve piane (razionali), e per p = 1 si ha il massimo » =9
raggiunto dal sistema delle cubiche (e suoi trasformati).

In questa nota io mi propongo di risolvere la questione generale di
determinare (ove esista) la massima dimensione di un sistema lineare
di curve di genere p sopra una qualunque superficie algebrica. Il punto
di partenza della ricerca & il successivo uso delle proiezioni di una super-
ficie (in un iperspazio) da un piano tangente, cio¢ il metodo dei sigg. DEL
PEzZ0 e CASTELNUOVO, il quale ultimo veramente (1. ¢.) impone alle
curve del sistema lineare del piano un nuovo punto doppio, cosa equi-
valente alla proiezione da un piano tangente della superficie razionale
rappresentata. Il resultato principale a cui giungo nei §§ 5 e 6 (in base
ad alcuni lemmi stabiliti in principio) & il seguente:

Se sopra una superficie esiste un sistema lineare di genere
dimensione

>0 ¢

P

r>3p + 35,

(*) Prima di lui il sig. JUNG assegno il limite superiore 5p + 3 per la dimensione d’un
sistema di curve piane di genere p> 1. Cfr. CasTELNUOvVO (L. c.).
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1° la superficie é riferibile biunivocamente ad una rigata di genere
p (r =>3p+5),

20 oppure r =3p +5 od anche r =9 per p =1, e la superficie é
razionale.

Nel 20 caso il sistema lineare ¢ uno di quelli indicati dal signor CASTEL-
Nuovo (I. e.).

E poi chiaro che non si pud assegnare un massimo di » se la super-
ficie ¢ riferibile ad una rigata di genere p, giacché una rigata di dato
genere p pud essere proiezione di una rigata di ugual genere appartenente
ad uno spazio di dimensione comunque elevata (SEGRE, « Math. An-
nalen », 34).

Il teorema prima enunciato risponde anche ad una questione di geo-
metria sopra una superficie che mi si ¢ presentata nelle mie Ricerche di
geometria sopra una superficie algebrica (?) (cfr. i1 § 7 di questa nota).
Ivi ho posto (come estensione del concetto di serie g5 completa sopra
una curva) il concetto di sistema lineare normale di dato grado (cioé di
sistema lineare di curve non contenuto in un sistema piu vasto di ugual
grado) ed il concetto di sistema lineare completo di dato genere (cioé di
sistema lineare di curve di dato genere non contenuto, nemmeno par-
zialmente, in un sistema pit ampio di ugual genere). Allora si presentano
subito le questioni: 1) se un sistema (lineare) di dato grado appartenga
sempre ad wn sistema normale (di ugual grado); 2) se una curva (0 un
sistema) di dato genere appartenga sempre ad un sistema completo (di
ugual genere).

La prima questione viene risoluta affermativamente nel cap. I delle
Ricerche, e per i sistemi semplici conduce al teorema proiettivo:

« Una superficie di un dato spazio S, (r >3) ¢ sempre proiezione
(da un certo numero k>0 di punti esterni) di wna superficie normale

(®) « Accademia di Torino, Memoric » [questo volume, V], 1893. Nel seguito citerd questo
lavoro col titolo Ricerche.

Ricordo qui le poche nozioni di geometria sopra una superficic (debitamente citate a suo
luogo) che ho occasione di invocare avanti I’ultimo § (cfr. Ricerche, cap. I, § 1). Se la curva
generica di un sistema lineare si spezza, o si spezza in parti fisse ed in una componente variabile
irreduttibile, o si compone (oltre eventuali componenti fisse) di piu curve irreduttibili d*un fascio
(sistema razionale o no di cui passa une curva per un punto generico). In un sistema lineare co’,
con r> 1, irreduttibile (a meno di parti fisse che s’immaginano tolte), dicesi grado il numero
(> 0) delle intersezioni variabili di duc curve. (Un sistema che si compone delle curve d’un fascio
non ha un grado (> 0)). Dicesi genere il genere della curva irreduttibile del sistema.

Sopra una superficic I’ un sistema lineare irreduttibile di dimensione r> 2 (cioé co”) & rap-
presentativo di una superficie semplice 0 multipla F' (trasformata della. data F) ottenuta rife-
rendo proiettivamente le curve del sistema agli iperpiani (S,—;) di §,. Se la I & semplice il dato
sistema dicesi semplice; in caso opposto si dice che appartiene all’involuzione di grado m, i cui
gruppi corrispondono su F' ai punti di #'; il passaggio d’una curva generica del sistema per un
punto di F trae allora il passaggio di essa per gli altri m — 1 punti del gruppo della involuzione
determinato dal dato punto.
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dello stesso ordine (proiettivamente determinata) appartenente ad uno
spazio con un conveniente numero di dimensioni (> 7)» (3).

La seconda questione viene risoluta affermativamente nel cap. II
delle Ricerche soltanto per le superficie di genere P > 0, e la sua riso-
luzione in ogni caso dipende (per i resultati del cap. I ricordati nel § 7
di questo lavoro) dalla determinazione di un massimo della dimensione
pei sistemi di dato genere sopra una superficie. Come conseguenza del
teorema di questa nota sopra enunciato si ricava dunque (§ 7):

« Sopra una superficie non riferibile biunivocamente ad una rigata di
genere p, una curva (o un sistema lineare) di genere p appartiene sempre
ad un sistema lineare completo di ugual genere (di dimensione > 0)».

L’applicazione del teorema ai sistemi semplici da il teorema proiettivo:

«Data una superficie non rigata in uno spazio S, (r > 3) esiste una
superficie -(proiettivamente determinata) a sezioni iperplanari dello stesso
genere in uno spazio 8, (r' >r) che da come proiezione la superficie pri-
mitiva, mentre non pud considerarsi come proiezione di una superficie a
sezioni dello stesso genere appartenente ad uno spazio superiore ».

Le rigate fanno eccezione al teorema, perché, come ¢ stato gia ricor-
dato, una rigata pud ottenersi come proiezione univoca di un’altra appar-
tenente ad uno spazio elevato quanto si vuole (SEGRE, L. c.).

Osserverd che alla precedente proposizione si giungerebbe applicando
un teorema del § 2, cap. I delle Ricerche (con qualche opportuna consi-
derazione) ricordando che la proiezione di una superficie da un punto
semplice possiede una retta, immagine del centro di proiezione. Ma ¢
essenziale stabilire il teorema per ogni sistema semplice o no di dimen-
sione >> 0, a fine di poter affermare (ove ¢ il caso) esistenza d’un sistema
lineare completo data una sua curva.

Infine si giungerebbe per tal via a vedere l’esistenza d’un massimo
per la dimensione d’un sistema semplice sopra una superficie (non rap-
presentativo d’una rigata), ma non alla determinazione di questo mas-
simo.

1. - Poniamo a base della ricerca alcuni lemmi:

1° lemma. — Se il piano tangente in un punto generico ad una super-
ficie (algebrica) di S, (r > 3) sega la superficie secondo una curva, la super-
ficie é rigata (enunciato dal sig. DEL PEzz0).

Sia F una superficie di 8, (»r > 3) e supponiamo che essa non sia svi-
lnppabile, giacché in questo caso il teorema sarebbe senz’altro verificato.

In ogni punto O della F vi sono co! tangenti che generano il piano =

(®) Per le rigate questo teorema & dovuto al sig. SEGRE, « Rendiconti Lincei », 1887 ¢ « Mathe-
matische Annalen », B%M.
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tangente in esso punto alla F; un iperpiano (S,-,) per il piano z tocca
in O la F. La superficie pud proiettarsi univocamente in una #’ di un S;
da punti esterni, cio¢ da un S§,_; che non la sega, ed allora gli iperpiani
tangenti alla F' per lo S,_, segano lo S; secondo i piani tangenti della
superficie proiezione F'. Un piano generico tangente alla F' (non svi-
luppabile) non pud toccare la F' in un altro punto semplice variabile
col primo e diverso da esso; cid riesce chiaro pensando che dualmente
non pud darsi che ogni punto d’una superficie inviluppo sia multiplo
senza che la superficie si riduca ad una contata pit volte; ne segue che
un iperpiano generico tangente alla F di §, in un punto non la tocca
in un altro punto diverso dal primo e variabile con esso.

Si supponga che il piano =z tangente alla ¥ nel punto generico O, seghi
la F secondo una curva C: un iperpiano generico per = sega la F fuori
della C secondo una curva K che incontra certo la C nel punto O (di
contatto per I’iperpiano) se esso non & doppio per ¢, ma in ogni caso
non incontra la C in altri punti variabili coll’iperpiano per z: variando
Piperpiano per =, varia la K descrivendo un sistema lineare oo™2; se
alla K si impone di contenere un qualunque ulteriore punto O’ della C,
dalla K si stacca la € e si ha come residuo di esso un sistema lineare oo™ 1.
Cid e quanto dire che fra gli co’=% iperpiani per z in S, ve n’¢ co™*, pas-
santi per uno spazio S;, i quali toccano la F' in tutti i punti della curva C,
e quindi contengono tutti i piani #' tangenti alla F' nei punti O’ della C;
ne segue che tutti questi piani #’ stanno nel nominato S;. Ma per ipo-
tesi ogni piano n' tangente alla F' in O’ sega la F secondo una curva C’;
questa curva ' appartiene allo §; tangente alla F in tutti i punti della C,
onde (poiche la F non appartiene al detto S;) la curva ¢’ non pud variare
col punto O’ e col piano 7’ e perd deve esser comune a tutti i piani =’
tangenti nei punti 0’ della C; d’altra parte i piani ' non possono tutti
coincidere, cioé debbono variare con O’, altrimenti la F sarebbe svilup-
.pabile; dunque la curva C’ sezione della F col piano tangente in O’, ed
in particolare la C sezione del piano tangente in O, & la retta comune
ai piani n’ (ed a m). Cosi risulta che la. F & rigata c.d.d..

Il teorema inverso di quello ora stabilito & evidente.

2. - 20 lemma. — Se una superficie F appartenente ad un S, (dove
r > 4) vien segata da un iperpiano tangente generico secondo una linea
spezzata, la I é una rigata o una superficie di VERONESE (%) in S, (del
quarto ordine).

Questo lemma si pud dimostrare fondandosi sul precedente e sulla

(%) Studiata dai signori VERONESE e SEGRE. Cfr. VERONESE, « Accad. dei Lincei Memorie »,
1884, e SEGRE, « Atti accademici di Torino », 1885.

R
e
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nota proprietd dei sistemi lineari di curve riduttibili di essere composti
mediante i gruppi di curve variabili d’un fascio, o mediante componenti
fisse e componenti variabili irreduttibili (°); si puod infatti vedere che le
componenti irreduttibili delle sezioni della F non rigata cogli iperpiani
tangenti in un punto (che hanno per immagini le generatrici della rigata
proiezione della F' dal punto) generano, variando il punto, una rete oma-
loidica di curve piane e riferendo queste alle rette del piano si ottiene
una rappresentazione della F' in cui le immagini delle sezioni iperplanari
sono coniche; ma ometteremo i dettagli della dimostrazione perché il
lemma enunciato & contenuto come caso particolare in un teorema recen-
temente stabilito dal sig. CASTELNUOVO secondo il quale una superficie
non rigata di §; segata da ogni piano tangente secondo una curva spez-
zata, € una superficie (romana) di STEINER (%). Invero la F che soddisfa
alle condizioni dell’enunciato pud proiettarsi in modo univoco (da punti
esterni) in una F’ dello stesso ordine di S;, e la F' risulta appunto segata
da ogni piano tangente secondo una curva spezzata; poiché la F' (proie-
zione arbitraria della F') ¢ rigata o ¢ una superficie di STEINER, si deduce
che la F ¢ rigata o & una superficie di VERONESE (del 4° ordine in §;).

3. — 30 lemma. — Se sopra una superficie F esiste un sistema lineare
di curve di genere p (> 0) appartenente ad una involuzione di grado m
e rappresentativo di una rigata m-pla F' (di S,), e se la dimensione del
sistema vale
r>2p-+3 se m=2

r>p-+4 se m>2,

allora alle generatrici della F' corrispondono gruppi di m curve razionali
dun fascio sulla F, seganti in un punto (mobile) le curve del dato sistema;
in consequenza la F é riferibile biunivocamente ad una rigata di genere p
avente come direttrici le immagini delle curve del sistema.

Fra la rigata (m-pla) F’ di 8., e la superficie F' esista una corrispon-
denza [1m]. Ad un sistema lineare irreduttibile di dimensione # > 1 e
quindi di un certo grado D > 0 su F', corrisponde su F un sistema
lineare di ugual dimensione & e di grado mD (> 0), il quale (avendo un
grado > 0) & necessariamente irreduttibile (a meno di componenti fisse
che 8i possono immaginare tolte) (*). Cosl alle sezioni iperplanari della F’

(*) NOETHER, «Math. Ann.», Bd. 8; ENRIQUES, Ricerche, cap. I, § 1. Pei sistemi piani il
teorema & stato dimostrato dal sig. BERTINI, « Istituto lombardo », 1882.

(%) « Accad. dei Lincei », gennaio 1894. Pare che questo teorema sia stato enunciato per la
prima volta dal KRONECKER ¢« Accad. dei Lincei », 1886). Esso servirebbe a stabilire anche il
nostro primo lemma.

(?) Cfr. la nota (?).
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corrispondono sulla F le curve d’un sistema lineare irreduttibile oo,
avente un certo genere p, ed appartenente ad una involuzione di grado m
(di cui i gruppi sono rappresentati dai punti di F'). Ad una generatrice
generica corrisponde su F una curva la quale si potra supporre spezzata
in m/{0 > 1 componenti irreduttibili C, ciascuna riferita in modo &-plo
alla detta generatrice di F’, essendo 6 un divisore di m, e quindi

m=>=0>1.

Le linee C che cosi nascono dalle rette di F’ compongono un fascio
sulla F, cioé vi & wrae linea C per ogni punto della F.

Se 6=1, ad ogni generatrice della F' corrispondono, sulla F,m curve ¢
riferite ad essa biunivocamente e quindi razionali.

Le C segano in un sol punto variabile le curve del sistema oco” imma-
gini delle sezioni di F', e quindi la F, con un noto procedimento del
signor NOETHER (*), pud riferirsi biunivocamente ad una rigata di genere p
sulla quale le curve del nominato sistema vengono rappresentate da
direttrici (°). L’affermazione contenuta nell’enunciato é quindi in tal caso
verificata indipendentemente dal valore di » in confronto a p.

Perche il teorema risulti dimostrato occorre e basta stabilire che nelle
ipotesi del teorema & impossibile il caso ¢ > 1, vale a dire che se 6 > 1
si ha:

r<2p-+3 quando m = 2
r<p-+4 quando m > 2.
Supponiamo dunque nel seguito
0>1
cioé:
0>2 onde anche m > 2.

Consideriamo su F' la curva di diramazione L della corrispondenza
[1m] tra la F' e la F. Il suo ordine & il numero dei punti di diramazione
di una corrispondenza [1m] tra una sezione della rigata F di genere =,
¢ la sua immagine di genere p su F, quindi (per la nota formula di Zru-
THEN) esso vale: :

N=2p —2 —2m(x —1)

(®) « Mathem. Annalen », Bd. 3.
(°) Cioé (secondo una denominazione del sig. SEGRE) linee seganti in un punto le generatrici.
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e percio si ha intanto:

N<2p—2+42m.

Indicando con y il genere delle curve C, ad una generatrice della F’
appartengono 2(é + y — 1) punti di diramazione della corrispondenza [1 ]
tra essa e una delle m/d curve C che le corrispondono su F'; in conse-
guenza sopra una generatrice di F' vi sono 2m(d+y —1)/6 punti di
diramazione della corrispondenza [1 m] con F, pun. che sono intersezioni
di quella generatrice colla curva L. Alcuni di questi punti possono forse
coincidere, non perd piu di m(é —1)/d in uno stesso punto, perché noto-
riamente un punto di diramazione della corrispondenza [1 §] fra la retta
ed una curva (irreduttibile) C, assorbe al pit 6 — 1 punti di diramazione.

Ne segue che la curva L non pud essere direttrice della rigata F’,
e se pure da essa si stacca una parte d’un certo ordine » direttrice della #”
(forse contata piu volte), la parte residua incontra in m(d+2y —1)/d >
> m(1l —1/8) punti almeno le generatrici della F'. Ora avviene almeno
uno di questi due casi: 1) la L contiene una parte irreduttibile non gia-
cente in un §,_;; allora Pordine (di questa parte e quindi I’ordine) di
tutta la L vale

N >r;
2) la L contiene una parte irreduttibile d’ordine » (necessariamente diret-
trice di #') giacente in un 8,-, (o spazio inferiore); allora un iperpiano
per questa parte sega la F' di 8, (il cui ordine & > r — 1) secondor —1 —v»

generatrici almeno, e quindi contiene almeno altrettanti punti (di dira-
mazione) della parte residua della L, sicché Pordine di tutta la L vale:

N>r—1.

Questa ultima disuguaglianza vale dunque in tutti i casi e (ricor-
dando la N < 2p —2-2m) da:

2p —2 4+ 2m>r—1,
onde per m =2 si deduce:
r<2p 4 3.
L’enunciato & cosi stabilito per m = 2.
Supponiamo nel seguito: m > 2 onde (essendo 6 >1) m =3, 6 =3,

om=>4, §6>2.

F. ENRIQUES — Memorie scelfe di Geometria, 1.

o
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Si supponga dapprima che la F' sia un cono il quale, appartenendo
ad §,, ha Pordine >r —1: dico che in tale ipotesi & » <p + 4.

Un iperpiano pel vertice contiene almeno r — 1 generatrici ciascuna
delle quali ha almeno m(6-+2y —1)/6 > m(1 — 1/8) punti di L fuori del
vertice (che pud assorbire al pid m(l —1/) punti di diramazione);
dunque un iperpiano pel vertice sega la L fuori del vertice in un numero -
di punti (< N) e

>@r—1)m (1 ——1—) .
é
Ricordando la N < 2p —2 -+ 2m, si deduce:

2p —2 +2m>(1‘—1)m(1~—%)

osgia
2p —2 >m{(r-—1)(1—%)—2}.

Se (r —1)(1 —1/6) —2 >0 (il che possiamo supporre altrimenti si
ha r<4 e quindi r <p 44 come vogliamo dimostrare), il 2¢ membro
della disuguaglianza & minimo per m =3, § =3 o per m =4, 6 =2
(essendo m > 2, 0 >2): per m =3, 6 = 3 si ha:

r<p-+3,
e per m =4, § =2 si ha invece:

r<p-+4;
Pultima disuguaglianza sussiste dunque in ogni caso (m > 2, 6 >1) se
F' & un cono.

Si supponga ora che la F' non sia un cono e (ferme stando le ipotesi

m > 2, 0> 1) si supponga inoltre che sia:

r>p+4;
la veritay del teorema enunciato risulterd stabilita mostrando che le ipo-
tesi fatte sono assurde. La sezione di una rigata F’, che non & un cono,

con un iperpiano generico passante per una sua generatrice generica a
€, come & chiaro, una curva irreduttibile. Avendosi » > 4 (perché p > 0),
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alle co™=2 curve irreduttibili sezioni di #” cogli iperpiani per a fuori di a,
corrispondono (per quanto abbiamo osservato in prinecipio) le curve d’un
gistema lineare irreduttibile di un certo genere p, su F (tolte forse com-
ponenti fisse) il quale appartiene (come il dato sistema oo”) alla invo-
luzione di grado m considerata su F (e forse anche ad una di grado > m
composta coi gruppi della prima). Ora sulla retta @ vi sono almeno
2m(1 —1/6) punti d’intersezione colla curva di diramazione L di F',
quindi (essendo m =3, =3 o m >4, § >2) almeno 4 punti di L, e
percid sulla curva sezione d’un iperpiano per a fuori di a (la quale ha
il genere m come la rigata F', ossia come una qualunque sezione iper-
planare di F') vi sono al pit N —4 punti di diramazione della corri-
spondenza [1 m] tra essa e la sua immagine su F di genere p,. Adope-
rando la formula di ZrEUTHEN si ha dunque:

N—4>2p, —2 —2m(x—1),
mentre in modo analogo (come gia abbiamo osservato) si ha:

‘ N=2p—2 —-2m(r —1).
Si deduce:

PL<p—2.

Dunque se sulla F egiste un sistema lineare irreduttibile co” di ge-
nere p dove r > p 14, appartenente ad una involuzione di grado m > 2
e rappresentativo di una rigata F' che non sia un cono, e se ad ogni
generatrice della F'' corrispondono su F m/d (> 1) curve C (essendo 6 > 1),
si deduce ’esistenza su F di un sistema lineare irreduttibile di dimen-
sione r, (=r —2) e di genere p, (<p —2) tale che r, > p, + 4 il quale
appartiene pure alla data involuzione ed & rappresentativo della rigata F’
(semplice o multipla) ottenuta proiettando la F’ (in S,-,) da una sua
generatrice. Se la F” non ¢ un cono potremo applicare nuovamente il
procedimento gid adoperato e cosl successivamente in modo da costruire
su F' (dopo un certo numero % di operazioni) un sistema lineare irredut-
tibile di dimensione 7, = r —2h e di genere p, < p — 2h appartenente
sempre alla data involuzione di grado > 2, e tale che 7, >p, + 4. B
chiaro che il numero % delle operazioni eseguibile & necessariamente
finito, anzi < p/2, onde per h assai grande non dovrd pill esser possi-
bile ripetere 1’operazione indicata, e perd dovra esistere un valore h=1=%k
in corrispondenza al quale si abbia su F un sistema lineare appartenente
alla data involuzione (o forse ad una composta coi gruppi della prima
a fortiori di grado > 2) di genere p, e dimensione r, > p, -~ 4 rappre-
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sentativo di un cono F**+! ottenuto proiettando F’ successivamente da
k generatrici; ad ogni generatrice di un tal cono corrispondono su F m/d
o pilt curve O, ciascuna riferita in modo J-plo alla corrispondente gene-
ratrice, essendo J > 1; il fatto ottenuto come conseguenza delle ipo-
tesi da cui siamo partiti ¢ dunque assurdo perché in contraddizione con
cid che & stato dimostrato innanzi pel caso in cui F” era un cono. Dunque
per m > 2, § > 1, si ha (tanto se la F’ & un cono come e non € un cono):

r<<p -+ 4 c.d.d.
La discussione ¢ complet2 ed il lemma enunciato rimane cosi stabilito.

4. — La questione di assegnare la massima dimensione dello spazio
a cul pud appartenere una superficie a sezioni (iperplanari) di genere 0, 1, 2
& da considerarsi come risoluta.

Notoriamente (*°) una superficie a sezioni di genere 0 ¢ razionale ed
é rigata se r > 5, mentre puo essere una superficie di VERONESE 0 una sua
proiezione dello stesso ordine (= 4) per r < 5.

Una superficie a sezioni di genere 1 appartenente ad un S, dove
r>5 & certo razionale o rigata, giacché¢ se essa non & rigata gli iper-
piani tangenti in un punto la segano secondo curve razionali (irredut-
tibili per il 20 lemma, § 2) componenti un sistema lineare, e quindi la
superficie & razionale per un noto teorema del signor NOETHER (!!). D’altra
parte se la superficie € razionale notoriamente deve essere r <9, se
r =9 la superficie pud rappresentarsi sul piano mediante il sistema delle
cubiche come immagini delle sezioni iperplanari.

Recentemente ho stabilito (') che ogni superficie (a sezioni ipe-
rellittiche di genere > 1, ed in particolare) a sezioni di genere 2 e razio-
nale o rigata: una tal superficie razionale contiene un fascio di coniche
e non pud appartenere ad uno spazio avente pit di 11 dimensioni (*3).

Nel successivo § faremo vedere come ai casi in cui p == 0, 1, 2, si
riconduca la questione generale di assegnare la massima dimensione

(1) I resultati noti ricordati in questo § sono dovuti a PicArD, « Crelle C. »; Guccia, «Circolo
Matematico di Palermo », t. I, 1887; DEL PEZz0, « Accad. di Napoli », 1885, « Circolo di Palermo »,
t. I. La connessione fra i due ordini di ricerche svolte nei citati lavori ¢ dovuta alle feconde
considerazioni del sig. SEGRE (« Circolo di Palermo », t. I) che sono contenute solo in embrione
in un noto lavoro di CaporaALl. (Cfr. anche una nota del sig. SEGRE al lavoro del sig. CASTEL-
NuUovo sulle superficie a sezioni iperellittiche, « Circolo di Palermo», t. IV).

(**) « Mathem. Annalen » Bd. 3.

(*?) « Accad. dei Lincei » dicembre 1893 [questo volume, IV].

(**) Come risulta dai teoremi del sig. JUNG sui sistemi di curve piane di genere due, «Isti-
tuto lombardo », maggio 1888.
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dello spazio a cui pud appartenere una superficie a sezioni di genere
p>2 (1),

S. — Per il 20 lemma (§ 2) la proiezione di una superficie non rigata F
di 8, (con r>5) da un piano tangente, fornisce la rappresentazione
semplice o multipla della F' sulla superficie ' di S,_; ottenuta colla proie-
zione. Inoltre la F' essendo non rigata in S, (r > 5), la curva irredutti-
bile sezione d’un iperpiano tangente generico della F ha certo il genere
wT<p—1, sep é&il genere delle sezioni iperplanari (non tangenti) della #.
Se la F' & proiezione multipla della F, i punti delle sue curve sezioni
sono riferiti ai gruppi di involuzioni appartenenti alle rispettive curve
immagini di esse sulla #; se p > 2, una sezione tangente della F' (di
genere <p —1) non pud contenere una involuzione di genere p —1
ma solo di genere minore, quindi se la F' ¢ proiezione multipla della F
a sezioni di genere p > 2, la F’ ha le sezioni di genere = << p — 1 (mentre
per p < 2 si ha soltanto 7w <<p —1). Dalle considerazioni precedenti si
deduce che se la superficie F non rigata a sezioni di genere p > 2 appar-
tiene ad un S, di dimensione

r>3p +h>5H

(dove h & un intero qualunque), proiettando la # da un suo piano tan-
gente generico si oftiene una superficie I a sezioni di genere s appar-
tenente ad un S, (con ¢ = r —3) e si ha in tutti i casi

o=>3n +h.

Cosi la questione di determinare la massima dimensione » dello spazio
(8;) a cui appartiene una superficie non rigata a sezioni di genere p > 2
(cioé 1a questione di determinare il massimo di A) si riduce all’analoga
questione per una superficie ' a sezioni di genere < p. Affinché a questa
si possa nuovamente applicare il processo di riduzione applicato alla F
occorre stabilire che essa non ¢ rigata; si giunge a questo resultato quando &
supera un certo limite, per precisare quando h > 5, ossia r > 3p - 5.

Dico cioé che sussiste il seguente lemmas:

Proiettando da un piano tangente generico (in un S,—3) una superficie F
_ mon rigata a Sezioni di genere p (> 0) appartenente ad uno spazio di di-

(**) L’applicazione del teorema che tutte le superficie a sezioni di genere due sono razionali
o rigate non & qui strettamente necessaria, giacche la cosa si potrebbe stabilire per le superficie
a sezioni di genere 2 in Sy, colle considerazioni del § 3 relative alle superficie di S3p+5 & sezioni
di genere »> 2 (con qualche lieve modificazione).
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mensione
r>3p + 5,

st oftiene una superficie F' non rigata. :
- La dimostrazione si fara per assurdo. Suppongasi dunque che la F,
a gezioni di genere z in 8, (¢ = r — 3), sia rigata.

Se la F' & proiezione semplice della F alle sue generatrici corrispon-
dono sulla F le curve razionali ¢ d’un fascio, segate in un punto dagli
iperpiani pel piano di proiezione. Dico che vi & su F un tal fascio di curve
razionali C segate in un punto dai nominati iperpiani (di cui m > 1 cor-
rispondono ad una generatrice di F’), anche se la F' & proiezione mul-
tipla (m-pla) di essa. Questo fatto & conseguenza del 3° lemma (§ 1);
infatti se la F' & proiezione multipla della F (le sezioni tangenti alla F
in un punto essendo di genere p’ < p — 1), dall’essere r > 3p+5, p=r —3,
si deduce ¢ > 3p'+ 5, quindi in ogni caso

oe>p'+4 e p>2p'+3;

gussistendo tali disuguaglianze siamo appunto nel caso di applicare il
citato lemma, e si deduce che ad ogni retta di F' corrispondono sulla F
m curve C, ecc..

Dunque l’ipotesi che la superficie non rigata F a sezioni di genere p
in 8,( r > 3p +5) venga proiettata in una rigata (semplice o multipla)
F' da un piano tangente generico, porta come conseguenza che esiste
sulla 7' un fascio di curve razionali C segate in un punto variabile dagli
iperpiani pel piano proiettante. Siamo condotti a distinguere le due
ipotesi:

a) Il fascio delle C suppongasi razionale.

Allora la F & razionale (**), e, come il signor CASTELNUOVO ha stabi-
lito, le sezioni tangenti generiche di essa sono proprio di genere p —1
e non minore (**), ma le sezioni tangenti alla F' pel piano proiettante
(che & un piano tangente generico) segano in un punto (variabile) le
curve C del fascio razionale e perd sono razionali; in conseguenza &
p —1 =0 ossia p =1 contro lipotesi p > 2.

b) 11 fascio delle C suppongasi irrazionale.

Allora mutando il piano tangente da cui vien proiettata la F, il fascio

delle curve C non pud mutare, perché si avrebbe altrimenti sulla F una

() NOETHER, « Math. Ann. », 3.
(3*) Massima dimensione ecc., 1. c.



DI DATO GENERE APPARTENENTI AD UNA SUPERFICIE ALGEBRICA 119

infinita continua di fasci irrazionali e cid contraddice ad un teorema del
signor CASTELNUOVO (Y7).

Ora non pud darsi che ogni piano tangente alla F incontri tutte le
curve C, giaccheé, la F non essendo rigata, occorrerebbe che ogni suo
piano tangente (il quale pel lemma 1° (§ 1) non sega la F secondo una
curva) passasse per un punto base (almeno) del fascio delle C, mentre
se ogni piano tangente ad una superficie passa per un punto fisso, questa
¢ un cono (come si vede proiettando arbitrariamente la superﬁcle da
punti esterni in una di ;).

Dunque sulla superficie F, nelle nostre ipotesi, esiste un fascio di
curve C, tali che ciascuna di esse viene incontrata in un sol punto varia-
bile dagli iperpiani per un piano tangente che non la sega (cioé viene
proiettata secondo una retta semplice da un piano tangente della F
senza punti comuni con essa); queste curve ¢ debbono in conseguenza
essere rette, cioe la F' deve esser rigata, contro 'ipotesi.

Cosi la proposizione enunciata risulta stabilita.

Essa conduce subito alla proposta determinazione della massima di-
mensione (r) dello S, a cui appartiene la superficie non rigata F a sezioni
del genere p > 2.

Per giungere a questo resultato osserviamo anzitutto che la proie-
zione da un piano tangente della F, se r >3p + 5 e p > 2, non puod
mai condurre ad una superficie F' a sezioni di genere w <2 in §,
(0o =r —3); infatti si ha (p>3)

ed abbiamo gia visto (§ 4) che una superficie non rigata a sezioni di

genere 7w <2 (cioé % <1) non pud appartenere ad un §, con o> 9.
Ci6 posto rimane stabilito che:

Proiettando da un piano tangente generico una superficie non rigata F
a sezioni di genere p > 2 in §,, dove r > 3p--5, si ottiene una superficie
non rigata F' di 8, (¢ =r —3) a sezioni di genere m < p dove

>3n+5 m>=2.

Se w > 2 applichiamo alla F' il procedimento applicato alla F e cosi
di seguito finché occorra.

Si giungerd certamente ad una superficie non rigata a sezioni di ge-

(*") Invero si dedurrebbe 1’esistenza d’una infinitd continua di involuzioni irrazionali sopra

una curva sezione della superficie, ¢ questo ¢ assurdo. Cf:r CASTELNUOVO, « Accad. di Torino »,
giugno 1893.
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nere due, la quale apparterrd ad uno spazio di dimensione
11+ 7 (h >0)

(essendo 11 = 3-2 +5), se la F appartiene ad uno spazio di dimensione
r=3p+5-+h.

Per quanto abbiam visto relativamente alle superficie a sezioni di
genere due (§ 4) risulta h = 0, cioe:

Una superficie non rigata a sezioni di gemerc p > 2 non pud apparie-
nere ad uno spazio di dimensionc r > 3p -+ 5.

Abbiamo wvisto che Uenunciato é pure soddisfatto per p =2, p =0,
mentre per p = 1 una superficie non rigata a sezioni ellittiche mon puo
appartenere ad uno spazio S, di dimensione r > 9.

Alla domanda se il massimo di » che abbiamo stabilito (per p > 1)
pud esser raggiunto, si risponde affermativamente coll’esempio delle
superficie razionali rappresentate sul piano da uno dei sistemi lineari
(di curve iperellittiche o di quartiche piane di genere 3) considerati dal
signor CASTELNUOVO (%), il quale ha ricendotto a tipi (e precisamente
ai tipi nominati) tutti i sistemi lineari di curve piane di genere p > 1
e dimensione massima 3p +5.

Inversamente si pud stabilire che ogni superficie non rigata a sezioni
di genere p > 2 in 8,,; ¢ razionale (si ¢ gia visto per p=0, p=1, p=2),
ed & quindi una di quelle di cui il signor CASTELNUOVO ha fatto impli-
citamente lo studio. Cid risulta dall’osservare che le successive proie-
zioni da piani tangenti che conducono da una superficie F a sezioni di
genere p > 2 in S;,45; ad una (razionale) a sezioni di genere due in S,
sono necessariamente univoche: infatti una proiezione multipla su S,
fatta da un piano tangente di una superficie a sezioni di genere p > 2
appartenente ad un S, (r > 5) conduce, per quanto abbiamo osservato
in principio del §, ad una superficie F' a sezioni di genere m <p —1;
se & r > 3p + 5, si avrebbe allora una F' non rigata a sezioni di genere
7 > 2 appartenente ad un S, (o =7 —3) con ¢ >3x +8>3n + 5, e
questo contraddirebbe il teorema dimostrato secondo cui il massimo di o
& 37 -+ 5.

Riunendo i risultati ottenuti ed enunciando sotto forma proiettiva
i ricordati teoremi del signor CASTELNUOVO relativi ai sistemi lineari di
dimensione 3p +5 e di genere p > 1 nel piano, ed i teoremi del signor
GuccIA (*) relativi ai casi p=1e p =0, pervenlamo alla seguente
conclusione:

(*) Massima dimensione ecc., 1. c..
(**) Cfr. le citazioni del § 2.
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Se una superficie F a sezioni iperplanari del genere p (> 0) appartiene
ad uno spazio 8, di dimensione

r>3p +5,

ha luogo wuno dei segquenti casi:

1) La superficie F é una rigata di genere p (r > 3p -+ 5).

2) La F ¢é una superficie razionale (r = 3p -+ 5, o anche per p =1,
r=29), e precisamente:

a) una superficie contenente un fascio razionale di coniche (r==3p-+5);

D) la superficie del 16° ordine a sezioni del genere 3 in S,y rappre-
sentata sul piano dal sistema delle quartiche (r =3p +5, p=3);

c) la superficie del 9° ordine a sezioni ellittiche in S,, rappresen-
tata sul piano dal sistema delle cubiche, o una sua proiezione dello stesso
ordine in 8y r=3p+6 0o r=3p+5H, p=1).

6. — La questione di determinare la massima dimensione dei sistemi
lineari di curve del genere p sopra una superficie viene risoluta dal teo-
rema del precedente § per i sistemi semplici, giacche riferendo proietti-
vamente gli elementi (curve) del dato sistema oo" agli iperpiani di S,
si ottiene una superficie F' riferita punto per punto in modo semplice
alla primitiva F, la quale superficie F' ha le sezioni di genere p ed appar-
tiene allo S,, onde se la I non ¢ riferibile ad una rigata F' di genere p
avente come direttrici le immagini delle curve del dato sistema (sezioni
di F'), si ha »<3p +5, o per p =1 anche r =9.

Se si tratta di un sistema non semplice il quale appartenga ad una
involuzione I, (in modo che il passaggio della sua curva generica per
un punto trae di conseguenza il passaggio di essa per gli altri m — 1 punti
del gruppo della involuzione I, che viene individuato dal primo punto),
I'indicata trasformazione riesce invece multipla (m-voca) cioé conduce
ad una superficie ' i cui punti corrispondono ai gruppi della I, su F.

Indichiamo con 7 il genere delle sezioni della F' (appartenente ad S,)
riferite in corrispondenza [1 m] alle curve di genere p del sistema oo”
considerato sulla F. Si ha allora, per la nota formula di ZEUTHEN,

p—1>mxm—1),
quindi

ossia (poiché m > 2),
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Ora secondo il teorema stabilito nel precedente § la F' & una rigata
se &

r>3nx+5 ed r>9 se w=1;
si soddisfa a queste due condizioni nell’ipotesi

p>1,
quando

Allora vi & fra la rigata F' e la superficie F' una corrispondenza [1 m]
in cui le immagini delle sezioni di #’ compongono un sistema oo™ di
genere p; applicando il 3° lemma (§ 3) possiamo affermare che a ciascuna
generatrice della F’ corrispondono m curve razionali e la # & riferibile
ad una rigata di genere p (su cui le curve del sistema danno luogo a
direttrici) se ¢ » > 2p + 3 (onde r > p | 4, per p >1).

La nominata deduzione per la F nell’ipotesi p >1 & subordinata
alle due disuguaglianze

1
7‘>3p+ +5,  r>2% +3;

di queste la condizione r > 2p 4+ 3 assorbe l'altra per p assai alto
(p >17); osserviamo perd che (essendo p > 0) le due condizioni sono
sempre soddisfatte quando &

r>2p 4 6.
"Dunque un sistema lineare di genere p > 1 e dimensione
r>2p +6
sopra una superficie non riferibile ad una rigata di genere p & semplice.
Anzi tenendo conto del valore di m, per m > 2 si stabilisce che:
Sopra una superficie non riferibile ad una rigata di genere p un si-

stema lineare di genere p >1 & certo semplice o appartenente ad una
involuzione di grado 2, quando la sua dimensione vale

r>p+ 7.
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Esaminiamo le ipotesi p = 0, p = 1 che per un momento avevamo
lasciate da parte.

Se p =0 la F & razionale; il sistema di curve razionali sulla F &
immerso in un sistema normale (dello stesso grado) semplice; facendo
segare dagli iperpiani di S, (¢ >r) le curve di questo sistema semplice
sopra una superficie trasformata F', la F' risulta rigata quando » > 4
(0 >5), e su di essa le immagini delle curve del sistema sono direttrici.

Sep=1sihan=00n=1.8en=01la F' di §,, superficie m-pla
rappresentata dal sistema lineare oo™ di genere p = 1 su F ¢ certo rigata
ove sia r > 5; inoltre per » > 5 & ancora (essendo p = 1) r > 2p - 3,
r>p + 4, quindi si conclude come nel caso generale che la F ¢ in tal
caso riferibile ad una rigata ellittica avente come direttrici le imma-
gini delle curve del sistema.

Suppongasi #x =1 e pure p = 1.

Si perviene ancora nello stesso modo alla precedente conclusione per
la F quando r>5 (cioé »r>2p + 3 ed r>p + 4) se la F' é rigata.
Consideriamo l’ipotesi in cui questo non accada e sia r > 8. Allora la F'
& razionale (cfr. § 4) e, come segue dalla sua rappresentazione piana,
possiede una rete omaloidica di curve K (cubiche o quartiche) senza
punti base o con un punto base semplice al pit (ove le K sieno quar-
tiche, » = 8). Sulla F” non vi & curva di diramazione della corrispondenza
[1 m] con F (perché¢ un’involuzione ellittica non ha coincidenze), ma al
pit dei punti di diramazione isolati, quindi sopra una curva K generica
non vi sono punti di diramazione della nominata corrispondenza con F,
giacché se ve ne fosse uno (base della rete), per un’osservazione gia fatta
nel § 3, si dedurrebbe che ve n’¢ almeno un altro distinto; si deduce che
I'immagine di ogni curva K su F & spezzata in m curve (razionali); ciod
¢ assurdo componendo le K un sistema lineare (rete) di dimensione > 1,
come & stato osservato nella discussione del 3° lemma (§ 3).

Dall’esame dei casi p =0 e p =1, e dall’enunciato precedente
segue che:

Un sistema lineare di genere p > 0 appartenente ad una superficie non
riferibile ad una rigata di genere p, & certo semplice se ha la dimensione

r>2p +6 (%);
¢ semplice o apparticne ad une involuzione di grado 2° se

r>p+6.

(**) Cosi si ha un’estensione alle superficie del teorema del sig. SEGRE secondo cui ¢ sem-
plice un sistema, lineare di curve piane di genere p e dimensione »> p + 1, deferminalo dai punti
base (« Circolo di Palermo », t. I). Il limite che comparisce nel nostro enunciato ¢ pitt alto, ma
vie una restrizione di meno.
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Alla condizione r > 2p + 6 si pud sostituire nella prima parte del-
Penunciato la condizione

r>3p +5,

che comprende la » > 2p + 6 per p >1, e per p =1, p = 0 si riduce
rispettivamente a » > 8, 7 > 5.

Allora riunendo insieme i resultati ottenuti in questo § con quelli
del § precedente possiamo enunciare il teorema generale.

Se sopra una superficie esiste un sistema lineare di gemere p e dimen-
sione r > 3p+5 ha luogo uno dei sequenti casi:

1) la superficie é riferibile biunivocamente ad una rigata avente come
direttrici le immagini delle curve del sistema (r > 3p +5);

2) la superficie ¢ razionale ed il sistema ¢ semplice di dimensione
r=3p + 5 od anche r =9 per p = 1; allora la superficie puod trasfor-
marsi birazionalmente in una di S, su cui le immagini delle curve del si-
stema sieno le sezioni iperplanari; questa superficie cosi trasformaia:

a) contiene un fascio di coniche, tranne se,
b) ha le sezioni di genere 3 non iperellittiche ed é di ordine 16 in Sy,
c) o se ¢ dordine 9 (a sezionti ellittiche) in Sy 0 Ss.

7. — Nel § 2 del cap. I delle mie Ricerche ho stabilite la definizione di
sistema lineare completo di curve di genere p (sopra una superficie) indi-
cando con questo nome un sistema non contenuto (nemmeno parzial-
mente) in un altro pitt vasto dello stesso genere.

Ho dimostrato quindi che se due sistemi lineari di curve di genere p
hanno comune un sistema (o una curva) dello stesso genere essi sono
contenuti in uno stesso sistema lineare di genere p; ne ho dedotto che
una curva non appartiene a due sistemi completi (di ugual genere) ed
appartiene certo ad un sistema completo (forse anche di dimensione
zero) se esiste un massimo alla dimensione d’un sistema di genere p sulla
superficie (da cui il teorema per le superficie di genere P > 0, sulle quali
un sistema lineare di genere p ha la dimensione < p). In base ai resul-
tati precedenti possiamo ora enunciare il seguente resultato generale:

Sopra una superficie, una curva di genere p (> 0) appartiene ad un
determinato sistema lincare completo di genere p (e dimensione > 0), purché
la superficie non sia riferibile ad una rigata di genere p avente come diret-
trice Vimmagine della data curva. Le superficie riferibili a rigate di genere p,
in quanto si considerano su di esse sistemi lineari di genere p, ddinno effet-
tive eccezioni al teorema, come ¢ stato osservato mell'introduzione.

Per le applicazioni del teorema stabilito (Restsatz, ecc.) rimando alle
mie citate Ricerche.
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SUI SISTEMI LINEARI DI SUPERFICIE ALGEBRICHE
~ LE CUI INTERSEZIONI VARIABILI
SONO CURVE ELLITTICHE

NOTA I.

« Rend. Ace. Lincei», s. 5%, vol. III (1° sem., 189%),
pp. 481-487 (¥%)

In una mia Nota Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui inter-
sezioni variabili sono curve iperellittiche () ho classificato i sistemi lineari
semplici di superficie le cui intersezioni variabili sono curve iperellittiche
di genere p > 1, assegnando il #ipo a cui siffatti sistemi si possono ri-
condurre con trasformazioni cremoniane dello spazio. :

I sistemi lineari di superficie le cui intersezioni variabili sono curve
di genere p =0, p = 1, non rientrano in generale in quel tipo (come
ivi & osservato), ma per p = 0 la questione si risolve facilmente come
é indicato in una nota di quel lavoro. Alla considerazione del caso p=1
¢ dedicata la presente Nota, nella quale classifico appunto (riducendo
a ¥ipi) i sistemi lineari semplici di superficie ad intersezioni variabili
ellittiche: vengono soltanto esclusi quei sistemi semplici (ad intersezioni
variabili ellittiche) pei quali tre superficie generiche §’incontrano in
3 punti variabili (cioé sistemi di grado 3); la determinazione di essi di-
pende dalla risoluzione del problema se la varietd cubica di S,, senza punti
doppi, sia rappresentabile punto per punto su S, (ciod sia razionale) (2).
Mi propongo dunque di assegnare e ricondurre 2 tipi tuiti © sistemi lineari
semplici di superficie ad intersezioni variabili ellittiche dove tre superficie

(*) Nota presentata dal Socio L. Cremoxa nella seduta del 20 maggio 1894.

(*) «Rendic. Acc. dei Lincei», decembre 1893 [questo volume, IV].

(?) Tale questione rimane tuttora insoluta. I perd notevole il fatto (che il sig. NOETHER
ha segnalato al sig. SEGRE per n= 3) che I’equazione generale del 3° grado in n - 1 variabili
puo risolversi con funzioni razionali di » parametri non invertibili, cio¢ che si possono far cor-
rispondere biunivocamente i punti di una varietd cubica V,‘{ di S+, ai gruppi (od anche alle
coppie) di una involuziome in S,.
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generiche s’incontrano in n > 3 punti variabili (sistemi di grado n > 3):
mostrerd come i nominati tipi vengono dati da sistemi di quadriche,
di superficie cubiche e da un particolare sistema di superficie del 4° ordine.

Pit in generale risolvo qui la questione dello studio delle varietd
(a 3 dimensioni) a curve sezioni (cogli S,-, in §,) ellittiche, d’ordine > 3.
Esse risultano tutte razionali o contengono un fascio ellittico di piani
(ed in quest’ultimo caso non possono essere razionali) (3).

1. — Una qualunque varietd W a 3 dimensioni d’ordine > 2, di S,,
le cui superficie sezioni (iperplanari) cogli 8,-, sono rigate, contiene un
fascio di piani. Per vederlo basta osservare che sulla W si hanno in tale
ipotesi oco! rette per un punto, ed il cono da esse generato ha una retta
comune con un iperpiano (S,-,) generico pel punto, e perd e un piano.

Cid vale in particolare se la varietd in questione & a curve sezioni
ellittiche: percid le varietd a curve sezioni ellittiche non contenenti un
fascio (ellittico) di piani hanno le superficie sezioni non rigate, quindi
razionali (%).

Consideriamo una varietd W= d’ordine n a curve sezioni ellittiche ed
escludiamo che essa contenga un fascio (ellittico) di piani. Supponiamo
la W» appartenente ad un §,, dove eventualmente pud supporsi proiet-
tata da punti esterni.

Il procedimento indicato dal sig. CASTELNUOVO per le superficie non
rigate a sezioni ellittiche (°), si estende subito a questo caso e permette
di costruire un (anzi il) sistema lineare oo™ di varieta d’ordine » — 2
(aggiunte alla W) seganti ogni piano secondo una curva d’ordine n — 2
aggiunta alla sezione d’ordine n della varieta (%).

Tali varietd aggiunte segano sulla W” un sistema lineare oo™+ di
superficie di cui tre generiche si segano in n punti variabili, al quale
sistema appartengono le sezioni iperplanari di W=. Riferendo proiettiva-
mente gli elementi (superficie) del detto sistema agli iperpiani (S,) di
Sr+1, la W™ si trasforma in una varietd normale V", d’ordine » in S,4,,
2 curve sezioni ellittiche: la V" risulta cosi proiettivamente determinata,
e per n >3 la W» & una sua proiezione da punti esterni, mentre per

(*) Giacche dal teorema del sig. LUROTH relativo alla razionalita delle involuzioni sulla retta
(« Math. Ann. », Bd. 9), segue che un fascio di superficie in S; & razionale. (Per fascio di super-
ficie in una varieta si deve intendere un sistema oo! di superficie tale che per up punto generico
della varietd passi wna superficie del sistema).

(*) Per un teorema del sig. CASTELNGOVO, « Rendic. Acc. dei Lincei », gennaio 1894.

(®) L. c. La possibilita di questa estensione e quindi la possibilita di considerare le W” come
proiezioni delle varietd normali ¥ di S, fu vista dal sig. CASTELNUOVO che me ne suggeri lo
studio.

(°) 8i potrebbe vedere (ma qui non occorre) che le nominate varietd d’ordine n — 2 sono
effettivamente aggiunte alla " nel senso stabilito dal sig. NOETHER (« Math. Ann. », Bd. 2, 8).



LE CUI INTERSEZIONI VARIABILI SONO CURVE ELLITTICHE 127

n=23 la W~ coincide colla V" (a meno di trasformazioni proiettive).
Se n >3 la V" pud proiettarsi successivamente, in modo univoco,
da n — 3 suoi punti semplici sopra una varietd cubica di S, contenente
piani (che non & un cono ellittico di 22 specie), e perd & razionale ().
Dunque:
Ogni varieta (di 3 dimensioni) a curve sezioni ellittiche,
1) o contiene un fascio (ellitlico) di piani (ed é irrazionale);
2) o ¢ rappresentabile punto per punto sulla varietd cubica di S,, ed
in questo caso é certo razionale se ha Vordine > 3.
Il teorema si estende alle varietd con pitt di 3 dimensioni.

2. — Data in 8, una varietda (di 3 dimensioni) W* a curve sezioni
ellittiche d’ordine # > 3, non contenente un fascio di piani, abbiam visto
che essa pud proiettarsi (da punti esterni) in una varieta di S, la quale
¢ alla sua volta proiezione d’una varietd normale V* d’ordine n di un
Sn+1: pel nostro scopo occorre ancora stabilire che la W e essa pure
proiezione della medesima varietd V” o di una ad essa proiettiva (occorre
cioe stabilire che la varietd normale V*, di cui ¢ data una proiezione,
resta cosi proiettivamente determinata); invero & soltanto a questo patto
che potremo affermare che un sistema lineare semplice di superficie ad
intersezioni variabili ellittiche in S; rappresentativo di W», & contenuto
in un sistema che rappresenta la varieta normale V*. La questione di
cui qui si tratta fa parte di una questione generale ahaloga a quella che
& stata risoluta dal sig. SEGRE per le curve e per le superficie rigate (%),
e da me per tutte le superficie (?). Non ¢ qui il luogo di trattare la que-
stione generale (che pure pud risolversi affermativamente): basterd che
trattiamo il caso che ci riguarda.

A tal fine occorre dimostrare che sopra una varieth W; d’ordine n
di 8,, proiezione della W,, una superficie d’ordine =, la quale appartenga
ad un sistema lineare di superficie contenente quello delle sezioni iper-
planari di W7, & la sezione di W7 (fuori della superficie multipla) con
una varietd aggiunta d’ordine » — 2: infatti cio significa che il sistema
delle superficie sezioni iperplanari di W» ¢ contenuto in quello delle
sezioni iperplanari della V" costruita nel precedente §.

Ora si osservi che la nostra superficie #, per le condizioni poste, sega

() Cfr. SEGRE, Sulle varieta cubiche dello spazio a 4 dimensioni ecc. (« Accad. di Torino,
Memorie », 1888). — Sulle varietd cubiche contenenti piani (¢ segnatamente su quella che ne

contiene 10) cfr. anche SEGRE, « Atti Accad. di Torino», 1887 e CASTELNUOVO, « Atti Istituto
Veneto », 1888-1891.

(°) «Math. Ann.» Bd. 33-34.

(®) Ricerche di geometria sulle superficie algebriche, « Accad. di Torino, Memorie », 1893 [questo
volume, V1. ’
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ogni curva C sezione piana di W} in un gruppo di # punti intersezione
di una curva d’ordine » — 2 aggiunta alla C (giacché le nominate curve
aggiunte determinano sulla C la serie completa contenente quella segata
dalle rette): facendo variare il piano della C per una retta generica di S,,
la nominata curva aggiunta descrive una varietd d’ordine » — 2 aggiunta
alla W7, di cul la F & sezione () c.d.d..

3. — Cid posto noi dobbiamo rivolgerci allo studio delle varietd nor-
mali V* d’ordine » > 3 di S,4; & curve sezioni ellittiche (non contenenti
un fascio di piani e perd) razionali: rappresentandole sopra S, punto per
punto, i sistemi di superficie rappresentativi (costituiti dalle immagini
delle sezioni iperplanari di V"), e quelli in essi contenuti, ci forniranno i
tipi richiesti. Per brevita parlando di una V" intenderemo che essa sia
una varietd soddisfacente alle condizioni enunciate.

Sebbene il procedimento adoperato sia il medesimo, conviene tener
distinto il caso delle varieta V" d’ordine » > 4 da quello delle V4.

Per quest’ultime si noti anzitutto che esse sono intersezione com-
pleta di due quadriche (varieta base di un fascio di quadriche). Invero
una quartica C sezione con un S; della V* & base per un fascio di super-
ficie quadriche di S;: un 8, per lo S§; sega V4 secondo una superficie F
(a sezioni normali) per la quale passano tante quadriche di 3 dimensioni
quante superficie quadriche passano per una sezione (!!), in altre parole
vi & una quadrica di S; contenente tanto la F quanto una superficie
quadrica per C in S,; variando lo S, per S; il luogo delle nominate qua-
driche di 3 dimensioni passanti per una stessa superficie di 2° ordine
di S; ¢ una quadrica di S; passante per la medesima superficie del
20 ordine e contenente la V*: la V* appartiene dunque alle quadriche
d’un fascio in S; ('2).

Se gli elementi (punti) di una di queste quadriche sono le rette dello
spazio ordinario, la ¥* ¢ un complesso quadratico di rette. La sua rap-
presentazione su S; ¢ nota (%).

Per ottenerla nel modo piu semplice si pud notare che ad una super-

(1°) Cfr. le mie Ricerche, 1. c., cap. 1I, § 1, pag. 22 [questo volume, pag. 541.

() V. le mie Ricerche, 1. c., cap. V, § 5, pag. 59 [questo volume, pag. 100].

(') Questa dimostrazione si estende ¢ permette in generale di stabilire che per una varieta
M di . dimensioni a curve sezioni normali (cogli S,_pq in S,) passano tante quadriche di S,
(linearmente indipendenti) quante quadriche di S,_;+1 Passano per una sua curva sezione gene-
rica. Pel caso della V¢ il fatto stabilito segue anche dall’osservazione che la V* vien proiettata
da un punto in una V? di S, (SEGRE, « Accad. di Torino, Memorie », 1. ¢.).

(**) Si veda 1’aggiunta del sig. KLEIN alla fine di una Nota Zur Theorie der algebraischen
Functionen mehrerer complexen Variabeln, del sig. NOETHER (¢« Gottinger Nachrichten », 1869);
cfr. pure CAPORALIL, Sui complessi e sulle congruenze di 2° grado, « Memorie dell’Accad. dei Lincei »,
1877-78.
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ficie F' sezione generica della V* (intersezione di due quadriche di 8,)
appartiene sempre almeno una retta (anzi 16 rette distinte se F non
ha punti doppi ed almeno 4 rette, distinte o no, per il punto doppio, se
la F' possiede un punto doppio): da una di queste rette a la F viene
proiettata univocamente sopra un piano, giacché due quadriche per la F
segano un piano generico per a, fuori di @, in due rette non passanti per
uno stesso punto di a, non essendo F rigata (4).

Percid proiettando la V* di S, da una tale retta ¢ sopra un S; (con-
tenuto nel suo S;) si ottiene la rappresentazione univoca della V* su S;.
In questa rappresentazione le immagini delle sezioni iperplanari della V*
sono le superficie cubiche L proiezioni delle sezioni stesse dal punto
comune ad @ e al loro iperpiano; le immagini delle quartiche sezioni
sono le quartiche proiezioni di esse da a; quindi le superficie cubiche L
hanno comune una quintica base %. In luogo di proiettare la V¢ da a
é lo stesso proiettarla prima da un punto O di ¢ in una V2 di 8,, e quindi
proiettare V2 su S; dal punto doppio corrispondente ad a. Si vede cosi
come alla retta a corrisponda nello S; rappresentativo una quadrica ¢
contenente la quintica & base pel sistema delle L (la quale pud even-
tualmente spezzarsi): si vede inoltre come al centro di proiezione O (che
¢ un punto generico di a) corrisponda una retta di questa quadrica che
insieme alla % costituisce una sestica intersezione della quadrica @ con
le superficie cubiche non spezzate costituenti il sistema rappresentativo
della V3.

Dunque:

a) la V* pud rappresentarsi su S; mediante il sistema lineare oo®
di superficie cubiche che ha una quintica base di genere virtua’e due,
intersezione parziale di una quadrica (spezzata o no) con una superficie
cubica non spezzata. Una tale quintica base individua sempre da sola
il sistema rappresentativo della V° (purché per certe degenerazioni molto
singolari di essa s’intenda convenientemente il passaggio per essa delle
superficie cubiche.)

4. — Procediamo a considerare le varietd V” d’ordine # > 4.
Una superficie F' sezione della V™ con un iperpiano generico & razio-
nale e pud rappresentarsi sul piano
1) o con un sistema lineare di cubiche avente 9 —n punti base
(n <9);
2) o, per » = 8, anche con un sistema lineare di quartiche con
due punti base doppi (%).

(1) Siffatta rappresentazione di una tale superficie F' & stata data dal sig. SEGRE, « Math.
Ann. », Bd. 24.

(*) DeL PE2Z0, Sulle superficie dello n° ordine vmmerse nello spazio di n dimensioni, « Cir-

F. ENRIQUES — Memorie scelle di Geometria, I. 9
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Le due specie di superficie F' corrispondenti ai due modi di rappre-
sentazione indicati, danno luogo a due specie di varietd V" (dove n < 9)
che diremo rispettivamente di 12 e 22 specie. _

Consideriamo dapprima le V" di 12 specie. E osserviamo anzitutto
che su V™ si pud scegliere (in infiniti modi) una curva irreduttibile C
d’ordine » — 3, razionale normale in §,_;, dalla quale 1a V" viene proiet-
tata univocamente sopra un §; (contenuto nello 8,4, di V*); basta infatti
considerare sopra una superficie F, sezione iperplanare generica di V=,
la cwrva C rappresentata da una delle co"* coniche del piano rappre-
sentativo di F passanti pei 9 —»n punti base delle cubiche immagini
delle sue curve sezioni; invero da una tale C la F viene proiettata uni-
vocamente sopra un piano, e quindi altrettanto avviene per ogni altra
sezione iperplanare generica di V" per essa. Si noti ancora che l'imma-
gine della cuwrva ( sul piano rappresentativo di ¥, su cui ¥ & rappre-
sentata per proiezione (da ('), deve esserec una conica irreduttibile se
n > 6 aftinché la € sia irreduttibile; invece per #» <6 ogni conica di
quel piano pei & —un punti base del sistema rappresentativo di F po-
trebbe essere spezzata in una retta fondamentale ed in un'altra retta
qualunque, dove quest'ultima rappresenterebbe una C irreduttibile su F.

Proiettando la 1" sopra un &; di 8,4, dalla curva € scelta su di essa,
si ottiene la rappresentazione punto per punto di V" su §;; le sezioni
iperplanari di }* per € vengono proiettate univocamente sui piani di S,;
le sezioni iperplanari generiche di V* vengono proiettate (ciascuna dagli
n — 3 punti che essa ha su C) in superficie cubiche L: le curve sezioni
di ¥, d’ordine », vengono proiettate da ¢ in curve d’ordine n inter-
sezioni variabili delle superficie cubiche L: tutte le L hanno dunque
commune una curva base & d'ordine 9 —n.

Nella stabilita rappresentazione di }'* su 8. alla eurva proiettante €
corrisponde in 8; una quadrica residua di ciascun piano rispetto al si-
stema delle L, la quale deve quindi contenere la curva base & del sistema;
qQuesta quadrica ¢ sega un piano generico di 8; (rappresentativo di una
sezione iperplanare per €) secondo una conica (immagine della C in
quanto appartiene a tale sezioue), percid se n > 6 essa ¢ certo irredut-
tibile tale essendosi supposta la €.

In un punto generico della ¢ vi & un §; tangente alla 17™"; per esso
e per la € passa un 8, che sega secondo uns retta lo 8; rappresentativo:
tall rette immagini dei punti generici di € appartengono alla quadrica @,
e la generane intieramente ove essa sia lrreduttibile: se invece la @ si
spezza in due piani (» < 6), uno di questi & il lnogo delle nominate rette,

colo Matematico @i Palermo », t. 1. Cfr. anche Guecta, Sulle riduzione det sistemi lineart di curve
ellittiche ece. (ibidem).
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I’altro corrisponde invece ad un punto doppio di V" su C, e poiché que-
st’ultimo piano & immagine di un punto su ¥, l'intersezione di esso colle
superficie cubiche L & fissa, ossia & una linea di 3° ordine facente parte
della curva base k, la quale adunque risulta d’ordine > 3. Questo fatto
(che si verifica anche considerando la rappresentazione d’una sezione
iperplanare di V" sopra il piano corrispondente di §;) prova nuova-
mente che se  si spezza, mentre C & irreduttibile, deve essere n < 6.
Il ragionamento va anche per n = 4.

Possiamo dunque affermare che:

proiettando una varietdh V* di 12 specie (n > 3) su S; da una sua
curva irreduttibile C razionale normale d’ordine » — 3, la varietd V»
viene rappresentata biunivocamente sullo S; mediante un sistema lineare
di superficie cubiche L aventi in comune una curva base k d’ordine 9 —n
appartenente ad una quadrica @: la ¢ puod spezzarsi soltanto per n < 6,
ed in questo caso uno dei piani in cui si spezza contiene una linea di
30 ordine facente parte di % (cioé base pel sistema delle L).

Se e quando la nominata curva % determini da sola (come curva base)
il gistema delle L, oppur no, e quali sieno i tipi di sistemi lineari di super-
ficie cubiche L rappresentativi di varietd V*, che ne derivano, & una
questione che verra trattata in una prossima Nota, dove sard presa in
esame anche la rappresentazione delle V® di 22 specie.



NotA IT.

« Rend. Ace. Lincei», s. 52, vol. ITI (1° sem., 1894),
pp- 536-543 (*)

1. = Procediamo alla determinazione di tutti i sistemi lineari di super-
ficie cubiche L ad intersezioni variabili ellittiche, che nascono dalla rap-
presentazione delle varietd normali V" d’ordine n >4, e di 12 gspecie,
ove la V* sia rappresentata proiettandola da una sua curva irreduttibile
razionale normale C d’ordine % — 3: tali sistemi sono completamente
definiti dal gruppo base perché rappresentativi di varietd normali.

B opportuno avvertire che i nominati sistemi non saranno tuéti i
sistemi di superficie cubiche rappresentativi d’'una V", ma ogni altro
sistema di superficie cubiche (o d’ordine diverso) rappresentativo di
una V" dovra ricondursi ad uno di essi con una trasformazione birazio-
nale dello spazio.

Inoltre se vorremo ottenere veramente sistemi tipici irreducibili fra
loro per una trasformazione birazionale dello spazio, dovremo vedere se
le differenze nei sistemi ottenuti dalla proiezione indicata di varieta V=,
provengano da differenti proprieta proiettive delle V™ stesse, o dalla
differente scelta della curva proiettante C su di esse. Nel 20 caso si dovra
considerare uno solo degli ottenuti sistemi di superficie L come il tipo
di una classe di sistemi di superficie ad intersezioni ellittiche (di dimen-
sione n-+1 e grado m).

2. — Premettiamo alcuni lemmi.
10 lemma. Sopra la varietd di 12 specie V", per una sua curva gene-
rica irreduttibile O razionale normale d’ordine n — 3,
0 non passa alcun S,_, segante V* secondo una superficie,
0 passa un S,, segante V" secondo una superficie d’ordine n — 3.

(*) Nota presentata dal Socio L. CREMONA nella seduta del 2 giugno 1894.
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Nel 20 caso gli iperpiani per lo S,-, segano V» (fuori di esso) secondo
rigate cubiche normali (ciascuna in un §,).

Invero poiche lo S, ; della C non sega ulteriormente V*, ove esista
una superficie su V, giacente in un §,_, per O, essa sega lo S, di C
secondo la C e perd ha ordine uguale ad n — 3; altrimenti quest’ordine
(< n) sarebbe multiplo di » —3 (dove n > 4), onde sarebbe n =15 e
gli iperpiani per lo S,—, segherebbero su V* infiniti piani (cid che & as-
surdo). Analogamente si vede che per ¢ non possono passare due S,—.
seganti V" ciascuno secondo una superficie d’ordine n — 3, perche lo S,
da essi determinato segherebbe V" secondo una superficie (composta)
d’ordine (<< n uguale a) 2(n — 3) (dove n > 4) onde n = 5, e su V" si
avrebbe un fascio di piani.

Infine se su V* vi ¢ una superficie d’ordine » — 3 in un S, per C,
gli iperpiani per essa segano V" (fuori dello S,-,) secondo superficie
cubiche ciascuna normale in un 8, (quindi rigata): in caso opposto sopra
una superficie sezione di V* (superficie razionale normale a sezioni ellit-
tiche in S,) si avrebbero infinite cubiche piane, cid che & assurdo ().

3. — 20 lemma. Proiettando una varietd V" di 12 gpecie da una sua
curva C (irreduttibile, razionale normale d’ordine » — 3) sopra un Sj,
il sistema delle superficie cubiche L ottenute come immagini delle sezioni
iperpianali di V*»

1) & determinato dalla curva base K (d’ordine 9 — %) e non ha
punti base doppi, se per C non passa un S,_, segante V" secondo una
superficie;

2) nel caso opposto ha, oltre la curva base K, un punto doppio O
(7 —n + p)-plo per la K dove o = 0, 1, 2: in ogni piano per O vi sono
allora ¢ punti base .per le L infinitamente vicini ad O.

Suppongasi che il sistema delle L non sia determinato dalla curva
base K: (allora poiché esso ¢ determinato dal gruppo base rappresen-
tando una varietd normale), vi & almeno un punto base per le L che
impone ad esse nuove condizioni non espresse dal passaggio per K: un
tal punto puod essere

1) un punto base (multiplo cio¢) doppio per le L la cui moltepli-
citd non risulti dal passaggio per esso della K;

2) un punto base per le L fuori di K;

3) un punto base semplice per le L e per K nel quale sia assegnata
una tangente diversa dalla tangente in K e quindi sia fissato il piano
tangente alle L;

(*) Invero si proietti la superficie in una del 4° ordine in S,; ese su questa vi & una cubica
piana, vi sono anche infinite rette sezioni degli S; per essa.
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4) un punto base O doppio per le L la cui molteplicita risulti dal
passaggio per esso di K, ma in cui sia assegnata una ulteriore tangente
per le L (allora K avra in O un punto triplo o quadruplo e nell’ultimo
caso, possibile soltanto per n» = 5, 1'ulteriore tangente fissera il cono
quadrico tangente in O alle L).

Allora i piani per O sono immagini di superficie sezioni parziali di
V» d’ordine < », e quindi per C passa un S,-,, ecc..

Alla stessa conclusione si perviene supponendo I’esistenza d’un punto O
base doppio per le L che sia conseguenza della curva base K, osservando
che un tal punto O deve esser triplo o quadruplo per la K e che 'ultimo
caso (possibile solo per n = 5) deve escludersi giacché 4 rette per un
punto non possono costituire la curva base K determinante da sole un
gistema oo® di L (passando per essa oo’ superficie cubiche).

Cosi & stabilita la 12 parte dell’enunciato.

Per stabilire 1a 22 si noti che lo S,—, per C segante V" secondo una
superficie (supposto esistente) determina sullo S§; rappresentativo un
punto O siffatto che ogni piano per O é immagine d’una rigata cubica
normale su V": sopra un tal piano le L segano dunque un sistema di
cubiche avente un punto base doppio e due semplici; il punto base
doppio (¢ fisso al variare del piano per O ossia) cade in O, infatti dal-
Yipotesi opposta si trarrebbe che esso descrive una retta base doppia
per le L e ne seguirebbe che le intersezioni variabili di due L (immagini
di curve sezioni di V") sarebbero razionali, non ellittiche come si suppone.

Segue che il punto O & doppio per le L e (7 —n+p)-plo per la curva
base K dove ecc., come € stato enunciato.

Osservazione. — Giova inoltre notare che se ¢ = 1, il punto O & bi-
planare per le L e si ha in esso un piano osculatore fisso; questo si stacca
dalla quadrica @ residua di ciascun piano rispetto al sistema delle L,
quindi (Nota I, § 4) uno dei piani componenti ¢ contiene una cubica
piana facente parte di K, e si ha n <6.

4. — I precedenti lemmi fissano i limiti della discussione che dobbiamo
. compiere: vi sono 4 casi da esaminare per ogni valore di =, cioé il caso
in cui il sistema delle L & determinato dalla curva base K, e quello in
cui vi & inoltre un punto base doppio per le L e (7 —n)-plo, o
(8 —n)-plo, o (9 —n)-plo per la K (d’ordine 9 — n).
Cominciamo dall’ultimo caso che da luogo a soluzioni del problema
per ogni valore di n (< 9).

b) La curva base K si compone di 9 —n rette per un punto base
doppio O nel quale é assegnato il cono quadrico tangente alle super-
ficie cubiche L. )

Da questa condizione nasce effettivamente (pern = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)



LE CUI INTERSEZIONI VARIABILI SONO CURVE ELLITTICHE 135

un gsistema co"+! di superficie cubiche L rappresentativo d’una V», e
per n > 3 nasce dalla effettuata proiezione della ¥V da una sua curva C:
per n =4 il sistema rientra come caso particolare in quello a) del § 3,
Nota I. La varietd V" cosi rappresentata & un cono cioé ha oo? rette per
un punto, aventi per immagini le rette per O dello S; rappresentativo:
lo si verificherd osservando che la sezione con ¥ di un iperpiano per
una tal retta ¢ un cono giacch¢ una L contenente una retta generica
per O (nello S; rappresentativo) &€ un cono cubico. Parimenti & facile
vedere che proiettando un cono V" da una qualunque sua curva ¢ (d’or-
dine n — 3 ece.) si ottiene sempre come sistema rappresentativo di V=
il sistema b) (2).

Infine si osservi che il cono quadrico tangente in O alle L ¢ la qua-
drica @ residua di ciascun piano rispetto al sistema, quindi pud supporsi
irreduttibile (tale essendo la C) per » > 6 (Nota I, § 4).

5. — Escludendo le V" che sono coni, restano ancora 3 casi da esa-

minare partitamente per ogni valore di n.
¢) Sia n = 5. La curva base K si supponga una quartica di 2% specie
(genere 0).

Si ha cosi effettivamente 1'unico sistema oo® di L rappresentativo
d’una V3, che sia determinato dalla quartica base, giacche questa deve
appartenere ad una quadrica residua di ciascun piano rispetto al sistema:
un tal gistema nasce effettivamente rappresentando V" mediante una
proiezione come & stato indicato.

Sotto la condizione di essere di 22 specie la quartica K pud degene-
rare, ma debbono escludersi (cioé non nascono dalla indicata proiezione
di una tale V%) i casi in cui la K porti esistenza d’un punto base doppio
per le L (2° lemma, § 3) ().

Le varietd V5 rappresentate dal sistema ¢) non sono coni: dico che
inversamente ogni V*® che non & un cono pud rappresentarsi con un
gistema c¢).

Si congideri la rappresentazione di una V3 che non & un cono me-
diante la proiezione indicata da una C.

Se il sistema rappresentativo di L non & quello ¢), le L avranno un
punto base doppio O (7 — 5 + p)-plo per la curva base K, dove p =0, 1
(per p =2, ¥V* & un cono). Allora si consideri un piano generico per O,
ed in esso una conica generica (irreduttibile) passante per O e per gli
altri due punti base del sistema di L nel piano (uno dei quali & forse
infinitamente vicino ad O).

(?) Donde segue subito la sua irreducibilitd agli altri che verremo trovando.
(*) Basta per cid che la K si componga di 3 rette per un punto ed un’altra retta inci-
dente ad una delle prime tre fuori del punto.
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Questa conica y rappresenta una conica su V" per la quale non passa
una quadrica a due dimensioni (contenuta in V*), giacché la y non appar-
tiene ad una quadrica per K n¢ ad un particolare piano per O, cui cor-
risponda su V% una quadrica. Proiettando V® da una tale sua conica
su 8;, si rappresenta dunque V°® mediante un (particolare) sistema e¢)
(2° lemma, § 3).

6. — Sia n = 6. Escludendo i coni V¢ (gia esaminati), sul sistema
rappresentativo della V¢ (proiettata da una sua curva C su §;) si pos-
sono fare le tre ipotesi (§ 3):

d) La cubica base K determina da sola ilsistema delle L, e pero anche
una quadrica @ residua di ciascun piano rispetto al sistema, quindi si
compone di 3 rette sghembe.

Nasce cosi effettivamente un sistema oo’ di L rappresentativo d’una V¢,
ove la V*® gia stata proiettata ece..

d') 11 sistema delle L ha (oltre la curva base K) un punto base
doppio O, che & semplice per la cubica base K. Allora questa K ¢ una
cubica gobba appartenente alle oo? quadriche residue dei piani per O
rispetto al sistema delle L (non ad oo® quadriche).

Nasce cosi effettivamente un sistema oo’ rappresentativo d’una Ve
proiettata da una sua cubica C.

d") 11 gistema delle L ha (oltre la curva base K) un punto base
doppio O, che ¢ pure doppio per la cubica base K; ed inoltre le L hanno
in O (punto biplanare) un piano osculatore fisso. Allora (§ 3, Osservazione)
la K & una cubica piana (certo non appartenente al piano osculatore).
Un siffatto gruppo base determina effettivamente un sistema oo’ di L
rappresentativo d’una V¢, e nascente dalla proiezione di V¢ da una sua
cubica C.

I sistemi d), d'), d") sono irreducibili fra loro, perché¢ le V¢ rappre-
sentate sono proiettivamente distinte. Per convincersene basta notare
che nel 1° caso non si hanno mai reti (*) di rigate cubiche su V¢; nel 2°
esistono due reti, e una superficie rigata d’una rete compone una sezione
iperplanare di V¢ insieme ad una superficie rigata dell’altra, non mai
insieme ad una superficie della stessa rete; nel 3° caso la V¢ possiede
una sola rete di rigate cubiche, dove due rigate compongono un2 sezione
iperplanare di Ve.

7. — Sia n > 6. Notando che una curva base d’ordine < 3 non pud
mast individuare una quadrica che la contiene, né quindi un sistema oco™*!

(*) Col nome di rete di superficie designamo (come di solito) un sistema lineare co? di super-
ficie sulla varietd (per due punti generici di questa passa una superficie della rete).
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di L, e ricordando l’osservazione posta in fine al § 3, si ha che, esclu-
dendo i sistemi rappresentativi di coni, ¢ da esaminare soltanto il caso
dei sistemi di L con punto base doppio (7 — n)-plo per la curva base K.

B quindi n< 7 ossia n = 7. ’

e¢) Il sistema oo® di superficie cubiche L con conica base e punto

base doppio fuori di esso (unico sistema che nasce dall’ipotesi precedente),
rappresenta effettivamente una V7 che non ¢ un cono, ove questa sia
proiettata ecc.. In esso la conica base & irreduttibile tale essendo la curva
proiettante C, perché (per » > 6) & irreduttibile la quadrica S residua
di ciascun piano rispetto al sistema, cio¢ il cono quadrico proiettante
da O la conica.

Il nominato sistema di L si riconduce con una trasformazione qua-
dratica al sistema delle quadriche passanti per un punto.

Per n > 7 le varieta ¥ di 12 specie sono coni.

\

Cosl & esaurito I’esame delle varieta normali V* di 12 specie.

8. — Rimane ora la considerazione delle varieta V*® di 22 specie, pre-
cedentemente escluse (°).

Ad una superficie sezione iperplanare generica di V& appartengono
oo® quartiche razionali normali da ciascuna delle quali la superficie puod
proiettarsi univocamente sopra una quadrica. Scegliamo sopra una sezione
iperplanare generica della V® (di 22 specie) una siffatta quartica irre-
duttibile C ed un punto P fuori di essa: lo S; determinato da P e da C
non sega la V® fuori di C e di P, e da questo S; la V® pud proiettarsi
univocamente sopra un S;. Con cid si otftiene una rappresentazione
della V& su 8, nella quale le immagini delle sezioni iperplanari di V®
sono superficie del 4° ordine L (ciascuna proiezione della corrispondente
sezione generica dai 4 punti comuni ad essa sezione e a C) seganti sopra
un piano generico un sistema di quartiche con due punti base doppi
(rappresentativo di una superficie sezione di V*® con un iperpiano per
lo 8; proiettante); il sistema delle L ha dunque una conica base doppia K
(irreduttibile o no): le curve sezioni di V® vengono proiettate in curve
dello stesso ordine 8, intersezioni variabili di due L, onde il sistema
delle L non ha altre curve base. E poi facile vedere che il piano della
conica K é il piano immagine del centro di proiezione P: invece alla
quartica proiettante C corrisponde un cono quadrico irreduttibile @,

(%) Nel citato lavoro del sig. DEL PEzzo (v. Nota I) si trova considerata la V& di 22 specie
rappresentata su S; dal sistema delle quadriche (e qualche altra V" di 1* specie costruita par-
tendo da particolari sistemi di superficie cubiche compresi tra quelli da noi enumerati): ivi &¢ pure
enunciato (senza dimostrazione) che la V® di 2@ specie & scmpre rappresentabile col sistema delle
quadriche di S;; questo fatto si troverd dimostrato in qucsto §, escluso che la V8 sia un cono, restri-
zione che evidentemente il detto autore ha tacitamente supposta.
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quello corrispondente alla C nella rappresentazione (mediante proie-
zione da C) della V7 proiezione di V® da P su un Sg (§ 7).

Se si stacca il piano della conica doppia dalle superficie quartiche L,
si ha un sistema di superficie cubiche rappresentativo appunto della
nominata V7 (proiezione di V¢ da P su un S;); questo sistema & costi-
tuito dalle superficie cubiche con un punto base doppio O e la conica
base K, la quale o non passa per O ed ¢& irreduttibile, o si spezza in due
rette per O; in questo 2° caso il cono quadrico @ & il cono tangente nel
punto doppio a tutte le superficie cubiche.

12 ipotesi. Il punto O non appartiene alla conica K e quindi nem-
meno al piano « di essa.

Allora esso ¢ doppio per le L come pel sistema residuo rispetto al
sistema di esse del piano .

Si ha il tipo:

e') Per n = 8, il sistema delle superficie quartiche con conica base
doppia e punto base doppio fuori di essa: questo sistema si riconduce
con una trasformazione quadratica al sistema di tutte le quadriche, ed
¢ effettivamente rappresentativo di una V® di 22 specie (non cono).

2% jpotesi. 11 punto O appartiene alla conica K che & in tal caso spez-
zata in due rette per 0. Il punto O & base triplo pel sistema delle super-
ficie quartiche L, giacche staccando il piano « per esso, risulta doppio
per le superficie cubiche residue: in O tutte le L hanno (oltre al piano «)
lo stesso cono quadrico tangente ¢ (irreduttibile). Si ha cosi il tipo:

¢") Per n =28, il sistema delle supefircie quartiche L con punto
base triplo, per esso due rette base doppie (distinte o no) ed in esso anche
lo stesso cono quadrico tangente irreduttibile (oltre la piano delle due
rette). Si determina cosi un effettivo sistema oo® rappresentativo di una
V® di 22 gpecie contenente oo? rette, che (colle considerazioni del § 4)
si vede essere un cono (°).

4. — Esaurito cosi 'esame delle varietd normali V" (n > 3) in ordine
alla loro rappresentazione su S, riferendoci alle cose dette nei §§ 1, 2
della Nota I, possiamo enunciare il teorema:

I sistemi lineari semplici di superficie algebriche le cuiintersezioni varia-
bili sono curve ellittiche, ¢ dove tre superficie generiche s’incontrano in piv
di 3 punti variabili (cioé sistemi di grado > 3), si possono ricondurre con
una trasformazione birazionale dello spazio ad uno dei seguenti sistemi
lineari tipici, di grado n e di dimensione n—+1, o ad un sistema contenuto

(%) Che ogni 7® di 2* specie, la quale non sia un cono, possa rappresentarsi col sistema delle
quadriche e'), pu¢ anche vedersi considerando gli iperpiani per una sua quartica C tangenti ad
essa in due punti di C: le sezioni si spezzano in superficie di VERONESE ed (¢ facile provarlo) si
ottiene un sistema omoloidico di tali superficie su ¥*, onde ecc..
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in uno di questi:
per n =4,

1) il sistema oo di superficie cubiche determinato da wna quintica
base di genere due (che pud degenerare) intersezione parziale d’una quadrica
e d'una superficie cubica;

per n=25,6,1738,9,

2) il sistema oo"t* di superficie cubiche determinato da un punto doppio
base, in esso il cono quadrico tangente fisso (che puo supporsi irreduttibile
per m > 6) e su questo 9 —mn retle base (questo sistema, rappresentativo
dun cono, per n = 4 rientra nel 1° tipo);

oppure: per m =25,

3) il sistema oof di superficie cubiche senza puniti base doppi deter-
minato da una quartica di 22 specie (che pud spezzarsi);

per n =6,

4) il sistema oo” di superficie cubiche determinato da 3 rette base
sghembe;

5) il sistema oo di superficie cubiche determinato da un punio base
doppio ¢ da una cubica gobba base passante semplicemente per esso (cubica
che pud degenerare);

6) il sistema oo di superficie cubiche determinato da un punto base
biplanare, in esso un piano osculatore fisso, e una cubica piana base avente
in esso un punio doppio (cubica che pud degenerare);

per n =17, 8,

7) il sistema (co® 0 oo°) delle quadriche con un punto base semplice
o senza punti base;

per n =28 anche

8) il sistema oo® delle superficie quartiche con punto triplo base, due
rette base doppie per esso, ed in esso (oltre al piano delle due rette) lo stesso
cono quadrico tangente irreduttibile (sistema rappresentativo d’un cono .di
2% gpecie).

Questi sistemi tipici irreducibili fra loro sono nel caso generale i rap-
presentanti d’ordine minimo di ciascuna classe: racchiudono come casi
particolari tutti i sistemi di quadriche con punti base semplici.



VIIL
SUI FONDAMENTI
DELLA GEOMETRIA PROJETTIVA

« Rend. Ist. Lomb. di sc., lett. ed arti», s. 2%, vol. XXVII (1894),
pp. 550-567

A fondamento della geometria projettiva stanno due ordini di con-
cetti, cui si collegano due gruppi di postulati. Appartengono al primo
gruppo i postulati relativi alla retta ed al piano necessari per poter
parlare di projezioni e sezioni, ecc., cioé i postulati della geometria di
posizione (intesa in senso ristretto). Essi sono stati ampiamente discussi,
sia in quanto occorre alla geometria di posizione dello spazio ordinario
(PAscH, PEANO, LINDEMANN (1)) sia (generalizzando) anche in quanto si
riferisce a quella degli spazi S, ad » dimensioni (VERONESE, AMODEO,
FANO (%)); dimodoché le questioni che si riferiscono al nominato gruppo
di postulati possono ritenersi esaurite.

Ma i postulati cui ho alluso non bastano a fondare tutta la geometria
projettiva, bensi soltanto a stabilire dei teoremi relativi alle configura-
zioni, come quello dei triangoli omologici (supposto n > 3), a parlare di
gruppi armonici, ecc. :

Quel complesso di postulati che permette di passare dai teoremi pre-
cedentemente accennati al teorema fondamentale della projettivita o, cio
che & lo stesso, alla rappresentabilita dei punti dello spazio mediante
coordinate projettive, si riferisce ad un ordine di concetti essenzialmente
distinto dal primo, ordine di concetti che (a mio avviso) deve conside-
rarsi come il fondamento di una teoria della connessione intesa in un senso
pitt generale. Non vi & qui differenza di procedimento pel caso in cui si
vogliano estendere le considerazioni a spazi aventi pit di tre dimen-

() PaScH, Vorlesungen iiber neuerc Geometric, Leipzig, 1882; PEANO, Principt di geomelria
- logicamente esposti, Torino, Bocca, 1889 ; CLEBSCH-LINDEMANN, Vorlesungen iitber Geomelrie, Licipzig,
1891.
(*) VERONESE, Fondamenti di geometria a pitt dimensioni, ecc., Padova, 1891; AMODEO,
« Accad. di Torino », 1891; FaNoO, « Giornale di Battaglini », 1891.
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sioni, giacch¢ é essenzialmente della retta e della distribuzione dei punti
su di essa che qui si tratta.

Di questo secondo gruppo di postulati e degli svolgimenti cui essi
conducono si occupano anzitutto i lavori dei sigg. KLEIN, DARRBOUX,
Dx PAoris, PASCH (), i quali danno dei fondamenti della geometria projet-
tiva una trattazione pienamente rigorosa; in tali lavori perd si fa uso
del concetto (metrico) di grandezza di segmento, cid che in un indirizzo
puro sembrerebbe desiderabile evitare; d’altra parte (come si vedra) si
pud ottenere con tale esclusione uno svolgimento pit semplice e naturale
del soggetto.

I sigg. AamoDEO e FANO (*) occupandosi dei fondamenti della geo-
metria projettiva negli iperspazi si sono proposti appunto 1’esclusione
di ogni concetto non projettivo; perd l'indirizzo da essi seguito ¢ alquanto
diverso da quello a cui intendiamo di attenerci, specialmente per ciod
che, mentre i due egregi autori si propongono di stabilire un qualunque
sistema di ipotesi capace di definire uno spazio lineare al quale siano
applicabili i resultati dell’ordinaria geometria, noi cerchiamo qui di sta-
bilire i postulati desunti dall’intuizione sperimentale dello spazio che si
presentano pitt semplici per definire 'oggetto della geometria projet-
tiva (%).

In questo ordine di idee e chiaro che non sarebbe conveniente intro-
durre come postulato «'esistenza sulla retta d’una serie armonica non
rientrante in se stessa » seguendo la via indicata dal signor FANo, mentre
possiamo accogliere 1 concetti relativi ai possibili ordinamenti naturali
dei punti della retta (o degli elementi d’una forma di 12 specie) che si
sono presentati al signor AMODEO e (incidentalmente) anche al signor
FaAno. Non mi pare perd che di tali ordinamenti si sieno enunciate tutte
le proprietd occorrenti, cioé non ¢ stato osservato come sieno legati I'uno
coll’altro i vari ordini naturali dei punti d’una retta (mediante permu-
tazioni circolari: cfr. i §§ 3, 7).

In questo lavoro, riassunte rapidamente le nozioni preliminari della
geometria di posizione e dopo avere sviluppato i concetti relativi ai nomi-
nati ordini naturali e alla disposizione circolare naturale che essi for-

(®*) KLEIN, « Math. Ann. », Bd. 6, 7; DARBOUX, ¢ Math. Ann. », Bd. 17; DE PPAoLIS, « Mcmorie .

Accademia dei Lincei », 1880-81; PascH, 1. c.

(%) Cfr. i lavori citati. Della trattazione del sig. VERONESE uon ¢ il luogo di parlare a questo
proposito percheé in essa si consegue il fine piu geuerale di stabilire i fondamenti di tutta la geo-
mefria e non soltanto della geometria projettiva.

(°) Non intendiamo per altro di introdurre di quei concetti intuitivi niente piu che le loro
relazioni logiche, sicché la geometria cosi fondata pud ancora ricevere una infinita di interpreta-
zioni ove all’elemento « punto » di essa si attribuisca un arbitrario significuto. Ci sembra soltanto
che I’origine sperimentale della gecometria non debba essere dimenticata nella ricerca delle ipo-
tesi su cui essa & fondata.
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mano (§§ 3, 4, 5, 6), ammetto che ad esse competa il carattere projettivo
(e basta introdurre un postulato piu limitato: cfr. § 7) e deduco che
«in una forma di 12 specie il quarto, armonico D dopo 3 elementi ABC
¢ distinto da essi e insieme a C separa AB». La prima parte di tale pro-
posizione (che si suppone generalmente nella dimostrazione della seconda)
non segue dal gruppo dei postulati della geometria di posizione (°).

Successivamente introduco il postulato della continuitd (equivalente
~a quello di DEDEKIND) e ne traggo la dimostrazione d’un teorema rela-
tivo agli elementi uniti d’una corrispondenza biunivoca ordinata in una
forma di 1* specie. Su questo teorema si fonda la dimostrazione del teo-
rema fondamentale della projettivita fatta secondo il concetto di STAUDT (7).
Un corollario del detto teorema permette anche di stabilire le note pro-
prietd delle projettivita ed involuzioni concordi e discordi, ecc.

Infine espongo alcune considerazioni (che credo nuove) relative alla
dimostrazione a priori della legge di dualita nelle forme di 23 specie.

Prime proposizioni della geometria projettiva.

1. — I postulati relativi al piano e alla retta conducono alle seguenti
proposizioni fondamentali che enunciamo, raggruppate, facendo uso delle
denominazioni ordinarie di forme di 12, 22 e 32 specie.

I. In una forma di 3% specie due elementi determinano una forma
di 12 specie cui appartengono.

II. In una forma di 32 specie un elemento ed una forma di 12 specie
che non si appartengono determinano wuna forma di 22 specie a cui
appartengono.

III. A questa forma di 22 specie appartiene sempre la forma di
12 specie determinata da due elementi di essa.

IV. In una certa forma di 12 specie vi sono infiniti elementi.

Segue che: In ogni forma di 12 specie vi sono infiniti elementi, in
ogni forma di 28 gpecie infinite forme di 12 specie, ecc.

La proposizione IV non & subito necessaria percheé (come ha avver-
tito il signor FAxo0) lo sviluppo dalla prima parte della geometria di posi-
zione & indipendente da tale ipotesi; ma occorrendo essa in seguito I’ab-
biamo posta subito per semplicita.

(%) Spetta al sig. FaNo (1. c.) I’acuta osservazionc di tale lacuna nelle ordinarie trattazioni
dei fondainenti della geometria projettiva, tantoché 1’autore propone di introdurre come postu-
lato «1’esistenza di un gruppo armonico composto di 4 punti distinti »: questo diventa per noi
un teorema dopo avere introdotto i postulati relativi agli ordini naturali dei punti d’una retta.

(*) Cfr. in particolare le¢ note aggiuntive del sig. PIERI alla traduzione italiana della Geonetrie
der Lage.



144 VIII. SUI FONDAMENTI DELLA GEOMETRIA PROJETTIVA

Dalle proposizioni enunciate segue la possibilita di parlare di proje-
zioni e sezioni, il teorema dei triangoli omologici, ecc., dal quale si deduce
la definizione di gruppo armonico in una forma di 12 specie (col quadran-
golo o quadrilatero, ecc.) in modo che sussistono i:

Teoremi. Tre elementi ABC di una forma di 12 specie determinano
un quarto elemento D (che pud forse coincidere con uno dei tre) il quale
compone con essi un gruppo armonico (ABCD).

Ogni projezione o sezione di un gruppo armonico ¢ un gruppo armonico.

La questione «se in un gruppo armonico il quarto armonico sia di-
stinto dai primi tre» equivale all’altra «se i tre punti diagonali di un
quadrangolo completo appartengano ad una retta o no». La questione
resta per ora insoluta sebbene la cosa rimanga decisa appena si sappia
quello che avviene in un caso particolare (cfr. Fano, 1. ¢.). La soluzione
verra data nel § 8.

2. — Due forme si diranno riferite fra loro se gli elementi dell’una si
pensano associati a quelli dell’altra in una corrispondenza biunivoca.
Se due forme di 12 specie vengono riferite fra loro mediante un numero
finito di projezioni e sezioni esse si diranno projettive.

Si ha pel 2° teorema del precedente paragrafo:

Se due forme di 12 specie sono projettive, ad ogni gruppo armonico
dell’una corrisponde un gruppo armonico dell’altra.

Inversamente sorge la questione:

Se due forme di 12 specie sono riferite fra loro in modo che ad ogni
gruppo armonico dell’una corrisponda un gruppo armonico dell’altra,
saranno esse projettive?

Adottiamo provvisoriamente il nome di corrispondenza biunivoca
armonica per quella (tra due forme di 12 specie) che conserva i gruppi
armonici. Allora la soluzione affermativa della questione dipende, come
& noto, dal teorema fondamentale: « Una corrispondenza biunivoca armo-
pica tra due forme di 12 specie sovrapposte, avente tre elementi uniti
(coincidenti cogli omologhi), & identica ». Infatti di qui segue che «esiste
al pilt una corrispondenza armonica tra due forme di 12 gpecie in cui a
tre elementi dell'una corrispondono tre elementi dell’altra » e, poiché si
costruisce facilmente una projettivitdh soddisfacente a tali condizioni,
segue che « tale projettivita ¢ unica, ossia & la corrispondenza armonica
individuata dalle tre coppie di elementi omologhi», ecc.

Dovremo dunque occuparci di stabilire il teorema fondamentale sotto
la forma sopra enunciata. Ma per questo occorre invocare nuovi con-
cetti ed i relativi postulati.
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La disposizione circolare degli elementi

d’una forma di 12 specie. - Ordini, segmenti, ecc.

3. — Postulato V. In una (certa) forma di 1* specie a si pud stabi-
lire un ordine degli elementi in modo che:

1) dati due elementi B, C, I'uno dei due p. es. B precede Paltro C
(ed allora C segue B);

2) se B, 0, D sono tre elementi della forma tali che nel dato or-
dine B precede C e C precede D, sempre B precede D;

3) esiste un primo elemento A che precede ogni altro;

4) tra due elementi B, C che si susseguono nel dato ordine esiste
sempre un elemento intermedio cioe precedente a C e conseguente a B
(esistono quindi infiniti elementi intermedi fra B, C);

~ 5) non esiste alcun wltimo elemento che consegua ad ogni altro
nel dato ordine (8).

I1 post. V comprende il IV.

Indichiamo con (A4) Vordine degli elementi che si suppone stabilito
in una data forma di 12 specie a.

Possiamo dedurre ’esistenza di un altro ordine (4’) in a soddisfa-
cente alle medesime condizioni enunciate ed avente ancora A come primo
elemento: tale ordine si ottiene da (4) ove si convenga di dire:

1) che un elemento B diverso da A segue C in (4') se lo precede
in (4) [e quindi C precede B in (A4')];

2) che A precede in (A’) [come in (A)] ogni elemento della forma.

L’ordine (A') cosi costruito si dird inverso di (4): parimente (4) &
inverso di (4').

In un altro modo possiamo dedurre da (4) (e analogamente da (4'))
infiniti altri ordini della forma « soddisfacenti alle condizioni poste, ed
in ciascuno assumere ad arbitrio un elemento B diverso da A come primo
elemento. Basta infatti considerare ’ordine (B) di a che nasce colla con-
venzione seguente:

1) si chiami B primo elemento di (B);

2) se O, D sono due elementi ambedue seguenti B in (4) si dica
che O precede D in (B) (o viceversa) se cosi avviene in (4);

3) se C, D sono due elementi ambedue precedenti a B in (4) si
dica che C precede D in (B) (o viceversa) se cosi avviene in (4);

(®) Tale postulato si pud desumere dal concetto intuitivo dell’ordine in cui si succedono i
punti d’una retta ove si consideri come generata in uno dei due sensi da un punto mobile che

la descrive partendo dal punto all’infinito; questo punto si copsidererd ¢uindi come il primo nel
detto ordine.

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, I. 10
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4) se C, D sono due elementi di cui 'uno precede B in (4) e laltro

lo segue, si dica che C segue D in (B) se lo precede in (4) (e viceversa).

L’ordine (B) che nasce da (4) nel modo indicato si dira dedotto da (A)

mediante la permutazione circolare che porta A in B. Analogamente da (B)
si deduce (4) colla permutazione circolare che porta B in A.

Allora si pud dimostrare:

10 Lemma. Se B, C sono due elementi di a diversi da A4, operando
su (4) la permutazione circolare che porta 4 in B, e sul nuovo ordine (B)
la permutazione circolare che porta B in C, si ottiene in a I'ordine (C)
che nasce da (A4) colla permutazione circolare che porta A4 in C.

20 Lemma. Se B & un elemento di e diverso da A, mediante la per-
mutazione circolare che porta A in B applicata all’ordine (A’) inverso
di (A), si deduce da questo I’ordine (B’) inverso di (B).

Si considerino tutti gli ordini che nascono da (4) colle permutazioni
circolari che portano A in un qualunque elemento di a, diremo che essi
formano un senso di disposizione circolare della forma a, generato dal-
Tordine (A4); diremo ancora che ognuno degli ordini cosi ottenuti appar-
tiene al detto senso (oppure ha il detto senso, & contenuto in esso).

In forza del 1° lemma il senso di disposizione circolare ¢ generato
egualmente partendo da ognuno degli ordini che gli appartiene.

In forza del 2° lemma tutti gli ordini inversi 2 quello del detto senso
formano il senso di disposizione circolare generato dall’ordine (4’) in-
verso di (4); tale senso si dira inverso dell’altro.

L’insieme di tutti gli ordini componenti i due sensi della forma a si
denominerd disposizione circolare di a. Cosi si pud enunciare il

Teorema. Nella forma di 12 specie a esiste una disposizione circolare
degli elementi che ha due sensi, 'uno inverso dell’altro, in modo che:

1) dato un qualunque elemento B di a esiste un ordine apparte-
nente ad uno dei due sensi ed avente B come primo elemento, il quale
ordine soddisfa alle condizioni enunciate nel postulato V;

2) due ordini degli elementi della forma aventi lo stesso senso si
deducono I'uno dall’altro con la permutazione circolare che porta il primo
elemento dell’uno al posto del primo elemento dell’altro;

3) i due ordini aventi senso inverso e lo stesso primo elemento sono
I'uno inverso dell’altro.

4. — Per brevita designeremo col nome di « ordine della forma a » uno
qualunque degli ordini appartenenti ad una fissata disposizione circolare
che gode le proprietd enunciate nel teorema del precedente paragrafo,
la quale & possibile stabilire in forza del postulato V: inoltre con (4)
designeremo uno degli ordini avente 4 come primo elemento.

Sieno ABCD... tanti elementi della forma . In un ordine (#) di
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questa, essi si susseguono secondo una certa permutazione ABCD....
Eseguendo una permutazione circolare su (P), gli elementi ABCD... o
si susseguono ancora nello stesso modo, o si permutano ecircolarmente
(come segue dalla definizione): invertendo 1'ordine (P) s’inverte soltanto
la permutazione degli elementi ABCD... o si inverte e si eseguisce su
di essa una permutazione circolare (essendo P uno degli elementi del
gruppo).

Diremo che pitt elementi ABCD... si susseguono nell’ordine secritto
(o costituiscono un gruppo di elementi susseguentisi) se esiste un ordine
di a nel quale essi si susseguono nel modo indicato. Allora segue:

Tre elementi ABC della forma di 12 specie ¢ in un ordine arbitrario
sl susseguono sempre.

Dicendo senso della terna ABC quello appartenente ad un ordine in
cui ABC si susseguono si ha pure:

Le terne ABC, BCA, CAB hanno lo stesso senso e senso inverso alle
terne, ACB, CBA, BAC.

Un senso della forma di 12 specie ¢ puo individuarsi mediante il senso
di una terna di elementi: parimente con (ABC) puod designarsi I’ordine
di @ in cui 4 & il primo elemento ed avente il senso della terna ABC,
ossia quello dei due ordini (A4) in cui B precede C.

Se A4, ... 4, nell’ordine scritto costituiscono un gruppo di elementi
susseguentisi, si susseguono anche negli ordini 4, ... 4,4, ..., 4,4,...4
An.o 4,45, .0 A1A, . A,

Se ABCD sono quattro elementi susseguentisi si dira che 4, C separano
B, D:in forza del lemma precedente anche B, D separano allora C, 4, ecc.,
cioé la relazione del separarsi ¢ una relazione reciproca fra le coppie
AC, BD (o CA, DB o CA, BD, ecc.). E si ha il

Teorema. Un gruppo di 4 elementi ABCD della forma di 12 specie a
puod distribuirsi in 4u» modo in due coppie che si separano.

5. — Sia fissato il senso (di disposizione circolare) della forma di 12 spe-
cie a, e sieno fissati due elementi 4, B, di essa; vi ¢ un ordine (4) di a
avente il detto senso; gli elementi che in esso non seguono B costitui-
scono una successione ordinata che si designerd col nome di segmento
ordinato AB avente il detto senso: A e B si diranno gli estremi (primo e
secondo) del segmento ordinato. Un elemento del segmento diverso dagli
estremi si dira <nterno ad esso.

Due elementi qualunque 4, B della forma di 12 specie a sono gli estremi
di due segmenti ordinati AB aventi senso inverso, ciascuno dei quali
contiene infiniti elementi interni (post. V).

Un elemento C di uno dei due segmenti diverso da A, B (ossia interno
al segmento) appartiene ad uno dei due segmenti: pertanto il segmento
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AB che contiene C potrd designarsi con ACB; esso ¢ quello avente il
senso della terna ACB (§ 4).

Accanto ai due segmenti ordinati AB si possono considerare i due
segmenti ordinati BA: si ha allora:

I segmenti ACB, BC4, di cui 'uno ha come primo estremo il secondo
estremo dell’altro e viceversa, contengono gli stessi elementi disposti in
ordine inverso.

Dunque prescindendo dall’ordine si ha:

Due elementi A, B della forma di 12 specie a sono gli estremi di due
segmenti AB (complementari). Un elemento diverso da A4, B in a appar-
tiene ad uno dei due segmenti.

Inoltre segue dalla definizione:

Due elementi H, K di a diversi da 4, B, appartengono o no ad uno
stesso segmento 4B, secondoche non separano o separano la coppia A4, B.

6. — Un elemento non appartenente ad un segmento AB dicesi esterno
4d esso. Si ha il

Teorema. Se C & un elemento esterno ad un segmento AB in a, gli
elementi interni del segmento sono quelli intermedi fra 4, B, nell’ordine
(CAB) o (CBA).

Infatti gli elementi intermedi ad 4, B nell’ordine (CAB) sono gli stessi
intermedi ad 4, B nell’ordine (4BC) nascente da (CAB) colla permuta-
zione circolare che porta C in A.

Seguono i corollari:

10 Corollario. Due elementi C, D appartenenti ad un dato segmento
AB, sono gli estremi di wn segmento contenuto in AB.

20 Corollario. Se AB, CD sono due segmenti senza estremi comuni:

a) o le coppie AB, CD si separano ed allora i due segmenti hanno
comuni infiniti elementi interni;

b) o le coppie AB, CD non si separano ed allora i due segmenti
non hanno elementi comuni, oppure tutti gli elementi dell’uno sono
interni all’altro: nel primo caso ciascun segmento é contenuto nel com-
plementare dell’altro.

30 Corollario. Se AB, AC sono due segmenti con un estremo co-
mune A4, essi non hanno elementi interni comuni, oppure 'uno dei due
segmenti & contenuto nell’altro.
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Carattere projettivo della disposizione circolare naturale

di una forma di prima specie. - Applicazione ai gruppi armonici.

7. — Se-tra due forme di 12 specie a, b & stabilita una corrispondenza
biunivoca, ossia se le due forme sono riferite fra loro, ad ogni ordine degli
elementi supposto stabilito in a corrisponde un analogo ordine in b. Ogni
forma di 12 specie b pud essere riferita projettivamente alla particolare
forma di 12 specie a per cui abbiamo ammesso il postulato V: segue che
(come in a) anche in ogni altra forma di 12 specie b si pud considerare
(come corrispondente di un ordine (4) di @) un ordine soddisfacente
alle condizioni del postulato V, e generatore di una disposizione circolare
(corrispondente di quella generata da (A4)). Perd pud darsi (o almeno si
pud pensare) che mutando la projettivitdh posta tra a, b, nascano in b
due diverse disposizioni circolari corrispondenti ad una stessa di a: in
tale ipotesi ponendo tra b ed ¢ una projettivita, si otterranno su a due dispo-
sizioni circolari, una delle quali pud coincidere con quella £2 da cui siamo
partiti, ciascuna delle quali corrisponde alla 2 in una projettivita su a.

Ora introduciamo il seguente:

Postulato VI. Fra le disposizioni circolari soddisfacenti alla condizioni
del § 3, che si possono porre nella forma di 12 specie a, ne esiste una che
diremo naturale la quale viene trasformata in se stessa da ogni projet-
tivita su a.

In altre parole: In a si pud scegliere un ordine (naturale) soddisfa-
cente al postulato V, il quale per una projettivitdh posta in a subisca
una permutazione circolare, o una permutazione circolare congiunta ad
una inversione (°).

Non ¢ strettamente necessario che la disposizione circolare naturale £
in & debba essere unica, ma una volta fissata deve rimanere tale, ed in
essa si considereranno gli ordini (naturali), i segmenti, ecc.

Allora per le precedenti considerazioni si ha il

Teorema. — Sopra ogni forma di 12 specie b esiste una disposizione
circolare naturale soddisfacente alle stesse condizioni ammesse per quella
supposta in a, e corrispondente a questa in ogni projettivitd che inter-
ceda tra a, b.

Osservazione. — Ove sembri pit semplice (e forse presenta un van-
taggio didattico) si pud ammettere il postulato per ogni forma di 12 specie
ed ammettere, sempre per ogni forma, l’esistenza di wne disposizione

(°) Appunto a tale condizione soddisfa 1’ordine dei punti della retta di cui si & parlato nella
nota relativa al post. V, secondo si desume dall’intuizione.
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naturale avente carattere invariantivo rispetto ad ogni projezione o
sezione.

Si osservera come il postulato VI colleghi il V col gruppo dei postu-
lati I, IT, III, attribuendo ad una (certa) disposizione circolare in a il
carattere projettivo.

8. — Teorema. Se A, B, C sono tre elementi di una forma, «, di 12 spe-
cie, il quarto armonico D dopo di essi ¢ distinto da C e insieme a C
separa A, B ().

Suppongasi che « sia una retta, e quindi ABC tre punti di essa; in
modo analogo (correlativo) si dara la dimostrazione per gli altri casi,
la quale potrd anche desumersi da questa mediante projezione.

In un piano per # si conducano per A4, B rispettivamente due rette
a, b, diverse da u, e sia F il loro punto comune. Per C si conduca una
retta diversa da «, CE, la quale seghi in F, F’, rispettivamente a, b:
sia M il punto comune alle rette AF', BF: i punti fin qui designati sono
tutti distinti fra loro.

Ora su a si prenda un punto H che insieme ad F separi la coppia AE;
sia H' la projezione di H su b da C, allora H', ' separano B, E: sia N il
punto comune alle rette FH', HF'. I tre punti M, B, N appartengono
ad una retta, giacché i triangoli AHF', BH'F (senza elementi comuni)
sono omologici concorrendo in C le rette AB, HH', I'I". Segue che il
punto D di %, quarto armonico dopo A, B, C, & l'intersezione di » colla
refta NFE: si deve provare che tale punto D insieme a C separa A, B.

Anzitutto se N appartiene ad v ¢ N=D; allora, projettando la u
da H' sulla retta a, si ha

ABCD NAEHPF ,

onde C, D sono (in questo caso) distinti e separano AB.
Escluso il caso precedente si projetti dal punto N il gruppo AEHF
8u u, e sieno X, X' le projezioni di H, F' rispettivamente; si ha

AEHF ANADXX'
parimenti projettando da N su w» il gruppo BEH'F' si ha

BEH'F' ABDX'X :

(%) Che D sia distinto da 4, B segue subito dalla definizione.



VIII. SUI FONDAMENTI DELLA GEOMETRIA PROJETTIVA 151

segue che la coppia xXx separa le coppie AD, BD, onde AXDX'B o
BXDX'A sono punti susseguentisi.
Ora dal punto F si projetti su w il gruppo BEH'F'; si avra

BEH'F' ABAX'C,

onde X', C separano 4, B: segue che C, F separano 4, B (esonodistinti) c.d.d.

Corollario. — Si noti che la dimostrazione nel caso particolare in cui
si faccia cadere N in D (che sappiamo ora distinto da C) prova che, se
ABCD & un gruppo armonico, & armonico anche CDAB (cfr. STAUDT).

Il postulato della continuita.

Teorema sulle corrispondenze ordinate.

9. — Si abbia in una forma di 12 specie un segmento ordinato AB;
un elemento C interno ad esso determina due segmenti AC, OB conte-
nuti in AB; attribuendo C ad uno solo di questi, nasce una divisione
del segmento AB in due parti la quale gode delle seguenti proprietd:

1) Ogni elemento del segmento AB appartiene ad una delle due parti.

2) L’elemento A appartiene ad una parte (che puo dirsi prima),
B all’altra (seconda).

3) Ogni elemento della prima parte precede ogni elemento della
seconda (in AB).

Per generalita si pud considerare anche la divisione in parti godente
le proprietd enunciate, cui da luogo 'estremo A (o B) del segmento ove
si consideri A (o B) come appartenente ad una parte e tutti gli altri
elementi del segmento all’altra parte.

Alla divisione in parti del segmento AB operata mediante un suo
elemento C (interno od estremo) nel modo indicato, spetta la proprieta
peculiare seguente:

Esiste un elemento (che pud appartenere all’una o all’altra parte) tale
che ogni elemento precedente C appartiene alla prima parte, ogni ele-
mento conseguente a C appartiene alla seconda.

Introduciamo ora il seguente:

Postulato VII (della continuitd). — Se un segmento ordinato AB di
una forma di 12 gpecie & diviso in due parti in guisa che

1) ogni elemento del segmento A B appartenga ad una delle due parti;
2) Pestremo A appartenga alla prima parte, B alla seconda;
3) ogni elemento della prima parte preceda (in AB) ad ogni ele-
mento della seconda, ‘
esiste un elemento C del segmento AB (che pud appartenere all’una
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o all’altra parte) tale che ogni elemento di AB precedente a C (ove esista)
appartiene alla prima parte, ed ogni elemento di AB conseguente a C
(ove esista) appartiene alla seconda.

Osservazione. — Ammessa D’esistenza di un siffatto elemento C, segue
che esso ¢ unico.

Basta ammettere il postulato per la retta e si deduce (mediante proje-
zione) per le altre forme di 12 specie.

10. — Una corrispondenza biunivoca tra due forme di 12 specie (di-
stinte o sovrapposte) si dird ordinate quando alla disposizione circolare
naturale dell’una fa corrispondere la disposizione circolare naturale del-
I’altra, e quindi ad ogni segmento un segmento, ecc.

La projettivita ¢ una corrispondenza biunivoca ordinata.

Una corrispondenza biunivoca ordinata in una forma di 12 specie
dicesi concorde o discorde secondoché fa corrispondere a se stesso ognuno
dei due sensi della forma o li scambia tra loro. Nel primo caso essa fa
subire una permutazione circolare ad ogni ordine naturale (o lo lascia
immutato); nel secondo gli fa subire una permutazione circolare con-
giunta ad una inversione o soltanto una inversione.

In una corrispondenza biunivoca in una forma di 12 specie dicesi
unito un elemento che coincide col corrispondente. Un elemento unito
per una corrispondenza & unito anche per I'inversa.

Teorema. — Se in una forma di 12 specie ¢ data una corrispondenza
biunivoca ordinata in cui ad un segmento AB corrisponda un segmento
A'B’ contenuto nel primo, esiste in questo segmento A’'B’ (e quindi in 4 B)
un elemento unito M siffatto che ad esso non preceda alcun elemento
unito nel segmento ordinato ARB.

Trattandosi qui costantemente di segmenti contenuti nel dato seg-
mento AB li designeremo denotandone solo gli estremi.

Escludiamo che Dl’elemento 4 coincida con A’ (sia unito): in tale
ipotesi, ’enunciato sarebbe senz’altro verificato ponendo M =A.

Distinguiamo due casi.

10 caso. — La data corrispondenza biunivoca sia concorde, ossia A’
preceda B’ in AB.

Consideriamo la seguente partizione del segmento ordinato AB.

a) Poniamo nella prima parte un elemento H se esso ed ogni
altro elemento che lo precede in AB, precede al corrispondente. Almeno A
appartiene alla prima parte.

b) Poniamo nella 22 parte ogni altro elemento K, cioé ogni ele-
mento estremo d’un segmento AK al quale appartenga qualche elemento
(diverso o no da K) non precedente ’omologo (ossia unito o conseguente
ad esso). Almeno B appartiene a tale seconda parte.



VIII. SUI FONDAMENTI DELLA GEOMETRIA PROJETTIVA 153

L’indicata partizione soddisfa alle tre ipotesi richieste per 1’applica-
bilita del postulato VII: esiste dunque in 4B un elemento M a cui ogni H
precede ed ogni K consegue. Ad M non precedono elementi uniti; dico
che esso & unito, cid che (pel 1° caso) dimostra il teorema.

Sia. M’ Pomologo di M e suppongasi dapprima che esso preceda M
(in AB). Poich¢ la corrispondenza considerata & concorde, ogni ele-
mento H interno al segmento MM’ consegue al corrispondente H', cio
che contrasta all’ipotesi a).

All’opposto, M’ consegua ad M.

Ogni elemento interno al segmento M M', come 'estremo M, pre-
cede ’omologo (poiché questo segue ad M'); poiché altrettanto avviene
per gli elementi precedenti ad M, ogni elemento interno al segmento M M’
¢ un elemento H contro l’ipotesi.

20 caso. — La data corrispondenza sia discorde, ossia A’ segua B’
in AB.

Consideriamo la seguente partizione del segmento ordinato AB:

a) Poniamo nella 12 parte un elemento H se precede 1’omologo H'
(in AB). Almeno A ¢ un elemento H.

b) Poniamo nella 22 parte un elemento K se non precede 1’omo-
logo K', e quindi & unito o segue K’ (in AB). Almeno B & un elemento K.

Allora (poich¢ la data corrispondenza ¢ discorde) la partizione del
segmento AB soddisfa alle condizioni richieste per Papplicabilitdh del
postulato VII.

Esiste un elemento M in AB tale che ogni elemento precedente M
é un H, ogni elemento conseguente ad M & un K. Ad M non precedono
elementi uniti. Dico che M & unito, donde segue il teorema.

Anzitutto si osservi che ogni elemento M (di AB) precedente ad M
ha Pomologo H' nel segmento M B: infatti, se H, ¢ un elemento inter-
medio ad H, M (in AB), ed H, & Pomologo di H,, deve H' seguire H, e
quindi H,, onde H' consegue a tutti gli elementi che precedono 3. Ana-
logamente si prova che ogni elemento K seguente ad M (in AB) ha omo-
logo K’ nel segmento 4.

Ora sia M’ V'omologo di M e suppongasi precedente ad M. Allora
M & distinto da A4 e quindi 4’ da M': il segmento A’'M' avendo I’estremo
M' interno ad AM ha con esso infiniti elementi interni comuni (§ 6),
uno di questi H' (precedente ad M) ¢ 'omologo di un elemento H di AM,
cid che ¢ assurdo.

Parimente si prova lassurditd che M’ segua M. Risulta cosl dimo-
strato il teorema.

11. - Riferendoci alla dimostrazione del 2° caso del teorema conte-
nuto nel paragrafo precedente (corrispondenza discorde), ’elemento unito
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M, costruito nel segmento AB, appartiene pure al segmento A’'B’ ed &
interno ad esso, poiché A’, B’ non sono elementi uniti: inoltre non vi
sono in ARB altri elementi uniti per la corrispondenza, giacché un ele-
mento che precede M in AB ha ’omologo dopo M e viceversa.

Il teorema si pud anche applicare al segmento ordinato A’ABB’
complementare di quello A'B’ contenuto nel dato AB; si prova cosi
Vesistenza di un elemento unito interno a tale segmento, ed interno al
segmento AB contenuto in esso.

La data corrispondenza discorde ha dunque due elementi uniti se
esiste in essa un segmento (che pud considerarsi ordinato) cui corri-
sponda un segmento interno. Ma questo fatto & sempre possibile di realiz-
zare per ogni corrispondenza ordinata discorde in una forma di 12 specie.
Invero si noti anzitutto che una tale corrispondenza non & identica e
quindi si pud considerare un elemento A distinto dal suo omologo A'.
Ad A’ corrisponderd un elemento A” che pud coincidere con 4, ma non
con A’: in ogni caso esiste una segmento AA’ contenente A” che con-
tiene il segmento corrispondente A’4”, giacche i due segmenti debbono
avere senso inverso.

Si deduce il

Teorema. — In una corrispondenza biunivoca discorde in una forma
di 12 specie, esistono due elementi uniti.

Osservazione. — Se M, N sono i due elementi uniti, a ciascun segmento
MN corrisponde il complementare. Accadrebbe 'opposto se M, N fos-
sero due elementi uniti di una corrispondenza concorde.

Il teorema fondamentale della projettivita.

12. — In una forma di 12 specie si consideri la corrispondenza biuni-
voca che intercede fra i conjugati armonici rispetto a due elementi fissi,
uniti, M, N. Tale corrispondenza & projettiva, come si prova eseguendo
opportunamente la costruzione dell’omologo di un elemento mediante il
quadrangolo o quadrilatero, ecc. Poiché due elementi conjugati armonici
rispetto ad M,N separano M N (§ 8), nella projettivita nominata ad un
segmento MN corrisponde il complementare, onde la projettivita stessa
& discorde (§ 11, Osservazione).

Se quindi A4’, BB’ sono due coppie di elementi conjugati armonici
rispetto ad MN, esse non si separano. Segue il:

Teorema. — Date in una forma di 12 specie due coppie di elementi
che si separano, non esiste alcuna coppia che le separi armonicamente
entrambe.
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13. — In una forma di 12 specie « si abbiano due coppie di elementi
AB, CD che non si separino: esiste allora un segmento ACB=ADB che
contiene €, D. Nella forma = si consideri la corrispondenza biunivoca
che intercede fra i conjugati armonici ¥, Y’ di uno stesso elemento X
rispetto alle coppie AB, CD: tale corrispondenza & il prodotto di due
projettivitd e quindi ¢ una projettivita, onde & ordinata. In essa al seg-
mento ACB corrisponde un segmento interno, giacche mentre Y varia
nel segmento ACB il conjugato X rispetto ad AB & fuori di esso, e quindi
Y’ conjugato di X rispetto a CD appartiene al segmento CD contenuto
in ACB. Si pud dunque applicare il teorema del § 10 e si deduce esi-
stenza d’un elemento Y interno al segmento ACB (ed a CD) che coincide
col’omologo Y’, ossia che ha lo stesso conjugato armonico rispetto alle
coppie 4B, (OD.

Si pud dunque enunciare il

Teorema. — Date in una forma di 12 specie due coppie di elementi
che non si separano, esiste una coppia (almeno) che le separa armonica-
mente entrambe.

Seguira poi che tale coppia € unica.

14. — Possiamo ora stabilire il seguente feorema fondamentale (cfr.
il § 2).

In una forma di 12 specie una corrispondenza biunivoca armonica
dotata di tre elementi uniti é identica.

La dimostrazione si fara per assurdo. Suppongasi dunque che in una
forma di 12 specie « esista una corrispondenza biunivoca armonica dotata
di tre elementi uniti 4, B, C, nella quale ad un certo elemento P cor-
risponda un diverso elemento P'.

Anzitutto si puo stabilire che la corrispondenza armonica e ordinata,
cioé che se due elementi H, K di u si susseguono nell’ordine naturale
(ABC) lo stesso avviene per gli elementi omologhi H', K'. Infatti nel-
l'ipotesi opposta si troverebbero due coppie di elementi che non si sepa-
rano (come p. es. AH, BK) cui corrispondono due coppie (p. es. AH’
BK') che si separano; ma allora (§ 13) vi sarebbe una coppia di elementi
che separa armonicamente entrambe le prime due coppie, mentre non
avverrebbe lo stesso per le coppie corrispondenti: ¢id contrasta all’ipo-
tesi che la data corrispondenza sia armonica.

Stabilito questo punto, si ha che ad ogni segmento di # corrisponde
un segmento; cosi se p. es. P cade nel segmento AB che non contiene C,
allo stesso segmento appartiene anche P’. Suppongasi che P’ segua P
nell’ordine 4B del segmento. (Queste ipotesi non limitano la generalita
della dimostrazione). Al segmento PB (nel dato 4AB) corrisponde il seg-
mento P'B interno ad esso, quindi (§ 10) vi & in esso un elemento unito M
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(che pud anche coincidere con B) tale che in PM non vi sono elementi
uniti interni.

Analogamente considerando la corrispondenza inversa si prova lesi-
stenza entro PA d’un elemento unito N (che pud essere anche A4) tale
che in P'4A non cadono elementi uniti.

Segue 'esistenza d’un segmento M N non contenente C i cui estremi
sono uniti, al quale non appartengono elementi uniti interni. Invece
dovrebbe essere unito il conjugato armonico di C rispetto ad MN. Cosi
si ottiene I'assurdo, come si era enunciato.

Considerazioni sulla legge di dualita.

15. — Le proposizioni fondamentali I, II, III, IV, V, VI, VII bastano
a fondare tutta P'ordinaria geometria projettiva; esse sono state enun-
ciate sotto tal forma da fare apparire immediatamente la legge di dualita
nello spazio. Essa segue dall’osservare che in quelle proposizioni si parla
soltanto di elementi e di forme, e di questi elementi si puod fissare indif-
ferentemente che sieno punti o piani.

Non cosi immediatamente si pud¢ dedurre la dimostrazione della legge
di dualita nel piano (o nelle forme di 22 specie).

Questa legge si suole in generale stabilire enunciando esplicitamente
le proposizioni fondamentali della geometria piana (le quali seguono dalle
nominate) ed osservando che in queste ¢ possibile lo scambio dell’ele-
mento « punto » coll’elemento «retta »: tra queste proposizioni occorre
allora porre il teorema dei triangoli e dei trilateri omologici (poiché esso
si dimostra ricorrendo ad una costruzione nello spazio).

Ma, cosl facendo, la geometria projettiva del piano dovrebbe svol-
gersi nel seguito senza piu far uso di costruzioni dello spazio, le quali
(quando pure non necessarie) riescono, come & noto, utilissime. Percid
¢ conveniente di stabilire la legge di dualitd nel piano seguendo un’altra
via. Bastano per cid le considerazioni seguenti:

Tutte le proprieta di figure geometriche piane, dedotte dai postulati
I, 11, IIL, IV, V, VI, VII (postulati della geometria projettiva), hanno
carattere projettivo cio¢ si traducono in proprietd delle figure projezioni
di esse in una stella (prospettiva al piano). Infatti un siffatto carattere
compete ai detti postulati e quindi anche ad ogni teorema dedotto da
essi, equivalente ad una trasformazione logica dei postulati stessi.

Allora mediante una projezione ogni teorema concernente una figura
piana si traduce in un teorema della geometria nella stella; all’elemento
punto del piano viene a corrispondere 1'elemento «retta » della stella.
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D’altra parte dalla geometria della stella di raggi si pud passare, per
dualitd nello spazio, alla geometria nel piano rigato: si ottiene cosi il
passaggio dalla geometria del piano punteggiato a quella del piano rigato.

'Si pud dunque enunciare la legge di dualith seguente:

Insieme ad ogni teorema della geometria piana fondato sui postu-
lati I, IT, ITI, IV, V, VI, VII, sussiste un teorema correlativo nel piano
che si deduce dal primo collo scambio delle parole « punto» e «retta »
e cogli scambi di parole che ne derivano di conseguenza.



CORRISPONDENZA

« Rend. del Circolo Matematico di Palermo », to. IX (1895),
pp. 79-85.

I
(Lettera del Dr. G. Fano al Dr. F. Enriques).

e o e s e e e e . e e o e e e o e e e . . . o e e s e e

La sua pregevolissima Nota Sui fondamenti della Geometria Projettiva
(« Rend. Ist. Lomb. », s. II, vol. XXVII) (*) mi suggerisce alcune osser-
vazioni, anche in relazione al mio lavoro sullo stesso argomento escito
due anni or sono (« Giorn. di Battaglini », vol. XXX).

Dopo quei primi postulati sulle forme fondamentali di prima e se-
conda specie, postulati che si riducono in sostanza a #re distinti e neces-
sari (), e che bastano a stabilire, com’Ella osserva, i teoremi sulle confi-
gurazioni, due vie mi si erano presentate per procedere innanzi, e costruire
una Geometria che fosse applicabile allo spazio quale i sensi ce lo pre-
sentano. La prima delle due (cfr. §§ 4-13), essendo completamente nuova,
fu da me piu ampiamente sviluppata, mentre invece assai meno mi sono
fermato sulla seconda (§ 14), che gia prima era stata seguita dal sig. AMODEO
(« Atti R. Accademia di Torino », vol. XXVI) — per quanto nella pre-
gevole Nota di lui qualche punto restasse ancora da completare. A
questa seconda via Lei pure si ¢ attenuto (2). Infatti i suoi post. V e VI
(tolte le due ultime condizioni del V) corrispondono press’a poco ai miei
Va e VIa del n. 14. Cid che io ho chiamato ordine non & precisamente
cio che Lei ora indica con questo stesso nome, ma qualcosa che si avvi-
cinerebbe piuttosto alle Sue disposizioni circolari, o meglio al Suo senso
di disposizione circolare, e percid appunto nel carattere projettivo degli

.

(*) Questo volume, VIII.

(*) Vale a dire: Due punti determinano una retia che 1i contiene; ogni piano contiene tutta la
retta determinata da due suot punti qualunque; due rette in un piano hanno sempre un punto a comune.

(?) E infattila pit semplice e la pitt naturale, per quanto la prima, quella delle serie armo-
niche rientranti, possa forse riescire piu interessante. Ma di queste serie urmoniche non si potrebbe
certo parlare p. es. in un corso elementare!
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ordini naturali potevano essere per me ed erano infatti ritenute impli-
cite quelle permutazioni circolari, sulle quali Lei & stato cosi dettaglia-
tamente preciso (3).

A Lei & perd riescito pitt avanti di sopprimere il mio postulato VIIa:
« Bsiste un gruppo armonico formato da quattro elementi distinti». B la
ragione di questo mi sembra stare nell’aver Lei ammesso fin da prin-
cipio col post. IV (e anche implicitamente, come Lei pure osserva, nelle
due ultime condizioni del post. V) che ¢ punti della retta siano in numero
infinito. In ogni modo perd vedo ora con piacere risolta la questione,
che era per me allora rimasta insoluta (1. e¢. pag. 22), se cioe, aggiun-
gendo alle condizioni precedenti questa degli infiniti punti sulla retta,
si potesse sopprimere quel mio ultimo postulato. E vedo dunque che
(in questo caso) si puo effettivamente sopprimerlo.

Ma v’ha di pil. Non ¢ nemmeno necessario di ammettere che i punti
della retta siano in numero infinito; basta ammettere che siano in numero
superiore a tre. Lei vedra infatti senza difficoltd che sopra una retta con-
tenente un numero di punti finito ma non inferiore a quattro il Suo post. VI
non potrebbe in alcun modo sussistere. Come mai si potrebbero allora
portare due o, peggio ancora, tre punti dati in altri assegnati ad arbitrio,
e ci0 con una semplice permutazione circolare, piu, forse, un’inversione? (4).
Nel solo caso di #re punti, le permutazioni cicliche colle loro inverse — sei
in tutto — soddisfano precisamente alle condizioni richieste da quel
postulsio.

Ammesso pertanto il Suo post. VI, e, per di piu, l'esistenza di almeno
quattro punti sulla retta, rimane come solo caso possibile quello degli
infiniti punti, e si pud applicare di nuovo tutto il Suo ragionamento.
Certo che, volendo togliere ab initio l’ipotesi degli infiniti punti sulla
retta, bisogna anche togliere le condizioni 42 e 52 del Suo post. V, nelle
quali detta ipotesi ¢ implicitamente contenuta. Ma di queste due con-
dizioni (°) si fa uso in un solo punto del Suo lavoro, nel quale anche
(come Lei stesso ebbe a intravedere) un’osservazione semplicissima basta
per farne a meno (°).

() L’ordine era per nie una specie di ancllo o catena rientrante, secondo la quale immagi-
navo disposti i punti di una retta, scnza tuttavia accennare ad un particolare primo elemento.
E il restare inalterato di un ordine cosi concepito, senza, ben inteso, che ogni punto rimanga
fisso, conduce di necessitd alle permutazioni circolari.

(%) Le Sue permutazioni circolari si riducono in questo caso a quelle stesse permutazioni di
un numero finito di elementi — qui punti — che di solito si indicano con gquesto nome. Le mie
configurazioni — ¢ prima fra queste il piano di 13 punti, di cui al n. 8§ — danno facili esempi di
projettivitd che non conserverebbero gli ordini naturali secondo la data definizione.

(*) E piu specialmente della 4°; la 5° & quasi un complemento della {*, ma complemento
necessario per poter poi concluderc che quest’ultima rimane verificata per tutti i diversi ordini
derivati (con permutazioni circolari e inversioni).

(°) Alludo alla, dimostrazione dei teorema, che due coppie armoniche devono sempre sepa-
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Mentre dunque il Suo lavoro completa effettivamente il mio (in certi
punti), non sara forse male l'osservare ancora che i postulati in esso
veramente necessari si possono ridurre ai primi tre, alle prime tre con-
dizioni del V, e al VI; pit la condizione che la retta contenga almeno
quattro punti. D’altra parte anche i primi tre postulati del mio lavoro
coincidono completamente con quelli del Suo; il IV dice che su ogni
retta stanno piu di due punti; il Va e il VIa corrispondono ai Suoi V e VI
(nei quali tuttavia gli stessi concetti sono forse meglio precisati), e infine
il VIIa dice che « Esiste un gruppo armonico formato da quatiro elementi
distinti ». Quest’ultimo postulato porta con se, naturalmente, 1’esistenza
di un quarto punto sulla retta, ma dice anche di pilt; questo di pin ¢
ora provato essere gid una conseguenza delle cose precedenti... (7) (8).

Colognola ai Colli (Verona), settembre 1894.
G. Faxo

II.
(Lettera del Dr. F. Enriques al Dr. G. Fano).

Leggo con piacere nella sua lettera le acute osservazioni suggeritele
dalla mia Nota Sui fondamenti della Geometria Projettiva. In quella Nota
io (ispirandomi al concetto intuitivo sperimentale dello spazio) ho fon-
dato la Geometria projettiva sopra sei postulati (°) (composti), il 6° dei
quali (riguardante la continuitd) non comparisce in quella che Ella chiama
la Geometria dei punti razionali.

rarsi, e tanto meno quindi 1’'una di esse pud essere costituita da elementi coincidenti, a meno
che questi non coincidano tutti e due in uno dei limiti comuni. — Basta infatti dimostrare che
questa proprietd sussiste per un gruppo armonico, perché¢ da quest'unico caso essa seguird per
ogni altro. E appunto per questo ¢ anche permesso di scegliere i punti 4, B, ' (cfr. p. 11 della
Sua Nota [questo volume, p. 150]) in modo particolare; ¢ conviene precisamente scegliere 4 e B
in modo che siano separati da ' ¢ da un quarto punto della retta «, supposto esistente. Questo
quarto punto si proiettera allora da F' sulla retta 2 in un punto che potremo assumere come H.
E accertata cosi D’esistenza di questo punto H che con ¥ separa la coppis AL, si pud ripetere
parola per parola tutto il Suo ragionamento, basato esclusivamente sopra successive proiezioni.

() E il piano di 7 punti, al quale a pag. 21 del mio lav. cit. io ero ricorso come esempio per
mostrare la necessitiv del post. VIIa, ¢ anche il solo caso logicamente possibile di un gruppo armo-
nico 4FCC (dove 4, B, C sono distinti).)

(® Non ho bhisogno di aggiungere che i postulati di cui qui ho discorso conducono soltanto
a una Geometria projettiva lineare, e a uno spazio (di punti razionali) che ancora non corrisponde
del tutto a cid che i sensi ci dicono (o a quello che noi crediamo ¢i dicano). L’ultimo passo che
rimane da fare ¢ quello appunto della continuita (§§ 9 e seg. del Suo lav.).

(®) I postulati ivi menzionati sono 7, ma il IV che afferma 1’esistenza di infiniti punti su
una retta ¢ incluso nel V (come ivi pure & osservato) ed ammesso provvisoriamente innanzi per
semplicita.
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Ora Ella opportunamente osserva che ’esistenza di infiniti punti sulla
retta segue dal mio post. VI (concernente l'esistenza sulla retta d’una
disposizione circolare naturale avente carattere proiettivo) ammessa I’esi-
stenza di almeno 4 punti sopra una retta, e quindi introdotta questa ipo-
tesi si possono sopprimere le due ultime condizioni del mio post. V ()
(le quali invero contengono anche qualcosa di piu) e stabilire ugual-
mente che il quarto armonico D dopo tre punti 4, B, C (sopra una retta)
¢ distinto da essi ed insieme a C separa 4, B (1).

Cio basta, secondo Lei, a svolgere tutta la Geometria proiettiva dei
punti razionali, e sta bene: ma nel seguito (cioé nella Geometria proiet-
tiva dove si considera la retta continua) quelle due condizioni (fonda-
mento del concetto di segmento) debbono essere invocate. Ora (ed & su
questo che mi permetto di richiamare la sua attenzione perché in un
certo senso completa la sua osservazione), dopo avere dimostrato quel
teorema sulla separazione delle coppie armoniche si pud anche dimostrare
che per gli ordini naturali dei punti d’una retta vengono soddisfatte le
due ultime condizioni del mio post. V.

Invero si consideri sopra una retta un ordine naturale (ABC); Desi-
stenza d’un punto intermedio a B, C nel detto ordine, vien data dal fatto
che il coniugato armonico di A rispetto a B, C, insieme ad A separa B, C.
Parimente si deduce che non pud esservi un punto (ad es. C) ultimo nel
detto ordine; basta considerare il quarto armonico dopo ABC che segue
C in (ABC).

Con questo siamo d’accordo nel ritenere stabilito che tutta la Geo-
metria projettiva pud fondarsi sui primi 3 postulati della mia Nota, sulla
ipotesi che sopra una retta vi sieno pit di 3 punti, e sui post. V, VI, VII,
della detta Nota, omesse le due ultime condizioni del V le quali in base
alla detta ipotesi ed al post. VI possono dimostrarsi.

Questa & certo, dal punto di vista scientifico, una semplificazione, la
quale per altro non sarebbe forse opportuna ove (come nella mia Nota)
si volesse tener conto anche delle esigenze didattiche, e seguire la via
indicata dall’intuizione sperimentale....

Castiglione dei Pepoli (Bologna), settembre 1894.
F. ENRIQUES

(1) Queste condizioni enunciate per gli ordini naturali d’una rctta dicono:

In un ordine naturale sopra una (certa) retta, tra due punti ve n’¢ sempre uno (e quindi
infiniti) intermedio.

Questo ordine naturale non possiede un ultimo elemento.

(') Con una lieve modificazione del ragionamento a pag. 11 della mia Nota [questo volu-
me, p. 150].

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, 1. 11
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III.
(Lettera del Dr. G. Fano al Dr. F. Enriques.)

A complemento della mia lettera dello scorso Settembre potrei aggiun-
gere un’altra osservazione, che al momento non mi si era presentata, e
che ora si collega anzi con quanto ¢ detto nella Sua Risposta.

Se fra due punti A e B di una retta ¢ non esistesse che un numero
finito n (> 0) di punti intermedi (riferita quest’espressione a uno dei due
sensi di disporizione naturale), € chiaro che una projettivitdh qualsiasi
su a, nella quale ad 4 e B corrispondessero due punti 4’ e B’ con un
numero qualunque diverso da n di punti intermedi (nell’'uno e nell’altro
senso di disposizione naturale), sarebbe in contraddizione col post. VI
della Sua Nota. E siccome una projettivita cosifatta si pud sempre co-
- gtruire (se la retta contiene pitt di tre punti) cosi possiamo anche con-
cludere subito che (in questa stessa ipotesi) non solo Uintiera retta deve
contenere infiniti punti, ma infiniti devono pure esservene in ogni segmento
(definito il segmento nella disposizione circolare naturale, che ha carat-
tere projettivo).

Anche le condizioni 42 e 52 del Suo post. V, in quanto si riferiscono
agli ordini naturali caratterizzati dal post. VI, seguono dunque immedia-
tamente da questo stesso postulato (ammessa 'esistenza di almeno quattro
punti sulla retta); e siccome & in questo caso soltanto che la prima di
esse occorre piu avanti, per dimostrare la separazione delle coppie armo-
niche, mi sembra cosi rimediato anche all’inconveniente didattico, che
giustamente Ella aveva scorto nella semplificazione propostale....

Colognola ai Colli (Verona), 3 ottobre 1894.
G. Fano



IX.

SULLE IRRAZIONALITA DA CUI PUO DIPENDERE
LA RISOLUZIONE DI UN’EQUAZIONE ALGEBRICA
f(ryz) = 0 MEDIANTE FUNZIONI RAZIONALI
DI DUE PARAMETRI

« Rend. Acc. Lincei», s. 52, vol. IV (2° sem., 1895),

pp. 311-316 (*)

1. — Se f(zy) = 0 & un’equazione di genere 0, essa pud risolversi po-
nendo z, y funzioni razionali d’un parametro ¢ colle formule

(1) Cm=git), Y =@().

Le funzioni razionali ¢,,p, possono contenere delle irrazionalitd nei
coefficienti, e si pud porre la questione di assegnare le irrazionalitd pit
semplici che occorre introdurre per effettuare la risoluzione della f = 0
colle formule (1), considerato come campo di razionalité (nel senso di
KRONECKER) quello dato dai coefficienti del polinomio f.

A tale questione ha risposto il sig. NoETHER (« Mathem. Annalen »,
Bd. III) dimostrando che «nella risoluzione di una equazione di genere 0
f(wy) = 0 mediante funzioni razionali dun parametro occorre (al pit) di
estrarre un radicale quadratico ».

Io ho preso in esame la questione analoga relativa alle equazioni
in 3 variabili

flxyz) =0.

Supposto che una tale equazione (sia quella d’una superficie razionale,
ossia) possa risolversi mediante funzioni razionali di due parametri (1)

(*) Nota presentata dal Socio L. CREMONA nella seduta del 15 dicembre 1895.

(*) E cio si pud ormai riconoscere dall’annullarsi di certi caratteri invariantivi (genere geo-
metrico e numerico e bigenere) dell’equazione, come si vedra stabilito in un lavoro del sig. Ca-
STELNUOVO.
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colle formule

(2) x = @ (uv), Y = @a(uv), 2 = @y(uv),

si vuole «assegnare le irrazionalita piu semplici (che debbono comparire
nei coefficienti di ¢,, ¢,, ¢;) da cui pud farsi dipendere la effettiva riso-
luzione anzidetta ».

Mi limiterd in questa Nota ad enunciare i principali resultati otte-
nuti, rimandando ad un altro lavoro per le dimostrazioni diffuse e per
la bibliografia (*).

Anzitutto debbo fare una osservazione.

Allorché la f(xyz) = 0 & risolubile colle formule (2) si pud sempre
esprimere z, ¥, z mediante funzioni razionali di due parametri con inver-
tibilita, cioe in modo che questi parametri risultino alla lor volta fun-
zioni razionali di x, y, # (CASTELNUOVO0); ma tale condizione (verificata per
la risoluzione piu generale) pud non esser soddisfatta da una particolare
risoluzione (2) della f=0.

In tal caso per passare dalla (2) ad una risoluzione della f = 0 me-
diante funzioni razionali invertibili di due parametri, occorrerad in gene-
rale introdurre nuove irrazionalita. Percid il problema proposto com-
porta una soluzione piu semplice se si vuole una risoluzione mediante
funzioni razionali dell’equazione f = 0 senza imporre la condizione di
invertibilita.

Io tratto la questione imponendo la condizione d’invertibilita anzi-
detta, e faccio soltanto cenno d’una semplificazione che puod aversi in
un punto ove si prescinda da quella condizione.

Ecco il resultato ottenuto:

La risoluzione dell’equazione

fleyz) =0

mediante funzioni razionali invertibili di due parametri (supposta possi-
bile) puo sempre effettuarsi con operazioni razionali (di eliminazione), con
estrazioni di radicali quadratici e cubici e colla risoluzione di una delle
equazioni per la bisezione dell’argomento :

1) delle funzioni abeliane di genere 3;

2) o delle funzioni abeliane di genere 4;

3) o delle funzioni iperellittiche di genere p (p =1, 2,...).

E superfluo avvertire che insieme ai tipi menzionati di equazioni

debbono considerarsi i loro casi di degenerazione.

(*) Questo volume, XVIII.
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Allorché la risoluzione dell’equazione

flwyz) =0

mediante funzioni razionali invertibili di due parametri viene a dipendere
dall’equazione 1), si puod ottenere una risoluzione di essa mediante funzioni
razionali non invertibili, con sole estraziont di radicali quadratici e
cubici.

2. — Un cenno della dimostrazione. Il concetto fondamentale con-
siste nel trasformare successivamente la superficie razionale

fleyz) =0

(supposta d’ordine n a sezioni non iperellittiche di genere >2) mediante
i polinomi d’ordine n — 3 aggiunti ad f. Si ha cosi un procedimento di
. esaustione che ricorre frequentemente in varie questioni nei recenti lavori
del gig. CASTELNUOVO e miei.

Questo procedimento, completato con qualche osservazione comple-
mentare, permette di trasformare ogni superficie razionale senza lag-
giunta di irrazionalita numeriche (cioe razionalmente) in una delle seguenti:

I) superficie 2 sezioni razionali (rigata o superficie di STEINER del
40 ordine);

IT) superficie a sezioni ellittiche (d’ordine » < 9), incluso il piano
doppio con quartica limite C, (n == 2);

III) piano doppio con sesticy limite C, dotata di due punti tripli
infinitamente vicini, o cono quadrico doppio con sestica limite sezione
d’una superficie cubica (che con proiezione da un punto si riduce al nomi-
nato piano doppio);

IV) superficie con un fascio (razionale) di coniche.

Si possono distribuire sotto questo aspetto le superficie razionali in
quattro famiglie, ma quelle della famiglia II) danno luogo a piu classi.

I. — Nel caso I) si ha la rappresentazione piana della superficie (riso-
luzione razionale dell’equazione f = 0 con invertibilitd), o razionalmente,
o colla semplice estrazione d’'un radicale quadratico.

IT. — Nel caso II) si hanno da considerare le superficie di tutti gli
ordini n =2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9. Ma per n = 2 (piano doppio con quar-
tica limite) la questione & risoluta (CLEBSCH) e si sa appunto che basta
determinare le tangenti doppie della quartica limite, cid che porta alla
bisezione dell’argomento delle funzioni abeliane di genere 3.

Per » = 3 la questione si collega allo studio della configurazione delle
rette della superficie di 3° ordine, e si riporta alla precedente (GEISER)
per proiezione da un punto (risoluzione d’un’equazione di 3° grado).
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Per » =4 si ha la superficie del 4° ordine con conica doppia che
per proiezione da un punto della conica (estrazione d’un radicale quadra-
tico) si rappresenta sul piano doppio con quartica limite, onde, ecc.

Per n =5 la superficie ha una curva doppia del 5° ordine con punto
triplo (CAPorALI) dal quale viene proiettata (razionalmente) sul piano
doppio con quartica limite.

Cosi ai casi n =2, 3, 4, 5 corrisponde il caso 1) dell’enunciato del
numero precedente. Ma fondandosi su un procedimento del sig. CASTEL-
NUOVO (« Rend. Acc. dei Lincei», (5)2 (1893),) si pud in tutti questi casi
rappresentare razionalmente la superficie sopra una involuzione piana,
allorché & dato un punto.

Per n =17, 8 si pud dar sempre razionalmente la rappresentazione
piana della superficie.

Restano da esaminare i casi n = 6, » = 9, nei quali 1a questione si
riconduce alla determinazione di un punto qualsiasi della superficie
(percheé le corrispondenti superficie normali d’ordine 6, 9 rispettivamente
in 8¢, 8, vengono proiettate da un piano tangente in superficie a sezioni
razionali). Cid sembrerebbe importare la risoluzione di equazioni del 6°
e del 90 grado, rispettivamente, ma il problema si pud ridurre mediante
speciali considerazioni alla risoluzione di un’equazione di 3° e una di
20 grado nel primo caso, ed alla risoluzione di un’equazione di 4° e di
una di 3° grado nel secondo caso.

Per n =6, n =29, si ha dunque la rappresentazione piana della cor-
rispondente superficie, effettuando soltanto estrazioni di radicali quadratici
e cubici.

ITI. — Nel caso IIT) la rappresentazione del piano doppio con sestica
limite Cs con 2 punti 3-pli infinitamente vicini sul piano semplice, & data
dal sig. NoETHER mediante la determinazione delle coniche tritangenti
a C; passanti pei suoi due punti tripli (equazione per la bisezione dell’ar-
gomento delle funzioni abeliane di genere 4 inerenti a ).

IV. - La rappresentazione piana delle superficie con un fascio razio-
nale di coniche & data dal sig. NoETHER costruendo una unisecante del
fascio, con un metodo che non lascia subito vedere da quali irrazionalita
dipenda la rappresentazione; ma si pud notare che la superficie si rap-
presenta (con una conveniente proiezione) sul piano doppio con curva
limite C,, d’ordine 2n dotata di punto (2n — 2)-plo, ed allora la costru-
zione di quella unisecante (e quindi la rappresentazione della superficie
sul piano semplice) si pud far dipendere dalla determinazione di curve
aggiunte a C,, che la tocchino in ogni punto ove la segano, e quindi dal-
I’equazione per la bisezione dell’argomento delle funzioni iperellittiche
inerenti a C,,.
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3. — Bi abbia ora I’equazione in 4 variabili
ey @ w2,) = 0
e suppongasi che le equazioni
flei e, 25a) = 0

ottenute dando ad z, un valore costante sieno risolubili con funzioni
razionali di due parametri; nei coefficienti di queste funzioni entrano in
generale delle irrazionalita che vengono a dipendere da z,.

I resultati ottenuti (n. 1) ci permettono di precisare la natura di
queste irrazionalitd. Ma pensando alla riduzione del n. 2 si pud anche
enunciare il teorema:

Se le equazioni

fl@,2z230) = 0

(dove a ¢ una costante arbitraria) possono risolversi con funzioni razionali
di due parametri, si puo sempre risolvere la

fla, @ 2s,) = 0

ponendo ,, x,, x; funzioni razionali di due parametri u, v e di x,, dove la
irragionalitd dipende soltanto da estrazioni di radicali quadratici e cubici.
Geometricamente (coll’uso di considerazioni comniplementari) si ha:
Se una varieta algebrica V di tre dimensioni contiene un fascio lineare
di superficie razionali, essa pud rappresentarsi punto per punio:

1) sullo S; in modo che le immagini delle superficie razionali del
fascio sieno i piani per una retta;

2) o sullo spazio doppio (S;) con superficie limite F d’ordine 2n in
modo che le superficie del fascio su V abbiano per immagini i piani (doppi)
passanti per una retia:

a) (2n — 4)-pla per F,

b) o (2n — 6)-pla per I contenente due punti (2n — 3)-pli infini-
tamente vicini di F,

c) o contenente un punto (2n — 2)-plo per F;

3) o sopra wuna varietd con un fascio di sezioni iperpiane normali

immagini delle superficie razionali date su V, superficie:
a) d'ordine 3 in 8,
b) o d’ordine 6 in S,
c) o dordine 9 in S,.
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Non & escluso che si possa avere una riduzione ulteriore; ma si puo
escludere (con esempi) che si possa sempre rappresentare la varietd V
su S; nel modo 1): cid lascia impregiudicata la questione della raziona-
lita di V, la quale questione viene risoluta affermativamente solo in
alcuni casi.

4. — Non sara inutile accennare a riduzioni ulteriori che possono otte-
nersi in un caso notevole.

Allorché si possono determinare tre funzioni razionali , = z(z,),
By = Xa(Ty), T3 = ®3(x,) del parametro z,, che soddisfino identicamente
all’equazione

(1) fl@,@,x325) = 0,

si pud sempre (nella precedente ipotesi che le equazioni f(x,x,%;a) = 0
sieno risolubili per funzioni razionali di due parametri) risolvere la (1)
ponendo x,, x,, £, funzioni razionali invertibili di due parametri u, v, di ,,
e di un radicale V/ @(uvx,) portante sopra un polinomio (di particolar
forma) in w, v, x,. Si ha infatti in questo caso che la varieta V di equa-
zione (1) possiede una curva unisecante le superficie razionali del fascio

@z 50) = 0,

ed allora i casi 3b), 3c) del numero precedente si riconducono al caso 1),
mentre il caso 3a) si riconduce al caso 2a).

B interessante notare che (sebbene non si sappia decidere se sempre
potranno determinarsi nel modo anzidetto le funzioni (%), 2.(%.), %5(2,))
ci troviamo nel caso di applicare I’osservazione precedente, quando sono
risolubili per funzioni razionali di due parametri le equazioni in x,, %y, %3

f(@yy ®oy 25, a3 +b) = 0
(dove a, b sono costanti arbitrarie): allora si pud (dunque) risolvere I equazione
f(@, 2 @32,) = O

ponendo x,, %,, T3 funzioni razionali invertibili di due parametri u, v, di x,
e di una \/ p(uvx,), dove p é un polinomio di 2° grado in u, o un polinomio
di 4° grado in u, v, 0 un (particolare) polinomio di 6° grado in u, v.

D’altra parte nel caso detto innanzi si riesce per altra via, sotto
qualche restrizione, a risolvere la

fl@, 2wy 2,) = 0
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Ponendo x,, x,, x;, x4 funzioni razionali non invertibili di tre parametri
U, v, 10,

Ma lascio per ora di indicare i resultati precisi ottenuti e le succes-
sive applicazioni che se ne possono fare al caso in cui sieno risolubili per
funzioni razionali tutte le equazioni

f@y, @y @3, a2y +b234-0) = 0

(@, b, ¢ costanti).

Come si vede queste ricerche portano un primo, sebbene modesto,
contributo alle difficili questioni inerenti alla razionalitd delle varietd di
tre dimensioni, questioni che non sono state ancora accostate.



X.

SUI SISTEMI LINEARI DI SUPERFICIE ALGEBRICHE
AD INTERSEZIONI VARIABILI IPERELLITTICHE (%)

« Math. Ann.», Bd. XLVI (1895),
pp- 179-199.

1. — Lo studio dei sistemi lineari di curve piane ha richiamato molte
volte Pattenzione dei geometri; a questo infatti si collegano importanti
teorie come la teoria delle trasformazioni cremoniane e dei loro gruppi,
quella delle superficie razionali, delle involuzioni, ecc.

Appunto dall’uso delle trasformazioni cremoniane e dalla loro decom-
ponibilitd in fattori quadratici viene caratterizzata una serie di ricerche
inaugurate con un noto procedimento del sig. NOETHER, e proseguite
dai signori BERTINI, GuUccia, JUNG, MARTINETTI (2), le quali ricerche
hanno per iscopo di classificare i sistemi lineari di curve piane di ge-
nere 0, 1, 2, riconducendoli a #ipi (d’ordine minimo) irriduecibili per tra-
sformazioni birazionali del piano. I resultati ottenuti in tal modo si tra-
ducono in teoremi di natura proiettiva relativi alle superficie razionali
a sezioni di genere 0, 1, 2 ¢ s'incontrano cosi con quelli cui giungevano
quasi contemporaneamente i signori PICARD () e DEL Przzo (*). Spetta
al sig. SEGRE di aver rilevato in tutta la sua estensione questo fecondo
legame per il quale «la geometria proiettiva delle superficie razionali in -
un 8, equivale alla geometria dei sistemi lineari di curve piane (rap-

(!) Questo lavoro & un ritacimento di tre note inscrite nei « Rendiconti dell’Accademia dei
Lincei » (decembre 1893, maggio-giugno 1394) con aggiunte trattec anche da recenti lavori del
sig. CASTELNUOVO.

(!) NOETHER, Zur Theorie der cindeutigen IEbenentransformationen (« Math. Ann.», Bd. 5);
BERTINI, Iticerche sulle trasformazioni wnivoche involutorie mel piano (« Annali di Mat», serie II®,
t. 8); Guccla, Generalizzazione di un teorema di NORTHER: Sulle riduzione dei sistems lineart
dv curve ellittiche (« Circolo di Palermo », t. I); JUNG (« Istituto lombardo », marzo 1887 e mag-
gio 1888, e « Annali di Mat. », serie I, t. 15 e 16); MARTINETTI (« Ist. lomb. », marzo 1887, e « Cir-
colo di Palermo », t. T).

() «Cr. J.», Bd. 100 Cfr. anche Guccia (« Circolo di Palermo », t. I, 13 giugno 1886).

(%) Sulle superficie dell’n° ordine immerse nello spazio di n dimensioni («Circolo di Pa-
lermo », t. I).
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presentativi) rispetto al gruppo delle trasformazioni birazionali del piano »;
e poco dopo il sig. CASTELNUOVO ne faceva delle applicazioni allo studio
dei sistemi lineari di curve piane iperellittiche e di genere tre (°).

2. — Volendo iniziare per i sistemi lineari di superficie ricerche ana-
loghe a quelle (di geometria piana) di cui he parlato, ho fissato la mia
attenzione sopra i sistemi lineari di superficie algebriche le cui inter-
sezioni variabili sono curve iperellittiche, e mi sono proposto di classi-
ficarli riconducendoli a tipi (mediante trasformazioni birazionali dello
spazio).

Non potevo qui trarre grandi aiuti dalla teoria delle trasformazioni,
nella quale (nonostante i classici lavori dei signori CREMOXA e NOETHER)
rimangono ancora insoluti capitali problemi; era dunque naturale che
cercassi invece un ausilio nello studio proiettivo delle varietd (di 3 dimen-
sioni) a curve sezioni (cogli S,—, in S,) iperellittiche, escludendo cosi quei
sistemi di superficie (a intersezioni iperellittiche) pei quali il passaggio
di una superficie per un punto generico trae il passaggio di essa per altri
punti variabili col primo; limitandomi cio¢ ai sistemi semplici per cui cid
non accade.

3. - « Classificare dal punto di vista proiettivo le varietd V (di 3 di-
mensioni appartenenti ad un S,, » > 3) a curve sezioni iperellittiche, e
stabilire (ove sia possibile) la loro rappresenfazione punto per punto
sullo spazio S;»: ecco un problema per un lato piu generale di quello
proposto (in quanto concerne anche le V non razionali), dalla cui riso-
luzione dipende la determinazione dei tipi di sistemi semplici di super-
ficie ad intersezioni variabili iperellittiche; infatti due tali sistemi saranno
o no trasformabili 'uno nell’altro birazionalmente secondoché sono rap-
presentativi di varietd V proiettive o no.

(%) Cfr. SEGRE (« Circolo Matematico di Palermo », t. I) e CASTELNUOVO (« Circolo Matematico
di Palermo », t. IV; « Accad. d. Scienze di Torino, Atti », 1890); nel penultimo lavoro citato tro-
vasi anche una nota del sig. SEGRE contenente piu esplicitamente 1’osservazione indicata. Cfr. anche
SEGRE, Introduzione alle gecmetria sopra un ente algebrico semplicemente infinito (« Apnali di Mate-
matica », 1894). Nel cap. I (§§ 3, 4, 6) della citata memoria del sig. SEGRE si troveranno svilup-
pate molte considerazioni utili per I’intelligenza di questo lavoro. In particolare mi limito a ricor-
dare il seguente principio di frequentissima applicazione. « Dato un sistema lincare oo™ (n> 2)
di curve piane [generalmente irriducibili]l (cd analogamente si dica per un sistema di superficie
nello spazio, ecc.), esiste sempre in S, una superficic razionale semplice o multipla che puo
ritenersi rappresentovtu sul pianc dal detto sistema (essendo le curve del sistema immagini
delle sczioni iperplanari della superficie): la detta superficiec ¢ semplice se il passaggio per un
punto delle curve del sistema non trae il loro passaggio per altri punti variabili con esso; inoltre
essa & normale (cioé non proiezione di un’altra dello stesso ordine appartenente ad uno spazio
piu elevato) se il sistema di curve piane ¢ determinato completamnente dai punti base (e vice-
versa). Una superficie proiezione in uno spazio inferiore di una data superficie normale, viene
rappresentata sul piano da un sistema Jineare di curve contenuto in uello rappresentativo della
superficie normale, ecc. ».
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Lo studio delle varietd V ¢ intimamente legato a quello delle super-
ficie gezioni iperplanari di esse; cosi la questione proposta viene a rian-
nodarsi a quelle relative alle superficie a sezioni iperellittiche (di cui ho
fatto cenno). Ma una questione preliminare mi si imponeva innanzi di
poter applicare quei resultati relativi a superficie (a sezioni iperellittiche)
razionali, la questione cio¢ di decidere « quando le superficie a sezioni
iperellittiche sieno razionali».

Ho potuto risolvere tale questione pel caso generale in cui il genere
delle nominate sezioni ¢ > 1, e poco dopo il sig. CASTELNUOVO esten-
deva (per altra via) il mio resultato alle superficie a sezioni ellittiche,
dimodoche resta stabilito che « tutte le superficie non rigate a sezioni
iperellittiche di genere p (> 0) sono razionali ».

I1 lettore trovera dimostrato questo teorema nel § I del presente
lavoro ed in esso trovera pure la classificazione e lo studio delle super-
ficie razionali a sezioni iperellittiche, ellittiche e razionali; resultati noti
che vengono qui presentati in una trattazione semplice ed uniforme,
atta a servire d’introduzione al successivo studio delle varietd di 3 dimen-
gioni a curve sezioni iperellittiche (°).

Questo studio riempie i tre §§ successivi dove si distinguono i tre casi
delle varietd V a curve sezioni razionali, di quelle a curve sezioni ellit-
tiche, e di quelle a curve sezioni iperellittiche di- genere p > 1. « Tali
varietd sono razionali o contengono un fascio (serie semplice oo!) di
piani, ad eccezione (forse) della varieta cubica di S,».

Dalla rappresentazione delle V razionali in 8; scaturiscono tutti i
tipi di sistemi lineari semplici di superficie ad intersezioni iperellittiche,
ellittiche e razionali; nella enumerazione dei quali manca forse il sistema
che eventualmente rappresenta la varieta cubica di S, senza punti doppi
(ove questa sia razionale): la varieta cubica di S, con un punto doppio
viene notoriamente rappresentata (per proiezione) dal sistema delle
superficie cubiche con sestica base sopra una quadrica (7).

I. - Le superficie a sezioni iperellittiche.

4. Superficie a sezioni razionali. — A base dello studio delle superficie
a sezioni razionali o ellittiche, che rientrano come caso particolare neila

(%) Nel n. 8 (§ I) ho creduto far cenno di altri resultati importanti recentemente conseguiti
dal sig. CASTELNUOVO relativi alle superficie che contengono un sistema. lineare co? (rete) di curve
iperellittiche percheé esse si collegano all’argomento, sebbene non ne comparisca applicazione
nel seguito.

(") Cfr. SEGRE, Sulla varieta cubica dello spazio a 4 dimensioni, ecc. (« Accademia di Torino,
Memorie », 1888).
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famiglia delle superficie a sezioni iperellittiche, poniamo il seguente teo-
rema di KRONECKER (%):

Una superficie (di S;) contenente co? sezioni piane riduttibili é rigata o
¢ la superficie di STEINER (del 4° ordine con 3 rette doppie passanti per
un punto triplo).

Da questo teorema segue subito il

Teorema di PICARD (°). — Una superficie (di S,;) a sezioni razionali é
una rigata (razionale) o la superficie di STEINER.

Infatti una superficie a sezioni razionali viene segata secondo una
curva riduttibile da ogni piano tangente.

S. SBuperficie a sezionti ellittiche (*°). — Sia F una superficie d’ordine
n > 3 (in §;) le cui sezioni piane generiche sono ellittiche: in ciascun piano
generico vi & allora una curva C d’ordine n — 3 aggiunta alla sezione K
di P, la quale non incontra la K fuori dei punti multipli; cid vale anche
per un piano tangente ad F ma segante F' secondo una curva irredut-
tibile, purché (volendo ancora considerare K come avente il genere vir-
tuale 1) si consideri come aggiunta alla K la curva C d’ordine n — 3
che ha un punto (¢ — 1)-plo in ogni punto ¢-plo di K tranne nel punto
(doppio) di contatto del piano. Ora le co® curve C o sono le sezioni piane
d’una superficie ¢,—; d’ordine n — 3 (aggiunta ad F) o invadono coi loro
punti tutto lo spazio: in quest’ultimo caso (per ogni punto ed in partico-
lare) per un punto O su F vi sono oo! curve C, le quali incontrano in O
le corrispondenti sezioni di F; queste debbono dunque essere spezzate,
e percid la F ha oo? gezioni riduttibili, quindi (non essendo la superficie
di STEINER la quale ha le sezioni razionali) la F & una rigata ellittica.

Dunque se la F non ¢ rigata le oo® curve C d’ordine » — 3 aggiunte
alle sezioni piane di F' sono le sezioni piane d’una superficie (aggiunta)
‘pn—3°

Cid posto, si consideri una retta generica r e su questa sifissino n — 2
punti 4,...4,-, di cui 4, almeno fuori di ¢,—;. In un piano generico

(*) La dimostrazione che il KRONECKER diede di questo teorema non fu pubblicata; 1%1-
lustre geometra si riserbava di ritoccarla quando la iorte lo colse. Una dimostrazione del teo-
rema fondata probabilmente su concetti diversi fu data dal sig. CAsTELNUOVO (Sulle superficie
algebriche che ammetlono un sistema doppiamente infinilo di sezioni piane riduttidili, « Reudic.
Accad. Lincei », genn. 1894). Questi anzi mi prega di aggiungere alle notizie che egli diede sul
teorema di KRONECKER quella qui contenuta, che egli deve alla cortesia del prof. G. LORIA.

(®) Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont unicursales («Crelle J. »,
Bd. 100). Cfr. anche GucciA, «Circolo di Palermo », t. I.

(19 11 ragionamento e la conclusione di questo n. sono tolti dalla nota del sig. CASTELNUOV(,
Sulle superficie algebriche le cuti sezioni piane sono curve ellittiche (« Rendic. Acc. dei Lincei»,
genn. 1894).
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per 7 vi sono oo! curve d’ordine n — 2 aggiunte alla sezione di ¥, pas-
santi per A4,... 4,-,; si pud tra queste fissarne una, (', colla condizione
che essa sia tangente ad un piano generico « per 4,; allora il luogo delle ',
variando il piano per r, & una superficie d’ordine > — 2. Se perd Por-
dine di essa superficie superasse n — 2, ad essa apparterrebbe r e vi
sarebbe qualche piano che la toccherebbe secondo 7, nel quale piano la ¢’
sarebbe spezzata in r ed in una C (aggiunta d’ordine n — 3) passante
per A4,; ma cid & assurdo perché 4, non appartiene a ¢,_,. Si conclude
che il luogo della ¢’ & una superficie @,—, d’ordine n —2, aggiunta ad F. E
si deduce che esiste (almeno) una superficie irreduttibile ¢,_, aggiunta ad F,
segante sopra un piano generico (come ¢ un piano per *) una data curva "
d’ordine n — 2 aggiunta alla sezione di F'; ma per questa C' passa ancora
la @, composta del piano di €’ e della ¢,—;, onde per C’ passa un fascio
di @n—,. Quindi le superficie ¢,—, d’ordine n — 2 aggiunte ad F, compon-
gono un sistema lineare co”!, ne possono essere di piu giacche vi ¢ una
sola @,—.

Le intersezioni variabili di # colle ¢,—, sono curve d’ordine #, com-
ponenti un sistema lineare cui appartengono le sezioni piane di F'; due
di esse s’'incontrano in » punti (variabili): percid se queste curve (con-
siderate come elementi di un sistema lineare) si riferiscono proiettiva-
mente (1) agli iperpiani di un S,—;, si otterrda in S,—, una superficie @
d’ordine » di cui la F pud considerarsi come proiezione (da punti esterni).
Le sezioni iperplanari della @ essendo normali (come curve ellittiche
d’ordine » — 1 in S,—;) anche la @ sard normale, cioé non potrd ottenersi
come proiezione d’un’altra superficie dello stesso ordine appartenente ad
uno spazio piu elevato.

6. — Rivolgiamoci ora allo studio delle superficie @ (non rigate) a
sezioni ellittiche d’ordine » > 3, appartenenti ad S, (e non ad uno spazio
inferiore) (*2).

a) Per n =4 la @ & intersezione di due quadriche di S, (super-
ficie base d’un fascio).

Infatti per una quartica sezione di @ con un §; passano oo! super-
ficie del 2° ordine: se ¢ & una di queste, per ¢ passano oo® quadriche
di 8;, le quali segano su @ le co! quartiche sezioni iperplanari (il cui
sistema normale non & contenuto in un sistema pilt ampio di quartiche,
perche & completa la serie g che gli iperpiani di S, segano sopra una

(*') In modo che alle curve d’un sistema lineare oo™ ? contenuto nel dato corrispondano gli
iperpiani per un punto in S,_;.

(**) I resultati di questo n. sono dovuti al sig. DEL PEZZ0O (Sulle superficie dell’n® ordine im-
merse nello spazio di n dimensioni, « Circolo di Palermo », t. I) che li dedusse servendosi della
proiezione da punti della @ sopra una superficie cubica di S;: qui essi vengono stabiliti diret-
tamente con metodo estendibile alle varietd (a curve sezioni ellittiche) di pit dimensioni.
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delle nominate quartiche sezioni); per ciascuna quartica sezione iper-
planare di @, e per la ¢, passano dunque oo' quadriche di §,, e quindi
vi & una quadrica di S, passante per ¢ e contenente la @: segue che @
& base per un fascio di quadriche, c.d.d.

La @ ¢ dunque la nota superficie studiata dal sig. SEGRE (13), 1a quale
(in ogni caso) contiene delle rette. Proiettando @ da una sua retta a,
essa viene rappresentata univocamente sopra un piano, e le immagini
delle sue quartiche sezioni sono le oo* cubiche (con 5 punti base) proie-
zioni di queste ciascuna dal punto su a.

b) Per n > 4 alla @ appartengono delle cubiche gobbe o delle quar-
tiche razionali normali in S,.

A stabilire il fatto enunciato bastano le considerazioni seguenti.

Anzitutto, se una sezione iperplanare di @ si spezza, le sue compo-
nenti sono curve razionali normali: infatti se vi fosse una curva C d’or-
dine r < n sezione iperplanare parziale di @ la quale appartenesse ad
uno spazio S, di dimensione p <7, le intersezioni residue degli iperpiani
per S, con @ costituirebbero su @ un sistema lineare di curve d’ordine
n —r, di dimensione n —9 —1 >n —7, il che ¢ assurdo perche le se-
zioni (ellittiche) di @ non possono contenere una serie g,—, di dimen-
sione >n —7r — 1.

Essendo # > 4 vi sono infiniti iperpiani bitangenti a @ che la toc-
cano in un dato punto generico O: le sezioni di questi sono spezzate in
due curve razionali normali passanti per O ed aventi un altro punto
comune; nessuna di queste € una retta perche @ non ¢ rigata. Ogni iper-
piano passante per una C di tali curve incontra @ in un’altra curva ¢’
che ha con C due punti comuni (¢ bitangente a @). Quindi se » ¢ ’ordine
di una C di queste curve, r —1 & la dimensione del sistema lineare cui
appartiene su @. E parimente se s ¢ 'ordine dell’altra componente (',
¢ s —1 la dimensione del sistema lineare cui ¢’ appartiene su D.

I due sistemi lineari di curve cui C, C' appartengono su @ possono
essere contenuti 'uno nell’altro o coincidere; ma poicheé una € incontra
una (' in due punti, uno dei due sistemi ha la dimensione < 3 e quindi
una dellezdue curve C, C' ha ordine < 4. Percid se nessuna delle due
curve € una conica, una di esse ¢ una cubica o una quartica razionale
normale. Nel caso opposto si provera Pesistenza d’una cubica o d’una
quartica razionale normale su @ nel seguente modo.

Sia (' una conica e C abbia I'ordine > 4 ed appartenga quindi ad
un sistema lineare di dimensione > 3. In questo sistema vi sono delle
curve aventi un punto doppio in un punto generico di @ le quali si spez-
zano in due curve razionali normali d’ordine > 2 aventi (soltanto) il detto

(*) « Math. Annalen », Bd. 24.
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punto comune. Ciascuna di queste due componenti haun punto comune con
(' altrimenti una di esse incontrerebbe €’ in due punti e 1’altra apparter-
rebbe ad un sistema lineare di dimensione uguale al suo ordine. Ora
poiché le due curve d’ordini ', s’ s’incontrano in un punto e apparten-
gono a sistemi risp. oo™, co*'-1, uno almeno dei due numeri 7', s’ & < 3.
Se poi una delle due curve nominate & una conica, un iperpiano speciale
passante per laltra (C") sega @ secondo due coniche (quella nominata
e la (') onde un iperpiano generico per C” sega @ secondo una quartica
razionale normale.

Rimane cosi effettivamente provata l’esistenza su @ di una cubica
gobba o d’una quartica razionale normale segante in due punti l’inter-
sezione iperplanare residua.

Se su @ vi & una cubica gobba, l'intersezione residua di @ con un
iperpiano generico & una curva irreduttibile C,—, razionale normale d’or-
dine #n — 3 in §,—;, dalla quale la @ viene proiettata univocamente sopra
un piano, poiché¢ la C,—; ha colla cubica due punti comuni e quindi la
cubica stessa viene incontrata in wn punto da un iperpiano per C,—;.
In tal caso la @ viene rappresentata sul piano mediante un sistema lineare
di cubiche proiezioni (dalle intersezioni con C,—;) delle sezioni iperpla-
nari di @.

Se su @ vi ¢ una quartica razionale normale di S,, l'intersezione
residua di @ con un iperpiano generico per essa quartica & una curva
irreduttibile C,., razionale normale d’ordine n — 4 in S,-,, dalla quale
la @ viene proiettata univocamente sopra una quadrica @ di S;: in
questa rappresentazione le immagini delle sezioni iperplanari di @ (proie-
zioni di queste dalle intersezioni con C,_;) sono quartiche ellittiche. Ma
allora certo n < 8, e se n << 8 queste quartiche (3ezioni di @ con altre
quadriche di S;) hanno qualche punto comune: se da un tal punto si
proietta ¢ sopra un piano si ottiene la rappresentazione di @ sul piano,
dove immagini delle sezioni iperplanari sono cubiche: questo caso non
conduce dunque ad un resultato diverso dal precedente tranne per n=38.
Per n << 8 si desumera dalla rappresentazione di @ mediante cubiche
piane, esistenza su di essa di una C,—; dalla quale @ viene proiettata
univocamente sopra un piano, ecc.

Si noti poi che dovra aversi in ogni caso n < 9, poiché oo® sono tutte
le cubiche del piano.

Riepilogando le cose dette ed includendo anche il caso noto n=3 (%),
possiamo dunque enunciare il

Teorema di CASTELNUOVO-DEL PEzZzo (1%). — Ogni superficie algebrica

(*) Cfr. CREMONA, «Cr. J.» Bd. 68.
(1®) CASTELNUOVO, « Accad. dei Lincei », gennaio 1894,

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria. I. 12
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d’ordine n a sezioni ellittiche, non rigata, ¢ razionale e pud rappresentarsi
sul piano:

1) o con un sistema lineare di cubiche con 9 — n punti base (n < 9),

2) o con un sistema lineare di quartiche con due punti base doppi
(n = 8) (%) (rappresentazione equivalente a quella sopra una quadrica
mediante un sistema di quartiche ellittiche senza punti base).

Possiamo aggiungere che ove la superficie in questione @ sia nor-

male ed » > 3 la rappresentazione viene data:

1) nel 1° caso proiettando la @ sopra un piano da una sua curva
irreduttibile C,-; razionale normale d’ordine n — 3 (in S,-;),

2) nel 20 caso proiettando la @ sopra un piano da una sua quar-
tica irreduttibile di S, e da un punto.

7. Superficie a sezioni iperellittiche di genere p > 1 (*7). ~ Rivolgia-
moci allo studio delle superficie a sezioni iperellittiche (di genere p > 1):
sia F una tal superficie che pud supporsi appartenente ad S; (ove in
caso opposto si proietterebbe da punti esterni).

Anzitutto si supponga che F sia razionale. Nella rappresentazione
piana le immagini delle sezioni di F sono curve iperellittiche € di ge-
nere p e d’'un certo ordine »n: vi sono co-! curve K d’ordine n — 3 aggiunte
alle nominate d’ordine n; una K sega ogni C in coppie di punti coniu-
gati (sulla curva iperellittica C); percid della K passante per un punto O
del piano fa parte il luogo dei punti coniugati di O sulle curve C pas-
santi per O; segue che le curve K si compongono di p—1 curve d’un
fascio ciascuna delle quali sega in due punti coniugati le C: in conseguenza
su F vi & un fascio (lineare) di coniche e la conica del fascio passante
per un punto & il luogo dei punti coniugati di esso sulle sezioni di F (8).

Prescindiamo ora dalla ipotesi della razionalitd di F. Allora possono
farsi due ipotesi:

1) i coniugati d’un punto generico O di F sulle sezioni per esso
invadono tutta la superficie;

2) i coniugati d’un punto generico O di ¥ sulle sezioni per esso
descrivono una linea.

Nella 12 ipotesi mentre in ogni piano generico per O vi ¢ un coniu-
gato di O sulla curva sezione di F, inversamente ogni punto di F & il
coniugato di O sopra un certo numero finito m di sezioni piane per O:
in tal guisa i punti della superficie F vengono a corrispondere ai gruppi
d’una involuzione (di grado m) nella stella di centro 0, e poiché una tale

(**) DEL PEzzo, «Circolo di Palermo », t. I.

(1) Cfr. la mia Nota, Sui sistemi lineart di superficie algebriche le cui intersezioni variabili
sono curve iperellittiche, (« Accad. dei Lincei», dec. 1893) [questo volume, IV], n. 2.

(**) Cfr. CASTELNUOVO, «Circolo Matematico di Palermo », 1890.
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involuzione (come ogni involuzione in un ente algebrico razionale co?)
& razionale (**), cosi la F' & una superficie razionale. Ma tale conclusione,
per quanto ¢ stato innanzi osservato, contrasta all'ipotesi che i coniugati
di O sulle sezioni di # invadano tutta la superficie. Pertanto la 12 delle
ipotesi fatte deve scartarsi.

Discutiamo 1a 22 ipotesi.

I coniugati d’un punto generico O di F sulle sezioni per O descri-
vono una linea C d’un certo ordine »: il punto O con ogni punto della
linea C d& una coppia di punti coniugati sopra ogni sezione di ¥, gicché
questa ¢ incontrata in wn punto fuori di O dai piani per O e quindi ha
il punto O come (n — 1)-plo; la C & dunque una linea piana o si com-
pone d’una linea piana e di rette per O, ma queste possono (eventual-
mente) non computarsi come facenti parte della C. Ad ogni punto O
della F' corrisponde una siffatta curva C, e sussiste la proprietd fonda-
mentale che se la curva C corrispondente ad O passa per il punto O’
di I, la curva C’ corrispondente ad O’ passa per 0. Da questa proprieta
si deduce che deve essere n — 1 0 n = 2: altrimenti (per n > 2) la
curva piana (' avrebbe in O’ almeno un punto doppio, e perd tutti i
piani tangenti ad F nei punti della curva piana C passerebbero per O;
cio & assurdo perché la C (d’ordine n) ha O ccme (n — 1)-plo e non si
compone (interamente) di rette per O.

Cid posto distinguiamo i due casi:

1) » =1. La curva C corrispondente ad un punto generico O di F
¢ una retta: ogni punto O’ di C ha come corrispondente una retta ¢’
per O la quale ¢ fissa al variare di O’ su O’ (altrimenti F' sarebbe un cono
col vertice nel punto generico 0). In questo caso la F' & dunque una
rigata iperellittica di genere p, e su di essa le rette C, C' sono rette
coniugate.

2) n=2. Ogni punto O di F ha come corrispondente una conica C
su I' passante per esso. Dico che ogni punto O’ di € ha come corrispon-
dente la stessa conica C, di guisa che le coniche C formano un fascio
lineare su I" e percid la F ¢ razionale (per un noto teorema del signor
NOETHER) (%°).

Suppongasi invero il contrario: ai punti O’ di C corrispondono allora
(nel senso indicato) oo! coniche €' su F passanti per 0. Due coniche C'
(non giacendo in uno stesso piano) hanno comune al pitt un sol punto
variabile e quindi o formano un fascio (razionale) ed allora la F' & razio-
nale pel citato teorema di NOETHER, oppure s’incontrano due a due in
un punto fuori di O, e per ogni punto di F' ne passa un certo numero

() CASTELNUOVO, Sulla razionalita delle involuzioni piane (« Math. Ann.», Bd. 44, 1893).
(2°) Ueber Flichen, welche Schaaren rationaler Curven besilzen (« Math. Ann. », Bd. 3).
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v>1, ed ancora la F & razionale perché i suoi punti vengono riferiti
al gruppi d’una involuzione oo® g2 sopra un sostegno razionale (la oot
delle coniche) (2!). In tutti i casi dunque si conclude che la F & razio-
nale, onde, per cid che & stato osservato in principio, sulla F le coniche C
formano un fascio.

Possiamo ora enunciare il seguente teorema generale nel quale sotto
la denominazione di curve iperellittiche includiamo anche le curve razio-
nali ed ellittiche (casi particolari della famiglia):

Ogni superficie algebrica le cui sezioni (piane o iperplanari) sono curve
iperellittiche di genere p (> 0):

1) é una rigata di genere p,
2) oppure una superficie razionale, ed in questo 2° caso per p > 1
contiene un fascio lineare di comniche.

8. Cenno di wulteriori risultati. — Sebbene non necessario pel seguito,
credo possa riuscire interessante per il lettore un breve cenno di ulte-
riori resultati, conseguiti dal signor CASTELNUOVO (22), che si collegano
all’argomento di cui stiamo trattando.

Il teorema concernente la razionalita delle superficie non rigate a
sezioni iperellittiche (ellittiche o razionali) pud essere riguardato dal punto
di vista della cosi detta geometria sopra una superficie (geometria delle
trasformazioni birazionali) come una proprieta delle superficie contenenti
un sistema lineare co® di curve iperellittiche. Allora si pud cercare un
teorema analogo per le superficie contenenti un sistema piu ristretto di
curve iperellittiche: esso ¢ stato dato appunto dal sig. CASTELNUOVO
sotto la forma seguente:

Una superficie contenente una rete di curve iperellittiche di genere p
(> 0) a serie caratteristica mon speciale (23) ¢ razionale o riferibile ad una
rigata di genere p, o ad una rigata ellittica.

La dimostrazione ricorre ancora al concetto di utilizzare il teorema
della razionalitd delle involuzioni piane che mi ha servito nel n® 7: ma
esso compare qui sotto altra forma. Il sig. CASTELNUOVO nota che quel

(*') La razionaliti delle involuzioni sopra un sostegno razionale co! ¢ stata stabilita dal
sig. LUROTH («Math. Ann.», Bd. 9). Secondo un teorcma piu generale di CASTELNUOVO Sono
anche razionali le involuzioni piu volte infinite, non composte, sopra una curva di genere qua-
lunque (« Atti dell’Accad. di Torino », giugno 1893). 11 sig. HUMBERT (« Journ. de Math. », 1893)
& giunto contemporancamente allo stesso resultato.

(22) Sulle superficie algebriche che contengono una rete di curve -iperellittiche (« Rend. Accad.
dei Lincei », maggio 1894).

() Serie caratteristica della rete (sistema lineare co?) & quella serie segata dalle curve del
sistema sopra una curva generica di esso: la denominazione di nmon speciale va intesa nel senso
dei signori BRILL-NOETHER (« Math. Ann.», Bd. 7), (serie non contenuta nella gzgjzl apparte-
nente alla curva di genere p).
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suo teorema pud enunciarsi dicendo: « Una superficie ¢ contenente una
qualsiasi serie oo! razionale di curve razionali & razionale ».

Infatti, se si riferiscono biunivocamente le curve della serie ai piani
d’un fascio e si proietta ogni curva della serie sul corrispondente piano,
nasce una superficie F' contenente un fascio di sezioni piane razionali
e quindi (?*) razionale, la quale & in corrispondenza [m, 1] colla ¢ (dove
m > 1), onde i punti della ¢ vengono a corrispondere biunivocamente ai
gruppi d’una involuzione su ¥, o ai punti di F, e perd la ¢ & razionale.

Ci0 posto, si abbia una superficie contenente una rete (sistema
lineare oo?) di curve iperellittiche di genere p, a serie caratteristica non
speciale. Sia dapprima p > 1. Sono da distinguere due casi:

10 caso. Le curve della rete passanti per un punto di una curva
iperellittica non passano pel coniugato (allora la serie caratteristica della
rete non & composta colla g; della sua curva generica e quindi & certo
non speciale).

I punti coniugati d’un punto O della superficie sulle curve iperellit-
tiche della rete descrivono una curva razionale C; variando il punto O
sopra una di queste curve ¢ ha luogo (come e facile vedere) uno dei
seguenti casi:

a) o la curva luogo dei coniugati di O non varia, e coincide colla C
stessa, oppure & da essa distinta;allora sulla superficie vi € un fascio di curve
razionali, fascio lineare nel primo caso sicch¢ la superficie & razionale,
fascio di genere p nel secondo caso nel quale la superficie puo trasfor-
marsi in una rigata di genere p (essendo le curve della rete unisecantile C);

b) o al variare di O su C varia la curva coniugata ad O e descrive
una serie razionale di curve razionali ed allora la superficie & razionale
(questo caso b) non puod in realtd presentarsi).

20 caso. La serie caratteristica della rete di curve iperellittiche sulla
data superficie F ¢ composta colla g; sulla curva generica della rete. Allora
(poiché tale serie caratteristica & non speciale) due curve della rete si
segano in pit che 2(p — 1) punti. La F risulta riferibile ad un piano
doppio, ed una discussione pit minuta (?*) prova che i piani doppi che
cosl nascono sono quelli razionali di CLEBSCH-NOETHER (2¢) e loro dege-
nerazioni.

Sia ora p =1 (e quindi certo non speciale la serie caratteristica della
rete). Due curve generiche della rete si seghino in » punti.

Un punto O della data superficie I, contato come (n — 1)-plo sopra
ciascuna curva ellittica della rete per O, individua un gruppo di » punti

(**) NOETHER, ¢« Math. Ann. », Bd. 3.
(2%) Cfr. CASTFLNUOVO, 1. c.
(2%) CLEBSCH, Ueber den Zusammenhang..., « Math. Ann. », Bd. 3; NOETHER, Ueber die ein-

sdevutioen b, 4. f, 44,
g

f , « Sitzungsberichte d. ph. med. Soc. zu Erlangen », 1878.
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appartenente alla g;~! completa contenente la g. caratteristica; questo
gruppo contiene un punto fuori di O, che variando la curva per O de-
scrive una linea razionale C. Ora si facecia variare O su C, la linea corri-
spondente (nel senso indicato) pud essere fissa o variabile: nel 1° caso
le C formano un fascio (ellittico) e si ¢ condotti alla trasformabilita di F
in una rigata ellittica; nel 2° caso si ha su F una serie razionale oo! di
curve razionali, quindi F & razionale.
Cosi risulta stabilito il teorema.

II. - T sistemi lineari di superficie ad intersezioni variabili razionali.

9. Lo studio dei sistemi lineari semplici di superficie le cui inter-
sezioni variabili sono curve razionali si riconduce a quello delle varietd V
(di 3 dimensioni) a curve sezioni razionali (cogli S,—, in §,) di cui i detti
sistemi sono rappresentativi.

Si supponga la V (ove occorra) proiettata da punti esterni in un S,.

Le superficie sezioni iperplanari della V, avendo le sezioni razionali,
sono rigate o superficie di STEINER (n. 4); e nel 1° caso sono quadriche
o rigate non quadriche.

10 caso. Le superficie sezioni di V sono quadriche. Allora la V ¢
una quadrica di S,.

20 caso. Le superficie sezioni di ¥ sono rigate non quadriche. Allora
la V contiene un fascio (serie semplice oo!) di piani. Infatti per ogni
punto di V passano oc! rette di essa formanti un cono; questo cono &
un piano avendo comune wna generatrice con ogni iperpiano pel punto.
Poiche le curve sezioni di V sono razionali, anche il fascio di piani su V
€ razionale.

30 caso. Le superficie sezioni di V sono superficie di STEINER del
40 ordine con 3 rette doppie passanti per un punto triplo. Intanto la V'
& del 4° ordine.

Poiché sono oot le superficie sezioni di V, vi sono su V dei punti
ciascuno dei quali & triplo per infinite superficie sezioni di V e quindi
per V: i punti tripli di V formano una retta (essendovi un punto triplo
sopra ogni sezione) e per questa retta passano tre piani doppi luogo delle
rette doppie delle superficie sezioni. Alla V appartiene una congruenza
di (oo?) rette sezioni dei piani per la retta tripla a; ciascuna di queste rette
incontra la @ in un punto; dico che questo punto ¢ fisso per le nomi-
nate rette ed & quadruplo per la V. Infatti in un punto generico della
retta tripla ¢ vi & un cono cubico osculatore costituito dai tre S; indi-
viduati dalle coppie di piani doppi, ed i piani doppi costituiscono la com-
pleta intersezione di ¥ col nominato cono osculatore: un punto O di a
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pel quale passi una retta di V fuori dei piani doppi (la qual retta deve
appartenere al cono osculatore in O) ¢ dunque un punto speciale di a
quadruplo per V, c.d.d.

Segue che la ¥V & un cono proiettante dal vertice una superficie di
STEINER: esso pud ritenersi come proiezione (da punti esterni) di un
cono normale del 4° ordine in §; proiettante da un punto una superficie
di VERONESE (*?). Dopo cio si pud enunciare il

Teorema. — Una varietd (di 3 dimensioni) a curve sezioni razionali €

1) una quadrica;

2) o una serie semplicemente infinita di piani;

3) 0o un cono del 4° ordine proiettante dal vertice una superficie di
VERONESE 0 una sua proiezione.

10. — Le varietd V a curve sezioni razionali sono tutte razionali, come
& agevole vedere. Come si rappresenteranno esse su S;?

10 ¢aso. La V & una quadrica. Rappresentandola su S; mediante
proiezione da un suo punto si hanno come immagini delle superficie
sezioni [iperpiane] le co* superficie di 2° ordine passanti per una conica.

20 caso. La V contiene un fascio lineare di piani. Allora (come ha
dimostrato il sig. SEGRE (%°)) essa pud ritenersi proiezione (da punti
esterni) d’una varietd normale W dello stesso ordine » appartenente ad
un S,4e, € rappresentarsi quindi su S; (mediante successive proiezioni
da punti della varietd normale W); si hanno allora come immagini delle
superficie sezioni iperplanari di V (o di W) superficie d’ordine n con una
stessa retta (n — 1)-pla (ed altri elementi base). Il sig. SEGRE nel lavoro
citato ha considerato piu da vicino tali sistemi lineari di superficie, il
cui ordine pud in generale abbassarsi con trasformazioni cremoniane
dello spazio.

30 caso. Per rappresentare su S, il cono W del 4° ordine (normale
in §;) proiettante da un punto una superficie di VERONESE (cono che
insieme alle sue proiezioni dello stesso ordine costituisce il 3° tipo delle
varietd considerate), basta anche qui ricorrere a successive proiezioni da
punti semplici di W. Con ¢id le immagini delle sezioni iperplanari di W

(") Dicesi di VERONESE la superficie normale del 4° ordine in S; rappresentabile sul piano
mediante il sistema lineare delle coniche. Questa bella superficie (le cui proiezioni dello stesso
ordine in S; sono superficie di STEINER) si trova gid accennata dal CAYLEY, On the Curves which
satisfy given conditions (« Phil. Trans. », 1868), ed & stata studiata diffusamente dal sig. VERO-
NESE (« Accad. dei Lincei, Memorie », 1883-84) e dal sig. SEGRE, Considerazioni tntorno alla geo-
melrie delle coniche (« Atti Accad. di Torino », 1885). Cfr. anche STUDY, Ueber die Geomelrie der
Kegelschnitte (« Math. Ann.», Bd. 27).

(2%) Sulle varicta normali a 3 dimensioni composte di una serie semplice razionale di piani
(« Atti Accad. di Torino », 1885).
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riescono del 4° ordine; ma l’ordine di tali superficie pud essere abbas-
sato con una trasformazione cremoniana dello spazio S;.
Per vederlo nel modo piu semplice basta considerare che tutti i coni W
(di Ss) sono proiettivi fra di loro e quindi due sistemi lineari di super-
ficie in S; rappresentativi di coni W debbono potersi trasformare birazio-
nalmente I'uno nell’altro; in altre parole un qualunque sistema di super-
ficie in 8; rappresentativo d’un cono W pud essere assunto come tipo
della famiglia che stiamo considerando; allora si potra assumere come
tipo il sistema oo® delle quadriche che toccano un piano in un dato punto
di esso (sistema evidentemente rappresentativo d’un cono W).
Dopo cid possiamo enunciare il
Teorema. — 1 sistemi lineari semplici di superficie algebriche le cui inter-
seziont variabili sono curve razionali possono trasformarsi birazionalmente
in uno dei sequenti tipi:
1) sistema delle quadriche per una conica;
2) sistema di quadriche tangenti in un punio ad un piano;
3) sistema di superficie d’un certo ordine n con retta base (n — 1)-pla,
e (forse) altri elementi base.

III . - I sistemi lineari di superficie ad intersezioni ellittiche.

11. (**) — Si consideri una varieta W (di 3 dimensioni) a curve sezioni
ellittiche in S§,. Le superficie sezioni iperplanari di essa sono rigate o
razionali.

Nel 10 caso la varietd contiene un fascio ellittico di piani (cfr. n. 9,
20 caso). Nel 2° caso col ragionamento del n. 5 si prova che le curve
d’ordine n — 2 aggiunte alle sezioni piane di W, supposte d’ordine =,
generano co"! varieta d’ordine » — 2 (aggiunte a W), mediante le quali
(riferite proiettivamente agli iperpiani di S,.,) la W si trasforma in una
varietd ¥ dello stesso ordine # normale in S,4, di cui W puo ritenersi
come proiezione.

Escludendo le varieta contenenti un fascio ellittico di piani (certo
non razionali), rivolgiamoci a considerare le varieta normali V' d’ordine n
in 8,4+, @ curve sezioni ellittiche.

Dimostreremo che per n > 3 esse sono razionali e ne troveremo la
effettiva rappresentazione: rimane il dubbio sul caso » = 3, rimane cio¢
dubbia la razionalitd delle varietd cubiche di 8, prive di punti doppi.

(?*) Cfr. le mie Note Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui intersezioni variabili sono
curve ellitliche (« Rendic. Accad. dei Lincei », maggio-giugno 1894) [questo volume, VII, nota I
e IIl
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12. — Anzitutto si noti che le superficie sezioni iperplanari di V sono
normali d’ordine # in §,; quindi per » > 3 esiste sopra una superficie
sezione iperpiana generica di V una curva irreduttibile C, d’ordine n —3
o d’ordine n — 4, dalla quale la superficie viene proiettata univocamente
sopra un piano o sopra una quadrica (di S;) (*°): proiettando V da una
tale curva C si ha la rappresentazione univoca di essa sopra un S; o
risp. sopra una quadrica di 8, e cosl resta intanto provato che: Una
varietd di 3 dimensioni a curve sezioni ellittiche d’ordine > 3 o contiene un
fascio ellittico di piani (ed é irrazionale), o ¢é razionale. Dobbiamo ora
distinguere il cago in cui la C possa assumersi d’ordine » — 3 (n > 3) da
quello (possibile soltanto per # = 8) in cui sulla superficie sezione di V
non esista una curva d’ordine n — 3. Chiameremo risp. di 12 e di 22
specie le varieta V che cosi nascono, come le relative superficie sezioni.

13. — Cominciamo ad occuparci delle varieta V di 12 specie, d’ordine
n > 3. La curva proiettante C incontra le superficie sezioni d’ordine =
in » — 3 punti, dai quali queste superficie vengono proiettate in super-
ficie cubiche dello S; rappresentativo: le V di 12 specie vengono dunque
rappresentate su S; mediante sisterui lineari di superficie cubiche L.
Le intersezioni variabili di due L sono curve d’ordine n proiezioni da C
delle curve sezioni di W (dello stesso ordine), onde il sistema delle L
possiede una curva base K d’ordine 9 — n: questa & intersezione par-
ziale di una superficie cubica L con una quadrica fissa @, residua di
ciascun piano rispetto al gistema delle L.

a) Per n =4 la quintica base K, intersezione parziale di una qua-
drica con una superficie cubica irreduttibile, individua sempre da sola
un sistema oo® di superficie cubiche ad intersezioni quartiche ellittiche,
rappresentativo d’una varieta V del 4° ordine in S; (3!) (intersezione com-
pleta di due quadriche di 8;).

Per n >4 la curva base K pud non individuare piu da sola il si-
stema delle L e quindi possono aversi piu tipi di sistemi di L rappre-
sentativi di varieta V.

B cid che dobbiamo indagare pitt da vicino.

14. — Premettiamo il seguente lemma. Proiettando la varieta di
12 specie V (d’ordine » >4 in 8,4,) da una sua curva irreduttibile ¢

(*%) Cfr. n. 6.

(®') La varietd V7 del 4° ordine di S; puo considerarsi come un complesso quadratico di rette
(chiamando punti [di una quadrical le rette di S;). La data rappresentazione di ¥V coincide con
quella data dal sig. KLEIN in un’aggiunta alla nota del sig. NOETHER, Zur Theorie der algebraischen
Functionen mehrerer complexer Variabeln (< Gottinger Nachrichten », 1869), Cfr. anche CAPORALI,
Sui comyplesst e sulle congruenze di 2° grado (« Memorie dell’Accad. dei Lincei », 1877-78).
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d’ordine #n — 3 in §,-;, si ottiene un sistema di superficie cubiche L, im-
magini delle sezioni iperplanari, che

1) & determinato dalla curva base K d’ordine 9 — » e non ha punti
base doppi, se per C non passa alcun S, segante V secondo una su-
perficie;

2) nel caso opposto ha, oltre la curva base K, un punto base O
doppio per le L e (7T —n + g)-plo per la K, dove p =0, 1, 2.

La dimostrazione del lemma si fonda sull’osservazione seguente (3%).
Se esiste un punto O base per le L che impone ad esse nuove condizioni
non espresse dai passaggio delle L per X, i piani per O rappresentano
sezioni iperplanari parziali di V, d’ordine < n; percid vi ¢ per C uno
S.-, segante V secondo una superficie d’ordine # — 3 (come la C sua
sezione) e gli iperpiani per esso segano ulteriormente V secondo rigate
cubiche. I piani per O sono immagini delle nominate rigate cubiche, e
quindi O ¢ doppio per le L le quali hanno in ogni piano per O altri due
punti base semplici. Questi possono essere ambedue distinti da O, che
& in tal caso (7 — n)-plo per K; oppure uno solo di essi & distinto da O
{(8 — n)-plo per K}, e l'altro descrive l'intorno di O sopra un piano
osculatore fisso per le L; o infine ambedue sono infinitamente vicini ad O,
che & allora (9 — n)-plo per la K (composta di 9 — » rette), ed in tal caso
le L hanno in O lo stesso cono quadrico tangente.

Osservazione. — Giova inoltre osservare che il secondo dei casi prece-
denti puod presentarsi soltanto per # < 6: infatti in tal caso proiettando
da C sopra un piano una sezione iperplanare di V per C, si ha come
immagine di C una conica spezzata (essendoche dalla quadrica ¢ residua
di ciascun piano rispetto al sistema delle L si stacchi il piano osculatore
in 0); una delle rette componenti la nominata conica contiene allora
tre punti (di K) base per le L, onde la K contiene una cubica (piana),
e si ha appunto n < 6.

15. — 11 precedente lemma fissa i limiti della discussione che dobbiamo
compiere. Vi sono 4 casi da esaminare per ogni valore di #, cioé il caso
in cui il sistema delle L ¢ determinato dalla curva base K, e quello in
cui vi & inoltre un punto base doppio per le L e (7 —n 4+ p)-plo per
la K (d’ordine 9 —=n) dove p = 0, 1, 2. Cominciamo dall’ultimo, a cui
corrispondono soluzioni per ogni valore di n (<9).

b) La curva base K si compone di 9 —»n rette per un punto base
doppio O nel quale & fissato il cono quadrico tangente alle superficie
cubiche L.

(**) 11 lettore troverd svolti i dettagli della dimostrazione nella 23 delle mie citate Note
dell’Accad. dei Lincei.
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Da questa condizione nasce effettivamente (per n=3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)
un sistema oo"t! di superficie cubiche L rappresentativo d’una V, e
per » > 3 nasce dalla effettuata projezione della V da una sua curva C
(razionale normale d’ordine » — 3); per n = 4 il sistema rientra come
caso particolare nel tipo a) (n. 13). La varieta V cosi rappresentata & un
cono (cono ottenuto proiettando dal vertice una superficie non rigata
d’ordine n in 8, a sezioni ellittiche) ossia ha oo?® rette per un punto aventi
per imagini nello 8; rappresentativo le rette per O. Inoltre si vede
facilmente che la projezione di un tal cono da una sua curva O (razio-
nale normale d’ordine n — 3) da sempre come sistema rappresentativo
di L quello b) considerato; segue la sua irreducibilitd agli altri che ver-
remo trovando.

16. — Escludiamo le V che sono coni: restano 3 casi da esaminare

per ogni valore di =. :
¢) Sia n = 5. La curva base I sia una quartica di 2% specie (ge-
nere 0).

Si ha cosi P'unico sistema di L corrispondente alla 12 ipotesi: invero
soltanto una quartica di 22 specie appartiene ad una quadrica (residua
di ciascun piano rispetto al sistema delle L) e quindi soltanto una sif-
fatta quartica determina da sola un sistema oof di L rappresentativo
d’una V. Sotto la condizione di essere di 22 specie la quartica K pud
degenerare (appartenendo sempre ad wna quadrica).

Le varieta V rappresentate dal sistema ¢) non sono coni. Dico che
ogni altra V del 5° ordine che non & un cono pud rappresentarsi col
sistema c¢), mediante proiezione su S; da una conica C opportunamente
scelta su di essa. Invero la V del 5° ordine che non & un cono, ove sia
rappresentata su 8; mediante proiezione da una conica (, non dal sistema
¢), ha come sistema rappresentativo un sistema oo® di L con un punto
base doppio O che ¢ doppio o triplo per la quartica base K; allora si
consideri (in S;) un piano generico per O ed in esso una conica generica y
passante per O e per gli altri due punti base per le L nel detto piano
(uno dei quali al pin é infinitamente vicino ad 0); alla ¥ corrisponde
su V una conica C per la quale non passa alcuna superficie del 20 ordine;
proiettando la V su S; dalla C si ha dunque (n. 14) come sistema rap-
presentativo di ¥V un sistema ¢).

17. — Sia n = 6. Esclusi i coni V si hanno i 3 casi:

d) La cubica base K determina da sola il sistema delle L e perd
anche una quadrica @ residua di ciascun piano rispetto al sistema, quindi
la K si compone di 3 rette sghembe. Effettivamente esiste un sistema co?
di L determinato da 3 rette base sghembe rappresentativo d’'una V del
6° ordine.
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d') 1l sistema delle L ha oltre la cubica base K un punto doppio O,
semplice per K. Allora K & una cubica gobba appartenente ad oo?
(e non oo®) quadriche residue dei piani per O rispetto al sistema delle L.

Nasce cosi effettivamente un sistema oo? rappresentativo di una V
proiettata su 8; da una sua cubica C.

d’) 11 sistema delle L ha oltre la curva base K un punto base
doppio O che ¢ doppio anche per K, ed inoltre le L hanno in O un punto
biplanare con un piano osculatore fisso (cfr. ’Osservazione del n. 14).
Allora la K & una cubica piana. Un sitfatto gruppo base individua effet-
tivamente un sistema oco? di L rappresentativo di una V e nascente dalla
proiezione di essa da una sua cubica C.

I sistemi d), d'), d") sono irreducibili fra loro, perché le V rappre-
sentate sono proiettivamente distinte: per verificare I’asserto basta con-
siderare i sistemi di rigate cubiche che possono appartenere alle V dei
tre tipi. :

18. — Sia n = 7. Esclusi i coni e rammentando 1’osservazione del
n. 14, non vi sono da esaminare che i sistemi di L determinati completa-
mente dalla curva base K, o quelli aventi anche un punto base doppio
per le L e (7T —n)-plo per K: la 12 ipotesi & da scartare, giacché una
linea d’ordine << 3 non individua mai da sola una quadrica residua di
ciascun piano rispetto al sistema delle L; la 22 ipotesi conduce soltanto
al caso:

e) Per n =17; il sistema oo® di L con conica base e punto base
doppio fuori di esso. Questo sistema si pud trasformare quadraticamente
in un sistema di quadriche per un punto.

E non potendosi andar oltre, si conclude che per n > 7 le varietd V
di 12 gpecie sono coni.

19. - Passiamo alle ¥, normali di 22 gspecie. Queste sono di ordine 8:
la loro rappresentazione su S; si ottiene proiettandole da una quartica
razionale normale C e da un punto fuori di essa. Proiettiamo anzitutto
la V da una sua quartica C sopra una quadrica ¢ di S;: le immagini
delle sezioni iperplanari di V su @ sono superficie di 4° ordine L inter-
sezioni di ¢ con quadriche di S, ed aventi come intersezioni variabili
curve d’ordine 8. Sopra V vi ¢ una superficie del 4° ordine passante
per C (giacente in un S;); per ottenerla basta considerare un iperpiano
per O tangente a V in due punti di C, la cui superficie sezione (di
2% gpecie con due punti doppi) si spezza staccandosi da essa una super-
ficie del 4° ordine ¢ di S; passante per C. Cid posto, sulla quadrica @,
proiezione di V da C, le L (immagini delle sezioni iperplanari di V)
hanno un punto base O immagine della ¢ (superficie su V passante per ¢
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e contenuta in un §;): e poiché le L non hanno curva base intersecandosi
due a due secondo curve di 8° ordine, e poiché inoltre tre L han comuni
8 punti variabili, il punto O ¢ doppio per le L. Ora, se 13 @ non ¢ un cono
col vertice in O, si pud scegliere il punto O (immagine di un punto di V
su @) per proiettare 1a'Q su un S;: si ha allora la rappresentazione di V
su §; dove le immagini delle sezioni iperplanari sono le oo® superficie
di 20 ordine. Effettivamente:

f) il sistema di tutte le quadriche di S; ¢ rappresentativo di una
¥ normale di 22 specie (che non & un cono).

Si supponga invece che @ sia un cono col vertice in O: allora le L
sono intersezioni di @ con quadriche passanti per O, e quindi le gene-
ratrici di ¢ sono immagini di rette su V; siccome poi ad una superficie
sezione generica di 7 non appartengono rette (di guisa che la superficie
diviene un cono se contiene una retta), la V stessa € un cono, proiettante
dal vertice una superficie di 22 specie. Proiettando V da una sua quar-
tica C e da un punto, su S;, si ha come sistema rappresentativo:

f') il sistema delle superficie di 4° ordine con punto base triplo,
due rette doppie per esso e in esso lo stesso cono tangente. Un siffatto
sistema rappresenta effettivamente un cono V di 22 specie.

20. - Riassumendo i resultati ottenuti sui sistemi lineari di superficie
ad intersezioni ellittiche, possiamo enunciare il teorema:

I sistemi lineari semplici di superficie algebriche le cui intersezioni varia-
bili sono curve ellittiche, e dove tre superficic generiche s’incontrano in piw
di tre punti (sistemi di grado > 3), st possono ricondurre con una trasfor-
mazione birazionale dello spazio ad uno dei seguenti sistemi lineari tipici
i grado n ¢ dimensione n--1, o ad un sistema contenuto in uno di questi:

per no=4

1) il sistema di superficie cubiche determinato da una quintica inter-
sezione parziale di una quadrica (che puo degenerare);

per n=25,6,7,8,9
2) il sistema oco"t! di superficie cubiche con punto base doppio, 9 —n
rette base per esso, ed in esso lo stesso cono quadrico tangente (questo sistema,
rappresentativo dun cono, per n =4 rientra nel 1° tipo);

oppure: per n =25

3) il sistema oo® di superficie cubiche determinato da wuna quartica
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di 22 specie (che pud degenerare);
per n =26

4) 4l sistema oo delle superficie cubiche passanti per 3 rette sghembe;

B) il sistema oo delle superficie cubiche aventi un punto base doppio
e contenenti una cubica gobba (che pud degenerare) passante semplicemente
per esso;

6) il sistema oo” delle superficie cubiche con un punio base biplanare
ed in esso un piano osculatore fisso, passanti per una cubica piana di cui
il nominato punto é doppio;

per n=17, 8

7) 4l sistema oo o oo® delle quadriche con un punto base o risp. di
tutte le quadriche;
per n =38 anche:

8) il sistema delle superficie di 4° ordine con punio triplo, due rette
base doppie per esso, ed in esso lo stesso cono tangente.

IV. - I sistemi lineari di superficie ad intersezioni iperellittiche.

21. (**) — Rivolgiamoci ora a considerare i sistemi lineari semplici di
superficie le cui intersezioni variabili sono curve iperellittiche propria-
mente dette (di genere p > 1). Occorre per cid considerare le varieta V
a curve sezioni iperellittiche. Supporremo V proiettata (ove occorra) in
una dello stesso ordine in §,.

La varietdh V di 8, a sezioni piane iperellittiche puo avere le super-
ficie sezioni iperplanari rigate o pur no: nel 2° caso le nominate super-
ficie sono razionali e contengono un fascio di coniche.

Se le sezioni iperplanari di V sono rigate, l1a V contiene un fascio
di piani del genere p (cfr. il n. 9) ed ¢ certo irrazionale.

Supponiamo Popposto. Allora sopra ogni superficie F' sezione di V
vi ¢ un fascio (lineare) di coniche, e queste segano le coppie della gi
sopra una sezione piana di F. In conseguenza per una coppia di tale g3
vi sono co! coniche su V, una conica appartenendo ad un fascio di iper-
piani: le co! coniche stanno in un S; e generano una superficie non con-

(%) Cfr. la mia Nota Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui iniersezioni variabili
sono curve iperellittiche (« Rendic. Accad. d. Lincei », dccembre 1894) [questo volume, IV].
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tenente la retta congiungente i due punti della coppia della g1 conside-
rata, e perd di 2° ordine: analogamente si costruiscono oco! quadriche
su V partendo dalle altre coppie della g} sopra una sezione piana iper-
ellittica di V. La serie razionale delle quadriche cosl ottenuta su V &
un fascio (ossia per un punto di V ne passa una) giacche sopra una sezione
piana iperellittica di V (di genere p > 1) non esiste altra serie razionale
di coppie di punti che la g} (34). v

Ora, se si considera una superficie sezione iperplanare generica di V,
le quadriche del fascio nominato segano su questa un fascio (razionale)
di coniche il quale ammette quantesivogliano curve unisecanti (3%): una
di tali curve C sega in un punto ciascuna quadrica del fascio su V.

Si puo supporre che le quadriche del fascio su V appartengano cia-
scuna ad un S; di un fascio, giacché nell’ipotesi opposta basta trasfor-
mare la varieta in una W riferendo proiettivamente gli elementi (quadriche)
del fascio agli iperpiani per un piano in 8,;, e proiettare (da un punto
fisso) ciascuna quadrica sul corrispondente iperpiano.

Ci6 posto si proietti ciascuna quadrica del fascio su V (o su W) dal
punto di C sopra un S;: si otterrd una rappresentazione di V punto per
punto su §;, in modo che alle quadriche di V vengano a corrispondere
i piani d’un fascio in §;. Dunque: ’

Una wvarietd (di 3 dimensioni) a curve sezioni iperellittiche di ge-
nere p (> 1):

1) o contiene un fascio di piani del genere p ed & irrazionale;
2) o ¢ razionale e contiene un fascio di quadriche.

22, - Le varieta razionali V a curve sezioni iperellittiche ci forniscono
colla loro rappresentazione su 8; tutti i sistemi lineari semplici di super-
ficie ad intersezioni iperellittiche. Ponendo mente al modo com’e stata
ottenuta la rappresentazione delle V su §,, si perviene al teorema:

Ogni sistema lineare semplice di superficie le cui intersezioni variabili
sono iperellittiche (di genere > 1) puo trasformarsi birazionalmente in un
sistema di superficie dun certo ordine « con retta base (n — 2)-pla, altra
curva base segante in due punti fuori della retta ¢ piani per essa, e (forse)
altri elementi base.

Viceversa un tal sistema rappresenta sempre una V contenente un
fascio di quadriche e quindi a curve sezioni iperellittiche.

Si noti infine che nell’enunciato precedente si deve intendere che la
curva base bisecante i piani immagini delle quadriche su V pud ridursi
(butta o in parte) a punti della retta.

(**) Cfr.la nota a pag. 72 della citata memoria del sig. SEGRE (¢ Annali di Matematica », 1894).
(**) NOETHER, ¢ Math. Ann.», Bd. 3.
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"SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES ADMETTANT
UN GROUPE CONTINU DE TRANSFORMATIONS
BIRATIONNELLES EN ELLES-MEMES

Par Guipo CASTELNUOVO et FEDERIGO ENRIQUES

« Comptes Rendus de I’Acad. des Sciences de Paris», to. CXXI (1895),
pp. 242-244.

C’est & M. PIcARD que l'on doit la théorie générale des surfaces qui
admettent des transformations birationnelles en elles-mémes ().

Ce savant a considéré en particulier le cas ou le groupe de transfor-
mations se compose de oo? transformations deux & deux échangeables,
et il est parvenu & la classe si intéressante des surfaces hyperelliptiques,
dont les travaux de MM. PicARD et HUMBERT nous on fait connaitre
les remarquables propriétés. Dans les autres cas, M. PICARD a montré
que la surface contient un (ou plus qu’un) faisceau de courbes ration-
nelles ou elliptiques, et il en a profité pour étudier la représentation para-
métrique de la surface par les fonctions abéliennes. C’est précisément ce
dernier cas que nous nous proposons d’approfondir au point de vue géo-
métrique.

Nous parlons toujours, dans la suite, de groupes algébriques de trans-
formations; ce n’est pas la une restriction que nous imposons & notre
surface; en effet, on démontre aisément que si un groupe continu de
transformations birationnelles d’une surface algébrique en elle-méme n’est
pas algébrique, il est cependant contenu dans un groupe algébrique plus
ample, auquel nous pouvons toujours nous rapporter. I’on voit aussi que
le groupe plus ample de transformations (de la surface) deux & deux
échangeables, auquel appartient une transformation donnée, est lui-méme
algébrique.

Cela posé, nous avons plusieurs cas a distinguer par rapport aux
groupes continus de transformations birationnelles d’une surface en
elle-méme.

(*) Mémoire sur la théorie des fonctions algébrigues (« Journal de Math. », 1889); « Comptes
rendus », mars 1895; « Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo », giugno 1895.

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, 1. 13
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I. Le groupe (algébrique) dépend d’un secul parameétre. — Les oo! trans-
formations forment alors une série algébrique qui admet oo! transfor-
mations birationnelles en elle-méme, car le produit d’un élément (trans-
formation) de la série par une transformation du groupe donné est un
nouvel élément de la série; donc, d’aprés un théoréme de M. SCHWARZ,
la série (le groupe) a le genre zéro ou un. En correspondance, on a sur
la surface un faisceau de courbes de genre zéro ou un (toutes du méme
module), courbes décrites par les points de la surface lorsqu’on les trans-
forme par les transformations du groupe; par chaque point de la surface,
il passe une courbe de ce faisceau.

Or ces courbes sont toutes de genre zéro si telle est une entre elles
qui soit lieu d’un point mobile (alors méme qu’il y aurait plus d’une
transformation permettant de passer d’un point & un autre sur cette
courbe; car, dans tous les cas, on voit que la série des transformations
doit étre rationnelle).

_ On parvient 4 la méme conclusion, si ’on connait un point simple
de la surface qui reste fixe dans toutes les transformations, car on peut
toujours choisir une série rationnelle d’éléments infiniment petits autour
de ce point, série que le groupe change en elle-méme. On a donc ce
théoréme: .

St une surface algébrique admet un groupe (algébrique) dépendant d’un
seul parameétre de transformations birationnelles en elle-méme, la surface:

a) contient un faisceau de courbes de genre un, toutes ayant le méme
module, et n’a pas de points simples fizes;

b) ou bien elle contient un faisceaw de courbes de genre zéro, et (d’aprés
M. NOETHER) elle peut élre transformée en une surface réglée ou en wune
surface ayant un faisceau de conigues.

II. Le groupe de transformations dépend de m > 1 paramétres, mais il
est une seule fois transitif (c’est-a-dire qu’il ne permet pas de passer d’un
point quelconque de la surface & un autre point donné).

En fixant alors sur la surface m — 1 points, on déduit du groupe un
sous-groupe & un seul parameétre qui est rationnel, d’aprés le théoréme
précédent. Donc:

Une surface algébrique admettant un groupe algébrigue de transformations
birationnelles en elle-méme, groupe qui dépend de plusieurs parameétres et qui
est une seule fois transitif, peut étre transformée en une surface réglée ou en
une surface avec un faisceau de coniques.

III. Le groupe de transformations dépend de deux parameétres et il est
deux fois transitif. — Si les transformations sont deux & deux échan-
geables, on a, comme nous l’avons dit, les surfaces que M. PICARD a
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spécialement étudiées. Ce cas excepté, chaque sous-groupe du groupe
donné est formé par oo' transformations qui sont échangeables deux &
deux, et il est par suite algébrique. En correspondance avec les oo! sous-
groupes, on a sur la surface oo' faisceaux de courbes algébriques C.

Or §’il y a une seule transformation du groupe qui change un point
donné sur la surface en un autre point donné, alors par deux points quel-
conques de la surface il passe une seule courbe C; d’ou 'on déduit aisé-
ment que les courbes C ont le genre zéro, et que leur systéme oco? est
linéaire; la surface elle-méme est par suite rationnelle (unicursale). Si,
au contraire, on peut passer d’un point donné sur la surface & un autre
point par plusieurs transformations, on n’a qu’a répéter le méme raison-
nement, non plus sur la surface, mais sur la variété algébrique formée
par les oo® transformations, puisqu’il y a une seule transformation qui
permet de passer (par multiplication) d’un é!ément donné de cette variété
4 un autre élément. On voit ainsi que le groupe oo? des transformations
est rationnel, et chaque sous-groupe oo! est de méme rationnel; on conclut
done, en revenant & notre surface, que les courbes ¢ (correspondant &
ces sous-groupes) sont rationnelles, et se divisent en oco! faisceaux ra-
tionnels; enfin (d’aprés M. NoETHER), la surface est encore unicursale.

Si une surface algébrigue admet un groupe algébrique, dépendant de deux
parameétres et deux fois transitif, de transformations birationnelles en elle-méme:

a) ou les transformations sont deux & deux échangeables, et la surface
appartient a la classe des surfaces hyperelliptiques (et dégénérations);
b) ou bien c’est le contraire qui arrive, et la surface est rationnelle.

IV. Le groupe de transformations dépend de m > 3 paramétres, et il est
plus qu’une fois transitif. — En fixant sur la surface un nombre convenable
de points et (s’il le faut) de directions partant de ces points, on déduit
toujours du groupe un sous-groupe algébrique & un seul parameétre; en
correspondance (cas I), on a sur la surface un faisceau de courbes ration-
nelles. Or si le faisceau change en changeant les points fixes, on déduit,
comme ci-dessus, que la surface est rationnelle; si, au contraire, le faisceaun
ne change pas, les courbes dont il est formé sont permutées entre elles
par les transformations du groupe, et le faisceau doit étre de genre zéro
ou un; dans le premier cas la surface est encore rationnelle. Enfin, on a
le théoréme:

8i une surface algébrique admet un groupe (fini, continu), dépendant de
m >3 paramétres et plus qu'une fois transitif, de transformations biration-
nelles en elle-méme, la surface est rationnelle, ou peut éire transformée en une
surface réglée de genre un, ou en une surface contenant un faisceau elliptique
de coniques.

(29 juillet 1895).



XII.

SOPRA LE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI
DEL 4° ORDINE CHE DIVENGONO INTEGRABILI
QUANDO E NOTO UN LORO INTEGRALE
PARTICOLARE

« Rend. Ist. Lomb. di sc., lett. ed arti», s. 22, vol. XXIX (1896),
pp. 257-269.

1. — B noto che i signori PICARD () e VESSIOT (2) hanno stabilito una
teoria delle equazioni differenziali lineari (omogenee) intieramente ana-
loga a quella di Garois delle equazioni algebriche. La detta teoria si
basa sulla introduzione d’un gruppo continuo di trasformazioni lineari
sugli integrali dell’equazione differenziale, gruppo che gode delle due
proprietd caratteristiche seguenti (3):

1) ogni funzione razionale degli integrali e delle loro derivate che
rimanga invariata per le trasformazioni del gruppo & esprimibile algebri-
camente per i coefficienti dell’equazione;

2) ogni funzione razionale degli integrali e delle loro derivate che
si possa esprimere algebricamente per i coefficienti della equazione, rimane
invariata per le trasformazioni del gruppo.

Applicazioni concrete della teoria cosi fondata allo studio delle equa-
zioni lineari (specialmente dal punto di vista della classificazione) ne sono
state gia fatte dal sig. VEssIoT, il quale ha indicato in particolare la con-
dizione perche una data equazione sia integrabile mediante quadrature,
cioé si possa integrare con operazioni algebriche e colla risoluzione suc-
cessiva di equazioni del 1° ordine.

In questa Nota io mi propongo di mostrare come la teoria di PICARD-
VESSIOT si possa applicare alla soluzione del problema di « determinare
le equazioni lineari di 3° e 4° ordine, non integrabili, che divengono inte-
grabili quando & noto un loro integrale particolare generico ».

(1) « Comptes rendus », 1883 e 1894; « Annales de Toulouse », 1887; « Mathematische An-
nalen », 1895.

(®) Sur Uintégration des équations différentielles linéaires, « Annales de I’Kcole normale » 1892.

(®) Cfr. Vrssior, op. cit., pag. 234-236.
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Non ¢ il caso di porre la questione analoga per le equazioni del 20 ordine,
che godono tutte della proprietd sopra indicata. Quanto alle equazioni
del 3° ordine mi limiterd a brevissimi cenni, perché il risultato che le
concerne puo riguardarsi come implicitamente contenuto nella analisi che
il sig. VEssior ha fatto di tutti i casi particolari che le equazioni del
3¢ ordine possono presentare (analisi che, all’infuori di casi ovvii, con-
duce soltanto alle equazioni gia incontrate da LAGUERRE e HALPHEN).

Infine noterd che la questione cui la presente Nota & rivolta, pud
esser posta relativamente alle equazioni lineari d’ordine n = 5, 6, ...; ma
il suo interesse & collegato alla piccolezza del numero n, perche, se il
valore di questo numero s8i lascia indeterminato, si possono avere equa-
zioni lineari di natura comunque elevata, le quali divengono integrabili
appena sia noto un loro integrale particolare.

Ora ecco il risultato ottenuto:

I. Se un’equazione lineare, non integrabile,

Ay + Byl_l- Cy”“l— DyIII: 0

diviene integrabile quando ¢ noto un suo integrale particolare generico,
avviene uno dei seguenti casi:
1) esiste un integrale della forma

x
[waz
hh=ae

dove a & una costante e ¢ una funzione algebrica di 4, B, C, D;
2) fra tre integrali y,, ¥., ¥s convenientemente scelti, d’un sistema
fondamentale, sussiste una relazione della forma

T
f @dx

"Jzz“‘ylys =ae* (%)

(o costante, ¢ funzione algebrica di A, B, C, D).
dx
(Le funzioni della forma ae{q’ che qui compariscono possono dirsi
brevemente funzioni moltiplicative dei coefficienti dell’equazione, poiché
per tutte le trasformazioni del relativo gruppo di PIcARD-VESSIOT, in
particolare per le sostituzioni del gruppo di monodromia, subiscono sol-
tanto una moltiplicazione per una costante).

(%) Cfr. per questo caso LAGUERRE, « Comptes rendus », 1879; HALPHEN, ibid., 1885; VEssIOT,
op. cit., pag. 274.
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II. Se un’equazione lineare non integrabile
Ay 4+ By'+ Cy"+ Dy"+ Eyv =0

diviene integrabile quando & noto un suo integrale particolare generico, avviene
uno dei sequenti casi:
1) Esiste wn integrale (moltiplicativo) della forma

z
fqlda:
Yo=ace’

ed un 2° integrale della forma

T
Jvaz

Yo =ay, + bje
o
(dove o, b sono costanti e ¢, y funzioni algebriche di 4, B, C, D, E).
2) L’aggiunta di LAGRANGE dell’equazione proposta ammette tre
integrali z,, 2,, 2, di un’equazione lineare omogenea del 3° ordine forma-
bile algebricamente, legati da un’equazione
2 fo
23 — 2% = @ e°
(@ costante e ¢ funzione algebrica di 4, B, C, D, E): questa equazione
risolvente lineare di 3° ordine in 2z ¢ dunque del tipo I, 2.
3) L’integrale generale y ¢ la somma degli integrali di due equazioni
lineari del 2° ordine formabili algebricamente.

4) L’equazione si pud considerare come dedotta da un’equazione del
20 ordine

Lz + Mz '+ N2"=0
formabile algebricamente, colla sostituzione
z= Ly + My + Ny".

B) Fra 4 integrali convenientemente scelti Y., Ya, Ys, Ya, Costituenti
un sistema fondamentale dell’ equazione, sussiste una relazione della forma

}:'Pda:

(1Ys — YaYo)* — 4(¥iYs — ¥3)(YsYa —¥3) = ae*

(o costante e ¢ funzione algebrica di A, B, C, D, E).
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I 5 casi che cosi si ottengono danno luogo a problemi d’integrazione
che possono riguardarsi come risoluti in quanto l'integrazione stessa
viene a dipendere da quadrature e da equazioni di RICCATI.

L’ultimo caso & il pit notevole, essendo il solo in cui ’equazione pro-
posta deve considerarsi come irriducibile (nel senso di KONIGSBERGER).

Secondo la teoria di VmssrorT questo caso non differisce sostanzial-
mente da quello in cui si abbia

(Y — Y2Ys)® — 4(thYs — ¥2)(Yats —¥5) = 0,
cago gia trattato dal GOURSAT (%).
2. — Sia data un’equazione lineare, d’un certo ordine =,
1) Ay + 4y'+ ... + Ay =0:

consideriamo gli integrali ¥, ¥.,...,¥» d’un sistema fondamentale come
coordinate projettive omogenee di un iperpiano in 8,_,: allora ad ogni
integrale »

Yy=0Cy + O + ... + Coyn

della (1), corrisponde il punto

y=20
di S,-,.

Le trasformazioni del gruppo di Picarp-VEssior della (1) vengono
rappresentate (a meno d’un fattore) dalle omografie di un certo gruppo
continuo in §,-,. L’equazione (1) ¢ integrabile se & integrabile questo
gruppo d’omografie (VESSIOT), ossia [Lik (°)] se le omografie del gruppo
lasciano fermo (almeno) un punto di §,-,, una retta per questo punto,
un piano per la retta, ece.

Noi supponiamo che la (1) non sia integrabile, ma che lo divenga
quando & noto un suo integrale particolare generico.

Ora dare un integrale particolare y della (1) significa aggiungerlo al
campo di razionalith dell’equazione secondo il signor VESSIOT (7); cid
riduce il suo gruppo di trasformazioni al sottogruppo delle trasforma-
zioni che lasciano invariato quell’integrale.

Dunque, dato un punto generico P di equazione y = 0 in §,-,, le

(*) « Comptes rendus », 1885, Cfr. anche LUDWIG SCHLESINGER, « Diss. Berlin », 1887; FaANo,
« Rendic. Lincei », 1895.

(%) Theorie der Transformationsyruppen, Bd. 3, pag. 262.

() Op. cit., pag. 235.
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omografie del gruppo della (1) che lo lasciano fermo debbono costituire
un sottogruppo integrabile.

Allora si vede subito che vi dovra essere almeno una retta per P unita
per tutte le omografie del nominato sottogruppo, e similmente un piano
unito per questa retta, ecc.

I1 problema di assegnare le equazioni (1) che godono della proprieta
sopra supposta, viene dunque ricondotto alla questione geometrica di
« determinare i gruppi d’omografie di 8,-, tali che, fissando un punto
generico, resti ferma in conseguenza una retta (almeno) per questo punto,
un piano per la retta, ecc. ».

Cominciamo dal risolvere per » = 3, 4 tale questione geometrica:
poi interpreteremo analiticamente i risultati.

3. — Il sig. LiE (op. cit.) ha piu volte notato che i gruppi d’omografie
di 8,-; i quali godono della proprieta che, fissando un punto, resti ferma
una retta per esso, sono certo gruppi imprimitivi: si tratta del resto di
un’osservazione ovvia.

I gruppi che formano oggetto della nostra ricerca essendo imprimitivi,
ci potremmo valere dei metodi generali dati dal sig. Lit per la determi-
nazione dei gruppi projettivi imprimitivi; ma si renderebbe cosi la nostra
analisi molto pitt lunga del bisogno. Noi adopereremo invece considera-
zioni dirette e ci varremo di risultati gid ottenuti dal sig. Lie (op. cit.).

Cominciamo dal caso «» = 3» in cui la questione & gid risoluta: si
vogliono i gruppi di omografie piane non integrabili (e perd di dimen-
sione > 3) tali che, fissando un punto generico, resti fissa una retta per
esso; in altre parole si vogliono i gruppi imprimitivi di omografie piane.
Seguendo il LiE, questi gruppi si ottengono subito, osservando che vi e
(almeno) una serie oo! di curve scambiate fra loro dalle omografie del
gruppo: ciascuna curva di una tal serie ammette almeno oo? trasforma-
zioni projettive in se, e perd ¢ una retta o una conica. Ora la nominata
serie co! di curve (rette o coniche) & un fascio dotato di qualche punto
base unito, oppure inviluppa una curva d’ordine > 1 trasformata in se
stessa dalle omografie del gruppo.

In corrispondenza alle due ipotesi si ottengono rispettivamente i due
tipi di gruppi seguenti:

1) gruppo di omografie piane che lasciano fermo un punto;
2) gruppo di omografie piane che trasformano in se stessa una
conica.

Questi due tipi di gruppi rispondono effettivamente alle condizioni
del problema e sono i soli casi possibili (8).

(°) Cfr. la tabella a pag. 106 dell’op. cit. del sig. LiE.
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4. — Sia ora
n=4;

si vogliono i gruppi d’omografie (non integrabili e perd oo® almeno) nello
spazio S;, tali che, fissando un punto generico, resti fissa una retta (almeno)
per il punto, e resti fissato un piano per la retta.

Questi gruppi sono imprimitivi; dunque le omografie di un tal gruppo
lasciano fermo (almeno) un punto, o una rett2, o un piano, o una cubica
gobba (°).

Discutiamo partitamente le varie ipotesi.

a) Vi sia un punto unito fisso O.

Fissando un altro qualsiasi punto P, resta fissa la retta PO ed un
piano per essa: in particolare cio deve valere se si prende P infinitamente
vicino ad O. Dunque il gruppo d’omografie ternarie nella stella O & tale
che, fissando una retta, resta fermo un piano per la retta; segue (§ 3) che:

vi & una retta unita fissa per O,
oppure vi & un cono quadrico unito fisso col vertice in O.
b) Vi sia una retta unita fissa p. Possiamo aggiungere l’ipotesi che
non vi sia aleun punto unito fisso, altrimenti si ricadrebbe nel caso a).

Fissando un punto generico P, deve restare fissa (almeno) una retta
nel piano Pp: usufruendo del risultato del § 3, se ne trae che le omografie
del gruppo lascianti fermo un qualsiasi piano per p, lasciano fermo in
conseguenza un punto (almeno) del piano. Ora debbono distinguersi due
ipotesi, secondoche vi ¢ in ciascun piano per p un punto unito su p, o
non Vi e.

Poniamoci nella 12 ipotesi.

Si potrebbe supporre che in un piano generico per p restasse fermo
un punto di p o restassero fermi due punti o tutti: in realta le due ultime
supposizioni sono da scartare perche condurrebbero all’esistenza di qual-
che punto unito fisso per le omografie del gruppo. Nella ipotesi che stiamo
trattando si avra dunque in ogni piano generico per p un punto di p che
resta fermo quando e fissato il piano. Potra il punto cosi ottenuto cor-
rispondere a piu di un piano per p? I facile escluderlo, osservando che
si avrebbe nel fascio di piani per p una involuzione mutata in se stessa
dalle omografie del gruppo; questa involuzione avrebbe dei piani uniti
su ciascuno dei quali si troverebbe un punto unito fisso per le omografie
del gruppo (caso scartato). La corrispondenza che si ha tra un piano
per p, ed il punto di p che resta fermo quando & fissato il piano, & dunque
una corrispondenza projettiva.

Si conclude che le omografie del nostro gruppo lasciano ferma p e

(*) L1, op. cit., pag. 231-236.
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trasformano in se stessa una projettivitd tra punti di p e piani per p;
si pud dire, piu brevemente, che:

le omografie del gruppo lasciano fissa la retta p ed una retta infi-
nitamente vicina sghemba con essa.

Passiamo ora alla 22 ipotesi della nostra discussione.

In ogni piano fissato per p, resta fisso un punto fuori di p, e (pos-
siamo aggiungere) un punto solo, ché altrimenti si ricadrebbe nella 12 ipo-
tesi. Questo punto, variando il piano per p, descrive una curva ¢ mutata
in sé dalle omografie del gruppo: ma la C non pud appoggiarsi alla retta p,
altrimenti si avrebbe qualche punto unito fisso: la ¢ & dunque una retta
sghemba a p.

Si conclude che nella 22 ipotesi del nostro ragionamento:

le omografie del gruppo lasciano ferme due rette sghembe (distinte).
¢) Vi gia un piano unito fisso n.

Si pud vedere che le omografie del gruppo debbono lasciar fermo
anche un punto o una retta, cido che ci riconduce ai casi a), b).

" Cominciamo ad escludere l’egistenza d’un punto o d’una retta unita
su 7z. Trattandosi di un gruppo imprimitivo si avra allora su & una conica
unita (§ 3).

Pogsiamo immaginare che la conica sia il cerchio immaginario all’in-
finito delle sfere: il nostro gruppo ¢ allora composto di similitudini (o
movimenti): ora i sottogruppi del gruppo delle similitudini sono tutti
determinati dal Lig (*°): all’infuori del gruppo totale e del sottogruppo
dei movimenti che sono primitivi, essi posseggono un punto unito fisso.

Resta cosi esaurito ’esame dell’ipotesi ¢).

Riuniamo in un quadro i risultati della precedente analisi, tenendo
conto dell’ipotesi d) che definisce da sola un gruppo oo® d’omografie
soddisfacente alle condizioni proposte; avremo allora da menzionare
5 tipi di gruppi d’omografie, caratterizzati dal lasciare fisso risp.:

1) un punto e una retta per esso;

2) un cono quadrico;

3) due rette sghembe distinte;

4) due rette sghembe infinitamente vicine;
5) una cubica gobba.

Gruppi siffatti divengono integrabili allorché si fissa un punto gene-
rico, e sono i soli gruppi che godono di questa proprieta.

5. — Dobbiamo interpretare analiticamente i risultati ottenuti.
Premettiamo la seguente osservazione generale.

Suppongasi che il gruppo d’omografie (di PICARD-VESSIOT) relativo

() Op. cit.,, pag. 240-241, 243.
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ad un’equazione lineare

(1) Ay + Ay + . + Ay =0
lasci fermo un 8, (r <n —1) nello 8,-, rappresentativo. Sieno
¥y =0 (t=1,2,.., 74+1)

le equazioni di r+1 punti indipendenti dello S, : allora I’equazione

Y Y oo Yrna
AP =1y % - Y |=0
y(r+1) y(1r+l) e y(rr++11)

viene trasformata in se stessa dalle omografie del gruppo, ossia il deter-
minante 4 ¢ una funzione moltiplicativa (per le trasformazioni del gruppo
di PIcARD-VESsIOT). Segue che il rapporto di due coefficienti qualunque
dell’equazione lineare A(y) = 0 resta invariato per le trasformazioni del
gruppo di PICARD-VESSIOT, e quindi ¢ funzione algebrica dei coefficienti
della (1). Dunque r-1 integrali indipendenti della (1) (rappresentanti
r-+1 punti dello S, fisso) soddisfano ad una equazione lineare omogenea
d’ordine r +1 formabile algebricamente.

Questa osservazione permette di vedere subito quali equazioni si
otterranno in corrispondenza al gruppo del tipo 1) (» = 3) del § 3, e ai
gruppi dei tipi 1), 3) (n = 4) del § 4.

n =3, caso 1). — Nel piano rappresentativo resta fisso (per le omo-
grafie del gruppo) un punto (cioé un 8, «r = 0»). La (1) ammette dunque
un integrale moltiplicativo

f«pdx
Yyp=ae® ,

integrale di un’equazione lineare omogenea del 1° ordine formabile alge-
bricamente (cfr. I, 1, § 1).

n = 4, caso 1). — Nello S; rappresentativo resta fisso un punto (r=0):
si ha dunque un primo integrale moltiplicativo

x
[ose

Y — ae°

Inoltre vi & una retta fissa pel punto (cioé un S, «r = 1»). Per con-
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seguenza un 20 integrale y, della (1) soddisfa ad un’equazione lineare
omogenea del 20 ordine formabile algebricamente; e poiché questa equa-
zione ammette gia Vintegrale y,, la derivata

@)
N
del rapporto y./y, ¢ una funzione moltiplicativa, e si ha

- ]zlpdx
Y =ay, +bje

]

(cfr. IT, 1).

n = 4, caso 3). — Nello S, rappresentativovi sono due rette fisse sghembe
(cioé due 8, fissi «r» = 1»). La (1) ammette dunque gli integrali di due
equazioni lineari omogenee del 2° ordine (senza integrali comuni), forma-
bili algebricamente (cfr. II, 3).

6. — Riferiamoci ancora in generale all’equazione d’ordine n
(1) Ay + Ay + o + Ay =0,

e supponiamo che il suo gruppo d’omografie nello §,—, rappresentativo
degli integrali lasci ferma una varietd algebrica (inviluppo)

Ty Yoy ooy Yn) = 0.

La forma f & moltiplicativa, e perd i suoi coefficienti possono espri-
mersi algebricamente per 4,, 4,,... a meno d’un fattore. Si avrd quindi
(denotando con ¢ una costante e con ¢ una opportuna funzione alge-
brica di A,, 4,,..., 4.):

x
[pax

FWrs Yoy ooy Yn) = @ €°

Applichiamo questa osservazione ai casi relativi ai gruppi 2) (n=3)
del § 3, e 2), 4) (n = 4) del § 4: potremo subito dedurre le equazioni
corrispondenti a questi casi.

f = 3, caso 2). — Nel piano rappresentativo vi & una conica (inviluppo)
fissa, di cui possiamo porre 1’equazione sotto la forma

Yo~y =0 :
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dunque fra i tre integrali v, y,, y, della (1) passa la relazione

T
2 [piz
Yo —hYs=ac’

(cfr. I, 2).

n == 4, caso 2). — Nello §; rappresentativo vi & un cono quadrico fisso.
Dunque per l'aggiunta di LAGRANGE dell’equazione proposta il gruppo
corrispondente (duale del primo) (1!) lascia ferma wuna conica inviluppo
di piani.

In primo luogo, essendo fisso il piano della conica, tre integrali 2,, 2,, 25
di questa equazione aggiunta soddisfano ad un’equazione lineare omo-
genea di 3° ordine, formabile algebricamente (§ 5): in secondo luogo, tra
di essi passa una relazione che (per scelta conveniente dei medesimi)
¢ della forma

a ﬁpd:t
21—z, =ae°
(cfr. II, 2).
n =5, caso 4). — Nello S; rappresentativo vi & una cubica gobba fissa.
La sua equazione come inviluppo di piani pud scriversi sotto la forma

(%s — YoYs)? — 4(1Ys — YD) (UaYa — ¥3) = 0 :

dunque fra i 4 integrali #,, ., ¥s, ¥s P2ssa una relazione della forma

. N
(%191 — Yo¥s)? — 4(1Ys — Y2)WeYs — Y3) = ac®
(cfr. I1, B).

7. — Resta da cercare quale tipo di equazione lineare corrisponda al
gruppo 4) (n =4) del § 4.

Questo caso si pud considerare come limite del caso 2) (II).

Si abbia un’equazione lineare del 4° ordine 12 quale ammetta le solu-
zioni di due equazioni lineari di 2° ordine indipendenti (formabili alge-
bricamente). Dette

%19 %25 Uyy Ug

(1) Cfr. VESSIOT, op. cit., pag. 249, e BOREL, Sur Uéquation adjoinie, efc., « Annales de ’Ecole
normale », 1892.
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due coppie di integrali indipendenti di queste equazioni del 2° ordine,
I’equazione del 4° ammette dunque come integrali d’un sistema fondamen-
tale 2y, %, %, 4,, © perd &

Yy % % U U

I 7 ! ! s

K) B % U YU
- a n " " " - 9

Aly) =y By Ry U U =0 ().

m com m m

"
Y R B U U

:yIV 2Iv zIv u{v ugv

Si deve sostituire in questa equazione w,, u,, con
A o 2y + u2s,

e fare le conseguenti sostituzioni sulle derivate; supporre quindi (= u(x))
tendente a 0 in tutto un cerchio determinato; e vedere verso quale forma
limite tende l’equazione A(y) = 0. Indicheremo con A(y) = 0 questa
equazione limite che dovrd avere come gruppo d’omografie in §; il
gruppo 4) (equazione limite della cui esistenza si potrebbe a priori con-
vincersi).

Senza effettuare calcoli, possiamo prevedere che cosa dovra essere tale
equazione A(y) = 0 nel modo seguente.

Sia

w(z) = Lz + Mz'+ Nz2"= 0

Pequazione del 2° ordine che ha per integrali z;, 2., e

Tequazione analoga che ha per integrali
U = 2 + U2, Uy = 2y -+ U2 .

Supponiamo che la funzione u(x), di forma variabile, si possa far
divenire in tutti i punti d’un cerchio determinato minore in modulo d’un
numero positivo ¢ piccolo ad arbitrio.

(**) La formazione effettiva di questa equazione & data dal LIBR1, Mémoire sur la résolution
des équations algébrigices dont les racines ont enire elles un rapport donné, et sur Uintégration des
équalions différentielles linéaires dont les intégrales particuliéres peuvent s’exprimer les unes par les
autres, « Crelle J.», Bd. X, pag. 167 (anno 1833).
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Congideriamo 7z, T come operazioni funzionali distributive applicate

alla funzione 2(x).
I1 prodotto
Tr(z)

differisce da =2(2) e da nT(2) per una quantitd infinitesima (in tutti i
punti del cerchio) all’impicciolire di o.
Per conseguenza, a meno di infinitesimi, possiamo considerare come
radici indipendenti dell’equazione funzionale
Tn(z) =0
le
2y, 2, 2 +tpz, 2+ u ().

Dunque ’equazione
Tr(z)=0
differisce per infinitesimi dalla
A4A(z) =0
in tutto il cerchio fissato.
Al limite, per ¢ =0, si avrd dunque Pequazione

Ad=m(3z)=0:

vale a dire ’equazione limite
Ay) =0
si deduce dalla
Lz + M2+ N2"'= 0

colla sostituzione
z=Ly+.My’+.Ny”

(cfr. II, 4).

8. — Resterebbe da parlare del problema d’integrazione a cui danno
luogo le equazioni lineari del 3° e 4° ordine congiderate in questa nota

(*%) Tali sarebbero infatti le radici di T'7(2)= 0 se fosse T'n= aT. B questo un caso parti-
colarissimo (evidente) di un teorema del sig. PINCHERLE, Sulle operazioni funzionali distributive
commutabili con una data, « Atti Accad. di Torino », 1895.
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(cfr. § 1). Ma per quelle del 3° ordine analisi ¢ gia stata fatta: il 3° dei
casi incontrati (il solo notevole) ¢ dovuto a LAGUERRE e HALPHEN (l. ¢.).

Similmente il problema d’integrazione delle equazioni del 4° ordine
corrispondente ai casi 1), 2), 3), 4) si pud riguardare come risoluto
immediatamente.

Tutti questi casi portano solo a quadrature e ad una o a due equa-
zioni di RICCATI.

Il caso 5) non ¢ stato veramente considerato in tutta la sua genera-
lita: e stato solo considerato (da GOURSAT) il caso in cui fra 4 integrali
Y1, Y2y Ys, Yo di un’equazione (lineare omogenea) del 4° ordine sussista
una relazione

(1Ys — YoYs)? — 4(Yr¥s — Y2)(Yays — ¥3) = 0 :

ma risulta dalla teoria di VESsIOT che il nostro caso piu generale non
differisce sostanzialmente da questo caso particolare, e da un altro pilt
particolare ancora, quello dell’equazione soddisfatta dai cubi d’'una equa-
zione lineare del 2° ordine; il gsig. GOURSAT riduce il suo caso a quest’ul-
timo con una sostituzione della forma

.

&= ay + by
qui occorrerebbe una sostituzione della forma
z=ay +by'+cy :

ma lo sviluppo dei calcoli a cid occorrenti ci condurrebbe fuori dei limiti

imposti alla presente nota e non avrebbe interesse in ordine alla questione
che ne forma l'oggetto.

F. ENRIQUES — Memorie scelte @i Geometria, 1. 14



XTII.

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA
SOPRA LE SUPERFICIE ALGEBRICHE

« Memorie della Societd Italiana delle Scienze (detta “dei XL '")»,
8. 3%, to. X (1896),

pp. 1-81.

I. — La Geometria sopra una superficie algebrica in seguito ai classici
lavori di CLEBsCH e CREMONA & venuta prendendo sistematicamente ad
oggetto lo studio delle proprieta delle superficie che sono invariantive
per trasformazioni birazionali di essa; questa tendenza si congiunge
d’altra parte all’indirizzo della Geometria sopra una curva collegato alla
teoria degli integrali abeliani. '

In questo senso fra i lavori che hanno cooperato a porre le basi della
Geometria sopra una superficie debbono annoverarsi primi di tutti quelli
fondamentali del sig. NOETHER (!), dopo i quali la teoria che c¢i occupa
ha ricevuto poco incremento fino a questi ultimi anni.

Ma recentemente lo studio di essa ¢ stato ripreso secondo due indirizzi
che, mentre si connettono da un lato ai citati lavori del sig. NOETHER,
approfittano felicemente di idee e di metodi nuovi: questi sono, «l’indi-
rizzo trascendente coltivato specialmente in Francia (PIcARD, HuUM-
BERT, ecc.) in cui ¢ caratteristica la feconda considerazione degli inte-
grali di differenziali totali (del sig. PICARD) accanto a quella degli inte-
grali doppi di CLEBSCH-NOETHER », «l’indirizzo algebrico-geometrico se-
guito principalmente nei lavori italiani, dove si coltiva lo studio dei
gistemi lineari di curve sopra una superficie seguendo un ordine di con-
cetti. che pud dirsi preparato dalle precedenti ricerche dei sig. SEGRE e
CAsTELNUOVO nella Geometria sopra una curva e nella teoria dei sistemi
lineari di curve piane ».

Appunto appigliandomi ad un tale ordine di concetti, io mi proposi,
due anni or sono, nelle Ricerche di Geometria sulle superficie algebriche (2),
di porre le basi di una teoria generale dei sistemi lineari di curve sopra

(*) Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde («Math. Ann. », 2, 8).
(*) « Memorie dcll’Accademia di Torino », 1893 [questo volume, V.
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una superficie, fondandomi sui concetti di sistema mormale o completo,
di sistema aggiunto ad un sistema lineare irreducibile sopra una super-
ficie (segante la serie canonica sulla curva del dato sistema, ece.), di
serie caratteristica d’un sistema lineare irreducibile (segata sopra una curva
del sistema dalle altre del medesimo).

Mi accorsi allora che la causa delle principali difficoltd che compari-
scono nello studio d’un sistema lineare sta nel fatto che le serie (serie
segata dal sistema aggiunto e serie caratteristica) collegate ad un sistema
lineare normale o completo, possono essere incomplete. Io cercai di ricon-
durre questo fatto ad un carattere della superficie (indipendente dal
particolare sistema cui tale deficienza si riferisce) e mostrai quindi come
si possano imporre alle superficie di genere > 0 alcune restrizioni, che
possono riguardarsi come caratteristiche della classe pitt generale delle
superficie regolari, per le quali l'inconveniente accennato si elimini;
giungevo cosi pei sistemi lineari su tali superficie regolari ad una serie
di resultati assai semplici fra i quali mi limiterd a menzionare 1’esten-
sione del teorema di RIEMANN-RocCH ed i teoremi sulle curve fonda-
mentali.

Negli sviluppi delle « Ricerche » i sistemi stessi venivano altresi assog-
gettati qua e 1a a talune restrizioni che si rispecchiano in restrizioni di
natura proiettiva relative alle superficie atte a rappresentare quei sistemi
(superficie trasformate della data aventi come sezioni piane o iperpiane
le curve del sistema); sebbene vi fosse in alcuni punti la tendenza ad
eliminare siffatte restrizioni.

Dopo la pubblicazione delle « Ricerche » vari fatti mi convincevano
dell’importanza di prescindere da ogni restrizione per le superficie e
vedere tutto cid che di assolutamente generale potesse dirsi, abbrac-
ciando insieme superficie di genere > 0, e di genere 0, regolari o no.
Giacché p. e. (trattandosi appunto di superficie di genere 0) non si poteva
trarre profitto dai resultati generali delle « Ricerche » nella dimostrazione
della razionalita delle involuzioni piane (data dal sig. CASTELNUOVO) o
nei successivi studi, compiuti dal sig. CASTELNUOVO e da me sulle super-
ficie a sezioni ellittiche ed iperellittiche: ne invero si sarebbero incontrate
a questo proposito minori difficoltd ove la teoria generale avesse abbrac-
ciato anche le superficie regolari di genere 0, perché appunto la verifica
di questa regolaritd & nei casi pratici la somma difficolta.

D’altra parte anche nel campo delle superficie di genere >0 gli
esempi di superficie irregolari (ad es. aventi il genere geometrico diverso
dal genere numerico) divenivano sempre pilt numerosi: ai primi esempi
dati dal sig. CASTELNUOVO (®) (oltre le rigate), si aggiungevano quelli

(*) « Rendic. Istituto lombardo », 1891.
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offerti dalle cosi dette superficie iperellittiche di cui il sig. HUMBERT (%)
ha messo in luce le belle proprieta, e si veniva formando la convinzione
che intiere classi di superficie (superficie con un fascio irrazionale, super-
ficie rappresentanti le coppie di punti d’una curva, superficie possedenti
integrali di P1CARD) (°) dovessero ritenersi al di fuori del campo deli-
mitato nelle mie « Ricerche ».

In conseguenza mi sono proposto di porre gli elementi di una teoria
assolutamente generale dei sistemi lineari sopra una superficie prescindendo
da ogni restrizione per la superficie e abbracciando cosile superficie (rego-
lari o no) di genere > 0 e di genere 0, in particolare le superficie razio-
nali, le rigate ecc.

Nel presente lavoro il proposito si vedra per una parte realizzato, ed
unendo a questo i lavori del sig. CASTELNUOVO (®) che gli si accompa-
gnano, il lettore avra un quadro completo dei pitt essenziali resultati
conseguiti fino ad ora in questa teoria secondo il nostro indirizzo.

Tantoché nel presente lavoro restano inclusi come caso particolare
gli sviluppi delle « Ricerche » fino al cap. IV: la questione se sia com-
pleta la serie caratteristica d’un sistema lineare (normale o completo),
questione ivi trattata nel cap. IV, rientra come caso particolare nel teo-
rema del sig. CASTELNUOVO (cfr. il 1° dei citati lavori), e si pud quindi
affermare che vale ’estensione del teorema di RIEMANN-ROCH (del cap. IV)
con una restrizione di meno. Del resto si trovera qui in fine del lavoro
una breve Appendice che ha appunto per scopo di collegare questa Me-
moria alle « Ricerche » permettendo al lettore di passare immediatamente
ai cap. IV, V, di quelle, ove sono dati sviluppi inerenti alle sole super-
ficie regolari.

II. — T concetti che mi hanno guidato in questo studio, sebbene lungo
ne sia riuscito lo svolgimento, sono molto semplici: i espongo qui bre-
vemente presentando un quadro succinto dei principali resultati; cid
anche allo scopo di additare quali sono le parti essenziali della Memoria,
e quali possono essere omesse in una prima lettura senza nuocere all’in-
telligenza del resto.

III. — B noto come nella Geometria sopra una curva sia fondamen-
tale il concetto di serie g, completa (di gruppi di n punti), cioé di serie
non contenuta in un’altra serie pitt ampia di gruppi di #» punti. Il teorema
che un gruppo appartiene ad wna serie completa (di dimensione > 0)
permette di operare sulle serie per somma e sottrazione, denotando col

(*) Théorie générale des surfaces hypérélliptiques (« Journal de Mathém. », 4* série, t. 1X, 1893).

(%) Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépéndantes (« Journal
de Liouville », 1889).

(%) Alcuni resultati sut sistemi lineari di curve appartenenti ad una supcrficie; Sulle superficie
di genere zero.
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nome di serie completa somma di una ¢, e di una g, sopra una data
curva, la serie g.... completa contenente tutti i gruppi composti di un
gruppo di g, e di un gruppo di g.- (e la g, come serie residua di g,
rispetto a g,in» 0 differenza delle due serie).

Una estensione del concetto di serie completa alle superficie fu da me
iniziata in due sensi nelle « Ricerche » considerando i sistemi lineari irre-
ducibili di dato grado normali o completi rispetto al grado, ed i sistemi
lineari irreducibili completi rispetto al genere (o soltanto completi).

La convenienza di conservare 'uno o ’altro di questi due caratteri
d’un sistema irreducibile nel suo successivo ampliamento appare ormai
collegata al campo di superficie cui si vogliono riferire le ricerche. La
seconda estensione mi appariva preferibile due anni or sono, e tale era
infatti nel campo delle superficie di genere > 0 per le quali ammettevo
la trasformabilitd in una superficie senza curve eccezionali (immagini di
punti semplici).

Ma se si vuole eliminare qualsiasi restrizione per le superficie conviene
attenersi specialmente al concetto di sistema normale o completo rispetto
al grado, perche sempre sussiste il teorema che « un sistema lineare irre-
ducibile di dato grado & contenuto in wn sistema normale dello stesso
grado », mentre l’analogo teorema ‘che si riferisce ai sistemi completi
rispetto al genere va subordinato ad una restrizione (cfr. I’Appendice
in fine al lavoro).

Tuttavia il concetto di sistema normale cosi limitato ai sistemi irre-
ducibili aventi un grado (e quindi di dimensione > 1) non é& sufficiente
ad una teoria generale dei sistemi lineari: si & necessariamente condotti
ad estenderlo ai sistemi riducibili, cio che esige considerazioni assai deli-
cate sulla connessione delle superficie di RIEMANN (curve) contenute in
uno spazio di RIEMANN a 4 dimensioni (superficie). Mediante tali con-
siderazioni si riesce a precisare sotto forma invariantiva che cosa s’in-
tenda dicendo che una curva & contenuta totalmente in un dato sistema,
e quindi a stabilire che ogni curva comunque riducibile (Sopra una super-
ficie) é contenuta totalmente in un sistema lineare di dimensione >0 (nor-
male) non contenuto totalmente in altri pid ampi: soltanto dopo questa
estensione puo esser posto ’algoritmo generale e fecondo consistente nel-
P’operare sui sistemi lineari normali mediante somma e sottrazione; giacche
con tale procedimento (ed a maggior ragione in seguito coll’operazione
di aggiunzione) si giunge necessariamente a sistemi riducibili anche par-
tendo da sistemi irreducibili (come soglio fare generalmente nel seguito
per ragione di semplicitd).

I1 lettore confrontando i §§ 9-13, potra acquistare le nozioni fonda-
mentali poste a questo proposito nei due primi capitoli del lavoro, neces-
sarie a proseguire nel seguito.
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IV. — La somma e la sottrazione costituiscono il modo piu semplice
di operare sui sistemi lineari normali, modo rappresentato da un oppor-
tuno simbolismo: successivamente si studia una operazione pil elevata
che conduce in generale da un sistema lineare (normale) ad un altro
(pure normale): questa operazione & laggiunzione.

L’importanza del considerare operazioni siffatte nella Geometria sopra
una superficie pud essere avvertita a priori, pensando appunto che uno
degli scopi di essa e di costruire altri sistemi lineari partendo da sistemi
dati sulla superficie, in particolare giungendo a sistemi lineari collegati
invariantivamente alla superficie, ecc.

Le curve (C,) aggiunte ad un sistema lineare (irreducibile) |C| sopra
una superficie, si presentano come analoghe alle curve d’ordine # — 3
aggiunte ad un sistema lineare di curve d’ordine » nel piano. La loro
prima proprietd consiste nel segare gruppi della serie canonica (g%,%,)
sulla curva generica C (di genere p). Ma questa proprietd presa relativa-
mente ad un sistema piano d’ordine #, non basta in generale a caratte-
rizzare le curve aggiunte d’ordine » — 3, quando il sistema ammetta
delle curve fondamentali proprie (che staccate diminuiscono il genere
delle curve residue). Si pud allora notare come le C, si comportino in
un dato modo rispetto ai sistemi residui delle curve fondamentali, ed
introdurre questo comportamento come una seconda condizione nella
definizione delle curve aggiunte. Questa via ho seguito nelle « Ricerche »:
essa conduce a porre alcune restrizioni relative alla natura delle curve
fondamentali d’un sistema lineare, sotto le quali le curve aggiunte rie-
scono definite dalle condizioni accennate in guisa che:

a) esse competono al sisterna lineare normale contenente il dato
sistema; _

b) formano esse pure (se esistono) un sistema lineare normale
(aggiunto al dato);

¢) hanno il significato ordinario di curve aggiunte d’ordine n — 3,
se il sistema proposto ¢ un sistema di curve piane d’ordine n.

Qui il lettore pud domandarsi se effettivamente convenga nella esten-
sione del concetto di curve aggiunte ad un sistema lineare |C|, di tener
conto del modo di comportarsi di esse rispetto ai sistemi residui delle
curve fondamentali in |C|, o se non si potrebbe invece assumere come
definizione soltanto la prima proprietd (di segare gruppi canonici sulla
curva C) abbandonando in parte l'analogia col piano: tanto piu che le
curve (che denominiamo subaggiunte) soddisfacenti a quella prima pro-
prietd formano, gid per questa condizione, un sistema lineare. A questo
dubbio si pud rispondere che effettivamente in molte ricerche (e p. e. nella
dimostrazione di CASTELNUOVO della razionality delle involuzioni piane)
si tien conto soltanto delle curve subaggiunte non occupandosi della
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ulteriore condizione piu complicata, ma invece in altre questioni appare
inevitabile la ulteriore limitazione: anzi deve essere osservato che la
considerazione delle curve subaggiunte basta essenzialmente in quei casi
in cui (i sistemi con cui si ha a che fare riuscendo privi di curve fonda-
mentali proprie) le curve subaggiunte si confondono colle aggiunte.

Queste considerazioni si renderanno chiare al lettore se egli pensa alla
interpretazione proiettiva delle curve aggiunte. Si trasformi la super-
ficie in una F di S; avente per sezioni piane le curve C del sistema pro-
posto (supposto oco® almeno ece.): allora le curve C, aggiunte a |C| ven-
gono segate su F' da superficie aggiunte; le curve subaggiunte da super-
ficie (subaggiunte ad F) che si comportano come le aggiunte lungo la
curva multipla, ma non nei punti multipli isolati di F.

La considerazione delle curve aggiunte al sistema |C| come sezioni
di una superficie opportuna trasformata F con superficie aggiunte (d’or-
dine n — 3 se n & lordine di F'), permette di riconoscere subito le diffi-
coltd inerenti alla definizione delle curve aggiunte a |C| a cagione del
complicarsi delle curve fondamentali di |C| che ha un riscontro nel
complicarsi della natura delle singolarita di F': tale considerazione mostra
dunque che la difficolta che qui si incontra nella teoria delle curve aggiunte
¢ in sostanza la difficoltd inerente allo studio proiettivo delle singolarita
d’una superficie (7).

Distinguo appositamente la questione proiettiva delle singolarita di
una superficie, dalla questione della loro riducibilita, cioé della trasfor-
mabilité di una superficie in una dotata soltanto di singolarita ordinarie
(se si vuole « curva doppia e punti tripli»): questa ultima questione se
pure non definitivamente risoluta in modo rigoroso si prevede ormai
debba avere una risposta affermativa; ad ogni modo tale risposta affer-
mativa si suppone generalmente come una ipotesi (eventualmente limi-
tativa) e tale ipotesi figura anche qui.

Ma questa ipotesi (si noti) non basta a superare la difficolta inerente
alle singolarita d’una superficie; vi ¢ sempre la difficolta del loro studio
proiettivo, ed ove si escludano in questo senso le singolaritd superiori si
viene ad ammettere una restrizione certamente limitativa nella teoria dei
sistemi lineari sopra una superficie (restrizione relativa non piu alle super-
ficie ma ai sistemi su di esse). Rimuovere questa restrizione ¢ essenziale
nella Geometria sopra una superficie ove si voglia operare in modo asso-

() A questo proposito deve esser notauto che, sebbene manchi finora una definizione asso-
lutamente generale di superficie aggiunte ad una data il sig. NOETHER ha dato in alcuni casi il
modo di comportarsi di tali superficie aggiunte in un punto multiplo non ordinario (« Gottinger
Nachrichten », 1871).

Una definizione di superficie aggiunte ad una data piu generale di quella relativa al caso
di singolaritd ordinarie, ma tuttavia non assolutamente generale, ¢ data nelle mie Ricerche.
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lutamente generale sui sistemi lineari, non bastando in tal caso di asso-
gettare a restrizioni i sistemi da cui primitivamente si parte.

In luogo di abbordare la questione diretta, dird come sono riuscito
per altra via a porre la definizione assolutamente generale delle curve
aggiunte ad un sistema lineare (e quindi delle superficie aggiunte ad una
data di §;) superando quindi indirettamente la difficoltd dello studio
proiettivo delle singolaritd delle superficie. Ma per questo occorre pre-
mettere un’altra considerazione.

V. — Nel caso delle superficie di genere > 0 che ammettono una
superficie trasformata F senza curve eccezionali (immagini di punti sem-
plici) io notai nelle « Ricerche » come il sistema aggiunto |C,| ad un
sistema lineare |C| & nel caso pit semplice il sistema somma di |C| e
del sistema canonico |K| (segato su una superficie d’ordine » di S, dalle
superficie d’ordine n — 4 aggiunte ad essa); a tale sistema somma possono
doversi ulteriormente sommare delle curve eccezionali immagini di (even-
tuali) punti base di |C| su F. Limitandoci dunque al caso piu semplice
si ha per due sistemi |C||C’|, (aventi gli stessi punti base su F),

|Cat+ O'|=[C+C| (=|E+C+0+..]).

Pensai che un teorema siffatto dovesse valere indipendentemente dal-
Pesistenza del sistema canonico, cio¢ anche per superficie di genere p =0;
e me 1ie convinsi tosto osservando la cosa nel piano. Poco dopo riuscivo
a stabilirlo in generale per una superficie qualunque, ammesse pei sistemi
lineari di cui si tratta convenienti limitazioni alla natura delle curve
fondamentali (necessarie alla definizione diretta delle curve aggiunte).
Mi accorsi quindi che tale teorema & caratteristico per l’operazione di
aggiunzione, e mi proposi di porlo a base della definizione delle curve
aggiunte ad un sistema lineare |C| in tutti i casi in cui per il compli-
carsi delle curve fondamentali di | C| riesce difficile una definizione diretta.

Per tal modo riuscivo dunque ad eliminare la questione dello studio
proiettivo delle singolaritd delle superficie, pur ammettendo la trasfor-
mabilitdh della superficie in una dotata soltanto di singolarita ordinarie
o (cid che & lo stesso) in superficie senza singolaritd in un iperspazio,
vale a dire ammettendo l’esistenza sopra la superficie di sistemi lineari
(non singolari) non aventi curve fondamentali all’infuori dei punti sem-
plici della superficie. Ecco in breve lo svolgimento della teoria delle curve
aggiunte ad un sistema lineare | C|, cui mi ha condotto il concetto sopra
esposto.

1) Ho cominciato ad occuparmi delle curve (subaggiunte a |0|)
soggette soltanto alla condizione di segare gruppi canonici sulle curve
generiche C. Queste curve subaggiunte restano definite a meno di parti
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fisse fondamentali per |C|; prescindendo da queste o fissandole conve-
nientemente si ha che

a) le curve subaggiunte a |C/| (se esistono) competono al sistema
normale |C| e formano un sistema lineare normale (subaggiunto a |C|);

b) se staccando da |C| una curva (" e imponendo dei punti
base di molteplicitd 4, 4, ... (> 1) alle curve residue 8i ottiene un nuovo
sistema irreducibile |C’| le curve subaggiunte a questo |C’'| si otter-
ranno staccando C” dal sistema subaggiunto a [C| e imponendo alle
curve residue i detti punti base colle molteplicitd i, —1, ¢, —1...;

¢) la proprieta inversa della b) non & vera in generale; essa sus-
siste perd se |C’| & un sistema non singolare (ed anche se ha soltanto
curve fondamentali proprie); in questo caso dunque sommando alle curve
subaggiunte a |C’| la C” si ottengono curve contenute nel sistema sub-
aggiunto a |C|.

2) Pei sistemi lineari non singolari le curve subaggiunte si con-
fondono colle aggiunte: per esse sussistono la relazione fondamentale b)
e l'inversa ¢) 1). Dato un sistema qualunque |C’'| sulla superficie si puo
paragonarlo ad un sistema non singolare ]C] che lo contenga, e quindi
delimitare tra le curve subaggiunte a |C’| quelle particolari (supposte
esistenti) che in rapporto a |C| verificano la relazione ¢) 1): queste
curve riescono indipendenti dalla particolare scelta del sistema non
singolare |C|, e si possono quindi denominare curve aggiunte a |C|.

Le relazioni b), ¢) che legano le curve aggiunte di un sistema lineare
|C'| a quelle d'un altro |C| che lo contenga restano ora stabilite quando
uno qualunque dei due sistemi |C||C’| sia non singolare: un ulteriore
passo ci libera da questa restrizione stabilendo in ogni caso quelle rela-
zioni le quali vengono a costituire il teorema fondamentale della teoria delle
curve aggiunte.

3) Dato sopra una superficie un sistema lineare irreducibile |C|,
sotto le necessarie limitazioni per le curve fondamentali di | C|, si deduce
la definizione diretta delle curve aggiunte a | (| cui si & innanzi accennato.

4) Interpretando proiettivamente i resultati ottenuti si pone la
definizione generale di superficie aggiunte ad una data di S, si stabilisce
il teorema del resto generalizzato, il teorema di NOETHER sulle super-
ficie aggiunte alle curve gobbe e la sua inversione ecc.

VI. — Dalla teoria delle curve aggiunte e dal relativo teorema fonda-
mentale si possono fare scaturire sistemi di curve collegati invariantiva-
mente alle superficie: in primo luogo le curve canoniche (sezioni d’una
superficie d’ordine 7 colle superficie aggiunte d’ordine n — 4). Se | C| ]O”I
sono due sistemi lineari si ha, nel caso piu semplice, |C,+0'|=|C+C,|=
=|( C+C"),,|, da cui segue (se |C,| contiene |C|) |C,—C|=]|0. —('|.

Questo & in sostanza il teorema d’invariantivitd delle curve cano-
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niche, teorema che (per le superficie di genere p > 0) si pud dire equi-
valente al teorema fondamentale della teoria delle curve aggiunte.

Ma anche sulle superficie di genere p = 0 si possono avere curve
legate invariantivamente alla superficie: puo darsi che un sistema |C]
non sia contenuto nel proprio aggiunto |C,| (onde p = 0), ma invece
il doppio di esso |2C| sia contenuto in |2C,|: risultano allora invarian-
tive le curve (bicanoniche) del sistema |20, —2C| (indipendente dalla
scelta di |C|): se si tratta di una superficie d’ordine n di S, tali curve
vengono segate da certe superficie biaggiunte d’ordine 2n — 8 che (nel
caso delle singolarita pilt semplici) passano doppiamente per la curva
doppia della superficie. B superfluo notare che questo resultato non dice
nulla per p > 0, ma ha invece un interesse per p = 0; si hanno in pro-
posito alcuni opportuni esempi. Ed il progresso ottenuto cosi nella Geo-
metria sopra le superficie pud (in un certo senso) riguardarsi come appar-
tenente all’ordine d’idee del lavoro del sig. NOETHER (« Mathem. An-
nalen », 17).

VII. — Alla determinazione delle curve (canoniche e bicanoniche)
d’una superficie legate invariantivamente ad essa, si connette la deter-
minazione di caratteri numerici invariantivi della superficie stessa: ac-
canto ai due generi introdotti dal sig. NOETHER (Flichen e Curven-
geschlecht) appare qui il bigenere o[ numero] delle curve bicanoniche [linear-
mente indipendenti]: e questi caratteri restano definiti anche nei casi
pitt elevati di riduecibilith del sistema canonico (o bicanonico) di cui si
hanno esempi, e che erano sfuggiti fin qui.

Il sig. NOETHER ha notato (¢« Mathem. Annalen», 8) che alla deter-
minazione di caratteri numerici d'una superficie si perviene anche (se-
condo l'indirizzo del sig. ZEUTHEN (%)) partendo dalle singolaritd della
superficie supposta in §; d’un certo ordine n; essenzialmente si giunge
cosi ad un numero che & l'espressione del numero delle superficie aggiunte
d’ordine » — 4 (linearmente indipendenti) desunto dalle formule di postu-
lazione di NOETHER (°). Che questo numero p, (detto genere numerico o
virtuale) rappresenti sempre anche il genere effettivo (o geometrico) p,
della superficie (all’infuori del caso delle rigate) si suppose dapprima,
finche gli esempi addotti dal CASTELNUOVO e da HUMBERT non mostra-
rono il contrario: ma ad ogni modo il carattere invariantivo del genere
numerico restava stabilito indipendentemente (da ZEUTHEN e NOETHER)
con quelle limitazioni alla natura delle singolaritd della superficie che
pur occorrevano per la sua stessa definizione.

(*) Etudes géométriques de quelques-unes des propriéiés de deux surfaces dont les points se cor-
respondent un & wn (« Mathem. Annalen », 4).
(®) « Annali di Matematica », serie 1T, t. 5.
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Importava non solo di togliere quelle restrizioni nella definizione e
nella dimostrazione di invariantivitd del genere numerico p,, ma altresi
di assegnare il significato funzionale di tale carattere, cioé di collegare
le due vie conducenti ai caratteri invariantivi delle superficie.

Gia nelle « Ricerche » io mi occupai di delimitare il caso p, = p,
(> 0) (superficie regolari), mostrando che esso ha luogo corrispondente-
mente al fatto che le curve aggiunte ad ogni sistema lineare irreduci-
bile | C| seghino sulla curva generica C la serie canonica completa, e dando
condizioni che permettano di concludere questo fatto. Intravidi fin d’al-
lora la possibilita di definire in generale il p,, e piu precisamente la dif-
ferenza p, — p., legandola alla deficienza della serie segata sulla curva
generica d’un sistema lineare |C| dalle curve aggiunte C,: c¢id ho potuto
ottenere oggi prescindendo dalle formule di postulazione di NOETHER
(ed eliminando quindi le restrizioni inerenti alle singolarita delle super-
ficie), e comprendendo anche il caso p, = 0, grazie al teorema fonda-
mentale.

VIII. — Il pensiero che conduce alla considerazione del genere nume-
rico p., mi ha fatto nascere ’idea di proseguire una analoga ricerca pel
genere lineare (Curven-geschlecht) p'V. Si pud dare un’espressione del p®
la quale coincide sempre col genere (virtuale) delle curve canoniche per
p, > 0; ma e notevole che essa non 8i riduce sempre a 0 per p, = 0.
Si vede dunque come le idee del sig. NOETHER relative ai caratteri vir-
tuali nella Geometria sopra le superficie, trovino col progresso della teoria
un’applicazione sempre piu larga e feconda.

I

GENERALITA SULL’ ENTE ALGEBRICO
DOPPIAMENTE INFINITO
E SUI SISTEMI LINEARI SOPRA DI ESSO

1. - Ente algebrico doppiamente infinito.

Le proprieta delle superficie algebriche che qui vengono studiate sono
quelle che competono alla cosi detta Geometria sopra la superficie, ossia
che hanno carattere invariantivo rispetto alle trasformazioni birazionali
delle superficie stesse. Enunciando queste proprieta sotto forma proiettiva
si ha l'inconveniente che per particolari superficie trasformate della data
non si potrebbe attribuiré ad esse il medesimo significato proiettivo:
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cid essenzialmente in conseguenza del fatto che in una siffatta trasfor-
mazione ad un punto della primitiva superficie pud venir sostituita una
curva della nuova e viceversa. Si ¢ quindi condotti a stabilire delle con-
venzioni atte a rimuovere l'inconveniente accennato.

Giova per cid adattare anche il linguaggio all’ordine di proprietd che
si indagano, e considerare insieme tutte le superficie di una intera
classe (trasformate P'una dall’altra). Parlando di ente algebrico doppia-
mente infinito (e la dimensione si sottintendera spesso nel discorso) inten-
deremo di riferirei indifferentemente ad una qualunque superficie della
classe, che si dira alla sua volta una immagine proiettiva dell’ente.

Col nome di punto dell’ente algebrico designeremo un punto semplice
di una qualunque superficie della classe; vi sono perd superficie parti-
colari, immagini proiettive dell’ente su cui ad un qualche punto dell’ente
corrisponde una curva (curva eccezionale sulla superficie). Pensando a tali
immagini si potra riguardare indifferentemente un punto dell’ente anche
come una curva (eccezionale) dell’ente stesso. Parlando di una curva
comunque riducibile dell’ente considereremo quindi in generale che in
essa possano essere incluse delle componenti eccezionali, cioé dei punti:
ma si riserbera alla parola « curva » il significato pit restrittivo di curva
propriamente detta (senza componenti « punti»), ove (parlando di curve
composte) si pongano in opposizione nel discorso le componenti « curve »
e le componenti « punti». '

Il vantaggio delle locuzioni introdotte si comprende subito: noi pos-
siamo parlare contemporaneamente di pilt punti dell’ente algebrico in
numero finito o infinito e pensarli come punti semplici d’una superficie
benché possa avvenire che non esista di fatto una immagine proiettiva
dell’ente su cui a ciascuno di quei punti corrisponda un punto semplice:
cioe sebbene non sempre esista una superficie immagine dell’ente, senza
curve eccezionali.

Ma appunto per cid si deve avere 'avvertenza di non introdurre mai
quelle relazioni tra pit punti d’un ente algebrico che si fondino sulla
ipotesi che ad essi corrispondano tanti punti semplici d’una stessa super-
ficie, immagine, se non & nota l'esistenza d’una immagine siffatta: cioé
nel ragionamento che si riferisce a punti dell’ente algebrico, ciascun
punto deve considerarsi isolatamente, in guisa che il ragionamento stesso
possa tradursi nel linguaggio ordinario (proiettivo) prendendo per ciascun
punto una opportuna immagine dell’ente.
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2. - Curve e sistemi di curve sopra I’ente algebrico oo?.

Allorche si parla di una curva come data sopra un ente algebrico oo?
intendiamo di considerare di essa soltanto le proprietd invariantive, e
intendiamo che sia perfettamente determinato cid che le corrlsponde
sopra una qualsiasi superficie immagine dell’ente.

Occorre a tale proposito qualche osservazione a cagione degli elementi
eccezionali che compariscono nelle trasformazioni d’una superficie.

Giova qui riferirci ad una superficie F immagine dell’ente (in un
certo §,) la quale non abbia alcuna singolarita (), e riguardarla (come
luogo dei suoi punti reali ed immaginari cioé¢) come uno spazio di RIE-
MANN a 4 dimensioni dell’ente: tale spazio di RIEMANN (poiché F non
ha singolarita) & perfetto (nel senso di CANTOR), ossia ogni punto limite
di punti di F & su F e viceversa ogni punto di F' ¢ limite di punti di essa.

Allora una curva C data sull’ente deve essere concepita su F come
una superficie di RIEMANN della quale ¢ stabilita la connessione, e dove
in particolare sono fissati i punti di diramazione delle eventuali compo-
nenti multiple ece. Un punto dell’ente che appartenga a C & rappresen-
tato su F da un punto di C oppure da una curva eccezionale componente
di C. Un punto dell’ente che non appartenga a C & rappresentato su F
da un punto fuori di ¢, o da un buco in C, o da una curva eccezionale
che non fa parte di C.

La curva C su F (concepita come una superficie di RIEMANN) pud
dunque non essere un insieme perfetto su F (e quindi in §,) per la pre-
senza di qualche buco in essa. Ove si voglia considerare la curva C data
sull’ente non si pud prescindere dalla (eventuale) presenza di buchi in
essa sopra una superficie immagine.

Un punto O di F, o se si vuole il suo intorno su F, puo essere riguar-
dato come una curva (o una superficie di RIEMANN) su F; in questo
senso si puod parlare di « sommare un punto O (un certo numero o di
volte) ad una curva C come componente». Che cosa si debba intendere
con questa locuzione riesce pit chiaro se (anziché ad F) ci si riferisce
ad una superficie (trasformata) F’' immagine dell’ente, su cui O venga
rappresentato da una curva eccezionale X ; allora, se a C corrisponde €',
la ‘curva C-+0° (0° denota O contato g volte) ha come corrispondente
su F' la C'4 Xe. In particolare se la curva C di F' ha un buco nel punto
semplice 0, la C+O0 si ottiene da C prescindendo da tale buco.

Se O & un punto dell’ente o di F multiplo secondo 7 per la curva C

(2% A proposito della questione della singolaritd d’una, superficie si cfr. la nota nel 1° dei
citati lavori di CASTELNUOVO.
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conveniamo di riguardare la curva ¢'4-0° come avente in O la moltepli-
citd ¢ — g. Questa convenzione pud essere giustificata nel seguente modo:
si immagini che in O sia praticato un buco; allora ¢ rotta in O la con-
nessione fra gli ¢ rami di C, connessione che sarebbe invece posta nel
massimo modo stabilendo (¢ — 1)/2 ponti di connessione fra le varie
coppie di rami: se si aggiunge O a C come componente, si viene ad aggiun-
gere alla superficie di RIEMANN C un foglio connesso in ¢ punti agli ¢ rami
di C per O (un punto per ciascun ramo), onde nel punto multiplo O di
C-+0 vengono ora interrotti soltanto i(s —1)/2 —¢ = (4 —1)( — 2)/2
ponti di connessione, tanti cio¢ quanti ne vengono rotti da un buco
praticato in un punto (¢ —1)-plo di una data curva.

La curva C pud avere su F delle singolarita superiori, ma poiche
tutti i punti di F (in S,) sono punti semplici, ogni loro intorno & da
riguardarsi come piano: pertanto le singolaritd di C su F possono rite-
nersi come equivalenti a piu punti multipi ordinari (in numero finito)
alcuni dei quali infinitamente vicini fra loro ().

Fintanto che si parla di wnae curva d’una superficie e si vuol riguar-
darla come data sull’ente, ¢ in nostro arbitrio di fissare la sua connessione
(in particolare i buchi ecc.), sopra la superficie di partenza. Non si po-
trebbe qui porre una convenzione fissa in modo che fosse indifferente la
scelta di una o di un’altra superficie immagine dell’ente. Ma una tale
convenzione pud invece farsi opportunamente ove si tratti di un sistema
continuo di curve senza parti fisse.

Basta percid convenire che un punto base per un tale sistema sopra
una qualunque superficie debba considerarsi come un buco per la curva
generica del sistema.

Allora la curva generica del sistema resta data sull’ente partendo indif-
ferentemente da una qualunque superficie immagine di esso.

Ma pud anche considerarsi come data sull’ente ogni particolare curva
totale C' del sistema ove si consideri come limite d’una curva variabile del
sistema stesso, in modo che ogni punto di una tal curva variabile abbia
come punto limite un punto di C’, mentre viceversa ogni punto di ¢’
possa riguardarsi come limite di un punto della curva variabile nel sistema.

Ad un sistema continuo di curve senza parti fisse sopra un ente alge-
brico co® puo essere sommata qualche componente fissa stabilendo oppor-
tunamente la sua connessione con una curva generica del sistema: una
tale componente fissa deve allora sommarsi ugualmente ad ogni curva
totale del sistema connettendola secondo risulta dalla legge di continuita.

Una curva O si dird curva parziale d’un sistema continuo di curve C

(1) Cfr. per le curve piane NOETHER, Ueber die singuldren Werthsysteme..., « Mathem. An-
nalen », 9; Rationale Ausfithrung..., « Math. Annalen », 23.
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(o contenuta parzialmente in esso) se essa fa parte (almeno) di una C
ma non & una curva totale; vi & quindi almeno una curva C” residua
di ¢’ rispetto al sistema (curva che pud avere come componenti dei punti
dell’ente) la quale insieme a (' costituisce una curva totale C'4C" del
sistema. Data sull’ente una curva parziale ¢’ d’un sistema continuo
restano date sull’ente tutte le sue curve residue, resultando fissata la
connessione di ciascuna di esse sopra una superficie immagine. Dato sul-
Pente un sistema continuo di cui O non sia punto base, le curve del
sistema aventi O come p-plo (supposte esistenti), e dove O & sostituito
da un buco, sono le curve residue di 0° rispetto al sistema. Cid giusti-
fica nuovamente la convenzione posta di considerare come avente la
molteplicitd ¢ — o nel punto O la curva C+0°¢ se C ha O come i-plo.

Dalle cose dette appare che:

Una curva data sopra una superficie é data anche sull’ente se me é fis-
sata la connessione in ogni pumnio.

Soltanto le curve d’un sistema continuo senza parti fisse possono riguar-
darsi come date indifferentemente sull’ente o sopra una superficie immagine.

Data una curva sull’ente sono pure date sull’ente tutte le curve residue
di essa rispetto ad un dato sistema continuo che la contenga parzialmente.

Segue che ove si voglia prescindere da una particolare superficie imma-
gine dell’ente preventivamente scelta si deve operare su sistemi continui
senza parti fisse, e sulle curve e sistemi che ne derivano mediante ope-
razioni di staccamento di date curve ecc. Cosi appunto faremo nel seguito.

Si noti pure che nell’interpretazione proiettiva dei resultati ottenuti
(riferendoci ad una superficie immagine) occorrono speciali riguardi ove
si tratti di singole curve o sistemi con parti fisse dati sull’ente, mentre
s’interpretano senz’altro i resultati relativi a sistemi senza parti fisse.
Ma pure volendosi limitare allo studio di questi che hanno un interesse
piu spiccato interviene la considerazione di singole curve e sistemi con
parti fisse provenienti da operazioni che sarebbero altrimenti impossi-
bili; e ’avere fin da principio allargato la cerchia dei sistemi considerati
giovera a fondare un algoritmo applicabile in ogni caso, di uso spedito
e fecondo.

3. - Generalita sui sistemi lineari.

Si dice sistema lineare oo™ di curve (algebriche) sopra una superficie

(algebrica) e sul relativo ente algebrico, un sistema di curve tale che

1) per un gruppo generico di r punti della superficie passi una
curva del sistema;

2) gli elementi (curve) del sistema possano riferirsi proiettivamente

agli elementi generatori (punti o iperpiani §,-,) di uno spazio lineare §,:
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8’intende con cid che per r > 1 ad un 8,_, o ad un punto di S, corrisponda
un sistema lineare oo™! contenuto nel primo, e per r = 1 gli elementi
(curve) del sistema oo' costituiscano una serie razionale.

Convenzionalmente denoteremo talvolta una curva col nome di si-
stema lineare oo ma ove non si avverta il contrario parlando d’un sistema
lineare si sottintenderd oo almeno. I sistemi lineari oco! e oo? si diranno
rispettivamente fasci razionali e reti. Un sistema lineare venendo indi-
cato con |C|, designeremo con C una curva generica di esso.

In cid che precede non é detto che le curve generiche del sistema
lineare sieno irriducibili; ove questo avvenga il sistema si dira irriducibile;
riducibile nel caso opposto. Per la definizione di un sistema lineare irri-
ducibile di dimensione r > 1 sopra una superficie, basta la prima pro-
prietd sopra enunciata; la seconda si deduce come conseguenza (2).

Non cosi per r = 1: si possono avere sistemi soddisfacenti alla 12 con-
dizione ma non alla 22 (fasci irrazionali).

In un sistema lineare co” (r > 0) due curve determinano un fascio
razionale ecc.

Punio base d’un sistema lineare irriducibile, o riducibile senza parti
fisse, & un punto comune a tutte le curve del sistema: un tal punto deve
essere riguardato come un buco per le curve del sistema sopra ogni super-
ficie immagine.

Un punto base multiplo secondo i (> 0) per le curve d’un sistema
lineare senza parti fisse sopra una superficie immagine, si dird anche
un punto base i-plo del sistema sull’ente (6 chiaro che & indifferente la
scelta della superficie immagine di partenza, purché su di essa il punto
che si considera non venga sostituito da una curva eccezionale).

Allorché ad un sistema lineare || senza parti fisse si somma qualche
componente fissa ¢, ogni punto base di |C| si dird anche un punto base
di ¢'+|C|. Se, sopra una superficie immagine, si ha che un tal punto
base O & i-plo per |C| ed & p-plo per (' e se inoltre anche per (' O si
considera come un buco (di guisa che O costituisce un buco per la curva
generica C'+C che lo ha come (i+p)-plo) si dird che O & un punto base
(i+40)-plo per €'+ |C| sull’ente.

Se ulteriormente si somma a ¢'+|C| il punto O contato un certo
numero ¢ di volte, si dira che il sistema ottenuto

0° + C'+|0|

ha il punto O (dell’ente) come un punto base (i+po — o)-plo: se i+o=0c
si riguarderd anche O come un punto non bagse pel sistema.

(1*) Cfr. 1a mia Nota, Una questione sulla linearita ecc., « Accad. dei Lincei», giugno 1893
[questo volume, III].

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, 1. 15
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Con cio resta fissato in ogni caso che cosa debba intendersi col nome
di punto base i-plo d'un sistema lineare sull’ente: invero assunta una super-
ficie immagine (dove il punto non sia sostituito da una curva eccezionale),
si possono realizzare su di essa le condizioni di connessione spettanti alle
curve del sistema nel punto, immaginando prima di effettuare in esso
un buco e poi di sommare alle curve del sistema il punto stesso un certo
numero di volte. Occorre per altro aver riguardo al caso di punti base
infinitamente vicini nel senso avvertito innanzi.

Sopra una superficie (e sul relativo ente algebrico) si consideri un
gistema lineare oo™ (r >1). Per r = 1 esso & un fascio (razionale). Un
punto della superficie comune a due curve di un fascio & comune a tutte
ossia e base pel fascio o appartiene ad una componente fissa del fascio
(poiché per esso passa pitt di una curva del sistema).

Sia # > 1. Se due curve generiche del sistemra hanno sempre (infi-
niti punti comuni e quindi) una curva componente comune, questa &
fissa: infatti facendo variare una sola delle due curve questa ha sempre
una curva componente comune colla prima, e tale componente non puo
variare con continuitd e percid e fissa.

Si consideri il gruppo di punti intersezioni variabili di due curve
generiche del sistema (supposto esistente). Al variare delle curve, mentre
esse descrivono l’intiero sistema, non pud darsi che alcuni di quei punti
descrivano una curva C: si supponga l'opposto: sulla C (che per ipo-
tesi non & una componente fissa del sistema) le curve del sistema debbono
segare una serie lineare, e se in questi due gruppi generici hanno sempre
comune un punto, il punto & fisso; dunque se due curve generiche del
dato sistema hanno sempre comune un punto di C, questo punto ¢ fisso,
e non variabile come 8i era supposto.

Si supponga che nel dato sistema oco” (r > 1) su F, due curve gene-
riche non abbiano intersezioni variabili. Per un punto generico di F
passano oco’~! curve del dato sistema componenti un nuovo sistema
lineare; due di esse avendo comune un punto variabile, hanno comune
una linea variabile (cioe diversa dalla eventuale componente fissa) pas-
sante per il punto, e questa € una nuova componente fissa del nominato
sistema oco’-! e perd nasce ugualmente da ogni punto della curva stessa:
variando il punto su F si hanno oo! curve generanti un fascio (razionale
0 no) ognuna delle quali si stacca da tutte le curve del dato sistema che
ne contengono un punto generico: dunque le curve del sistema si com-
pongono, oltreché di eventuali componenti fisse, di gruppi d’un certo
numero m > 1 di curve del fascio (generatori d’una serie lineare g7, sopra
Pente oo! che ha per elementi le curve del fascio).

Concludiamo: '

In un sistema lineare oo™ (r > 0) di curve sopra una superficie:
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1) due curve gemeriche non hanno intersezioni variabili se ciascuna
componente variabile é costituita di una o piw curve d’un fascio (razio-
nale o no);

2) mel caso opposto due curve generiche hanno un numero finito n>0
di intersezioni variabili e questi punti descrivono tutta la superficie al variare
delle curve. :

Il numero n > 0 delle intersezioni variabili di due curve del sistema
si dira il grado effettivo del sistema.

In un sistema lineare di grado effettivo »# senza componenti fisse,
due curve totali che non abbiano una componente comune (nemmeno
eccezionale) hanno # intersezioni, ciascuna di queste essendo debitamente
contata: & chiaro che in tale computo non deve tenersi conto di un punto
appartenente ad una delle due curve che costituisca un buco per D’altra.

Il grado » d’un sistema lineare di curve costituisce un primo carat-
tere di esso sull’ente (carattere invariantivo per trasformazioni birazio-
nali della superficie immagine). Un secondo carattere & la dimensione r
(infinitd) del sistema. Un terzo carattere & il genere del sistema che defi-
niamo per ora nell’ipotesi che il sistema stesso sia irriducibile, come il
genere delle sue componenti variabili irriducibili.

Di fondamentale importanza nello studio d’un sistema lineare irri-
ducibile & la serie g7—! segata sulla curva generica del sistema (di grado »
e dimensione r), dalle altre curve del sistema stesso: essa si dird la serie
caratteristica del sistema. Dalla considerazione di essa si ricava la disu-
guaglionza

n>=>r—1,

che lega il grado ¢ la dimensione &un qualunque sistema lineare irriducibile.

4. - Significato proiettivo della geometria dei sistemi lineari.

Sopra un ente algebrico F' si abbia un sistema lineare |C| di dimen-
sione r (> 0) e grado = (> 0): consideriamo il sistema lineare oo™! costi-
tuito dalle curve del primo che passano per un dato punto generico di F
(punto base del nuovo sistema oo™!); possono avvenire 3 casi:

1) 11 sistema oo™! ha una nuova componente fissa non comune
al dato sistema |C| (in altre parole le curve ¢ di |C| che passano per
un punto generico di F' hanno in conseguenza infiniti punti variabili
comuni); allora le componenti variabili di |C| sono formate colle curve
d’'un fascio (razionale o no), e si ha n = 0 (e viceversa); cid avviene
gsempre (in particolare) per r = 1.
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2) Essendo » > 1 ed n > 0, il considerato sistema oo™ ha il grado
n—1 (in altre parole le curve di |C| aventi comune un dato punto non
hanno in conseguenza altri punti variabili comuni); allora il sistema |C|
si dira semplice. Se F' non & razionale si ha in tal caso r > 2.

3) Essendo 7 >1 ed n > 0, il nominato sistema oo™-! ha il grado
n —m, dove m >1; allora le curve ¢ di |C| passanti per un punto
generico di ' hanno in conseguenza altri m—I1 punti variabili comuni; questi
insieme al dato costituiscono un gruppo di m punti che presenta una
condizione alle curve ¢ di |C| le quali debbono contenerlo e viene deter-
minato ugualmente partendo da un altro dei suoi punti. In tal caso si
hanno su F oo® gruppi analoghi a quello (presentanti una condizione
alle curve di |C|) ed un punto generico di F individua un gruppo, si
ha quindi quella che si chiama una involuzione I,, di grado m (di gruppi
di m punti): due curve generiche di |C'| hanno comune un certo numero s
(>1) di gruppi della I,,, per modo che

n =ms.

In questo caso si dice che il sistema | C| appartiene all’involuzione I,,.
11 fatto si presenta sempre per » = 2 (n >0) se F non ¢ razionale: si
ha allora » >1 e la rete |C| appartiene ad una involuzione I,,.

Sopra una superficie F immagine dell’ente sia dato un sistema lineare
semplice |C| di dimensione r (>1) e grado = (> 0).

Si riferiscano proiettivamente gli elementi (curve) di |C| agli iper-
piani S,_; di uno spazio ad r dimensioni S,: ad un punto generico di F
base per un sistema oo'~! di curve C (di |C|) corrispondono in S, gli
iperpiani per un punto P, ed un punto P cosi ottenuto nasce da un solo
punto di F fuori della eventuale componente fissa di |C|: il luogo dei
punti P ¢ dunque una superficie ' di S, riferita punto per punto alla
data F, sulla quale le (parti variabili delle) trasformate delle curve C
di |C| vengono segate dagli iperpiani di S,. Diremo, per brevita, che
la F' ¢ la superficie immagine dell’ente algebrico (F') che ha per sezioni
(iperpiane) le curve C di | C|: & importante notare che le proprieta (inva-
riantive) del sistema |C| sull’ente, si traducono in proprietd proiettive
della superficie F' e viceversa. L’ordine della F’ & il grado n di |C|.

La trasformazione indicata pud ancora effettuarsi se il sistema lineare
|C| di dimensione r (> 1) e grado » (> 0) non & semplice ma appartiene
ad una involuzione I,: soltanto allora la immagine F’ dell’ente non
risulta piu riferita biunivocamente alla F, ma risulta invece una super-
ficie (m-pla) riferita in corrispondenza [1,m] alla F; il suo ordine & n/m.
Vi & un’altra trasformazione che si applica partendo da sistemi |C| (di
grado n > 0) semplici o no, e riesce sempre biunivoca per la superficie F':
occorre averla presente.
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Si puo sempre considerare sulla F un fascio razionale di curve (segate
da un fascio di piani o iperpiani) siffatto che una curva di esso passante
per un punto generico non debba contenere di conseguenza nessuno degli
altri punti variabili che resultano eventualmente comuni alle curve di |C|
per quel punto: cid posto riferiamo proiettivamente gli elementi (curve)
di |C| agli iperpiani per un punto O in S,.,, e le curve del nominato
fascio agli iperpiani per un S,_; non contenente O in §,: un punto gene-
rico della superficie F' ¢ base per un sistema oo'~! di curve C ed appar-
tiene ad una curva del fascio; gli corrisponde quindi in 8,4, un punto P
(in corrispondenza biunivoca col piano) determinato come intersezione
di una retta per O e di un iperpiano per lo S,_,. Nasce cosi in S,;, una
superficie F' riferita punto per punto alla F, sulla quale F' le trasformate
delle curve del sistema |C| sono segate dagli iperpiani per O, ossia si
ha una superficie F' immagine dell’ente algebrico in 8,4, avente come sezioni
cogli iperpiani S, di una stella le curve C: un S,_; per O sega la F' in n
punti variabili, se » ¢ il grado di |C|. Si noti che ove il grado di |C|
fosse nullo (e la sua dimensione » > 1) la I sarebbe in generale un cono
multiplo di vertice O.

In fine lindicato procedimento (ricorrendo ad un sistema oo™ ausi-
liario) permette di ottenere una superficie immagine d’un ente algebrico
sulla quale le curve d'un fascio razionale vengono segate dagli S, per
un S,_; in un 8,,.

Piu in generale dati sull’ente due o piu sistemi lineari si potrd sempre
assumere una superficie immagine proiettiva dell’ente in un 8, su cui le
curve di questi vengano segate dagli iperpiani di forme lineari in §,,
ove queste forme abbiano due a due tanti iperpiani comuni quante sono
le curve comuni ai corrispondenti sistemi (cfr. § 7).

5. = Sistemi lineari riducibili.

Hcco subito alcune applicazioni delle trasformazioni indicate nel pre-
cedente §.
TEOREMA. — In un sistema lineare riducibile sopra un ente algebrico oo®:
1) o la componente variabile della curva generica ¢ irriducibile (ciod
il sistema & costituito da un sistema irriducibile cui si & aggiunta una
componente fissa);
2) oppure la detta parte variabile della curva gemerica s$i compone di
curve d'un fascio (cioé il grado & 0) (13).

(**) Cfr. pei sistemi lineari nel piano, BERTINI, «Istituto lombardo », 1882; I’osservazione
Del caso generale della superficie si trova in NOETHER, « Math. Annalen », 8, pag. 524. La dimo-
strazione data qut dells, proposizione riproduce il concetto di quella delle mie Ricerche, I.
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Si escluda la 22 ipotesi, quindi (3) il grado del sistema riducibile sia
n > 0: dico che & assurdo che le parti variabili delle curve del sistema
sieno riduecibili.

Anzitutto essendo » > 0 la dimensione del sistema vale » > 1, e percid
si pud considerare in esso una rete dello stesso grado individuata da tre
curve generiche. Si assuma come immagine dell’ente algebrico una super-
ficie F' in S, avente come sezioni piane d’una stella le curve della rete (4):
essendo n >0 il centro O della stella non & n-plo per la F, ossia la F
non & un cono di vertice 0. Nell’ipotesi che le parti variabili delle curve C
gieno riducibili, le sezioni piane della F per O debbono resultare tutte
spezzate; ¢ cid che dimostreremo assurdo (!%).

Si consideri una retta generica a per O ed il fascio delle sezioni piane
di F per O. Ognuna di queste sezioni piane spezzandosi, deve essere com-
posta di un certo numero m > 1 di curve irriducibili che variano neces-
sariamente in un fascio (razionale o no): invero sopra un “piano per a
vi & soltanto un numero finito di punti comuni a due tali componenti
irriducibili, quindi per un punto generico di F’ passa una sola di tali
componenti. Inoltre i gruppi di m curve del fascio irriducibile |K| costi-
tuenti le sezioni piane di F' per a sono i gruppi d’una serie g%, sopra
Iente oo che ha per elementi le curve di |K|. Questa g%, ha almeno uno
o piu gruppi dotati d’una o pilt coincidenze: cid vuol dire che per la
retta a passano dei piani toccanti la F’ lungo una linea. La conclusione
¢ stata tratta per una qualunque retta a passante per O; al variare di
questa si hanno dunque almeno oo! piani toccanti la F secondo curve.
Segue che la F' & una sviluppabile, e poiche i suoi piani tangenti passano
per O essa & un cono di vertice 0. Cid contraddice all’ipotesi n > 0 come
abbiamo osservato.

Il teorema é dunque stabilito.

Sussiste ancora il

TEOREMA. — In un sistema lineare di curve irriducibili sopra una super-
ficie, la curva generica non puod avere punmti multipli variabili (fuori dei
punti base) non appartenenti alla linea multipla della superficie.

Si supponga il contrario. Nel dato sistema irriducibile si pud consi-
derare un fascio generico (razionale); per ipotesi le curve di esso posseg-
gono dei punti multipli variabili deseriventi una linea C semplice per
la superficie F.

Si trasformi la # in una F' facendo segare le curve del detto fascio
dai piani per una retta « (3) in modo che la curva €’ corrispondente alla C

(**) Tale assurdo pué anche farsi scaturire dal teorema di KRONECKER-CASTELNUOVO. Cfr. Ca-
STELNUOVO, Sulle superficie algebriche che ammetiono un sistema doppiamente infinito di sezioni
piane riduttibili, « Rendic. Acc. dei Lincei », 1894.
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risulti semplice per F': cid pud sempre farsi scegliendo una rete ausi-
liaria (di cui le curve vengano segate dai piani di una stella col centro
fuori di a) siffatta che le oo! linee della rete passanti per un punto della C
non abbiano comuni in conseguenza altri punti di essa (e questa condi-
zione si pud realizzare in infiniti modi, ad es. anche partendo da una
rete gia determinata da una non particolare stella di piani). Cid posto
in conseguenza dell’ipotesi fatta le sezioni piane della F’ per a debbono
avere punti multipli variabili sulla curva semplice ¢'. Ma cid ¢ assurdo,
come si vede facilmente: infatti un punto generico P della ¢’ essendo
multiplo per una sezione piana di F' per @, ha come piano tangente il
piano Pa; ma fuori di questo sta la tangente alla linea €' (non giacente
nel detto piano) la quale & una tangente alla F’, dunque P & almeno
doppio per la superficie F’' contro 1'ipotesi. :

Con cid il teorema & stabilito.

Per cid che ¢ stato dimostrato innanzi esso & pure applicabile alle
parti variabili delle curve d’un sistema riducibile, e pud enunciarsi sotto
forma invariantiva dicendo:

Sopra un ente algebrico oo* le componenti variabili delle curve d'un
sistema lineare non hanno punti multipli fuori dei punti base del sistema (1°).

6. - Curve e sistemi lineari contenuti in altri.

Richiamiamo le definizioni poste nel § 2 e la loro applicazione ai
sistemi lineari.

Sopra un ente algebrico oo® sia dato un sistema lineare |C|: una
curva ' che fa parte di una ¢ ma non & una curva totale del sistema,
dicesi una curva parziale (o contenuta parzialmente) in |C|: allora vi &
almeno una curva residua C” tale che la C'4C" costituisce una curva
totale di |C|.

Suppongasi che |C| sia un sistema irriducibile, e |C’| un altro sistema
irriducibile siffatto che la curva generica O’ sia contenuta parzialmente
in [C|. Allora |C’'| dicesi contenuto parzialmente in |C|.

Il sistema |C’| sia contenuto parzialmente nel sistema |C|; esiste
allora un sistema lineare (di dimensione > 0) residuo di una O’ generica,
(costituito di tutte le curve residue di C'); questo si pud denotare con

lc|—c=|c].

Se |C||C’| sono irriducibili il sistema |C”| contiene come componenti

(*®) Por sistemi lineari nel piano, cfr. BERTINI, « Istituto lombardo », 1882.
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fisse i punti base per |C'| e non per |C|, anzi un tal punto base i-plo
(i > 0) per | 0’| compare contato i volte tra le componenti fisse di |0"|:
effettivamente un tal punto costituisce un buco per le curve C' (cfr. 3)
ma non per le curve C'+C".

7. - Disuguaglianza fra i gradi di due sistemi lineari

di cui uno & contenuto parzialmente nell’altro.

Dimostriamo il teorema: '

Se sopra un ente algebrico co® un sistema lineare irriducibile |C| é
contenuto parzialmente in un sistema irriducibile |C'|, il grado di |C'|
supera il grado di |C|.

Anzitutto si noti che, per la irriducibilita di |C| e |C’|, la dimensione
di |C'| supera quella di |C| (altrimenti i due sistemi coinciderebbero).
Dopo cid se |C| & un fascio enunciato ¢ stabilito senz’altro (3). 8i puo
dunque supporre che |C| sia oo’ con r > 1.

Si pud anche supporre che la curva C, residua di una C rispetto
a |C'] sia fissa al variare di O in |C|, giacché se essa contenesse una
parte variabile, questa segherebbe in qualche punto una €’ ed allora
una curva C--C, segherebbe una ¢’ in un numero di punti maggiore
di quello dei punti comuni ad una C ead una C’; ma quest’ultimo numero
essendo a sua volta almeno uguale al grado di |C| Penunciato reste-
rebbe senz’altro stabilito.

Nelle dette ipotesi si consideri il sistema cor+! determinato in |C’| da
una ¢’ irriducibile e dal sistema C; +|C| ottenuto sommando la C; alle
curve C; sia F' la superficie (semplice o multipla), immagine dell’ente,
che ha per sezioni le curve del sistema. Su F alla C, corrisponde un
punto O (in generale multiplo): le C sono le sezioni di F cogli iperpiani
per O: il grado di |C| é dunque il numero delle intersezioni di ¥ (fuori
di O) con un 8,-; generico condotto per O (ciascuna intersezione valu-
tata secondo il suo indice di molteplicita), mentre il grado di |C'| &
Vordine di F. Ora proiettando la ' da O si ottiene sempre una super-
ficie d’ordine minore: dunque il grado di |C| & minore del grado di
|C'] e.d.d.

8. - Curve fondamentali d’un sistema lineare.

Poniamo in questo cap. tra le generalitd sui sistemi lineari un cenno
sulle curve fondamentali sebbene tali nozioni debbano essere invocate
soltanto piu tardi (IV).
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Sia |C| un sistema lineare irreducibile di dimensione 7 > 1 sopra
un ente algebrico, ¢ sia x il genere di |C].

Diremo curve fondamentali per |C| le curve che presentano una con-
dizione alle ¢ che debbono contenerle: in una curva K fondamentale
per |C| riterremo sempre incluse le eventuali componenti fisse del si-
stema co™! residuo di K rispetto a |C|, sicché tale sistema residuo sara
irreducibile o le curve si comporranno di quelle di un fascio. Come curve
fondamentali di |C| bisogna considerare anche i punti dell’ente alge-
brico non base per |C| (punti semplici sopra una opportuna imma-
gine dell’ente): siffatti punti che diventino base per il sistema residuo
d’una curva fondamentale K rispetto a |C|, saranno pure da includersi
in K.

Una curva K fondamentale per |C| si dird propria o impropria se-
condoché il sistema residuo di essa rispetto a |C| (di genere x) ha il
genere (effettivo) <<= o il genere m; perché cid abbia un significato si
deve supporre (per ora) lirreducibilita di tale sistema residuo.

Se si assume come immagine dell’ente algebrico una superficie F
(semplice o multipla) avente per sezioni le curve C, una curva fonda-
mentale per |C| viene rappresentata da un punto di F in generale mul-
tiplo. Questo punto all’infuori del caso che F sia un cono col vertice in
esso corrisponde ad una curva fondamentale di |C| il cui sistema residuo
¢ irreducibile: allora esso si dice un punto multiplo isolato o proprio se cor-
risponde ad una curva fondamentale propria per |[C| (per esso potrd
passare piu volte la curva multipla); si dice un punto multiplo ‘¢mproprio
nel caso opposto: & dunque proprio un punto multiplo O di F quando
le sezioni iperpiane per O hanno un genere inferiore a quello delle sezioni
iperpiane generiche: i punti generici di una curva multipla di F sono
impropri, ed in generale si pud dire che la molteplicita di un punto im-
proprio (nel caso in cui F sia in §,) risulta soltanto dal passaggio per
esso della curva multipla (ma cid esigerebbe considerazioni minute pel
caso di singolarita superiori).

Se come immagine dell’ente algebrico si assume invece una superficie
di un 8,4, avente come sezioni iperpiane per un punto O le C, le curve
fondamentali di |C| vengono rappresentate da rette semplici o multiple
per 0, o da gruppi di punti (semplici o multipli) sopra rette per O, o da
gruppi siffatti unitamente alle rette cui appartengono (supposte sopra la
superficie).

Tra i sistemi lineari sopra un ente algebrico sono i piu facili a stu-
diarsi ¢ sistems lineari irreducibili semplici che non posseggono altre curve
fondamentali che punti dell’ente algebrico (e nemmeno gruppi di punti).
Esistono sempre sull’ente sistemi siffatti: & questa una conseguenza imme-
diata della ammessa possibilita di trasformare una data superficie alge-
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brica in una senza singolaritd (cioé senza nessun punto multiplo) in un
iperspazio ().

Ai gsistemi che godono della proprietd nominata daremo il nome di
sistemi non simgolari.

Dato sopra un ente algebrico vn qualunque sistema lineare (irredu-
cibile co? almeno) |C|, si pud sempre considerare sull’ente stesso un
sistema non singolare | K| contenente |C|; basta infatti assumere come
immagine dell’ente una superficie F senza singolaritd di un certo S, e
considerare il sistema |K| segato su questa dalle varietd di S, d’ordine
abbastanza elevato. Assumendo in |K| un sistema generico oo® con-
tenente una rete generica di curve (, si pud costruire una superficie ¢
di S; (trasformata di F ottenuta facendo segare dai piani le curve K
del sistema oo®) la quale non abbia punti multipli isolati all’infuori di
un punto P centro di una stella di piani seganti su ¢ curve C: allora
tutte le curve fondamentali di |C| non composte di punti, vengono
rappresentate da rette (semplici o multiple per ¢) passanti per P (17):
se si pud costruire una superficie ¢ cosiffatta in modo che le rette che essa
contiene per P sieno distinte si dirad che |C| ha curve fondamentali distinte.

Quando |C| sia semplice la definizione si trasporta alla superficie @
immagine dell’ente algebrico (in un §,) avente per sezioni (iperpiane)
le C, dicendo che la @ ha punti multipli isolati distinti, ossia che nessuno
dei suoi punti multipli isolati ha degli altri punti multipli isolati imfinita-
mente vicini.

Questo concetto puod esser posto direttamente come segue. Sia O un
punto multiplo isolato della superficie @ di 8,: si consideri il sistema di
tutte le varieta di un certo ordine » > 1 passanti per O, e si trasformi
la F in una ¢ su cui vengano segate dagli iperpiani di un certo S, le oot
curve che cosi sono determinate su #: ad O (cioé al suo intorno su F)
corrisponde una certa curva L (semplice o multipla) su I; se su questa L
vi sono punti multipli isolati di ¢, a questi corrispondono punti multipli
isolati di F infinitamente vicini ad O: la mancanza di punti multipli iso-
lati infinitamente vicini per ciascuno dei punti multipli isolati di F, equi-
vale alla condizione che F abbia solo punti multipli isolati distinti nel
senso definito innanzi. I’identita tra i due concetti ¢ di natura intuitiva:
tuttavia non sembra difficile il darne una dimostrazione rigorosa, sebbene
si tratti di argomento un po’ delicato.

(*%) Cfr. la nota (*°).

(*") 11 dubbio che ad una tal curva fondawentale corrisponda invece un punto multiplo di ¢
infinitamente vicino a P si elimina, perch¢ allora una componente irreducibile di quella curva
(che non & composta di punti dell’ente), non avendo intersezioni variabili colle curve K sarebbe
fondamentale per |K | (che non ha curve fondamentali all’infuori dei punti non base dell’ente).
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II1.

SISTEMI LINEARI NORMALI
ED OPERAZIONI ELEMENTARI SOPRA DI ESSI

9. - Sistemi lineari normali.

Una curva, una superficie, in generale una varietad a pit dimensioni
'8i dice normale in un dato spazio S, a cui appartiene (senza esser con-
tenuta in un 8,_;) quando non puod riguardarsi come proiezione di una
varietd dello stesso ordine appartenente ad uno spazio piu elevato. Questo
concetto di natura proiettiva si traduce in un concetto di natura inva-
riantiva per i sistemi lineari irreducibili sopra un ente algebrico (4)
(e pilt generalmente, in modo analogo, per i sistemi lineari irreducibili
di varieta M,_, a h— 1 dimensioni sopra una varietd M, a h dimensioni).

Sopra una superficie e sul relativo ente algebrico:

Un sistema lineare irriducibile avente un certo grado n >0 si dird
normale (o completo rispetto al grado) quando esso mon é contenuto in un
sistema lineare irriducibile pitt ampio avente lo stesso grado.

Un fascio irriducibile (n = 0) é sempre da considerarsi come normale.

Qui é indifferente intendere la parola « contenere » nel senso piu largo
di contenere parzialmente o nel senso piu ristretto, a cagione del teo-
rema (7).

Come nello studio proiettivo delle superficie & utile di considerare
una superficie come proiezione di una superficie normale, cosi nello studio
invariantivo dei sistemi lineari di curve sopra una superficie ¢ utile di
sostituire la considerazione di un dato sistema lineare avente un grado,
con quella di un sistema normale che lo contiene.

E si noti che la disuguaglianza

n>=r—1

legante il grado » (supposto > 0) e la dimensione r d’un sistema lineare (3)
mostra gia che ampliando successivamente (ove sia possibile) un sistema
lineare (irriducibile) conservandone il grado (> 0), si deve giungere ad
un sistema normale, e cid almeno quando la dimensione dell’ultimo
sistema ottenuto raggiunga il valore n-+1 (nel qual caso le curve del
sistema son razionali ed & razionale ’ente algebrico). Ma la questione
fondamentale che importa risolvere affinché la considerazione dei sistemi
normali sia veramente utile, & la seguente:
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11 sistema lineare normale nel quale ¢ contenuto un sistema lineare
di dato grado & wumico?

Dal punto di vista proiettivo (per i sistemi semplici) la questione si
enuncia cosi:

La superficie normale di cui una data superficie & proiezione dello
stesso ordine, & proiettivamente determinata (cioé determinata a meno
di trasformazioni proiettive)?

La risposta affermativa che si da all’analoga questione per le curve,
lascia prevedere che la risposta sara affermativa anche in questo caso:
la dimostrazione di cid ¢ stata data dal sig. SEGRE per le rigate ed &
nota da lungo tempo per altre superficie particolari: in generale il teo-
rema & stabilito nelle mie « Ricerche» (I, 2) col metodo che viene qui
sostanzialmente riprodotto: deve perd avvertirsi il fatto che il sig. SEGRE
nella sua Introduzione alla Geometria sopra un ente algebrico semplicemente
infinito (*8) (n. H4) nota come la dimostrazione da lui data per le curve
(differente da questa) sia estendibile a tutti i casi di varietd a piu dimen-
sioni. Altrettanto potrebbe dirsi di questa.

Qui si vedra nel modo piu semplice come effettivamente la questione
enunciata (nel caso piu generale dell’enunciato sotto forma invariantiva)
comporti sempre una risposta affermativa.

A tal fine occorre premettere il lemma:

Sopra un ente algebrico oo® due sistemi irriducibili lineari oo’y oof,
dello stesso grado n(>0), aventi comune un sistema lineare oo° pure di
grado n (r > g, $ > 0, 0 >1) sono contenuti in un sistema lineare irridu-
cibile co"*°~° pure di grado m.

In un 8,,;_, si fissino un S,_;,_; ed un §,_,_, indipendenti (apparte-
nenti quindi ad un 8,,;_,,_, € non ad uno spazio pilt basso), e si rife-
riscano proiettivamente gli elementi (curve) dei due sistemi risp. agli
iperpiani per S8,_,_,, S,_,_, colla condizione che a ciascun elemento
(curva) del sistema co® comune ai due dati, corrisponda sempre lo stesso
iperpiano per 8,,;_,,_,, tanto che quell’elemento si consideri appartenente
all’'uno come all’altro dei due sistemi oo, co® che lo contengono. Allora
nasce una superficie ¥ di §,,,_, immagine dell’ente algebrico, sulla quale
le curve dei nominati sistemi oo”, co¢ vengono segate risp. dagli iper-
piani per S, ,_,, S,_,_1: 1a F sard una superficie semplice o multipla
secondoché i due detti sistemi non appartengono od appartengono ad
una stessa involuzione I,,; ci riferiremo alla 12 ipotesi, poiché senza diffi-
colta si ripeterebbe il ragionamento nella seconda ipotesi sostituendo
mfn ad n. oA

La F avra un certo ordine n’' > n; essa vien segata in n punti varia-

(!%) « Annali di Matematica », 1894,
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bili dagli 8,,,_,_. per S,_,_,, o per S,_, ., 0 per 8,,, ,,_,: si vuol
provare che deve essere n'=n, ossia che il sistema oco"+*-° segato su F
da tutti gli iperpiani, e contenente i due dati, ha il grado », cid che
serve a stabilire il teorema.

Si supponga n'=n + 4 dove 6> 0.

Allora sopra 8,_,_, (e parimente sopra S,_,_,) vi sono almeno é punti
(distinti o coincidenti) di F, anzi precisamente & punti, o inﬁniti punti.
In ogni caso dunque il sistema segato su F dagli iperpiani per 8, ;_s;_;
¢ contenuto parzialmente in quello segato dagli iperpiani per S,_,_, e
perd deve avere il grado minore del grado » di questo (7) contro 'ipotesi.

Premesso il lemma precedente, sopra un dato ente algebrico si sup-
ponga che un sistema lineare irriducibile co” (r > 1) sia contenuto in due
altri sistemi normali dello stesso grado ciascuno dei quali (stante la irri-
ducibilitd) di dimensione > r: questi due sistemi o sono tali che 1'uno
contiene 1’altro, o sono contenuti in un medesimo sistema dello stesso
grado: ma ambedue le cose sono in contraddizione coll’ipotesi che i nomi-
nati sistemi sieno normali; dunque un sistema lineare non pud esser
contenuto in due diversi sistemi normali (irriducibili) dello stesso grado.

Ora abbiamo gii notato che partendo da un sistema lineare irridu-
cibile ed ampliandolo successivamente conservandone il grado, si per-
viene necessariamente ad un sistema normale la cui dimensione non puod
superare il grado (di esso e) del dato sistema aumentato di una unita;
§i pud dunque concludere il teorema:

Sopra un ente algebrico oco® un sistema lineare irriducibile o é normale,
0 ¢ contenuto in un determinato sistema lineare irriducibile normale dello
stesso grado.

Viene qui incluso il caso di fasci che abbiam detto doversi sempre
considerare come sistemi normali. Sotto altra forma (equivalente alla
prima ove §’includano le superficie multiple colle risp. curve di dirama-
zione), si ha:

Una superficie di dato ordine o é normale, o ¢ proiezione di una super-
ficie normale dello stesso ordine (appartenente ad uno spazio piu elevato)
proiettivamente determinata.

10. - Sistema normale somma di due dati.

Sopra una superficie e sul relativo ente algebrico si considerino due
sistemi lineari irriducibili normali |C,||C,|: escludiamo dapprima che
essi abbiano comuni delle curve totali. Sieno 7,7, (>1) le loro risp. di-
mensioni. Si assuma come immagine dell’ente una superficie (semplice) F
di 8, ..., sulla quale le , vengano segate dagli iperpiani per un §, e
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le C, dagli iperpiani per un S, senza punti comuni (& noto che cid pud
farsi adoprando ancora un fascio ausiliario — § 4). Allora le quadriche di
8S,,.r,+1 Passanti per lo 8, e per lo 8, segano su F un sistema lineare
irriducibile contenente totalmente tutte le curve composte C,+ C,.

La conclusione sussiste ancora se |C,||C:| hanno delle curve totali
comuni ed anche se coincidono, purché in questo caso non sieno .due
fasci: solo occorre qui prendere lo S, elo 8, in 8, .. ,,in modo che essi
abbiano comune un S;_, il quale debba esser dOpplO per le nommate
quadriche.

Dunque anche in queste ipotesi pitt generali si ottiene un sistema
lineare irriducibile contenente totalmente tuttele curve 0,4 C,: Se n,, n,
sono i risp. gradi di |C;||C.| ed 4 & il numero delle intersezioni variabili
di una C, con una C,, il grado di tale sistema vale

0= N, + n, + 28

(essendo dato dal numero dei punti variabili comuni a due curve C,-+C,).

Il detto sistema & contenuto in un sistema normale |C| dello stesso
grado n, che dico essere indipendente dall’arbitrarieta che compare nella
costruzione eseguita. Occorre per cid far vedere che non possono esistere
due sistemi normali (irriducibili) |C||C’| (di grado n) contenenti total-
mente tutte le curve C,+C,. Cid segue infatti dall’osservare che |C||C|
avendo comuni infinite curve totali avrebbero comune il minimo sistema
lineare (irriducibile di grado n) da esse determinato (7). Si pud dunque
affermare che:

Se sopra un ente algebrico oo? sono dati due sistent lineari trriducibili
normali | C,||C,|, che non sieno due fasci coincidenti, esiste sempre un deter-
minato sistema irriducibile normale |C| contenente totalmente tutte le curve
composte C;+ C,.

Si dird che |C| & il sistema normale somma |C;+ C,|.

Si osservi come lo stesso resultato si estende subito al caso che |C, || C,
sieno riducibili senza parti fisse purché non composti colle curve dello
stesso fascio (la dimostrazione va ugualmente).

Se poi |C,||C,| senza parti fisse sono composti colle curve d'uno
stesso fascio, si ha ancora un sistema |C,+C,| contenente tutte le curve
C, + O, ma non piu irriducibile: s’intenderd in tal caso che |C,+C,| sia
il sistema pit ampio contenente totalmente le C;+4C,, composto di tutti
i gruppi d’'una serie completa sopra l’ente algebrico co che ha per ele-
menti le curve del fascio.

Come abbiamo notato il grado di |C|=|C, + C.| vale:

n=mn; + n, + 2,
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essendo ny, n, i risp. gradi di |C;||C;| (>0) ed 4 il numero delle inter-
sezioni variabili di una C, e d’'una C,.

Un punto dell’ente base g,-plo per |C,| e base g,-plo per |C,| ¢ base
(01 +02)-plo per |C|. Se |C| & un sistema senza parti fisse, il sistema
|C+C|=|2C]| si dira il doppio di |C| ecc.

Notevole & la relazione in cui si trovano i due sistemi |C,||C,| entro
il sistema |C|=|C, 4 C.|. Ciascuno di essi & (tutto) il residuo di una
curva generica dell’altro rispetto a |C|, di guisa che sono contenuti total-
mente in |C| tutti i sistemi riduecibili

Ol‘l‘!ozl e 02+[CII

composti di una curva fissa dell’uno e di una variabile dell’altro.
Questa relazione si esprime dicendo che |C,||C,| sono due sistemi
residui Uuno dell’altro rispetto a |C|.

11. - Estensione del concetto di sistema normale ai sistemi riducibili.

Estendiamo il concetto di sistema lineare normale sopra un ente
algebrico. . ,

Un sistema lineare comunque riducibile (di dimensione >0) si dird
normale se mon & contenuto totalmente in un altro (diverso e quindi) pis
ampio.

Applicata ai sistemi irriducibili (oo! almeno) questa definizione equi-
vale a quella del § 9 (per il § 7).

Si tratta ora di dimostrare il teorema (estensione di quello dato pei
sistemi irreducibili nel § 9):

Sopra un ente algebrico co? una curva comunque riducibile é sempre
contenuta totalmente in un determinato sistema lineare normale (riducibile
0 no, di dimensione > 0).

Anzitutto Penunciato & soddisfatto se la curva in questione non &
contenuta totalmente in alcun sistema oo! o soltanto in un fascio.

Basta dunque dimostrare il lemma «gse due sistemi lineari conten-
gono totalmente una curva comunque riducibile, essi sono contenuti
totalmente in un medesimo »: dopo cid si osservera che un sistema dato
non potra essere contenuto totalmente in uno di dimensione arbitraria-
mente grande, perché la dimensione di un tale sistema spogliato delle
parti fisse ha un limite in funzione del suo grado, ed il sistema dato con-
tiene un numero finito di parti fisse (cfr. 9).

Per stabilire il lemma nelle ipotesi piti generali riferiamoci ad una
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curva C e supponiamo che essa sia contenuta totalmente in due sistemi
Cm+0/+|01|’ C/:/+ 01/+|02I
dove |C,|[C,| non contengono parti fisse e C'C" non hanno componenti

comuni. Osserviamo subito che C’, ¢”, C”, sono componentl di O sicche
8i avra in generale

G=Cl+ Gll+ OIII+X
(dove qualcuna di queste componenti pud anche mancare). Allora
|C;] contiene totalmente C"-4 X
| C, | » » C+X.
Sappiamo (10) che egiste un sistema

|01 + s

che contiene totalmente tutte le curve composte C,+C,: questo contiene
dunque totalmente i sistemi

X+0"+|C] e X+C+]|0];

quindi il residuo di X rispetto ad esso, che pud denotarsi con

|0y + Cy| — X

contiene totalmente
C'+|C| e C+|Cl.
Segue che il sigtema

|0|= 0"+ |0, + 0| — X

contiene totalmente
Gm+01+l01l e Gl”+0”+l08|

cid che dimostra il teorema.



SOPRA LE SUPERFICIE ALGEBRICHE 241

12. - Estensione del concetto di sistema somma.

Dopo il teorema del precedente § possiamo estendere a tutti i sistemi
lineari normali comunque riducibili (di dimensione > 0) sopra un ente
algebrico il significato del concetto di somma posto nel § 10, pei sistemi
irriducibili.

- 8i designino con |C,||C.| due sistemi lineari normali (di dimensione
> 0) comunque riducibili sopra un ente algebrico; esiste un sistema lineare
normale

|01 + G

(di dimensione >0),

contenente totalmente tutte le curve composte C;—+ C,. ,

Per provarne ’esistenza basta mostrare che esiste un sistema lineare
contenente totalmente le C,-+C,, esso sard contenuto in un sistema nor-
male e questo sara unico pel § precedente.

Ora un sistema contenente le C;+C, si ottiene sommando i sistemi
composti delle parti variabili di |C,||C,| e aggiungendo le parti fisse.

Si noti che se |C,| = C, ha la dimensione 0, sono in generale diversi
i sistemi

|01+02] e 01‘|‘|02|$

il primo potra essere irriducibile mentre il secondo ha come parte fissa C,.
In particolare se C; ¢ una curva eccezionale ossia un punto O del-
Pente, base i-plo per |C,]
(C,=0), il sistema
|C. + O

¢ il pin ampio sistema contenente totalmente |C,
(¢—1)-plo).

+ O (avente O come

13. - Teorema del resto.

Sopra un ente algebrico oo® sieno dati due sistemi lineari comunque
riducibili | Cy| e |Cy| il secondo dei quali potrd anche aver la dimensione 0
(ossia essere una curva C,).

Stabiliamo allora gli enunciati che seguono:

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, I. 16
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1) Se |C,| contiene una curva C, il sistema residuo di essa

|C|=]Ce|— Ci,
é mormale. . _
Infatti se |C| non fosse normale ma contenuto totalmente in un
sistema pit ampio |C’|, i due sistemi
C,+|C| e | O,
conterrebbero totalmente
C, +|0|
e perd sarebbero contenuti totalmente in un medesimo sistema contro
lipotesi che |C.| sia normale.
2) Supposto |Cy| (oot almeno), e |Cy| (oo almeno) contenente |C,|,
il sistema :
|C]=]C:|—C,
(di dimensione > 0) residuo di una C, non varia al mutare di C, in |Cy|,
e quindi é tale che v
|0, + C|=|C,] :
tale sistema |C| potrd designarsi con
I Gz - OII .
Sia
|C]=]C.|— ¢,

il residuo di una particolare C, di |C,|; si deve mostrare che |C,| con-
tiene totalmente tutte le curve C-+C, ossia tutti i sistemi

C 4|0 .
Per questo si consideri che il sistema normale
10+ G~
contiene totalmente '[O'z| e perd (entrambi i sistemi essendo normali)

|01+ 02|—01=|Cz| H
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d’altra parte in | C,| sono contenute totalmente tutte le curve composte
0+ 0,
e perd in |0, + C,| sono contenute totalmente tutte le curve

¢, + C+ 0y,
ossia tutti i sistemi
0{ + C + l OII )

ma
|O1+02,_"Oi=lozl 9

dunque in |C,| & contenuto totalmente ogni sistema
C+|0| e. d. d.

Il resultato ottenuto si pud enunciare diffusamente in parole dicendo:

Sopra un ente algebrico si abbia un sistema lineare normale (oo almeno)
|Gy ed in esso sia contenuto un sistema lineare mormale |Cy|: se una
curva C, ha come residuo rispetto a |C;| un sistema |C|, |Cy| é a sua
volta il sistema residuo di wna qualsiasi curva C rispetto a |Cy|; © due
sistemi |C||Cy| sono quindi residui Vuno dell’aliro rispetio a |C,]|.

Questo enunciato costituisce la prima parte del cosi detto teorema del
resto: la seconda parte di natura proiettiva sard stabilita piu tardi
(cfr. i1 § 35).

Corollario proiettivo. — I1 primo enunciato da luogo al corollario
proiettivo.

Proiettando una superficie normale in uno spazio inferiore da una sua
curva o da suoi punti, si ottiene una superficie normale.

14. - Modo di dedurre ogni sistema lineare da un sistema irriducibile,

Sopra un ente algebrico si abbia un sistema lineare normale |C,].
Si assuma come immagine dell’ente una superficie F in un §,. Ogni
curva C; (compresi i punti che essa pud avere come componente) pud
venire segata (parzialmente) su F' da una varieta V, d’ordine n assai
elevato.

Dungque il sistema |C,| & contenuto in quello irriducibile |C| segato
su F da tutte le V, . Se inoltre n & stato scelto assai alto, il sistema
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residuo |C — C,| & irriducibile a meno di punti (i punti base di |C,]),
che possono comparire come componenti fisse di esso: designando con
| ;| questo sistema irriducibile costituito dalle curve variabili di |C — C, |,
e designati inoltre con O, ... O,i punti base di |C,| sull’ente, di risp. mol-
teplicita g, ... 0; (>1), si avra:

|C|=|0—0C,— 0 — ... —0%] :

cid si pud esprimere dicendo che |C,| puo esser dedotto.da un sistema
irriducibile semplice |C| staccando la curva generica d'un sistema irridu-
cibile | C,| e imponendo dei punti base O; ... al sistema residuo.

Si noti che, se si & assunta I senza singolarita, |C| & un sistema non
singolare.

Si avverta ancora che per n assai elevato si pud imporre al sistema
|Cl, segato su F dalle V,, di possedere i punti base 0% ... deducendo
cosi da |C| un sistema irriducibile che (reso normale) sara il sistema
somma |C;+0C,].

Dunque dato sull’ente algebrico un qualunque sistema linearc normale
|Cy| si pudo sempre considerare (in infiniti modi) un sistema irriducibile
| C,| tale che il sistema normale somma |C,+C,| sia irriducibile.

Queste osservazioni saranno utili nel seguito.

15. - Grado virtuale d’un sistema lineare.

Sopra un ente algebrico oo? si abbia un sistema irriducibile |C,|:
se |C,| & un altro sistema irriducibile e |C,| |C;| non sono fasci coinei-
denti, & anche irriducibile |C|=|C,+C,|. Allora detti n,, n,, N, i risp.
gradidi |0,], |C,|, | €|, e designato con i il numero delle intersezioni varia-
bili di una C, e una C, generiche si ha (10)

N=mn, + n, + 21,
gicché si pud dire che n, é definito dall’equazione
N=x+mn, + 2i.

Suppongasi ora che |C,| sia comunque riducibile (di dimensione > 0)
e si costruisca sull’ente un sistema irriducibile |C,| tale che

|C]=101 + G,

sia irriducibile (14): designati ancora con n, N i risp. gradi di |C,||C| e
con ¢ il numero delle intersezioni di una C, con una C,, si potrd definire
un numero ¢ = n; mediante ’equazione

N=2 +n, + 2i
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e chiamare questo numero il grado virtuale di |C,|. Occorre perd di sta-
bilire che tale numero », & indipendente dall’arbitrarietd che compare
nella scelta di |C,|, ossia & proprio inerente a |C,]|.

Si prenda dunque sull’ente un altro qualsiasi sistema irriducibile | 0|
tale che |0'|=|C,-+0,| sia irriducibile, e designati con n, N' i risp.
gradi di |C,||C'|, con i’ il numero delle intersezioni di una ¢, con
una C,, mostriamo che le due equazioni

N=2x+n, + 2¢
N'=z + n, + 2¢

definiscono lo stesso numero x = n,, cioe che si ha

N —ny— % = N'—n! — 24" .
A tal fine consideriamo il sistema irriducibile
|[K|[=[C,+ C.+ C,|=[C+ C|=]C, + (']
e valutiamone il grado riguardandolo una volta come somma di |C||C,|,
un’altra volta come somma di |C,||C’|. Detto j il numero delle inter-
sezioni di una C, con una C,, avremo che una C e una O, si segano in

4’ +j punti, mentre una C, ed una C' si segano in i+j punti; in conse-
guenza il grado di | K| vale

N +ny+26 +§) = N'+ny + 20 +7) ;
da questa uguaglianza si trae appunto
N—ny,—2i =N —n, — 2 c. d. d.
Dopo cid se |C;||C;| sono due sistemi comunque riducibili sull’ente
algebrico, ed n,, n, sono i loro gradi virtualj, 4 il numero delle intersezioni

(fuori dei buchi) di una C; con una O,, il grado virtuale n,, di |C,+0C,|
vale

Ny = Ny + Ny + 27

Per provarlo introduciamo un sistema ausiliario irriducibile |C| sif-
fatto che i sistemi

|0'[=]C.+0C], [C"[=]C+C|, [C"|=]|Ci+C:+ O
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sieno tutti e tre irriducibili, il che pud sempre esser fatto scegliendo dap-

prima |C| in guisa che riesca irriducibile |C”| e considerando (ove oc-

corra) in luogo di |C| il sistema |mC"— €, — C,| dove m & assai elevato.
Cid posto designamo risp. con

i gradi (effettivi = virtuali) dei sistemi |C'|, |C"|, |C"|, |C|, e con
iy 1y 1isp. le intersezioni di una C con una €, e con una C,. Valutando
il grado di |C"| avremo

n"= ng +n + 24, + 2,  (perche |C"|=]|(C, + C;) + C|)
n"=mn, +n"+2i + 2, (perché |C"|=|C,+ C"])
n"=mn, +n'+2i +2i, (perché [C"|=|C,+ C'|);

siccome poi
n'=mn, +n 4+ 2i, n'=n, +n + 2i,.,

si deduce
Nys == Ny + Mo - 20 c. d. d.

Possiamo dunque concludere che: Per ogni sistema lineare comunque
riducibile (di dimensione > 0) dato sopra un ente algebrico oo?, resta definito
un numero intero detto il suo grado virtuale, mediante le condizioni sequenti:

1) il grado virtuale coincide col grado effettivo per ogni sistema irri-
ducibile;

2) se |Cy||C;| somo due qualunque sistemi lineari sull’ente, di gradi
virtuali risp. ny, ns, € se i & il numero delle intersezioni di una C, ¢ una C,
il grado virtuale di |Cy+C.| vale

Ny + Nk 29

Corollario. — Un punto O dell’ente algebrico contato i volte puo riguar-
darsi come un sistema lineare (di dimensione 0) |O¢|: il suo grado vir-
tuale pud quindi essere valutato considerando due sistemi lineari irri-
ducibili |C|, |C — 07|, il primo dei quali non abbia O come punto base;
si trova allora che il detto grado vale i(¢—2) (perché i gradi di
|C||C— 0¢| differiscono di i?): in conseguenza l'imposizione d’un nuovo
punto base i-plo alle curve d’un sistema lineare sull’ente, diminuira
sempre di 42 il grado virtuale del sistema, indipendentemente dalla irri-
ducibility di esso e del residuo. Segue anche che il grado virtuale d’un
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sistema lineare |C| sopra un ente algebrico pud essere valutato nel se-
guente modo: si prenda un sistema irriducibile |C’| che contenga |C| e
tale che |C'— C| sia irriducibile all’infuori di punti componenti fissi
01 0%... (base per |C| e non per |C’|); designati con »', n” i risp. gradi
(effettivi) di |C'| e |0"|=|0'— C—0i+—...| e con i il numero delle
intersezioni di una ¢’ con una (", il grado virtuale di |C| vale

n=mn'—n"—2i —i —if—...

Osservazione. — Un sistema lineare normale (comunque riducibile) non
& contenuto in altro dello stesso grado virtuale: tale proprietd & caratte-
ristica pei sistemi normali, e pei sistemi irridueibili fu posta in principio
come definizione.

16. - Genere (virtuale) delle curve riducibili di un sistema lineare.

Un sistema lineare |C| sopra un ente algebrico si dird connesso se
ogni sua curva generica C & connessa; vale a dire (considerata la C come
una superficie di RIEMANN) si pud stabilire un cammino continuo fra
due punti qualunque di essa: allora & connessa ogni particolare curva
totale del sistema, perché limite d’una C connessa.

Se sulla C generica vi sono 2p famiglie di tagli chiusi irreducibili che
la riducono semplicemente connessa, se quindi ¢ p il genere della C, sopra
ogni curva totale ¢’ di |C| si hanno 2p tagli chiusi irreducibili che la
riducono semplicemente connessa limiti di quelli considerati su C, e
quindi ¢’ concepita come curva totale di |C| ha il genere p: pud bensi
avveaire che la (' abbia qualche punto multiplo O che non sia tale per
le C (o abbia per C' una molteplicita maggiore), ma O ¢ in tal caso da
riguardarsi come un ponte di connessione della C’ e precisamente se O
é i-plo per C' e non base per |C| si devono considerare in O (i —1)/2
ponti di connessione (semplici) colleganti le coppie di rami di' ¢'; diciamo
che vi ¢ un ponte di connessione tra due rami di ¢’ in un punto quando
in esso si riguardano attaccate le due falde della corrispondente super-
ficie di RIEMANN; sopprimere un ponte siffatto deve riguardarsi come
I’eseguire due tagli chiusi sulla (superficie di RIEMANN) (', uno su ciascun
ramo; in O dunque vengono assorbiti ¢(¢ —1) tagli chiusi irreducibili
limiti di corrispondenti tagli chiusi su C, che si perderebbero rompendo
la connessione di "C’ in esso: per questo il punto O si dird un ponte di
connessione d’ordine i(i — 1) per la ¢'. Quanto ai rami di ¢’ che passano
per O non & detto che essi debbano appartenere ad una stessa compo-
nente irriducibile di C'. '
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Consideriamo dunque per generalita (sull’ente algebrico) una parti-
colare curva composta '

C=0C,+0C+ ..+ 0,

entro un sistema lineare irriducibile |C], e supponiamo che essa sia con-
nessa ed abbia ¢ punti multipli di connessione di ordini risp. 4, %z ...y %}
il genere di C vale

R=n+m+... +rw,+4+d4...Fi,—s+1.
Infatti sulla C si possono eseguire successivamente

27, tagli chiusi irriducibili su C,
27, » » » su O,

27, » » » su C;;

dopo cio si possono ancora tagliare opportunamente ¢, +4,+... 4+, —s-+1
ponti di connessione fra le varie parti di C (cid che equivale a compiere

20iy + 4y + o + 4, —s + 1}

tagli chiusi) lasciandone s — 1 sufficienti a stabilire la connessione fra
le s componenti: allora la C dopo questi 27 tagli ¢ semplicemente con-
nessa.

La precedente formula ¢ quella di NOETHER (**) salvo che in essa
non §i tien conto di tutti i punti comuni alle varie parti di C come ponti
di connessione.

Secondo la detta formula si valutera il genere di ogni curva d’un
sistema lineare connesso (se riducibile); questo & il genere di ogni curva
totale del sistema e si dird genere virtuale del sistema. Per i sistemi irri-
ducibili il genere virtuale coincide col gemere effettivo (3).

La formula precedente si pud anche applicare alle curve ed ai sistemi
non connessi: invero data una curva composta di & parti non connesse,
essa si riduce connessa con & — 1 ponti di connessione che sono da riguar-
darsi come — 2(h—1) tagli chiusi.

La formula stessa si applica alla valutazione del genere di una curva
totale riducibile in un sistema lineare irriducibile |C| di genere z: se

(**) Ueber die reductiblen algebraischen Curven, « Acta Mathem. », 8.
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una C si spezza in due parti C,, C, di generi =, =, con 4 punti comuni
fuori dei punti base (ciascun punto essendo contato debitamente), questi
1 punti e questi soli sono ponti di connessione per la C,+C, curva totale
di [C] (§ 3) e perd si ha

n=m +7m +1—1.

In particolare:

Se (sopra un ente algebrico) si hanno due sistemi lineari irriductbili
|Cy||Ce| di generi risp. m,, 7., ed una Cy ha con una C, ¢ punti comuni
variabili il genere di |Cy+C,| vale

m=m +7m +i—1.

Il genere virtuale =, d’un sistema lineare |C;| sopra un ente algebrico
ha un altro significato notevole.

Si assuma sull’ente un sistema irriducibile |C| (p. e. non singolare)
da cui |C,| sia dedotto staccando una curva C, (curva di |C— C,| spo-
gliata di parti fisse, che preso |C| opportunamente pud anche supporsi
irriducibile) e imponendo dei nuovi punti base 0%, 0%, ..., 0% ().

Sia 7 il genere di |C|, , il genere di C,, ed i il numero dei punti non
base per |C| comuni ad una C,, C,.

Si ha
[C|=|C, + C, + OF 4 02 ... + 0%
e quindi
n:nl-{—ng—lrzgi(g;——i)—l—i—l:
1

questa formula definisce il genere virtuale 7, del sistema lineare |C,| e
da per questo un valore indipendente dalla particolare scelta del sistema
irriducibile |C| che contiene |C,|.

(%) Si avverte che ove un punto base Oz di |C, | figura un certo numero di volto tra le com-
ponenti fisse di |C,| cid influisce sulla molteplicitd del punto per |C,| secondo il § 2.
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III.
CURVE SUBAGGIUNTE

17, - Superficie subaggiunte ad una data di S,.

Agli sviluppi ulteriori della nostra teoria, innanzi di studiare un modo
di operare sui sistemi lineari diverso da quello di somma e di sottrazione
considerato, dobbiamo premettere alcuni lemmi di natura proiettiva.

Data una superficie F,, d’ordine » in S;, diremo superficie subaggiunta
ad essa, ed indicheremo con y, una superficie d’ordine r la quale seghi
un piano generico secondo una curva aggiunta alla sezione piana di F,.

Esistono certo delie p, per r >n — 1, poiche tali sono le superficie polari
dei punti dello spazio rispetto ad F,, unite a superficie d’ordine r — (n — 1).

Le superficie di un dato ordine subaggiunte ad F, (se esistono) formano
un sistema lineare (di dimensione > 0). Infatti la superficie generica di
un fascio determinato da due ., soddisfa alle stesse condizioni imposte
alla y, e quindi ¢ una vy,.

Dopo cio stabiliamo il

LemMA. — Se F, ¢ una superficie d’ordine n in S, ed a una reita gene-
rica che Dincontra in n punii semplici, una superficie ¢ la quale seghi un
piano generico per a secondo una curva aggiunta alla sezione di F, é sub-
aggiunta ad F, (1).

Si supponga dapprima che ¢ abbia I'ordine »—3 4 p >1; allora
esistono certo (come abbiamo notato) delle superficie y dello stesso ordine
n — 3 + ¢ soddisfacenti alle condizioni che vogliamo mostrare verificate
per ¢. Cid posto s’indichino con y tutte le superficie d’ordine n —3 + ¢
subaggiunte ad F,, cioe seganti i piani « secondo curve d’ordine n—3 + ¢
aggiunte alla sezione di I',, e con ¢ tutte le superficie analoghe alla data
che godono di questa proprieta rispetto ai piani del fascio di asse a
(tra le quali superficie stanno le yp).

Le curve y intersezioni di F', con una ¢ od una y fuori della curva
multipla (32), hanno lo stesso ordine perché incontrate nello stesso numero
di punti dai piani per a (tale numero & 2x— 2-+pn se & & il genere delle
sezioni di F, con un piano «, genere uguale per ipotesi a quello di una

(*') La dimostrazione di questo lemma & stata composta sopra un cenno comunicatomi dal
sig. CASTELNUOVO.

(*?) Con questa locuzione intendiamo che debba computarsi come facente parte di una tal
curva ¥ in un piano generico, non solo ogni punto comune ad F, e a ¢ (0 a y) semplice per Fy,
ma anche (debitamente) ogni punto multiplo per F, che eventualmente avesse per ¢ (o per ¥)
una molteplicitd maggiore di quella che ivi compete ad una curva aggiunta.
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sezione con un piano per a); ora tutte le ¢ (come le yp) formano un sistema
lineare (e lo si prova analogamente), quindi le sezioni delle superficie ¢
col piano « sono curve d’erdine » — 3-+p appartenenti ad un sistema
lineare; questo sistema contiene in sé quello delle seziouni delle y (ag-
giunte alla sezione K di F,) e le sue curve incontrano la K nello stesso
numero 2z — 2 + on di punti; tali curve sezioni di F', colle ¢, sono dunque
aggiunte alla K c.d.d.

Resta a stabilire 1a cosa quando l’ordine delle ¢ sia <n —1 e quindi
cada dubbio sull’esistenza delle y; per cid basterd aggiungere a ¢ un
numero sufficiente di piani arbitrari affinché diventi d’ordine >n—1 e
ripetere il ragionamento per la superficie composta.

18. - Curve subaggiunte sopra una superficie di S;.

Data una superficie ¥, d’ordine » in §;, una curva K di F,, si dira
una curve subaggiunta di rango r sulla superficie se ne sega la sezione
piana generica C, (di genere z) in un gruppo della serie ¢,, -, determi-
nata su O, dalle curve ad essa aggiunte d’ordine n — 3-4r: intero r
pud avere qui un valore qualunque 2 0: parlando di curve K subaggiunte
sulla superficie, ove non si aggiunga altro, si sottintenderd di rango
r= 0.

Si osservi che: L’imtersezione di F, con una superficie subaggiunia
Yn—atry fuori della curva multipla, é una curva subaggiunta di rango r
su F,.

Cid ¢ una conseguenza immediata della definizione.

Viceversa si ha:

Una curva K subaggiunta di rango v sopra una superficie F, non rigata,
a sezioni di genere > 0, d’ordine n in S;, ¢ la sezione di questa, fuori della
curva multipla, con una superficie subaggiunta v, ;.. d’ordine n — 3 +r.

Anzitutto si supponga r < 3. Si prenda una retta generica a ed in
un piano generico per essa si fissi quella curva O, 54, d’ordine # — 3 4-#
che & aggiunta alla sezione piana di F,, e passa pel gruppo comune a
questa e a K: variando il piano la C,_3;, descrive una superficie p che
(pel § precedente) & subaggiunta ad F,: essa ha lordine >n — 3 +-r:
dico che tale ordine non supera » — 3+47. Invero nell’ipotesi opposta la
retta a appartiene un certo numero di volte alla v, quindi gli » punti
(semplici) comuni ad @ e F, appartengono alla intersezione di y con F,
(fuori della curva multipla) e poiché essi non stanno su K (essendo a
retta generica) la nominata intersezione contiene oltre K qualche altra
parte che deve comporsi di linee piane per a, ciascuna d’ordine < m;
segue che vi sono per « (retta generica) delle sezioni piane spezzate di F,
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e quindi (pel teorema di KRONECKER-CASTELNUOVO) (22) la F, & rigata
o ¢ la superficie di STEINER del 4° ordine a sezioni razionali: ¢id contrasta
all’ipotesi dell’enunciato. Il teorema resta dunque stabilito per r < 3.

Suppongasi » = 3.

Si puo fissare una C, aggiunta alla sezione piana di F, in un piano
generico per a e passante pel gruppo comune al piano e a K, colla con-
dizione che essa debba passare per un punto fisso di & fuori di F,. Allora
variando il piano per a la O, genera una y che si prova (analogamente
al caso r < 3) avere l'ordine » e non maggiore.

Supposto r > 3 fissiamo su a r— 2 punti generici B, B, ... B,_, fuori
di F,; fissiamo inoltre » —3 piani f,f;...0,-, passanti risp. per
B, B; ... B,_, e non per a: esiste in ogni piano o contenente a wna tra
le co"-0-2/2 curve (,5;, aggiunte alla sezione di ¥, e passanti per
il gruppo comune a K ed alla sezione piana C di F,, che soddisfa alla
condizione di contenere B, B,...B,_,, di toccare il piano g, in B,, di
avere un contatto 3-punto con f; in B,,...,, un contatto (r— 2)-punto
con fB,—, in B,_,; questa C,—y4, cosi definita non pud essere spezzata (nem-
meno su piani particolari per a) nella sezione ¢ di F, (la quale sotto le
ipotesi poste ¢ irriducibile in ogni piano per a, come gia si & avvertito)
ed in una residua curva d’ordine » — 3 passante per B,B, ... B,_,, toc-
cante f, in B,, avente un contatto 3-punto con pB; in B,, ecc., perché
una siffatta curva non esiste. Ora variando « per a la C,_;;, cosi definita
genera una superficie ¢ d’ordine >n—3 4 r subaggiunta a F, (cfr. il
precedente lemma); che questa @ abbia proprio lordine » —3 47 e
non maggiore segue analogamente al caso trattato in cui r < 3.

Cosi & provato che la K & in ogni caso sezione di F, (fuori della curva
multipla) con una superficie subaggiunta d’ordine n—3 - r e quindi
& stabilito il teorema.

19. - Curve subaggiunte ad un sistema lineare.

Sia |C| un sistema lineare irriducibile di genere 7 e grado m, sopra
un ente algebrico oo?.
Col nome di serie ¢sn—sirn denotlamo (ove esista) la serie completa
di gruppi di 2z— 2 +rn punti che si ottiene su una C generica nel
seguente modo:
1) se x>0 ed r >0, sommando (**) la serie canonica g1 di C

(%) Cfr. CASTELNUOVO, « Rendic. Lincei », gennaio 1894.
(**) Ricordiamo dagli elementi della geometria sopra una curva che date su una curva C
due serie complete g, g, esiste una serie vleta gpm 1n di g, 9, la quale contiene tuttii
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con quella r-pla della serie caratieristica (g,) segata su C dalle altre curve
del sistema |C| (se |C| & un fascio si ha n = 0, e la detta serie si riduce,
come per r =0, alla g7°1);

2) se >0 ed r = — p < 0, staccando dalla g,7~1 1a serie p-pla di g,
(supposta speciale);

3) se =0 (r>0) prendendo la serie g'7~2 di tutti i gruppi di
rn — 2 punti della C.

Una curva dell’ente algebrico si dird una curva subaggiunta di rango r
a |C| (e si indichera con I,), se sega ogni curva C generica secondo un
gruppo di gon—strn-

Sommando ad una K, delle curve fondamentali di ]Cl si ha ancora
una curva subaggiunta di rango r a | C|: in particolare se | C| & un fascio
ad una K, = K, si possono sommare quante si vogliono curve del fascio.
Ma se la dimensione di |C| ¢ > 1 lindeterminazione che compare nella
definizione delle curve subaggiunte dipende soltanto da parti fisse (fonda-
mentali per |C|) che secondo riuscird pit opportuno potremo immagi-
nare sommate o tolte ad esse.

Se K, ¢ una curva subaggiunta di rango s a |C|, le curve K,4rC (> 0)
costituiscono curve K,,, subaggiunte di rango r+s a |C|.

La teoria delle curve subaggiunte ad un sistema lineare compare qui
essenzialmente come preparazione alla teoria delle curve aggiunte che
saranno definite piu tardi: in questo studio fatto a tale scopo si puod porre
delle limitazioni che saranno tolte del tutto nella teoria delle curve
aggiunte; precisamente imponiamo ai sistemi lineari |C| rispetto a cui
si considerano le curve subaggiunte, la restrizione di essere irriducibili,
semplici, di genere > 0, e di non possedere un fascio di curve unisecanti
sull’ente algebrico; talc restrizione figura implicitamente in tutto questo capi-
tolo (cio¢ fino al § 26).

Allora una superficie ¥, di S;, immagine dell’ente algebrico, avente
come sezioni piane oo® curve generiche (, ¢ non rigata a sezioni di ge-
nere z > 0.

Si supponga |C| normale; la possibilita di considerare una super-
ficie F',, immagine dell’ente algebrico partendo da un qualunque sistema oo®
contenuto in |C| ci permette (stante il § 20) di affermare che: una curva
la quale seghi le curve d’un fascio generico in |C| secondo gruppi della
serie ¢,,_.i,n» (definita innanzi), ed inoltre non passi per i punti base del
fascio che non sono base per |C|, ¢ una curva subaggiunta di rango
rispetto ad ogni sistema lineare co® contenuto in |C|, e quindi rispetto
a |O].

gruppi composti d’un gruppo di g,, e di un gruppo di g,: allora la g,, (e analogamente si dica per
la g,) si deduce da g,, +n staccando un (qualsiasi) gruppo di g,.
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Tantoché non solo le curve K, subaggiunte a |C| vengono rappre-
sentate da curve subaggiunte dello stesso rango su F,, ma anche vice-
versa. I percido le K, (che su F, vengono segate dalle y, formanti un
sistema lineare), formano su F, un sistema lineare (supposte infinite):
questo si dira il sistema subaggiunto di rango r a |C|.

Per precisare come esso debba esser dato sull’ente possiamo convenire
di porre la massima connessione in ogni punto di una K, su F,, tranne
che nei punti (base) comuni alle parti variabili delle K, (supposte in
numero infinito). Il detto sistema |K,| (se co!' almeno) risulta allora
privo di parti fisse fondamentali per | C|: esso ¢ certo normale: invero
si indichi con |K,| il sistema normale in cui esso & contenuto totalmente
(cfr. § 11), ogni curva totale di [K,'[ sega una C generica secondo.un
gruppo della serie (completa) ¢,,—i-n © perd € una K, subaggiunta di
rango r a |C|; giacché se una curva generica di |K,| segasse una C in
pitt di 27— 2 +rn punti, |K,| non conterrebbe piu fotalmente il detto
sistema |HK,| subaggiunto a |C].

Possiamo riassumere le cose dette enunciando il teorema:

Sopra Dente algebrico oo® una curva K, é subaggiunta di rango r al
sistema |C| (%) se:

1) sega le C d’un fascio generico secondo gruppi della serie gyn—oirn
(definita in principio);

2) non passa per quei punti base del detto fascio che non sono base
per |C|.

Esistono sempre infinite curve subaggiunte di rango r a | C| per r assai alto.

Esse spogliate delle componenti fisse (comuni a tutte) fondamentali
per | C| costituiscono il sistema lineare normale | K,| subaggiunto di rango r
a |C].

E superfluo avvertire che di |K,| non possiam dire a priori se sia
irriducibile o semplice ecc.

Sotto forma proiettiva si puo enunciare il resultato ottenuto dicendo:
Sopra una superficie F,, d’ordine n, non rigata a sezioni di gemere >0
in S;, una curva K che seghi i piani d’un fascio generico secondo gruppi
appartenenti a curve d’ordine n— 3-+r aggiunte alle sezioni di F,, e che
non contenga i punti comuni all’asse del fascio e ad F,, é una curva sub-

aggiunta di rango r.

(**) Che soddisfa alle restrizioni poste innanzi.
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20. - Staccamento di una curva dal sistema subaggiunto.

Sopra un ente algebrico co® si abbia un sistema lineare normale |C|
soddisfacente alle restrizioni del § 19, ed essendo |C”| un qualunque
sistema irriducibile (co' almeno), si supponga che il residuo sistema

o]=|¢~¢|

sia irriducibile.

Si designi con |K| il sistema subaggiunto (di rango 0) a |C|, (sup-
posto esistente) e si supponga che esso contenga |C”| di guisa che esista
un sistema residuo |K — O"].

Dico che le curve di |K — C”| costituiscono curve subaggiunte a |C'|.

Si indichi con ¢ il numero delle intersezioni variabili di una C' con
una C" (fuori dei punti base dei due sistemi) e si consideri in |C| una
curva spezzata generica C'+(” (curva totale di |C|), che ha i punti
doppi fuori dei punti base di |C|, e oltre questi non ha singolarita che
non competano a tutte le C.

Si assuma come immagine dell’ente algebrico una superficie # di S
avente oo® sezioni piane C tra cui la ¢'+C": sia n 'ordine di F'; n' ed n”
gli ordini risp. di €', ¢ su di essa (n = »'-+ »"). Una superficie y, 4
(subaggiunta ad F d’ordine » — 3) sega il piano di €'+ (" secondo una
curva d’ordine n — 3 che passa p— 1 volte per ogni punto g-plo della
curva Spezzata, tranne che per gli ¢ punti (semplici per F') immagini
delle ¢ intersezioni di €', C" sull’ente: dunque il sistema lineare segato
sul piano di C'4 (" dalle y,_; ¢ contenuto totalmente nel sistema nor-
male somma di ¢" col sistema delle curve d’ordine »'— 3 aggiunte a C';
segue che la serie segata sulla €' (che & una curva generica di |C'[)
dalle K & contenuta totalmente nella serie completa somma della serie
canonica di €' e del gruppo di ¢ punti segati da C”, e perd i gruppi segati
su ¢ dalle curve di |K — C"| sono gruppi canonici, vale a dire queste
curve sono subaggiunte a |C’'| c.d.d.

Una immediata estensione del resultato ottenuto pud aversi conside-
rando le curve K, subaggiunte di un qualunque rango r (>0) a |Cl;
si ottiene allora che le curve di A

| K, — (r + 1)¢"|

(supposte esistenti) costituiscono curve K, subaggiunte di rangor a |C'].’

Riferiamoci per semplicity al caso r =1, e torniamo alla conside-
razione della precedente F'; si considerino quindi in luogo delle v, 5 le
Yn—o Subaggiunte ad essa.
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11 sistema di curve segato da queste y,_, sul piano di ¢'4+C" & con-
tenuto totalmente nel sistema normale somma delle rette e del sistema
delle curve d’ordine n — 3 aggiunte a C'+C”; per conseguenza le y,_,
segano su C' un gruppo appartenente alla serie somma di quella cano-
nica, del gruppo segato da (", e della serie segata dalle rette; quest’ul-
tima serie (segata da curve C) é contenuta totalmente nella serie com-
pleta somma del gruppo sezione di C” e della serie caratteristica di |C'|:
segue che la serie segata su C' dalle y,_, & contenuta totalmente nella
serie completa somma della serie canonica di (', della serie caratteri-
stica (determinata dalle altre C') e del gruppo delle intersezioni di C'C”
contato due volte: si deduce ecc.

(Nel ragionamento si suppone implicitamente che le C’ abbiano il
genere ' > 0, ma il resultato sussiste in ogni caso; bastano per 7n'=0
lievi modificazioni al discorso precedente).

21. - Addizione di una curva al sistema subaggiunto.

Vi & per noi un interesse nell’osservare che si pud prender r tanto
grande che il sistema |K,| subaggiunto di rango r a

c|=]0"+ 0|
contenga |(r+41)C"| ed abbia anzi come residuo di esso un sistema
| K, — (r + 1)C"|

di dimensione alta quanto si vuole.
Invero si prenda anzitutto s cosi alto che | K,| esista e sia co! almeno:
il sistema

|K, + (r —s)C|
(r >s) & contenuto in |K,| (§ 19); ora il sistema
[(r —8)C|=|(r —s)0"+ (r —8)C"|,

contiene (r+1)C" se si prende r cosi grande (restando fermo s) che
|(r—s)C'| contenga |(s+1)C"|, cid & certo possibile essendo |C’'| un
sistema gemplice (perche sopra una superficie ad es. di S;, ogni sistema

assegnato di curve & contenuto in quello segato da tutte le superficie
d’ordine assai elevato).
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Per il valore dato di 7, o per un valore superiore, |K,| contiene
[(r+1)0"|, e ,
|K, — (r +1)C"|

ha la dimensione >1, e crescente con 7.
Supponiamo di aver dato ad r un valore cosi alto che

K, — (r + 1)

esigsta e sia oo' almeno: indichiamo con y (complessivamente) le even-
tuali componenti fisse fondamentali per |C’| che compariscono nel si-
stema, allora il sistema

|| = (Kr — (r +1)C"— )

non ha componenti fisse fondamentali per |C'|: ma stante il § 20, le
curve di |K,— (r+1)C"| sono subaggiunte di rango r a |C’'|, quindi
|k,| & contenuto nel sistema subaggiunto |K,| di | 0|, il quale (per defi-
nizione) non ha componenti fisse fondamentali per |C’|: si dovra dunque
avere (se |k, ||K,| non coincidono)

| KL =%, + 0|

(stante la normalitd dei due sistemi), e fin d’ora possiamo osservare che
la 6 dovra comporsi di curve fondamentali per |C’|, giacché tanto una
k, come una K, segano una (' secondo gruppi d’una stessa serie, aventi
lo stesso numero di punti. Consideriamo una curva composta

K, +x+ @ +1)0";

essa incontra una C in un numero di punti che & maggiore od uguale al
numero delle intersezioni di C con una curva di

K=k, + 1 + (r + DO

nella seconda ipotesi il gruppo segato su una C da K,+y-+(r-+1)0" &
un gruppo della serie segata dalle subaggiunte di rango » a |C| ossia
K, +y+(r+1)C" & una subaggiunta di rango r a |C|. Nella prima ipo-
tesi invece K,+ x + (r +1)C" non & una subaggiunta di rango r a |C|;
allora |k,| ¢ contenuto parzialmente in |K,| e si ha

| K, | =% + 0]
dove come si & detto la 0 si compone di curve fondamentali per |C’|.

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geomelria, 1. 17
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Ora possiamo aggiungere che la 6 non si compone tutta di curve
fondamentali per |C|, perché una K, e quindi una k,-+6 ha con una C
un numero di intersezioni maggiore che una k,. Si conclude che se non &

k| =K.|

esistono delle curve fondamentali per |C’| che non sono tali per |C]|.

Tantoche se |C| e |C’| hanno le stesse curve fondamentali (e quindi
anche y si compone di curve fondamentali per |C|), ogni curva K, som-
mata ad una (r+1)C" costituisce una K,.

Ma questo resultato & stabilito soltanto ove si sappia a priori ’esi-
stenza di |K,| e di |K,— (r+1)C"|, quindi per r assai alto.

Peraltro possiamo renderlo indipendente da tale ipotesi.

Suppongasi di sapere soltanto che esiste una curva K, subaggiunta
di rango s a |C’'|, e che le curve fondamentali di |C’| sono tali anche
per |C|: dico che K, sommata ad una (s+1)C" costituisce una K,.

Invero di osservi che una K,+rC’ costituisce una K,,,; quindi una

K, +r0'+ (r +s + 1)0"
costituisce una
K, ,+(@r+s+1)0:

d’altra parte si ha per r assai alto che la K',+s+(r+s +1)C" costituisce
una K,,, (subaggiunta di rango r+s a |C|), e percid la

K, +7rC'+(r+s+1)0"=K,+rC + (s +1)C"
costituisce una K., e la
K, + (s +1)C"
costituisce una curva del sistema
|Krrs — rC| :
quest’ultimo sistema & costituito di curve K,, quindi la K,+(s+1)C" &
una K, c.d.d.

Possiamo dunque affermare che:
Se

jo|=|c'+ o]
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e se le curve fondamentali di |C'| sono fondamentali anche per |C|, le
curve K, subaggiunte di rango s a |C'|, prese insieme ad s-+1 curve |C"|
costituiscono curve

K! + (s + 1)0"= K,

subaggiunte di rango s a |C|.

Come corollario si ha che le curve subaggiunte di rango r (>0) a |C|
sono subaggiunte di rango 0 ad |(r41)C|: invero tali curve K, sommate
ad una curva di |r(r+1)C| formano subaggiunte di rango r ad
|(r+1)C|(=]|C +rC|); quindi tali curve del sistema |K,4r(r+1)C| se-
gano la curva generica |(r+1)C| secondo gruppi della serie completa
somma di quella canonica e della serie r-pla della caratteristica; in conse-
guenza staccando r volte la curva di |[(r+1)C| da tale sistema
|K,+7r(r+1)C| si ottengono curve (K,) subaggiunte di rango 0 ad
|(r +1)C].

Viceversa le curve subaggiunte di rango 0 ad | (r+1)C| sono subaggiunte
di rango r a |C|.

Cid mostra come nella teoria delle curve subaggiunte possiamo limi-
tarci senza restrizione a quelle di rango 0: nel seguito ci riferiremo appunto
a queste (omettendo per brevita la designazione «di rango 0 »).

22. - Imposizione di molteplicita alle curve subaggiunte d’un sistema lineare.

Sieno |C|, |C’| due sistemi lineari sopra un ente algebrico co? soddi-
sfacenti alle restrizioni del § 19, e suppongasi che |C’| abbia sull’ente
dei punti base

(143 Q2 Q
0% 0% ... 0%

non base per |C| e venga dedotto da |(C| imponendo appunto i nomi-
nati punti base, sicché

|O|=|C"+ 0 4+ 03 + ... + 0% .

Dico che le (particolari) curve subaggiunte a |C| che hanno in O,
(t=1, 2,.., 8) la molteplicita p,— 1 (fatto in ciascun punto O;un buco)
costituiscono (se esistono) curve subaggiunte a |C'|.

Invero si assuma come immagine deil’ente algebrico una superficie F,
di §; di un certo ordine n avente per sezioni curve generiche C tra le quali
una C’; questa ¢’ & la sezione di F con un piano « tangente ad F' o, volte
in ciascun punto O; (che supponiamo semplice per F), e non tangente
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ad essa in altri punti: le superficie y,_, (subaggiunte ad F,) che toc-
cano g; —1 volte il piano «; in ciascun punto O, segano su o« curve ag-
giunte alla C’ e perd segano C’ in gruppi canonici. Segue ’enunciato.

La dimostrazione non viene infirmata dalla possibilitd che alcuni
punti O, sieno infinitamente vicini fra loro o cadano in punti multipli
di F,; ¢ appena il caso di modificare lievemente le parole nella seconda
ipotesi.

Deve essere notato che se un punto O; semplice per F, ha (in con-
seguenza delle condizioni poste) una molteplicita > p, — 1 per la sezione
di una v, toccante o ¢, —1 volte in O, ecc., 'intorno del punto O,
su F va debitamente aggiunto alla sezione di y,_; per comporre una
subaggiunta a |C’|, altrimenti y,_, segherebbe €’ in un numero di punti
minore di quello che spetta ad un gruppo canonico. Tantocheé, conside-
rate sull’ente, le curve subaggiunte a |C| dedotte imponendo in O; la
molteplicita ¢; — 1 hanno il punto O; (¢0; —1)-plo e non come punto di
una maggiore molteplicita. La cosa si estende al caso che O non sia sem-
plice per F,.

Suppongasi ora che, essendo |C”| irriducibile co' almeno, si abbia

|C|=|C'+ " + 0% + ... + 0%] .

Allora |C'4C"| si deduce da |C| imponendo i punti base 0%; per con-
seguenza le curve k' che hanno nei punti O, le molteplicitd o,—1 ed
insieme ad una ¢” compongono subaggiunte a |C| sono subaggiunte
a |C'|: vale a dire che staccando dal sistema subaggiunto a |C| una C"
(supposto possibile) e imponendo le molteplicitd o, — 1 nei punti O, alle
curve residue, si ottengono curve subaggiunte a |C'|.

Si abbia ora sull’ente un sistema |C| soddisfacente alle restrizioni
del § 19, e supponiamo che essendo O un punto base i-plo per |C|, sia
ancora irriducibile il sistema |C — O"| che si ottiene imponendo in O
molteplicita i+ alle curve C. Se |K| ¢ il sistema subaggiunto a |C|
dico che le curve di |K — O"| (supposte esistenti) sono subaggiunte a
|0 =|0—0].

Invero si assuma una immagine F dell’ente su cui un fascio generico
di curve C contenente una €’ venga segato dai piani per una retta a,
e cid disponendo d'un sistema oo® sull’ente, contenente il fascio, il quale
non abbia O come punto base. Al punto O corrisponde allora un punto
di @ (che possiamo designare collo stesso nome), il quale & i-plo per le
gezioni piane di F fuori di a: una di queste sezioni (quella corrispondente
alla C’) ha in O la molteplicita 4 —7.

Sulla F le curve K possono (colla costruzione del § 18) farsi se-
gare da superficie ¢ seganti ogni piano per a secondo una curva d’or-
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dine n — 3 aggiunta alla sezione (d’ordine %) di ¥, e quindi com-
portantisi come subaggiunte di F tranne rispetto alla a di cui non pos-
siamo fissare la molteplicitd per ¢. Le sezioni di queste ¢ coi piani per a
hanno fuori di @ la molteplicita ¢ —1 in 0. Quelle ¢ la cui sezione col
piano della €' ha in O un punto (¢-7)-plo segano su ¢’ gruppi canonici.
Segue ’enunciato.

L’enunciato si estende subito al caso in cui |C| abbia pil punti
base O%... 0% pei quali vengano imposte rispettivamente le molteplicita
(maggiori) 4, +s,, ..., i,-+8,, quando |C'|=|C— 05— 0%..—O0| sia
irriducibile, purché i punti O, ... 0, possano pensarsi come punti di
una medesima superficie immagine dell’ente, cioé esistano sistemi per
cui essi non sieno punti base.

Si noti infine che col ragionamento del § 21 si puo invertire ’enun-
ciato se |C’| soddisfa pure alle restrizioni del § 19 e se le sue curve fon-
damentali sono tutte fondamentali anche per |C|.

Dunque si ha che: Aumentando o diminuendo le molteplicita delle curve
subaggiunte ad un sistema |C| (soddisfacente alle restrizioni del § 19) in
un gruppo di punti base che esso possiede sopra una superficie immagine
dell’ente, si ottengono curve subaggiunte al sistema dedotto colla stessa ope-
razione da |C| (supposto irriducibile), quando, nel 2° caso, non si vengano
a perdere delle curve fondamentali di |C|.

23. - Completamento del resultato del § 21.

Possiamo ora estendere il resultato del § 21. Sopra un ente alge-
brico oo? si abbiano due sistemi lineari

lof 1o,

soddisfacenti alle restrizioni del § 19, e supponiamo che, essendo 07 i
punti dell’ente che sono base (g;-pli) per |C’| e non per |C]|, il sistema

|C—0—=23 07| =0

esista e sia irriducibile co! almeno (il sistema |C — C'| contiene almeno
i punti 0% come parti fisse): si abbia dunque

|C|=]0"+ "+ 2 07| -

Se le curve fondamentali di |C’| sono tali anche per |C|, la dimo-
strazione del § 21 si estende a questo caso, e ci prova che, essendo K’
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una subaggiunta a |C'|, la

KI _I_ Gll

¢ sempre una subaggiunta a |C|. Ma il resultato pud essere esteso anche
al caso in cui |C| abbia sull’ente dei punti base B, (s =1, 2,...) non
base per |C’'| (che sono fondamentali per |C’| e non per |C|), purché
ancora ogni curva non eccezionale per |C’| sia fondamentale per |C]|:
solo in questo caso non K'+4 (" ma

KI+C”+ZB3

costituira una subaggiunta a |C|.

Supponiamo dapprima che imponendo alle curve C’ di passare pei
punti B, si ottenga un sistema irriducibile il quale non possieda curve -
fondamentali che non sieno tali per |C’|. Si supponga inoltre che vi
gieno almeno oo! curve del sistema

| K — 0" — 3 B,

aventi le molteplicitd o, — 1 nei puhti 0;: esse formeranno il sistema
che di regola potra designarsi simbolicamente con

|E— 0" — 3B —3 07

(solo se qualche punto O; fosse base per |K| converrebbe modificare
quel simbolo, ma c¢i6 non altererebbe le successive deduzioni).

Ora indichiamo con |%'| il precedente sistema (normale) spogliato
delle eventuali parti fisse fondamentali per |C'— > B,|: |F'| sard con-
tenuto nel subaggiunto |K,| di |0'— 3 B,|, e sarh costituito di curve
subaggiunte a |C'— > B,|, quindi si avra

|| =&+ 6]
dove 0 si compone di curve fondamentali per |C'— > B,| e non per
|C— > B.|; ma curve siffatte non esistono, perché le curve fondamen-

tali di |C'— 3 B,| sono tali per |C’| e quindi anche per |C| (non es-
sendo costituite di punti B,) e per |0 — > B,|; si deduce

| K| =%] .
Ma d’altra parte le curve
K, + > B,
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sono subaggiunte a |C’| (22), e perd le curve

E'+ 0"+ 3 0%,

e ugualmente le

K4 "
sono subaggiunte a
|C—2 B, ;
segue che le
K+ C'+ 3B,

sono subaggiunte a |C|. Resta da eliminare nella dimostrazione le ipo-
tesi restrittive poste in principio. Ma cid si pud fare (in modo analogo
al § 21) considerando le subaggiunte a |C'||C| di rango piu elevato,
0 (cid che & lo stesso) considerando in Iluogo dei sistemi |C'| e |C] i
sistemi |rC’| ed |rC| dove r & assai alto, cioé tanto alto che |rC'— > B,|
sia irriducibile e non avente curve fondamentali per |rC’|, e tanto alto
ancora che esistano infinite curve del sistema

|K + (r —1)C —rC" — 3 B, — > 037"
ottenute staccando _
rC"+ Y B, + Y 0%7!

dal sistema |K + (r—1)C| subaggiunto a |rC|.
8i deduce che se esiste una K' subaggiunta a |C'| le

E'4 0"+ 3 B,

composte di essa, di una C" e dei punti base per |C| e non per |C'|, costi-
tuiscono curve subaggiunte a |C|: ¢id in conseguenza dell’ipotesi che le curve
non eccezionali fondamentali per |C'| sieno fondamentali per

|C|=]0"+ C"+ 3 0% .

Alla dimostrazione data si potrebbe muovere un appunto nel caso
che alcuni dei punti B, cadano in punti multipli della superficie immagine
dell’ente avente per sezioni le curve (', giacché in tal caso si pud dubi-
tare che imponendo ad |rC’| i punti base B, si ottenga mai un sistema
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irriducibile sull’ente: questo caso esigerebbe dunque ulteriori considera-
zioni permettenti di togliere ogni dubbio. Ce ne dispensiamo, tanto pil
che applicheremo il resultato ottenuto soltanto nel caso che |C’| sia non
singolare, ed allora I’obiezione avvertita non si presenta.

24. - Riassunto.

Crediamo utile riassumere i resultati di natura invariantiva stabiliti
nella teoria delle curve subaggiunte: il punto di vista proiettivo sard
ripreso piu tardi.

Ci riferiamo a sistemi lineari normali |C||C'| irriducibili, semplici,
sopra un dato ente algebrico co?, ed escludiamo che alcuno di tali sistemi
ammetta un fascio di curve unisecanti sull’ente. Allora le curve subaggiunte
a ciascuno (supposte in numero infinito), spogliate delle parti fisse fon-
damentali per il risp. sistema formano il sistema lineare normale sub-
aggiunto ad esso.

Supponiamo

) che |C| contenga |C'|[;
2) che sieno 4,, 4,,...,, 4,, ... i punti dell’ente base per |C’'| e non
per |C|, e che A, abbia la molteplicita ¢, per |C'|;
3) che il sistema
|C— 0]

il quale possiede come parti fisse i punti A}, non possieda altre parti
fisse e sia, all’infuori di questi punti fissi, irriducibile, (co' almeno); vale
a dire gia irriducibile il sistema

¢'|=]0— ¢ — 3 Ak ;

4) che sieno B,, B,, ..., By, ... i punti dell’ente base per |C| e non

per |[C'].
Allora:

a) Se esiste un sistema | K| subaggiunto a |C|, le curve di| K — C”|
(supposte esistenti) che hanno la molteplicita ¢, — 1 in ciascun punto A4,
(riguardato come un buco) costituiscono subaggiunte a |C'|.

Se nessuno dei punti A, & base per |K| (cid che accidentalmente
pud avvenire) si pud dire che formano subaggiunte a |C’| le curve di

— Q" — Z A‘,—ll

gsupposte esistenti: si pud conservare tale forma simbolica al resultato
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se si suppone di includere in |K| (sommandolo ad esso s volte) ogni
punto base s-plo pel sistema subaggiunto di |C|, non base per |C|.

b) Viceversa: supposto che ogni curva fondamentale per |C'| all’in-
fuori degli eventuali punti base By, By, ..., By, ... di |C| e non di |C'| sia
fondamentale anche per |C|; se esiste una curva K’ subaggiunta a | ('],
ogai curva

K/+C//+ZBS

costituisce una subaggiunta a |C|: ed allora costituisce una subaggiunta
a |C| anche ogni curva

K+ C+3A7 '+ 3 B,.

La restrizione sottolineata per ’enunciato b) é necessaria, sebbene possa
in parte ridursi.

Quando |C'| abbia delle curve fondamentali proprie non fondamen-
tali per |C| si vedra da effettivi esempi che la piu generale curva

Kl _l__ Cll + z Bs
non & subaggiunta a |C|: in altre parole il sistema
K—¢ —3Ar™"

generalmente non & tutto |K'| ma & contenuto parzialmente in esso.

Osservazione. — Per quanto riguarda la restrizione che |C||C’| non
posseggano un fascio di unisecanti, osserviamo che tale restrizione pud
essere omessa relativamente a |C'| nell’enunciato della proprieta a), ma
non in quello della b): invero (cfr. § 30) figura qui in modo essenziale
la condizione che le curve subaggiunte a |C’'| formino un sistema lineare,
e cid (come & facile vedere) non & piu vero se |C’| possiede un fascio di
unisecanti (I’ente algebrico ammettendo in questo caso come immagine
una rigata di cui le ¢’ sono direttrici).
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IV.
CURVE AGGIUNTE

25. - Curve aggiunte ad un sistema non singolare.

Prendiamo come immagine dell’ente algebrico co? una superficie F
non rigata senza singolarita in un S, sulla quale esistano infinite curve
subaggiunte K: esse formano un sistema lineare cui possiamo togliere
ogni punto fisso non comune a tutte le K, e sommare ogni punto i-plo
per le K un numero ¢ di volte, per modo da ottenere un sistema lineare
che (riguardato sotto l’aspetto invariantivo secondo il § 3) non abbia
punti base su F. Il sistema cosi precisato si dird il sistema aggiunto a
quello delle sezioni C di F, e le sue curve si diranno aggiunte al detto
sistema |C|. Se si designano con C,, si ha un sistema |C,| che non dif-
ferisce da quello subaggiunto a |C| se non (eventualmente) per la pre-
senza di punti fissi di F, non base per |C|.

Si diranno curve aggiunte ad |nC| o curve aggiunte di rango n —1
a K le curve del sistema

l (nC), ] =

(mn—1)C = C,) .

Evidentemente il sistema |(nC),| potrebbe definirsi in modo analogo
a |C,| sulla superficie trasformata di ¥ avente per sezioni iperpiane le
curve di |nC| (§ 21). Si abbia ora su F un qualsiasi sistema lineare non
singolare |C’| non possedente un fascio di unisecanti, il quale abbia un
certo numero r di punti base A;'... Al

Si consideri un multiplo |2C| di |C| cosi alto che

|C"|=|nC — 0" — 3 A%
sia irriducibile (in altre parole si prenda n cosi alto che le varietd d’or-
dine » ed h—1 dimensioni passanti per una C' non abbiano comune
alcun punto fisso su I fuori di C’).

Si diranno curve aggiunte a | (| su F e si designeranno con C, le curve
del sistema

|(10)e— 0" = T A | =|(n —1)C + C. — €' — 3 477

vale a dire tutte quelle curve che
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1) sono subaggiunte a |C’| (pel § 22);
2) sommate ad una curva residua di una O’ rispetto ad |nC| costi-
tuiscono aggiunte ad |nC|.

11 sistema |C,| aggiunto a |C'| resta cosi definito indipendentemente
dal valore di »; perché se si muta » in n+4m, |[(n—1)C| si muta in
|(r +m—1)C| e |C"| si muta in |C"+mC]|.

Le curve C, sono come abbiam notato subaggiunte a [C'|, anzi il
loro sistema & tutto il subaggiunto a |C’| aumentato eventualmente di
qualche parte fissa, curva eccezionale di F fondamentale per |C’| (im-
magine d’un punto dell’ente non base per |C’]).

Cido € una conseguenza immediata dei resultati ottenuti nel § 23.

Per la definizione: Le curve aggiunte ad un sistema mon singolare su F
hanno come (i — 1)-plo ogni punto base i-plo O di questo su F: s’intende
con cid che se O ha per le curve suddette (intese in senso proiettivo)
una molteplicitd ¢ —1 -+, compare come componente sommata alle
curve stesse l'intorno di O su F contato ¢ volte. Ora se |C'||C"| sono
due qualsiansi sistemi non singolari (privi d’un fascio di unisecanti) su F,
e sono Al (s =1,2,..) % punti di F base per |C"| e non per |C'|, e B’s
(s=1,2,..) i punti di F base per |C'| ¢ non per |C"|, e se inolire |C'|
contiene |C"| ed é C" una cwrva residua di una C" rispetto a |C'| su F
(vale a dire sull'ente |C'| =|C"+C" + 3 A=+ 3 B,|), si ha

|Col=|C0+ C"+ 3 A" + 3 B, .
Infatti le curve
Co+ O"+ AT + 3B,

1) sono subaggiunte a |C'| (§ 23);
2) sommate ad una curva residua di una €' rispetto ad »C danno
aggiunte ad |nC|.

La precedente relazione simbolica ci dice che le curve C.4C" con-
siderate proiettivamente su F sono contenute totalmente in |C,|, e solo
possono differire dalle C, per la presenza di certi buchi: ove senza occu-
parci di tali buchi si voglia porre in evidenza il fatto che due sistemi
lineari considerati proiettivamente su F sono contenuti totalmente in
un altro (ottenuto sommando ad essi dei punti) si userd del simbolo =:
scriveremo dunque

|C.l=|C, +C".

Una congruenza simbolica tra due sistemi normali su # denota la
coincidenza (uguaglianza simbolica) di essi quando le curve dei due
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sistemi abbiano gli stessi buchi, ossia i due sistemi abbiano gli stessi
punti base colle stesse molteplicita.

Osservazione. — Le curve aggiunte ad un sistema non singolare (privo
d’un fascio di unisecanti) restano precisate sull’ente assumendo una
particolare superficie senza singolarita immagine dell’ente: mutando
questa superficie mutano soltanto per la presenza di punti fissi non base
pel sistema, poiché astrazion fatta da tali punti le curve aggiunte ad un
sistema non singolare (privo d’un fascio di unisecanti) si confondono colle
subaggiunte.

26. - Definizione generale delle curve aggiunte.

Sia |C| un qualunque sistema irriducibile normale (co' almeno) sopra
la superficie F' a cui ancora ci riferiamo. Si pud sempre considerare un
sistema normale |L| irriducibile semplice non singolare e non possedente
un fascio di unisecanti, che contenga |C| (§14), di guisa che si abbia

|L—0|=|¢'|+3 Ak
L] =|C+ 0+ 34|

essendo Ay (r=1,2,..) i punti di ¥ base per |C| e non per |L|.

Come sistema |L| possiamo prendere anche un multiplo assai elevato
del sistema delle sezioni iperpiane su F, cioé il sistema segato su F dalle
varietda d’ordine abbastanza alto (reso normale).

Sieno poi B, (s =1,2,...) i punti base per |L| e non per |C].

Allinfuori di questi punti B, ogni curva fondamentale per |C| & fon-
damentale anche per |L|, perché |L| & non singolare.

Indicheremo col nome di curve aggiunte a |C| e designeremo con C,
le curve (supposte esistenti) che sono subaggiunte a |C| e che prese in-
sieme con una C' e coi punti 4% ' e B, (r=1,2,.., s =1,2,...) for-
mano curve L, aggiunte ad |L|. Le curve C, sono dunque le curve del
sistema

[Col=|L,—C' —3 A7 ' =3 B,| ;

ove esse sieno infinite, |C,| ¢ normale e dicesi sistema aggiunto a |C|.

Le curve (, vengono per definizione ad avere come (¢ — 1)-plo ciascun
punto base i-plo di |C| su F. Anzi si puo dire che le curve O, aggiunte
a |C| vengono cosi definite come quelle curve di |L,— C'| (=|C.]|),
in cui sono tolti i buchi che cadono fuori dei punti base di |C|, e dove
¢ fatto invece un buco in ogni punto base i-plo di |C| (¢ > 1) impo-
nendo in esso alle curve stesse la molteplicitd i — 1.
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La definizione posta deve essere subito giustificata mostrando che essa
¢ indipendente dal particolare sistema |L| scelto su F, nella cui scelta
compare una grande arbitrarieta. Per cio si scelga un altro sistema | M |
soddisfacente alle medesime condizioni, e sia

M —C|=|C"]| :
basta provare che

[ Lo —C'|=[M.—C"[,

giacché le ulteriori condizioni (consistenti nel togliere e sommare punti)
che debbono essere imposte alle curve dei due sistemi per avere le C,
portano a togliere alle curve di ciascun sistema i buchi che cadono fuori
dei punti base di |C| e a praticarne in questi in modo che ogni punto
base i-plo di |C| diventa per essi (i —1)-plo, cosicché dopo tali opera-
zioni le curve generiche dei due sistemi avranno le stesse molteplicita
in tutti i punti di F, e quindi (essendo normali) coincideranno.
Ora consideriamo il sistema non singolare

|81 =|L + M| -
poiché | 8|, |L|, | M| soddisfano alle restrizioni del precedente § si avra
1801 = Zn + M| =| L + M, |
|L|=|C+¢| M=|C+0l,
quindi

|L, +C +C"|=|M, + C + C'|
| Lo — C'| =| M, — ¢"] c.d. d.

27. - Teorema fondamentale.
Ora possiamo estendere alle curve aggiunte rispetto a due qualunque

sistemi irriducibili |C||C’| sopra la superficie F le relazioni del § 25.
Si supponga dunque che sia

|Cl=|C"+ ¢"+ 3 A7

essendo Ajr (r =1, 2,...) i punti di F base per |C'| e non per |C|: sieno
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B% (s =1,2,..) i punti base di |C| e non base per |C’|. Si vuol pro-
vare che

|Cal=|Cs+ C"+ T A7 + 3B,

dove supposto che abbia significato il simbolo del primo membro, deve
avere significato per conseguenza quello del secondo e viceversa.

A tal fine si consideri su F' un sistema non singolare | L| sotto le re-
strizioni del precedente §, il quale contenga |C+C’|: si abbia

IL—Cc—¢|=|C"].

Si ha (prescindendo da punti che figurano come componenti nei
simboli) '
|L|=|0+ o'+ €]

e quindi (pel § precedente)

| La| = Co + "4 €'
|La| =|Ce+ C + C"] 5

segue

[C. + C'|=|C.+ C|=|C. + C'+ C'|
|C.|=|C. +C"|.

Quésta congruenza simbolica di luogo alla relazione che si vuol sta-
bilire tenendo conto opportunamente dei « punti». che abbiamo tra-

gcurato.
Basgta infatti osservare che sommando entro il secondo simbolo

S A+ 3B,

si ottiene un sistema indicato dal relativo simbolo che ha su F gli stessi
punti base di |C,|, donde segue

|Ca| =10, + 0"+ S AT+ 3 B, c.d. d.

Enunciando in parole il resultato ottenuto possiamo dire che:
Sopra una superficie senza singolaritd, abbiam posto il concetto di
curve aggiunte ad un sistema lineare irriducibile |C| in guisa che:
1) le curve C, aggiunte ad un sistema lineare |C| segano gruppi
canonici sulle curve generiche del sistema; '
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2) le curve aggiunte ad un sistema lineare |C|, compongono (se
esistono) un sistema lineare normale |C,| (aggiunto a |C|) che ha come
punti base (¢—1)-pli i punti base i-pli per |C| (i >0) e non ha altri
punti base;

3) il sistema |C,| aggiunto a |C| (fatta astrazione da curve ecce-
zionali fisse) & quello di tutte le curve soddisfacenti alla condizione 1)
se |C| & un sistema semplice, non singolare, non possedente un fascio
di unisecanti; '

4) sussiste il:

TEOREMA FONDAMENTALE. — Se ad un sistema lineare normale irridu-
cibile | C| si somma o toglie una curva C" oppure si impongono dei nuovi
punti base i-pli, in guisa che Poperazione conduca ad un sistema irriduci-
" bile (o' almeno) | C'|, si otterra il sistema |C,| aggiunto a |C'|;

a) sommando o togliendo risp. la C" al sistema |C,| aggiunto a |C|;

b) imponendo alle C, la molteplicita i —1 in ciascun nuovo punto
base i-plo.

Corollario. — Se |C||C'| sono due sistemi lineari irriducibili su F (ma
non sono fasci coincidenti) si ha che

[Co 4 C'| & contenuto in [(C + C')|

e da esso differisce solo pel fatto di possedere come base i-plo anziché
(i—1)-plo ogni (eventuale) punto base i-plo di |C’| non base per |C|:
in particolare se |C||C’'| hanno gli stessi punti base

1) [(C + C)o|=|Ca + O'|=]C + C,] .

La definizione delle curve aggiunte ad un qualsiasi sistema irriduci-
bile |C| su F si riduce con operazioni determinate sull’ente a quella
delle curve aggiunte a sistemi non singolari e non possedenti un fascio
di unisecanti. Segue che se in luogo di F si sceglie come immagine del-
Pente un’altra superficie F' (senza singolarita) le curve aggiunte a |C| su
F' differiscono dalle aggiunte a |C| su F soltanto (eventualmente) per
«punti» fissi dell’ente, non base per |C|. Ossia:

Sullente algebrico oo le curve aggiunte ad un sistema lineare irriduci-
bile | C| restano definite a meno di punti fissi non base per |C|.

Trattando di curve aggiunte a |C| sull’ente si deve ricordare che esiste
questa indeterminatezza nella loro definizione, indeterminatezza della
quale si pud profittare nel modo piut conveniente.

Allorche I’ente algebrico co® ammette delle superficie immagini senza
curve eccezionali, & conveniente precisare su una qualsiasi di queste la
definizione delle curve aggiunte, ed allora il teorema fondamentale si
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pud enunciare riferendosi all’ente algebrico. In questo caso se [C||C'|
sono due sistemi privi di punti base (puri) si ha sempre

|C. + C'|=|C + C.|.

Osservazione. — Riferendoci al caso in cui ’ente ammette superficie
immagini senza curve eccezionali, ed ai sistemi privi di punti base (puri)
su. tale ente, vediamo come P’operazione geometrica (aggiunzione) facente
passare da un sistema lineare (irriducibile) |C| al sistema aggiunto |C,|
(ove possibile), riesce caratterizzata dalla relazione (1), che serve a defi-
nire ’aggiunzione appena fissato (ad arbitrio) il sistema |C,| aggiunto ad
un dato particolare sistema puro |C'|. Invero dalla (1) si ricava

|Cel =]C + C; = C'[

da cui si vede che |C,| (ove esista) ¢ determinato (*°).

La precedente osservazione pud porsi sotto aspetto analitico, sosti-
tuendo alla considerazione di |C||C’| le corrispondenti funzioni razionali
dell’ente ff', dove ciascuna funzione contiene un certo numero di para-
metri (il massimo possibile) e dove le ff non hanno punti di zero indi-
pendenti dai valori dei parametri. Occorre per cid di designare con ff’
la funzione contenente il pitt ampio numero di parametri appartenente
al sistema lineare determinato dai prodotti delle funzioni f ed f', vale
a dire la funzione corrispondente al sistema normale |C+C'|.

Conviene inoltre designare con ¢ l'operazione funzionale di aggiun-
zione, quindi con ¢(f), ¢(f'), @(ff'), le funzioni corrispondenti a |C.|, | C,],
[(C4+0C").| e con @(f)f, @(f)f le funzioni corrispondenti a |C, + C'|,
|C. + C|. Allora si ha simbolicamente

o(ff') = @(N)-f'= ¢(f) .

B chiara Panalogia di questa equazione simbolica che definisce 1'ope-
razione funzionale ¢ appena fissata (arbitrariamente) la funzione corri-
spondente ad una data, coll’equazione funzionale

plry) = @)y = @y) @
che ha per funzione integrale

p(r) = Cx (C = cost.).

(**) Si avverta inoltre che 1’indeterminazione nella scelta di |C’,;| viene molto limitata se
si vuole che 1’aggiunzione riesca, definita razionalmente sull’ente, indipendentemente dal sistema

iniziale |C'].
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Il paragone tra la relazione data dal teorema fondamentale dell’ag-
giunzione coll’equazione funzionale

plzy) = @(x)-y

mi pare ne faccia bene rilevare l'intima natura: questo paragone mi &
stato suggerito da una conversazione col sig. PINCHERLE intorno alle
sue recenti ricerche di calcolo funzionale (27).

Cenno d’estensione. — Il teorema fondamentale permette di estendere
il significato dell’aggiunzione anche rispetto a sistemi normali riducibili
di dimensione > 0. Non ci tratterremo su questa facile estensione che
non occorre pel seguito.

28. - Non influenza delle curve fondamentali improprie d’un sistema lineare

nella determinazione delle curve aggiunte.

Si pud ora domandare una definizione diretta delle curve C, aggiunte
ad un sistema irriducibile |C| sopra un ente algebrico co?, mostrando
in qual modo la determinazione delle C, fra le curve subaggiunte sia
legata alle curve fondamentali di |C|. In questa ricerca supporremo anzi-
tutto il sistema lineare | C| irriducibile semplice co® almeno e non possedente
un fascio di curve unisecanti le C: qualche altra limitazione relativa alla
natura delle curve fondamentali di |C| sard posta in seguito; & appunto
per la difficolta che si incontra quando vi sono curve fondamentali infi-
nitamente vicine (§ 8) che ¢ preferibile di dare delle curve aggiunte la
definizione indiretta del § 26, che comprende tutti i casi. Per precisare
la definizione delle curve aggiunte a |C| riferiamoci ad una superficie F
senza singolaritd, immagine dell’ente.

Sappiamo che il sistema |C,| (che appunto supponiamo oo! almeno)
eventualmente spogliato di parti fisse fondamentali per |C| & contenuto
nel sistema |K | subaggiunto a |C|, e che le curve residue si compon-
gono (ove esistano) soltanto di un numero finito di curve fondamentali
per |C] il cui complesso denoteremo con 0; quindi |K —06| coincidera
con |C,| a meno di eventuali parti fisse che gli si dovranno aggiungere.

La determinazione di |C,| (a2 meno di componenti fisse fondamentali
per |C|) dipende dunque dalle curve di F fondamentali per |C| le quali
sono in numero finito: ciascuna curva fondamentale di |C| avra una

(*7) Cfr. la sua Nota, Sulle opcrazioni funzionalti distributive (« R. Accad. dei Lincei », feb-
braio 1895).

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, 1. 18
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influenza nella determinazione delle curve aggiunte, influenza data dal
numero » (> 0) delle volte che essa compare come componente in 8, cioe
dal numero delle volte che essa deve essere staccata da |K|: una curva
fondamentale di |C| di cui la detta influenza valga r = 0, dovra dirsi
non avere influenza ecc.

Curve fondamentali di |C| che compariscano come parti fisse in | C,
e non in |K — 6| non hanno certo influenza nella determinazione delle
aggiunte a |C|, perché se una tal curva 0’ comparisse in 0 si potrebbe
staccare da | K| la 0 —0' anziché la 0, ed il sistema residuo coincide-
rebbe ancora con |C,|, a meno di parti fisse fondamentali per |C| da
sommarsi.

TEOREMA. — Una curva fondamentale dé |C| che ha influenza nella deter-
minazione delle curve aggiunte a |C| influisce anche sul genere delle curve
residue, ossia ¢ una curva fondamentale propria.

Sia |C,| il sistema aggiunto di |C| e supponiamo che esso non pos-
sieda come parti fisse delle curve fondamentali per |C| (di cui eventual-
mente potrebbe spogliarsi); allora detto | K| il sistema subaggiunto a |C/|,
|Cs| ¢ contenuto in |K|: se 6 & (su F) una curva fondamentale di |C|
che ha influenza nella determinazione delle curve aggiunte si avra

|Cul=| K 00

denotando 6’ un eventuale complesso di altre curve fondamentali per
Si indichi con

cl.
¢'|=|c—0)

il sistema residuo di 0 rispetto a |C|; stante le ipotesi poste per |C|
questo sistema |C’| ¢ irriducibile tranne nel caso che per lo staccamento
di 6 si stacchi in conseguenza da |C'| qualche altra curva fondamentale,
ma in ogni caso intenderemo di prescindere da queste parti fissc; si deno-
tino con 7, #' i risp. generi di |C||C’'|: si deve provare che

7 <.

A tal fine si osservi che le I (di cui la 6 non ¢ parte fissa) segano le €
generiche in 27z — 2 punti, e quindi segano le ¢’ in un numero di punti
< 27— 2; in conseguenza le curve del sistema |K — 0| segheranno le ¢’
in un numero di punti < 2z — 2. A fortiori dunque le curve di |C, — 0]
segheranno le ¢’ in un numero di punti < 27z — 2: ma (pel teorema fon-
damentale) | C,| coincide con |C,—6| (o & contenuto in esso), quindi le
curve di |C,— 0| segano le ¢’ in 2x'— 2 punti (almeno): dunque

27 — 2 <2 —2,
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ossia

<z c.d. d.

Nel ragionamento si suppone tacitamente che da |C,| possa stac-
carsi 6 (ossia che esista |C,|): la conclusione & vera indipendentemente
da tale ipotesi, giacché se il ragionamento precedente non sard applica-
bile a |C|, sard pur sempre applicabile ad |nC|, dove n & assai alto, e
dall’avere stabilito che 6 & curva fondamentale propria per |nC| seguira che
essa & pure fondamentale propria per | C|. Il teorema pud essere posto sotto
altra forma, affermando che le curve fondamentali improprie di |C| non
influiscono nella determinazione delle sue curve aggiunte. Se ne trae il
Corollario: Se un sistema lineare irriducibile semplice (non possedente un
fascio di unisecanti) é privo di curve fondamentali proprie, il suo sistema
aggiunto, spogliato di eventuali componenti fisse fondamentali, coincide col
sistema subaggiunto.

Osservazione. — Non sono soltanto le curve fondamentali improprie
d’un sistema | (| che non influiscono nella determinazione delle sue curve
aggiunte.

Le curve fondamentali di |C'| non influenti nella determinazione delle
sue curve aggiunte possono chiamarsi curve fondamentali apparenti: un
esempio di esse (all’infuori delle curve improprie) & dato dalle curve
fondamentali irriducibili razionali a cui non sieno infinitamente vicine
altre curve fondamentali (28).

29, - Influenza delle curve fondamentali proprie d’un sistema lineare

nella determinazione delle curve aggiunte.

L’influenza di una curva fondamentale nella determinazione delle
curve aggiunte a |C|, pud essere valutata nel caso generale, quando
|C| abbia curve fondamentali distinte: conserviamo la limitazione che |C|
sia semplice e non possieda un fascio di unisecanti.

Si assuma come immagine dell’ente algebrico una superficie F (d’or-
dine n) in 8;, la quale sia proiezione generica d’una superficie senza sin-
golarita in un iperspazio e contenga una stella (avente un centro O i-plo
per F) di sezioni piane C' (curve generiche di |C|) (cfr. § 8): la F (per
costruzione) non ha punti multipli isolati fuori di 0. Allora le curve sub-
aggiunte a |C| vengono segate su F da superficie y,; (di ordine n— 3)
aventi O (¢ —1)-plo e seganti i piani generici per O secondo curve ag-

(2%) Cfr. le mie « Ricerche», V, 4, 6.
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giunte alle sezioni di F. (Invero una tale y,_, si costruisce col metodo del
§ 18). Una curva fondamentale di |C| ha per immagine su F una retta
s-pla per O; la quale non sara in generale (s —1)-pla per una tale y,_;
(se & una retta fondamentale non apparente), ma sard (s — 1)-pla per
quelle tra le y,_; considerate che segano su F curve aggiunte a |C|,
giacche tali curve aggiunte insieme ad O e a rette per esso costituiscono
(per definizione) delle curve aggiunte (alle sezioni piane) su F.

Si osservi poi che una y,_; avente una retta a per O, s-pla per F,
come (s —1)-pla, incontra un piano generico per a secondo una curva
d’ordine » — s —2 (particolare) aggiunta alla sezione di F fuori di a,
avente come g-plo ogni punto o-plo per essa su a (il quale & un punto
(0-+s)-plo non isolato per F): segue che una curva aggiunta a |C| sega
una curva C, residua della fondamentale ¢ in un gruppo di punti appar-
tenente alla serie somma di quella canonica di C, e del gruppo di punti
comune a C;, a (29).

D’altra parte le condizioni cui deve soddisfare una y,_; la quale deter-
mini su F una curva aggiunta a |C| (e non soltanto subaggiunta), sono
tutte espresse dal contenere come (s —1)-ple le rette s-ple per F (di-
stinte) passanti per O.

Dunque si trae il

TEOREMA. — Se |C| é un sistema lineare irriducibile semplice di genere
> 0, dotato di curve fondamentali proprie distinte, e non possedente un fascio
di unisecanti, le curve aggiunte a |C| sono quelle che

1) segano una curva C generica secondo un gruppo canonico;

2) segano una curva generica C, (di gemere m>0) residua duna
curva fondamentale propria 0, secondo un gruppo della serie somma della
9.2-1 canonica di C, e di quella cui appartiene il gruppo dei puniti comuni
a C, ed a 6 (*). L’enunciato perderebbe il significato se le C; residue di
una 0 fossero riducibili, ma allora |C| possederebbe un fascio di uni-
secanti, o non sarebbe semplice.

Una estensione si pud prevedere pel caso di curve fondamentali qua-
lunque, che vengano distribuite in gruppi ciascuno dei quali si possa
congiderare come l’insieme di un certo numero = di curve fondamentali
0,,0,,..., 0, infinitamente vicine. Allora occorreri esaminare i gistemi
| C1] | C,]... che si ottengono staccando da |C| successivamente 0,, 0,,...
(riportando la cosa ad un multiplo di |C| ove |C| non sia assai ampio).

II resultato che si prevede ¢ analogo a quello piu limitato che & stato

(**) Parlando di serie somma, di quella canonica e di un gruppo di 4 punti sopra una curva C,,
includeremo convenzionalmente anche il caso in cui C, abbia il genere 0, riguardando allora come
serie somma siffatta quella oo;"2 dei gruppi di 2 — 2 punti su C,.

(*°) Tale & appunto la definizione diretta delle curve aggiunte a |C| data nelle mie «Ri-
cerche », ITI.
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stabilito: perd Pargomento ¢ delicato ed esige cautela ove si voglia trat-
tare con rigore.

30. - Sistemi lineari possedenti un fascio di curve unisecanti.

Un cenno speciale meritano i sistemi lineari possedenti un fascio di
unisecanti che sono stati esclusi in vari enunciati precedenti: ’'ente alge-
brico cui appartengono sistemi siffatti ammette come superficie imma-
gine una rigata di cui le curve del sistema sono direttrici.

Cominciamo dunque a stabilire un lemma sui sistemi lineari appar-
tenenti ad una rigata o pilt in generale ad una superficie con un fascio
di curve razionali K.

Sopra una tale superficie si consideri un sistema lineare di curve
seganti in ¢ (> 1) punti variabili le curve K del fascio; sia |C| il detto
sistema che supponiamo irriduecibile co? almeno.

Costruiamo un fascio razionale di curve composte ciascuna con un
certo numero s (assai grande) di curve K, il che puo farsi considerando
una serie g% sull’ente oo' che ha per elementi le curve K.

Trasformiamo la data superficie in una F di S;, in modo che le curve
del nominato fascio vengano segate dai piani per una retta a, ed in modo
che le co® curve generiche C (di una rete) vengano segate dai piani per
un punto O fuori di a. Sia » Pordine di ¥, ed 7 la molteplicita per F
della retta a; possiamo supporre senza restrizione ¢ > 0; ogni piano per a
sega ulteriormente F secondo s curve K ciascuna (incontrata da un piano
per O in ¢ punti e quindi) d’ordine p; si ha quindi

n=1-48p.

Le curve aggiunte a |C| sono contenute nel sistema delle curve ag-
giunte (alle sezioni piane) su F: queste ultime (non essendo F rigata)
8i trovano fra le sezioni di F' colle superficie y,_; d’ordine » — 3, sub-
aggiunte ad essa.

Ora una tale y,—; ha la retta a come retta (i —1)-pla, e sega quindi
ulteriormente un piano generico per a secondo una curva d’ordine n—i—2,
aggiunta alla curva composta di s curve K sezione di F': per conseguenza
il gruppo delle intersezioni di una u,-; con una curva K (d’ordine p)
appartiene alla serie segata sulla K stessa dal sistema somma delle altre
s —1 curve K che sono nel suo piano, e delle curve d’ordine p — 2 ag-
giunte ad essa: ma poiché due K si segano soltanto in punti multipli
di F (sull’ente non hanno punti comuni) si conclude che le p, 5 segano
sopra una K una serie di gruppi di ¢ — 2 punti. Percid le curve aggiunte
a |C| incontreranno pure le K in o— 2 punti al pit. Vale a dire:
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Sopra un ente algebrico oo® possedente un fascio di curve razionali K,
le curve aggiunte ad un sistema lineare irriducibile oo? almeno di curve o
secanti le K (p > 1), segano le K stesse in p — 2 punti al pil; e si vedrebbe
che tali curve aggiunte segano le K proprio in ¢ —2 punti e non in
meno (cfr. § 32).

Un corollario immediato e il seguente:

Sopra un ente algebrico oo® un sistema lineare irriducibile |C| oo® al-
meno, il quale possegga un fascio di curve unisecanti (certo razionali) non
ammette curve aggiunte.

Infatti se || ammettesse curve aggiunte, una di queste sommata ad
una C costituirebbe una curva aggiunta a |2C| e segherebbe in un punto
(almeno) le curve (razionali) dell’ente unisecanti le C, mentre le curve
di |2C| segano in due punti queste stesse curve.

Osservazione. — Se sopra un ente algebrico oo? esiste un fascio di curve
razionali, partendo da un opportuno sistema irriducibile ed applicando
successivamente 1’operazione di aggiunzione si giunge a sistemi di curve
bisecanti o unisecanti quelle del fascio, e quindi ad una superficie imma-
gine dell’ente rigata o con un fascio di coniche (!).

V.
SUPERFICIE AGGIUNTE

31. - Superficie aggiunte ad una di S;.

Sopra un ente algebrico si abbia un sistema lineare irriducibile sem-
plice | C|: scegliamo come immagine dell’ente algebrico una superficie ¥
di S, avente come sezioni piane co® curve C generiche: la F sia non rigata
ed abbia 'ordine n. Le curve aggiunte a |C! (che sono definite a meno
di punti di F') vengono segate su F da particolari superficie (d’ordine
n —3) subaggiunte ad F': queste s’indicheranno con ¢,_; e si diranno
superficie aggiunte ad F.

La loro particolarita tra le subaggiunte dipende dal modo di com-
portarsi nei punti multipli isolati (propri) non apparenti su F, cioé in
quei punti isolati di F' che non sono immagini di curve fondamentali
apparenti del sistema delle sezioni piane.

N

La definizione indiretta data di esse & generale qualunque natura

(3') Cfr. NOETHER, Ueber die Fldchen welche ein Schaar rationaler Curven besilzen, « Mathem.
Annalen », 3.
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abbiano le singolaritd di tali punti. Ma le condizioni che vengono im-
poste alle ¢,_, aggiunte ad F dai punti multipli isolati possono facil-
mente essere fissate quando la I abbia punti multipli isolati distinti (im-
magini di curve fondamentali distinte per |C|); allora una superficie @,_,
aggiunta ad F ¢ una superficie (d’ordine n — 3) che sega un piano generico
di 8; secondo una curva aggiunta alla sezione di F ed un piano generico
per un punto multiplo isolato O secondo una curva che insieme ad una retta per O
costituisce una aggiunta alla sezione di F' (*?); una tale superficie ha dunque
come (¢—2)-plo un punto ¢-plo isolato ordinario di F (3%). La defini-
zione data delle superficie aggiunte ad I" si estende alle superficie aggiunte
d’ordine >n—3 o <n—3, (anche nel caso di singolaritd arbitrarie
per F).

Basta infatti valersi delle curve aggiunte ad |rC| componenti il si-
stema |C,+ (r—1)C| (se si vuole « curve aggiunte di rango r — 1 su F»)

delle curve di |C,— (r—1)C| supposte esistenti (curve aggiunte di
rango 1 —r) e definire le particolari superficie subaggiunte ad F di
cui tali curve sono sezioni con F' (fuori della curva multipla), come super-
ficie @,—41, aggiunte ad F.

Adottata questa definizione delle ¢,_y, per + assai alto, in modo che
esistano infinite superficie d’ordine »n — 4+ aggiunte ad F, potremo
definire anche il sistema delle @,_yqrqs (8 Z 0) come il sistema normale
(cioé determinato dal gruppo base) somma del sistema delle ¢,_44, € del
sistema di tutte le superficie d’ordine s (s >0), o invece come il sistema
residuo di una superficie generale d’ordine s (contenuta nel sistema delle
Qn—s+r) Tispetto al sistema ¢,_,4,. Possiamo esprimere cid dicendo che:
riguardo ad ogni superficie I, d'un certo ordine n in S; (non rigata) risul-
tano definite le superficie aggiunte d’ordine n— 441 (Qa—gtr), in Mmodo che
ne esistono sempre infinite per v assai alto: che «le superficie aggiunte dei
vari ordini si comportano ugualmente nei punti singolari di F, e sono de-
finite da tale comportamento »: che «la data definizione ricade in quella di
NOBTHER se le singolarita di F possono riguardarsi come ordinarie e nella mia
(delle « Ricerche ») se la F' ha punti isolati (propri) distinti (caso che in-
clude quello delle singolaritd ordinarie). Si potrebbe giungere ugualmente
alla definizione delle superficie aggiunte ad F con opportuna estensione

{*) Questa interpretazione proicttiva dei resultati del § 29 si trova pure nelle mie « Ricer-
che », I11.

(*3) Ed in questo caso si ha delle superficie aggiunte ’ordinarian definizione di NOETHER.
8i prevede poi che, ove le singolaritd superiori sieno definite come riunioni di punti multipli iso-
lati ordinari infinitamente vicini, e curve multiple ordinarie infinitamente piccole, le condizioni
che un punto multiplo isolato impone alle superficie aggiunte si esprimeranno dicendo che esse
debbono possedere come (i — 2)-plo ciascuno di tali punti e come (i — 1)-pla ciascuna di taii
curve. Cid si suppone generalmente in vari lavori.
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deila definizione del sig. NOETHER per singolaritd ordinarie, considerate
le singolarita superiori come limiti di queste (34).

In ogni caso qualunque via si segua per stabilire il concetto delle
superficie aggiunte ad F, si ha:

Sopra una superficie F (dordine n) non rigata, in S, le curve aggiunte
al sistema r-plo di quello delle sezioni piane (curve aggiunte di rango r — 1
su I',) vengono segate (fuori della curva multipla e dei punti multipli) dalle
superficie @,_y4, (Qordine n — 44-r) aggiunte ad F,: Alle parole « fuori dei
punti multipli» si deve dare un significato conveniente tenuto conto
delle ipermolteplicita che eventualmente le @,_,., possono avere in un
punto multiplo.

Corollario. — Nel piano il sistema (non singolare) di tutte le curve C,
(d’ordine n > 3) ha come sistema aggiunto (= subaggiunto) quello di
tutte le C,—;, quindi (pel § 26) il sistema aggiunto ad un sistema lineare
di C, determinato da punti base multipli & costituito da tutte le curve
C.—; aggiunte alle C, (*°) (nel senso ordinario di BRILL e NOETHER).

Si pud dunque affermare che: data in S; una superficie (razionale) F,,
dun certo ordine m, rappresentata punto per punto sul piano, le curve
(dordine n — 3) del piano, aggiunte alle curve (d’ordine n) immagini delle
seziont piane di F, rappresentano le seziont di F,, (fuori della curva mul-
tipla) colle superficie ¢,,—s dordine m — 3 aggiunte ad F,, e viceversa.

Questo teorema si trova gia nelle mie Ricerche (111, 5), con qualche
restrizione (punti isolati distinti per F,): il sig. HUMBERT lo ha stabi-
lito nuovamente per via indipendente (3¢), estendendo la considerazione
alla @,_44, (r qualunque): & chiaro come si perverrebbe anche qui a tale
estensione.

32. - Superficie aggiunte alle rigate.

Le superficie rigate, fatta eccezione dai coni, non hanno punti mul-
tipli isolati: & quindi naturale in ordine alla definizione generale di chia-
mare superficie aggiunte ad una rigata F di S; tutte le superficie (sub-
aggiunte) seganti un piano generico secondo una curva aggiunta alla
sezione di F; soltanto se F ¢ un cono d’ordine » si imporra altresi alle
superficie aggiunte di possedere il vertice del cono F come (n— 2)-plo.

Dopo cid ¢ essenziale notare come si estendano alle rigate i prece-

(**) A questo proposito cfr. NOETHER, « Gottinger Nachrichten », 1871.

(*®) 11 sistema aggiunto ad un sistema lineare nel piano si trova considerato da NOETHER,
KANTOR e sistematicamente nel lavoro di CASTELNUOVO, Ricerche generali sopru t sistemi lineari
di curve piune (« Accad. di Torino, Memoric », 1891).

(**) « Mathem. Annalen », 1895.
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denti teoremi relativi alle superficie aggiunte, benché le rigate stesse si
siano dovute escludere innanzi a cagione del procedimento seguito.

Lasciamo da parte i coni pei quali la verifica dei resultati si fa imme-
diatamente. Cominciamo dal notare che:

Le superficie @,—34r dordine n — 3+r aggiunte ad una rigata F dor-
dine n in S; segano le generatrici (fuort della curva multipla) in r — 1 punti
(si suppone r > 0; per r = 0 non esistono @,_;).

Invero un piano per una generatrice a sega ulteriormente la F' secondo
una curva C d’ordine »—1 che sega la generatrice stessa fuori della
curva multipla in wn punto (variabile col piano): la sezione dello stesso
piano con una @,_zi, € una curva d’ordine n — 3+r che passa pei punti
fissi di € su a (punti della curva multipla) e si comporta in essi come
la C: essa sega dunque @ in r —1 punti.

Ora si consideri su F una curva k aggiunta al sistema segato dalle
superficie d’ordine r+41 (necessariamente + > 0): benché la F sia rigata
si prova col ragionamento del § 21 che la k sega la sezione piana gene-
rica di ¥ in un gruppo sezione di una curva aggiunta d’ordine » — 3 +r
giacché per cid si esige soltanto ’applicazione del teorema fondamentale
(non seguirebbe invece la proprieta inversa): si deduce col procedimento
del § 18 che questa curva k ¢ sezione parziale di F (fuori della curva mul-
tipla) con una superficie aggiunta ¢,_ss dove s >r: non diciamo s =r
appunto perché F & rigata. Ma nel caso s >+ (seguendo appunto la
costruzione del § 18), la sezione di F' colla ¢,_54; oltreché di k (e della
curva multipla) si compone soltanto di generatrici della rigata (cioe di
curve non aventi intersezioni variabili coi piani d’un fascio); si dedur-
rebbe quindi che &k sega la generatrice di F in s — 1 punti, mentre sap-
piamo dal § 30 che essa sega le dette generatrici in » — 2 punti al piu.

Concludiamo:

Sopra una superficie rigata d’ordine n in S;, le curve aggiunte al sistema -
segato dalle superficie dordine r+1 (r > 0) sono le seziont della rigata (fuori
della curva multipla) colle superficie aggiunte d’ordine n— 3 7.

E la cosa vale anche pei coni.

Si ha dunque che le rigate non danno eccezione ai resultati generali.

Osservazione. — Si noti come possono costruirsi sopra una rigata F
(d’ordine = e genere p) i sistemi aggiunti ai sistemi segati dalle superficie
d’ordine » +1, per » =1, 2,... (sistemi aggiunti di rango 7). In primo
luogo il sistema aggiunto di rango 1 si compone di co?~2+» curve ciascuna
costituita di 2p — 2 -+ n generatrici. Gli altri si ottengono sommando a
questo sistema le sezioni piane, le sezioni quadriche, ecc.

Segue che le superficie aggiunte ad F dall’ordine » — 2 in su, segano
sopra un piano tutto il sistema delle curve aggiunte di quel dato ordine
alla sezione di F.
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Vi sono su F curve subaggiunte di rango » =0 o di rango » >1
che non sono aggiunte: se ne possono infatti costruire componendole
con gruppi di generatrici. Esse non possono ottenersi come ulteriori
seziont totali di I' fuori della curva multipla, con superficie aggiunte.

33. - Una interpretazione proiettiva del teorema fondamentale.

Il teorema fondamentale del § 27, & suscettibile di una interpreta-
zione proiettiva che (in virtu della definizione diretta che si ha per le
superficie aggiunte ad una superficie di S; con punti multipli isolati
distinti) pud fornire una nuova definizione delle curve aggiunte ad un
sistema lineare. Questa ¢ la seguente.

Sopra una superficie F (dordine n) in Ss, non rigata, le curve aggiunte
ad un fascio lineare irriducibile di sezioni piane per una retta i-pla (ordi-
naria) a, sono segate dalle superficie g,_5 (dordine n — 3) aggiunte ad F
che hanno come i-pla la retta a e come (o — 1)-plo ogni punto o-plo di F su a.

Dunque il sistema di curve cosi ottenuto su F non muta per una tra-
sformazione birazionale di F in cui si conservi il detto fascio di sezioni
piane, oppure si muti questo in un altro fascio dell’eventuale sistema
lineare pitt ampio cui esso appartiene come fascio generico.

Una interpretazione analoga di quel teorema fondamentale si avrebbe
riferendosi ad una rete segata su F dai piani d’una stella.

34. - Il teorema di Noether sulle superficie aggiunte

alle curve gobbe e la sua inversione.

Un’altra interpretazione proiettiva del teorema fondamentale del § 27
serve nuovamente a definire le curve aggiunte ad un sistema lineare, e
fornisce come corollario il teorema del sig. NOETHER relativo alle super-
ficie aggiunte alle curve gobbe (37).

Sia F una superficie d’ordine n, in S; a sezioni piane (. Un sistema
lineare | K| (oo! almeno) su F venga segato da superficie f,, d’ordine m
passanti per una curva K' e per certi punti base su F (semplici per F).
11 sistema aggiunto a |mC| vien segato su F' dalle superficie aggiunte
@Pn_sm (A’ordine n —4 +m): le p,_41m che passano per K' ed hanno come
(¢t —1)-plo ogni punto base i-plo di | K| su F, segano su F le curve aggiunte
a | K|; viceversa queste curve aggiunte si ottengono sempre come sezioni di F

(*’) «Mathem. Annalen », 8.
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con tali ¢,—44n. (Nellapplicare il teorema occorre qualche avvertenza ri-
guardo alle curve che compongono K' qualcuna delle quali potrebbe esser
Pintorno d’un punto multiplo su 7, e riguardo ai punti base per |K|
qualcuno dei quali potrebbe essere pure un (parziale) intorno d’un punto
multiplo).

In particolare dunque le dette ¢, segano su una K gruppi cano-
nici, e cid vale anche se invece di un sistema lineare si ha una sola K;
in questo consiste il teorema di NOETHER, il quale segue gia dal nostro
teorema del § 20 (nel quale appunto non ¢ essenziale che le curve residue
di quella staccata sieno in numero infinito). Ma l'interpretazione proiet-
tiva che abbiamo dato del teorema fondamentale ci da anche di piu, ci
da (si puo dire) Vinversione del teorema di NOETHER (ove questo si applichi
ad un sistema lineare sulla superficie I"), alineno in quella misura in cui
essa ¢ possibile. (Si confrontino a questo proposito le considerazioni in
principio del § 25).

35. - Completamento proiettivo del teorema del resto.

Sappiamo (§§ 19, 27, 28) che il sistema subaggiunto ed aggiunto ad
un sistema |C| sopra un ente algebrico sono sistemi normali: e sebbene
nello stabilire questo fatto pel sistema subaggiunto si sieno imposte a
| €| le restrizioni del § 19, relativamente al sistema aggiunto esso risulta
vero per ogni sistema |C| (stante il teorema del § 27). Interpretando
proiettivamente questo resultato otteniamo il complemento proiettivo del
teorema del resto.

Sopra una superficie F, d’ordine n in S,, tutte le superficie aggiunte di
dato ordine segano su F (fuori della curva multipla) un sisteme lineare
normale.

Ogni sistema lineare normale su F puo essere segato su di essa dalle
superficie ¢ aggiunte ad F di ordine abbastanza alto che passano per curve
(e punti) fisse (intersezioni residue): questo sistema su I viene dunque segato
ugualmente dalle ¢ che passano per un'altra inlersezione residua con F.

Le rigate non fanno eccezione al teorema (§ 32); resterebbero soltanto
fuori le superficie a sezioni razionali; ma per queste (che sono rigate
razionali o superficie di STEINER) (%) la cosa si verifica direttamente.

Data su F una curva C si puo considerare una ¢ di ordine abbastanza
elevato che passa per essa; se C' & lintersezione residua di ¢, F, tutte
le ¢ per €’ segano su F un sistema normale: questo non dipende dal-
Pordine di ¢ (supposto assai alto), né dalla ¢ da cui si parte come segue

(*®) P1cARD, « Giornale di Crelle », t. C.
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dal teorema precedente; se inoltre si tien conto dei buchi della C e si
costringono le ¢ a passare per quei punti ed a toccare debitamente la F,
il sistema ottenuto & il sistema normale cui appartiene la C (data sul-
P’ente), e perd non muta neppure rifacendo la costruzione per una super-
ficie trasformata (°).

36. - Lemmi sulle superficie subaggiunte.

1° LEMMA. — Se C, é una curva piana d’ordine n e genere 7, € con Cp_gis
(r >1) s"indicano le curve d’ordine n — 3-+r aggiunte a C,, il minimo si-
stema lineare di C,_si11, cONtenente tutte le curve spezzate in una retta
e in una C,_34r ¢ il sistema normale di tutte le curve dordine
n—3 -+ (r + 1) aggiunte a C, (*).

Per la dimostrazione si osservi che il minimo sistema delle C,_ji¢+1
predetto contiene le

oo~ 1+ +[r(r—3)[2]

curve composte d’una retta a e d’una C,_;4,, € le

oo~ 1+ TR 4 [T(T—3)[2]

curve composte di un’altra retta ¢’ e d’una C,—,4,; questi due sistemi han
comune il sistema composto di a, a’ e di una C,_z1,—1, che &

oo —1H (=D [(r~1)(r —2)/2]

~© perd il minimo sistema che li contiene entrambi ha una dimensione

>2{n—1+'r‘n—|—r(—r—2:§}—{n—l—I—(r—l)n-l- 5

(r—1)(r — 4)}

cioé

(r+1)(r—2)

2

> —2 4+ (r+1)m+

ma questo sistema & contenuto o coincide con quello delle C,_i¢+1) PAS-

(**) Si vede cosl che ’enunciato precedente abbraccia in sé e completa il Restsalz di NOETHER
(«Mathera. Annalen », 8) e quello stabilito nel cap. 3 delle mie Ricerche. (A questo proposito
cfr. ’Appendice).

(4%) Cfr. Ricerche, pag. 33-34 [qucsto volume, pp. 68-69].
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santi pel punto comune ad a, a’, e poiché le curve composte d’una retta
e d’una O, Don passano tutte per quel punto, 1a dimensione del sistema
delle C,_s+r+1, considerate &

+(T+1)(T—2)’

>ag—14++1)n 2

e quindi & appunto la dimensione

m—1+4(+1)m Jr(7’4-1)(7’—2)

del sistema normale di tutte le curve d’ordine n — 3 (r+1) aggiunte a C,.

20 LEMMA. — Il minimo sistema lineare di curve piane C,—p4, contenente
tutte le curve composte duna C,_, aggiunia a C, ¢ duna rella contaia
r volte (r >1) ¢ il sistema normale di tutte le curve dordine
n—2 +r aggiunte a C,.

Anzitutto si noti che una C,_, ha come residuo rispetto al nominato
sistema di C,—,;, un sistema contenente tutte le rette r-ple, quindi il
sistema di tutte le curve d’ordine r. Segue che una retta (r—1)-pla ha
come residuo rispetto al sistema delle C,_,,, un sistema di curve C,_,
(d’ordine n — 1) contenente tutte le linee composte d’'una C,—, e d’una
retta ossia (pel precedente lemma) il sistema di tutte le C,—, aggiunte
a C,.

Adoperando ancora il precedente lemma si deduce analogamente che
una retta (r —2)-pla ha come residuo rispetto al sistema delle C,_,.,
il sistema di tutte le curve d’ordine n aggiunte alla data C, ecc., sicche
infine risulta stabilito che una retta (semplice) ha come residuo rispetto
al nominato sistema di C,_.+, quello di tutte le C,_;—1, € perod il sistema
delle C,_,;, ¢ quello di tutte le curve d’ordine »— 2--r aggiunte a
C, c.d.d..

TEOREMA. — Se F, é una superficie d’ordine n in S;, esiste un numero h
assai alto, tale che le superficie p,—oq, d’ordine n— 2+h subaggiunte ad F,
segano sopra ogni piano il sistema normale di tutte le curve d’ordine n — 2 4-h
aggiunte alla sezione piana di F,: altrettanto avviene allora (se h > 0) per
le subaggiunte dordine superiore.

Stabiliamo la prima parte del teorema; la seconda segue quindi come
immediata applicazione del primo lemma, poiché fra le ,—sip+1) Vi Sono
quelle composte d’'una y,_,4, e d’un piano.

Per cid si fissi una retta generica ¢ e in un piano « per essa si con-
sideri una C,_, aggiunta alla sezione di « la quale incontrerd a in n — 2
punti che chiameremo A4, ... A,_,: si fissino inoltre =z rette generiche
@; ... a, incidenti a C,_,, essendo = il genere delle sezioni piane di 7,.
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Allora in ogni piano per e resta fissata una curva C,_, d’ordine n — 2
aggiunta alla sezione di F,, la quale passa per 4,... 4, . e incontra
a, ... a,, € questa C,_, variando il piano per @ genera una superficie p, o4,
subaggiunta ad F, (§ 19) d’un certo ordine n —2-+h dove h > 0; questa
contiene @ come retta h-pla. Per cio le ¢, .4, subaggiunte ad ¥, segano sul
piano (generico) « un sistema di curve contenente tutte quelle composte '
d’una retta hi-pla e d’una C,_, aggiunta alla sezione di F,: in virtu dei
nostri lemmi precedenti le y,_,., subaggiunte ad F, segano dunque su «
il sistema di tutte le curve d’ordine n — 2 47 aggiunte alla sezione di F,:
cid e quanto dovevasi dimostrare.

37. - Dimensione virtuale del sistema

delle superficie di dato ordine aggiunte ad una data.

Le condizioni che i punti multipli isolati d’una superficie F' in S; (non
rigata), impongono alle superficie subaggiunte ¢ perché esse sieno aggiunte
a F, sono indipendenti dall’ordine delle y (supposto assai alto); si tratta
invero di imporre alle y un tal modo di comportarsi nei nominati punti
multipli isolati di F, che dal sistema (subaggiunto di rango r) segato
dalle p, vengano staccate un certo numero di volte le curve fondamen-
tali del sistema |C| determinato dalle sezioni piane di F, e questo numero
¢ uguale al numero analogo calcolato per un sistema multiplo di |C| il
quale possiede le medesime curve fondamentali di |C| coi medesimi carat-
teri (cfr. i §§ 21, 31).

Pertanto si pud vedere che il sistema di curve segato sopra un piano
dalle superficie @, _,4; d’ordine n —4 -k aggiunte ad una ¥ d’ordinen in Sy,
sara tutto il sistema normale delle curve d’ordine n— 4-+k aggiunte a
quella sezione di F, se k & assai alto. Invero si designi con M il numero
delle y,—,4; (linearmente indipendenti) e con N, quello delle @,_,; € si
supponga di prendere k¥ > h dove h & gia cosi grande che le (subaggiunte)
Yaa+r (K=h, h+1,...) seghino sopra un piano generico il sistema di
tutte le curve C,_,,, aggiunte alla sezione di F, e cosi grande ancora che
sia. M, — Ny=DM,— N,=P,; si designi con 4, (k=h, b + 1,...) la defi-
cienza del sistema di curve segate dalle ¢,_,4; sul piano stesso: allora si ha

My = Ny + Po + dnyy .
da cui
Ah+1 =0 )

ed analogamente 4,., =0 ecc., c.d.d.
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Piu tardi (§ 40) sara data la determinazione di un intero h al di la
del quale avvenga il fatto menzionato (4, = 0): intanto preme rilevare
sotto altra forma il significato dell’osservazione precedente.

Suppongasi di aver preso r > h, € di voler calcolare il numero delle
superficie @,—414+1) aggiunte ad F, dato il numero delle @,_44,: si osser-
vera per questo che le ¢,_,., aumentate d’un piano fisso « costituiscono
@r-s+e+13 OTa per staccare il piano o dal sistema delle @, _4+¢+1) bisogna sce-
gliere una tra le C,_;14+,, Sezioni su o delle ¢,_,.4+,, € imporre successiva-
mente alle @, 44+, che passano per essa di contenere ancora un altro
punto di o; €id (stanteche le @,_44¢+1) S€gano su o il sistema di tutte le
curve aggiunte alla sezione di F') porta ad imporre alle @, _si¢41)

T+ rn 4+ —m rlr _O)

condizioni, essendo = il genere delle sezioni piane di F.

Si pud dunque affermare che:

I numeri N,_y, esprimenti le dimensioni dei sistemi di superficie @41,
aggiunte ad una data d’ordine n, a sezioni di genere 7 (non rigata), formano
al di la d’un certo valore per r una progressione aritmetica di terzo ordine
che ha per ragione

n+7‘1L+M—T—3).

Se si immagina questa progressione prolungata anche al di sotto del
detto valore di r, i termini di essa ci daranno dei valori che chiameremo
le dimensioni virtuali dei sistemi di ¢,—,4+,: & chiaro che questi valori non
possono superare gli effettivi per r > 0, giacché in questo caso il sistema
segato su o dalle @,_,1,+,, pud bensi non essere normale ed avere quindi
una dimensione minore di

n—1+1"n—|—'( )

ma mai avere una dimensione maggiore.

La progressione aritmetica di terzo ordine di cui i termini esprimono
le dimensioni virtuali dei sistemi di ¢,—44r, riesce determinata appena se
ne ¢ calcolato un termine; basta per cid avere il numero delle p,_,;, per
r assai alto. Cid vien dato, nel caso che I’ abbia singolarita ordinarie,
dalle formule di postulazione del sig. NOETHER (*!). Il sig. CASTELNUOVO (%2%)

(") « Annali di Matematica », serie 22, t. V. Alcuni casi di queste formule erano stati trat-
tati innanzi dal sig. CAYLEY.

(*?) Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono curve iperellittiche, « Rendic. Circolo
Matematico di Palermo », t. IV.
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ha osservato appunto che queste formule di postulazione possono espri-
mersi nel modo semplice sopra detto; sotto questa forma esse risultano
ora estese a tutti i casi, indipendentemente da ogni restrizione per le
singolarita di F.

Una ultima osservazione riguarda linterpretazione invariantiva del
resultato precedente.

Sia | €] il sistema normale delle sezioni piane di F e quindi |rC| il
sistema normale cui appartengono le sezioni di F colle superficie d’or-
dine r (> 1).

Si indichi con 6(rC) la deficienza (> 0) della serie dei gruppi canonici
segata sopra una curva generica di |rC| dal sistema |(rC),|, ossia dalle
@n-a+r aggiunte ad F: e si denoti con =, il genere di |rC|, di guisa che
la dimensione della serie segata dalle ¢,—,4, sulla curva generica di |rC|
valga

7, —1—6(rQ).

Cid posto calcoliamo la dimensione N, ., del sistema delle ¢, ..
Poiché per ogni curva sezione di una ¢,_,4. con F passano (per r > 4)
ool -Vir-nr-9f6 ¢, .., € poiché per ogni gruppo sezione di una di tali
curve con una curva di |rC| passano oo™-4*! curve tra quelle, si avra

N, yyy=N,y + 7, — 6(rC) 4+ (r —1)r _f_;_ 2)(r —3) ’

da cui (mutando r in r 41 e sottraendo)

r(r —El

No-siein — Noegyr = Appqy — W, — 5((7' + 1)0) + 6(rC) + )

41:

d’altronde se z; =z & il genere delle sezioni piane di F si ha (§ 16)

Ty =0 + 7T+ 1R —1
dunque

rir — 3~
5 .

No-stiriny — Nopogr = 7 + 10 — 5((7' + 1)0) +6(rC) +

D’altra parte si & visto prima che N, 4 411, — Nn—ssr Per 7 assai alto
vale s +4rn 4r(r — 3)/2: segue dunque che per r assai alto dovrd aversi

o((r +1)C) = é(rC).
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Invece per valori inferiori (> 0) di », d(rC) (di sua natura positivo)
& crescente perché per r > 0 il sistema segato sopra un piano dalle ,—s4,
(r > 0) pud essere incompleto ma non sovrabbondante, e quindi ¢ sempre

rir —3)
—

Nosiiriv — Nopegir <7 110 -

onde

8(rC) —o6((r +1)0) <0 :

segue che il detto d(rC) al crescere di r ammette un massimo.

Dunque si pud enunciare il teorema:

Sopra un ente algebrico co? si abbia un sistema lineare irreducibile sem-
plice |C|, (co® almeno) e s’indichi con O(rC) la deficienza (> 0) della serie
di gruppi canonici segata sulla curva generica di |rC| dal sistema aggiunto
| (#C)q]; il 6(rC) é una funzione positiva o nulla di r (per r > 0) che non
decresce al crescere di r e per r assai alto ammelte un massimo (*3).

Nell’enunciato non figura (come sembrerebbe doversi) ’esclusione del
fatto che |C| possegga un fascio di curve unisecanti, perché se cid accade
per |C| non accadrd per |2C|, e mediante il teorema fondamentale la
proprieta stabilita per |2r(C| si estende a |(2r —1)C|. D’altronde questa
estensione rientrerebbe come corollario nel teorema del § 41.

Osservazione. — Se immaginiamo di calcolare col procedimento seguito
innanzi il numero N,_,., delle ¢, ., aggiunte ad F (r > 0) partendo
dal numero supposto noto N, ,ic-1, € invece di supporre completo il
sistema segato sopra un piano dalle ¢,_,+, ne indichiamo con w, la defi-
cienza troviamo

—1r —4
No-str = Np—sro—p + 7w+ (r —1)n + L_)2(7_) — o,

da cui (facendo percorrere ad r la serie dei numeri interi da » a zero e
sommando le successive uguaglianze)

. . . r—1
-Nn—4+r - Nn—4 + T + (lr 1)(T 6 2)(" 3) - E w3

1

(*) La questione dell’esistenza di questo massimo é(rC) mi si era presentata nelle Ri-
cerche, 111, 2); io 1’avevo ricondotta alle formule di postulazione di NOLTHER che danno il
numero delle superficie aggiunte ad una data di S;, onde essa era risoluta affermativamente solo
con restrizioni relative alle singolaritd della superficie.

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, I. 19
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onde
r—1
6(7’0) - z Wi
1

Le w; da un certo punto in poi divengono tutte nulle (appena d(rC)
ha toccato il suo massimo); quindi si ha: )

11 massimo di o(rC) é uguale alla somma delle deficienze delle serie segate
sulla curva generica C dai sistemi aggiunti a |C| di tutti i ranghi 0, 1, 2,...

Ci6 vale per ogni sistema semplice | C|; anche se questo possiede un
fascio di unisecanti come si vede dando al ragionamento precedente la
forma invariantiva.

VI.
CARATTERI INVARIANTIVI D’UNA SUPERFICIE

38. - Curve canoniche e genere geometrico superficiale.

La considerazione del sistema aggiunto ad un sistema lineare sopra
un ente algebrico oo?, ed il relativo teorema fondamentale del § 27 con-
duce (come applicazione immediata) a stabilire tutti i caratteri invarian-
tivi generalmente considerati per le superficie ed a trovarne dei nuovi.

E cid che qui vogliamo mostrare. Riferiamoci ad una superficie F
senza singolaritd, immagine dell’ente.

Sieno |C"| | C"| due diversi sistemi lineari (irreducibili oo’ almeno):
denotando al solito con |C,||C.| i loro sistemi aggiunti (dove i simboli
avranno un significato se questi sistemi esistono), e denotando con ¥,
il gruppo dei punti base per |(’| e non per |C”| (contati ciascuno una
volta) e similmente con y;, il gruppo dei punti base per |C"| e non per | ('],
si ha (ragionando nell’ipotesi che i simboli abbiano significato) a cagione
del teorema fondamentale

|0+ G+ | =10+ Co+ 1]

giacche questi due sistemi coincidono ambedue col sistema |(C'+-C"),|
aggiunto a |C’4 C"|. Dalla relazione precedente si ricava la relazione
simbolica

|0 —C" — a|=[C— C" — |,

la qué,le avra un significato effettivo se uno dei simboli dei due membri
(e per conseguenza laltro) avrd significato. Vale a dire: se p. e. |C,]
contiene |C'|, e in tale ipotesi nel residuo |C,— ¢’| comparisce come
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parte fissa il gruppo di punti y; (giacche uno di questi punti i-plo per
|C'| & (4—1)-plo per |C,l), allora anche |C"| sard contenuto in |C;].

11 resultato ottenuto pud essere enunciato riferendosi all’ente alge-
brico. I vero che mutando la superficie F' scelta come immagine di esso,
la definizione dei sistemi aggiunti |C,||C,| potra mutare, ma la varia-
zione porta soltanto a sommare o togliere contemporaneamente a
|C.||C,| delle parti fisse (curve eccezionali o punti di F) date da punti
dell’ente non base risp. per |C'||C"|.

Si pud dunque dire che se, sull’ente, | C,| contiene | C’'| (e indetermi-
nazione di |C,| non fa nulla a questo riguardo), anche |C,| conterrd
|C"] ed i sistemi residui |C,— C"|, |C,— C"| differiranno soltanto per
parti fisse « punti dell’ente che siano base per 'uno dei due sistemi
|C'| |C"] e non per laltro ».

Si pud anche aggiungere che in |C,— C'| sono certo contenuti come
parti fisse tutti i punti base di | C’| sull’ente (e forse altri punti non base):
questi punti sono dunque in numero finito.

Concludiamo:

Se sopra un ente algebrico oo? un sistema lineare irreducibile (oot almeno)
¢ contenuto nel proprio sistema aggiunto, ogni altro sistema lineare irredu-
cibile & contenuto nel suo aggiunto, ed ogni sistema ha rispetto al proprio
aggiunto un sistema residuo (di dimensione > 0) che spogliato dei punti
fissi che entrano in esso come componenti,é indipendente dal sistema di par-
tenza. Ogni sistema lineare irreducibile ha in questo caso (al piv) un numero
finito di punti base sull’ente e questi entrano come parte fissa a comporre
le curve residue del sistema rispetto all’aggiunto.

Una curva residua d’un sistema lineare irreducibile |C| rispetto al
sistema aggiunto |C,|, spogliata dei punti base di |C| e degli eventuali
punti non base per |C| e per |C,| che (sopra una superficie immagine)
costituissero parti fisse di |C,|, costituisce una curva canonica dell’ente
algebrico: P’esistenza di una tal curva non dipende dalla scelta del parti-
colare sistema |C| sull’ente, ma dalla natura dell’ente stesso. Si ha infatti
la proprieta caratteristica:

Una curva canonica di un ente algebrico oo* F, sommata agli eventuali
punti base d *un sistema lineare | C| (irreducibile co! almeno) costituisce una
curva residua di |C| rispetto al sistema aggiunto |C.|.

Per conseguenza:

Una curva canonica su F sega sulla curva generica d’ogni sistema irre-
ducibile (oot almeno) |C| un gruppo speciale residuo della serie caratieri-
stica. di |C| e dei punti base di |C| sull’ente (44).

(%4) Come serie residua d’un punto i-plo o di una curva C rispetto ad una serie data, inten-
diamo quella ottenuta staccando gli ¢ punti costituenti ’intorno di O su C.
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Viceversa tale proprieta verificata rispetto ad un particolare sistema |C)|
irreducibile semplice, non possedente un fascio di unisecanti, e dotato sol-
tanto di curve fondamentali apparenti basta a caratterizzare una curve cano-
nica sull’ente F (*°) (@ meno di parti fisse eccezionali).

Piw generalmente se |C| é su F un sistema irreduttibile semplice non
possedente un fascio di unisecanti, e dotato di curve fondamentali proprie
distinte, una curva canonica su F ha le sequenti proprietd caratteristiche:

1) sega ogni curva generica C in un gruppo residuo della serie caratte-
ristica di |C| e dei punti base di |C;

2) gode dell’analoga proprietd rispetto ad ogni sistema residuo d’'una
curva fondamentale propria rispetto a |C|.

Effettivamente se K & una tal curva K-+ C & una curva aggiunta
a |C] (§ 39).

Corollario. — Una superficie a sezioni non speciali non possiede curve
canoniche.

Infine se si prende come immagine dell’ente algebrico una super-
ficie F', d’ordine » in S, e ci si riferisce al sistema delle sue sezioni piane,
si ha che una curva canonica su F, aumentata delle curve eccezionalisu F, e
di una sezione piana deve esser sezione fuori della curva multipla d’una
@n—s aggiunta; dunque:

Sopra una superficie F, d’ordine n in S, le curve canoniche (se esistono)
sono le sezioni di F, (fuori delle singolarita e fuori delle curve eccezionali
su F,) colle superficie aggiunte @,_, d’ordine n — 4. Viceversa tali sezioni
delle @,y su F, (se esistono) sono curve canoniche.

Se la F, & rigata non vi sono mai ¢,_, ad essa aggiunte o soltanto
subaggiunte, come non vi sono mai curve canoniche sopra di essa.

Il numero delle curve canoniche linearmente indipendenti sopra un
ente algebrico co? F' costituisce il genere geometrico superficiale p o p,
dell’ente.

Si pud dire che p —1 & la dimensione del sistema residuo d’un qua-
lunque sistema |C| su F rispetto al proprio aggiunto |C,|.

Sara dunque p =0 se su F nessun sistema |C| ¢ contenuto in |C,|.

Sara p =1 se (uno e quindi) ogni sistema |C| & contenuto in |C,|;
vi ¢ allora su F una curva canonica che puo eventualmente aver I’ordine 0
(cioé mancare); questo 2° caso ha luogo se |C| differisce da |C,| soltanto
per gli eventuali punti base.

(**) La condizione che |C| sia semplice & superflua: non cosi quella che non vi sia
su F un faceio di unisecanti le €. Si vede infatti che sopra una rigata non pud esistere alcuna
curva canonica stante la possibilitd di trasformare la rigata in un. rigata a sezioni non gpeciali:
ma presa una rigata F' a sezioni speciali senza punti multipli isolati vi sono sempre gruppi di
generatrici che rispetto al sistema | C'| delle sezioni piane (o iperpiane) di F' si troverebbero nelle

ondizioni dell’enunciato.
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Quando p >1 vi ¢ su F un sistema lineare canonico oo?1.
In linea storica, relativamente ai resultati esposti in questo §, possiamo
dire che:

1) Il genere delle superficie & stato introdotto da CLEBscH (« Comptes
rendus », 1868), come il numero degli integrali doppi linearmente indi-
pendenti ovunque finiti e continui sulle superficie.

2) Il sig. NOETHER (« Mathem. Annalen », II, VIII) ha considerato
le curve canoniche sopra una superficie d’ordine » in S,, come sezioni
delle superficie d’ordine n — 4 aggiunte ad essa: di tali curve (che corri-
spondono ai detti integrali) ha dimostrato algebricamente il carattere
invariantivo in una trasformazione della superficie.

3) Il sig. NOETHER (« Comptes rendus », 1886) e il sig. CASTELNUOVO
(¢« Istituto lombardo », 1891) hanno osservato la proprieta delle curve
canoniche sopra una superficie di segare sopra la curva generica d’un
sistema (irreducibile) |C'| un gruppo contenuto nella serie residua della
serie caratteristica di |C].

4) Tale proprieta, convenientemente precisata, & stata assunta da
me come definizione delle curve canoniche sopra una superficie (Ricerche,
cap. II): il loro carattere invariantivo resta quindi fissato per la natura
stessa della loro definizione.

5) La definizione indiretta data qui delle curve canoniche sopra
una superficie a partire da un sistema lineare |C| ha il vantaggio di
essere indipendente dalla natura delle curve fondamentali di |C|, per le
quali non si esige alcuna restrizione.

39. - Curve bicanoniche.

Conservando le denominazioni poste in principio del precedente §, si
considerino sopra il dato ente algebrico co? e risp. sopra una fissata super-
ficie immagine, i sistemi lineari [2C'|, |20"], |2C.], |2C,|; avremo la rela-
zione simbolica

|2(0"+ "] =20, + 20"+ 2y,

=120"42C, 4+ 214 »
"~ da cui segue
[2C, — 20" — 2y, | =20, — 20" — 2y,] .
Questa relazione simbolica seguirebbe (moltiplicando per 2) da quella
del precedente §; ma potrebbe avvenire che quella non avesse signifi-

cato e questa si, ed in questo caso tale modo di deduzione non sarebbe
che solamente formale. Lia precedente relazione ci dice che:
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Se sopra un ente algebrico oo* F, il doppio di un sistema lineare irredu-
cibile |C| é contenuto nel doppio del proprio sistema aggiunto |C.|, altret-
tanto avviene per ogni altro sistema lineare su F; e le curve residue di |20|
rispetto a |2C,| spogliate delle loro componenti fisse costituite da punti base
per |C| o da punti che entramo come parti fisse in |C,|, mon dipendono
dal sistema di partenza |C|.

Queste curve si diranno curve bicanoniche sull’ente.

Le curve bicanoniche sopra un ente algebrico oo* godono della sequente
proprietd caratteristica: prese insieme al gruppo dei punti base d’un qua-
lunque sistema lineare irreducibile | C| (ogni punto base venendo contato due
volte) segano sopra la curva generica C un gruppo appartenente alla serie
residua del doppio della serie caratteristica di |C| rispetto al doppio della
serie canonica su C.

Una curva la quale goda di tale proprietd rispetto ad un sistema |C|
semplice, non possedente un fascio di unisecanti, e dotato soltanto di curve
fondamentali apparenti, é una curva bicanonica sullente (a meno di curve
eccezionali) ecc..

Le curve bicanoniche sopra un ente algebrico oco® I' (se esistono) for-
mano il sistema lineare bicanonico di F': il numero P delle curve bicano-
niche linearmente indipendenti si chiamera bigenere dell’ente algebrico F':
si deve ritenere P= 0 se nessun sistema |2C| & contenuto in [2C,| ed
invece P=1 se (uno e quindi) ogni sistema |2C| ¢ contenuto in |2C,]|
e vi & al pitt una curva residua (di |2C, —2C]), che pud anche man-
care.

Se F possiede un sistema canonico (ha il genere p > 1): il sistema
bicanonico ¢ il doppio del sistema canonico.

Ma la considerazione delle curve bicanoniche sopra un ente alge-
brico oo?, trae la sua effettiva importanza da cio che:

I1 bigenere P pud essere > 0 e possono anche esservi imfinite curve bica-
noniche, sopra enti algebrici oo® di genere p = 0.

Per stabilire questo fatto é sufficiente citare degli esempi.

Un primo esempio di superficie di genere p = 0, per cui P =1 (sulla
quale il doppio d’un sistema |C| & contenuto nel doppio del sistema ag-
giunto a |Cl), vien dato dalla superficie F del 6° ordine con 6 rette doppie
spigoli d’un tetraedro (e punti tripli nei vertici) (*°); essa ha le sezioni non
speciali, quindi certo il sistema aggiunto a quello |C| delle sezioni piane

(4%) Tale & la superficie

Q(T1TaTsy LrLaTas T1TsTa, TaX3Ta) + LaLaXsTaf (X1 Tas Tzy Tg) = 0

dove ¢ f sono forme quadratiche rispettivamente nei prodotti 2,23, 3%a%4, 12374, T223%4 € nelle
&y, Tz, T3y T4
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(segato dalle superficie cubiche per gli spigoli del tetraedro) non contiene
|C] ed & p =0; invece il doppio di tale sistema aggiunto, segato su ¥
dalle superficie del 6° ordine aventi come rette doppie gli spigoli dello
stesso tetraedro, e segato ugualmente su F da tutte le quadriche, coincide
col sistema |2C|: pertanto il numero P delle curve bicanoniche linear-
mente indipendenti deve considerarsi per questa superficie come uguale
ad 1.

Sulla superficie nominata non si hanno perd curve bicanoniche pro-
priamente dette. Sotto questo aspetto riesce pitt luminoso il seguente
esempio (comunicatomi dal sig. CASTELNUOVO):

Una superficie I'" del 7° ordine passante tre volte per una retta a e
due volte per una conica ¢ (retta e conica senza punti comuni) avente inolire
tre tacnodi A, B, C i cui piani tacnodali passano per a & di genere 0 e pos-
siede come curve bicanoniche le quartiche ellittiche segate dai piani per a.

Oltre al caso delle superficie di genere 0 le curve bicanoniche possono
riuseire utili anche nello studio di superficie di genere > 0, ad es. quando
esse 8i presentano in numero infinito sopra superficie di genere 1. La
possibilita della cosa & provata dal seguente esempio: Una superficie del
59 ordine F® con 3 tacnods siffatti che il loro piano seghi F'® secondo una conica
ed una cubica che si toccano in essi, ha il genere 1 e possiede un fascio di
curve bicanoniche sezioni delle quadriche passanti per la conica e tangenti
ai piani tacnodali.

Infine ci si pud domandare come si possono ottenere le curve bicano-
niche sopra una superficie ', di un certo ordine n in S;.

La risposta piut semplice si ha nel caso in cui #, ¢ dotata soltanto
di punti multipli isolati apparenti e di curva doppia: in questo caso
le superficie subaggiunte ad F sono anche aggiunte.

Possiamo supporre senza restrizione n > 5.

Una curva bicanonica A sommata a curve eccezionali su ¥, il cui
complesso denoteremo con y, € sommata all’intorno K della curva doppia
di F,, costituisce una curva A4y + K la quale presa insieme alla se-
zione ¢ di F, con una quadrica incontra una sezione piana di F, (di
genere 7) secondo un gruppo appartenente alla serie somma del doppio
della serie canonica e degli intorni dei punti doppi; vale a dire che
A+ x + K + o incontra una sezione piana di ¥, secondo un gruppo della
Serie on_sinm—s» Segata (fuori dei punti doppi) dalle curve aggiunte d’or-
dine 2n — 6; in conseguenza la 1+ y + K incontra la detta sezione piana
secondo un gruppo della serie segata dalle curve aggiunte di ordine
2n — 8, ossia la detta 1+ x4 K ¢ una curva subaggiunta su F,. Segue
(§ 20) che K & una sezione di F, con una superficie ¢,,—s (subaggiunta
ossia) aggiunta ad F, d’ordine 2n — 8: ma di questa sezione fa parte
Pintorno K della curva doppia di F,, quindi la ¢,,—s ha la detta curva
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come doppia, e la A4y & la residua intersezione della F, colla ¢,,_, tolta
la curva doppia contata 4 volte.

Cosi resta provato che ogni curva bicanonica su F, & sezione (par-
ziale) di F, con una superficie ¢,,_, avente come doppia la curva doppia
di 7,.

Piu in generale si prova analogamente che: Sopra una superficie F,
d’ordine n (> 5) in 83 le curve bicanoniche supposte esistenti vengono
segate da superficie (d’ordine 2n — 8) che possono dirsi superficie biaggiunte
ad F: queste si comportano in un modo determinato (47) relativamente
alla singolarita di F,. Se F, ha soltanto curva doppia e punti multipli
isolati apparenti, le superficie biaggiunte ad essa d’ordine 2n—8 sono
quelle che passano doppiamente per la curva doppia di F,.

Alle sezioni di tali superficie biaggiunte (spogliate delle componenti
eccezionali) compete dunque il carattere invariantivo nelle trasformazioni
birazionali della superficie.

Osservazione. — Il concetto che conduce alla considerazione delle curve
bicanoniche darebbe luogo ad una considerazione analoga di curve pluri-
canoniche o r-canoniche (r > 2): di queste curve ne esistono sempre
(risp. per qualunque valore di » o per r pari) sopra enti algebrici dotati
di curve canoniche e bicanoniche; tali sono infatti le curve composte
d’un certo numero di curve canoniche o bicanoniche. Perd ¢ dubbio se
all’infuori di questo caso (cioé sopra enti algebrici privi di curve bicano-
niche) si possono avere curve pluricanoniche, ed & questa circostanza
che renderebbe specialmente fruttuosa la considerazione delle curve pluri-
canoniche.

40. - Genere numerico.

Sopra un ente algebrico, e sopra una superficie immagine F (a cui
ci riferiamo), si abbiano due sistemi lineari |C||C,| (irreducibili co! al-
meno), il primo contenente il secondo. Sia p il genere geometrico di F,
7, 7; 1 generi di |C|. |C,|: le dimensioni dei due sistemi aggiunti risp. a
|C]|Cy| (pel § 39) valgono p+n—1—w, p+mx,—1—w,;, dove

w=0, w,=>0:

dico che

w > Wy

(*) Una curva i-pla di F, ¢ in generale i-pla per le superificie biaggiunte, le quali hanno inoltre
lungo essa un tale contatto con F), da segare la Iy, come zuperficie che avessero la curva come
(2¢ — 1)-pla, ecc..
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Sia C, una curva residua di |C,| rispetto a |C|, di genere virtuale 7,,
ed » > 0 denoti il numero dei punti comuni ad una C; e ad una C, che
sono punti di connessione per C;+C, in |C|. Potra darsi che |C,| non
sia tutto il residuo di C, rispetto a |C|, se |C;| possiede dei punti base
(¢-pli) non base per |C|: allora il genere virtuale delle C, considerate
come curve residue di C, rispetto a |C| vale

ﬂl"*‘z%(z—l) ’

e si ha

@(7, 1)

=7+t D +n—1.

Comunque |(, | viene dedotto da |C| staccando C, e imponendo i
nominati punti bage ¢-pli alle curve residue. Allora il sistema aggiunto
a |C,| si deduce dall’aggiunto a |C| staccando C, e imponendo come
(¢ —1)-plo alle curve residue ciascuno dei nominati punti base i-pli per
| C1]: le condizioni cosi imposte possono non essere tutte indipendenti,
ed allora la dimensione del sistema aggiunto a |C,| risulta maggiore di
quella calcolata mell’ipotesi opposta; pel nostro scopo dunque il sup-
porre tutte indipendenti le nominate condizioni equivale a porci nel caso
pit sfavorevole. Ora ciascun punto base i-plo per |C,| non base per |C|,
impone alle curve residue di C, rispetto all’aggiunto a |C| che debbono
essere aggiunte a [C;| (e perd debbono averlo come (i—1)-plo),
4(t —1)/2 condizioni: pel nostro scopo occorre dunque mostrare che la
C, presenta alle curve aggiunte a |C| che debbono contenerla un numero
di condizioni

<7 +mn—1.

Ora cosi accade effettivamente.

Per cominciare dal caso piu semplice supponiamo che C, sia irredu-
cibile ed il suo genere virtuale =z, sia uguale al suo genere effettivo; la
serie segata su C, dal sistema aggiunto a |C| ¢ non speciale di grado

7 — 2 +n, poiché le aggiunte a |C| segano una C,-+C, in

1)

2n—2_d(nl+m+z —|—z—1)—2

punti e segano C, in

(nl-l-zm ))-I-n--2
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punti; essa ha quindi la dimensione

T, —2+n—0 6 >0),

e perd il numero delle condizioni presentate da C, alle curve aggiunte
a |C| & appunto <z, +n—1.

Supponiamo invece che C, pur essendo irreducibile su # possieda delle
ipermolteplicita di guisa che il suo genere effettivo =, sia < 7,: cid di-
pende dall’esistenza di qualche punto (j+i)-plo per la C. (j+i>1,
i>0, j>0), s-plo per |C;| (s>0) ed (s+j)-plo per |C|. In un punto
siffatbo imponiamo alle curve aggiunte a |C| di avere la molteplicita
s+j+1—1 (anziche s +j—1); cid porta

Ml i =D+ Fi—2) — (s +j— 1) +j—2)

condizioni (o meno), cioe tante condizioni quanta ¢ la diminuzione del
genere di C, dipendente dalla ipermolteplicitd (i) che essa ha nel nomi-
nato punto: dopo cid le curve aggiunte a |C| soddisfacenti alle dette
condizioni rispetto ad ogni punto ipermultiplo di C,, segano su C, una
serie (non speciale) di grado 2w, — 2-+n (essendo m, il genere effettivo
di C,), e perd C, presenta ad esse un numero di condizioni <n;—|—n —1:
ancora in questo caso dunque la C, presenta alle curve aggiunte a |C|
che debbono contenerla un numero di condizioni

<7, +n—1.

Allo stesso resultato si perviene se C, si spezza in piu curve: rife-
riamoci per semplicita al caso in cui C, si compone di due curve irredu-
cibili C, O, (che possono anche coincidere) di generi virtuali risp. 7, 7,
con ¢ (>0) punti di connessione: ’estensione al caso generale non pre-
senterebbe nuove difficoltd. Si indichino con »/, »” risp. i punti comuni
(di connessione in |C|) a O, C, ed a C,, C;; avremo n = n, + . 1l
ragionamento del § 20 ci dice che le curve aggiunte a |C| segano su C; C,
due serie risp. di grado 27, — 2 +n'4-14, 27, — 2 - n"+1.

La C, presenta dunque a tali curve aggiunte un numero di condizioni

<my,+n'+i—1,

e cio (per le considerazioni precedenti) pud affermarsi anche nel caso
che essa abbia un genere effettivo < z,. Staccata la O, dal sistema ag-
giunto a |C|, il sistema residuo (ove la C; non se ne stacchi di conse-
guenza) sega su C, una serie di grado 27, +n"—2 e perd presenta a
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tale sistema residuo un numero di condizioni
<m,+n' —1;

la C,=(, + 0, presenta dunque alle curve aggiunte a |C| che debbono
contenerla

mt+n—1=m+m,+i—1+n+n"—1

condizioni, o meno.

Pertanto rimane stabilito il

LeMMA. — Sieno |C||C,| due sistemi lineari irreducibili (co' almeno)
sopra un ente algebrico, e si indichino con 6(C), 6(C,) le deficienze delle serie
segate su una C o su una C, generica dai risp. sistems aggiunti a |C|, |C,|:
se | C| contiene |C,| si ha

8(C) > 8(Cy) .

Ora se anche |C,| non & contenuto in |C| e |C| & un sistema sem-
plice potrd sempre prendersi r cosi grande che |C,| sia contenuto in
|7C| : allora sard

8(Cy) < 8(rC) .

D’altronde si ¢ visto nel § 38 che il 4(rC) per r assai grande assume
un valore massimo costante (cioé indipendente da ») k: il massimo k
rappresenta dunque la massima deficienza della serie segata sopra la curva
generica d’un qualsiasi sistema lineare (trreducibile oot almeno) dal sistema
aggiunto, e questo massimo é raggiunio in corrispondenza ad un multiplo
assai elevato di ogni sistema lineare semplice (irreducibile co® almeno) sul-
Dente algebrico.

Porremo &k =p,—p, (>0) e p, si dird il genere numerico o aritmetico
(superficiale) dell’ente algebrico. Il carattere k = p,— p, di un ente alge-
brico si pud anche definire come la somma delle deficienze delle serie segate
sulla curva generica d’ogni sistema irreducibile semplice dai sistemi aggiunti
di tuttt © ranghi >0 (cfr. § 37).

I1 genere numerico di un ente algebrico é il numero virtuale delle sue curve
canoniche linearmente indipendenti, ossia il numero virtuale delle superficie
dordine n — 4 (linearmente indipendenti) aggiunte ad una superficie d’or-
dine n in S; immagine dell’ente algebrico (numero calcolato secondo le
formule di postulazione del § 37).

A questo numero p, < p, compete, dungue, il carattere invariantivo nelle
trasformazioni birazionali della superficie.
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Cio fu stabilito dai sig. ZEUTHEN (18) e NOETHER (*°) limitandosi perd
a trasformazioni dalle quali non nascano singolarita straordinarie della
superficie. Nelle mie Ricerche (III, 2) ho notato (per p, > 0) il signi-
ficato funzionale del detto numero (relativo al sistema aggiunto), da cui
apparisce il legame fra questo carattere ed il genere geometrico. Concepii
fin d’allora (come appare da una nota) il disegno di stabilire sotto il
nuovo punto di vista l'invariantivita del genere numerico per tutti i casi.
Ma non ero ancora riuscito a liberarmi del tutto dalle formule di postu-.
lazione calcolate in base alle singolaritd della superficie, cid che qui &
ottenuto cogli sviluppi del § 37;e d’altra parte non possedendo il teorema
fondamentale non potevo prescindere dall’ipotesi p, > 0. Mi limitai per
cid ad esaminare (per p, > 0) quando si abbia p, = p,, ed il resultato
si estenderebbe anche qui al caso p, = 0, e si potrebbe enunciare di-
cendo che « per un sistema semplice privo d’un fascio di unisecanti &

orCy =20 (r>0)
se
0(20) = 0 ».

Ma il signor CASTELNUOVO ¢ riuscito a fare un passo di piu, mostrando
che basta sapere che 6(C) = 0 per concludere §(rC) = 0; quindi nella
sua Memoria (5°) si vedra stabilito il teorema:

Un ente algebrico oo? ha i due generi superficiali uguali se sopra di esso
vi & un sistema lineare irreducibile semplice | C| tale che il sistema aggiunto
| C4| seghi sulla curva generica C la serie canonica completa.

Osservazione. — Applicando la definizione posta innanzi all’ente alge-
brico razionale si trova p, = p, =0.

Se si applica la stessa definizione all’ente rappresentabile con una
rigata di genere p, si ha

P, =0, Pn=—D-.

Infatti una rigata d’ordine » in S, non possiede superficie aggiunte
d’ordine »— 3, mentre le superficie aggiunte ad essa d’ordine n—3 +r
(r > 0) segano sopra un piano generico il sistema di tutte le curve d’or-
dine » — 3 +r aggiunte alla sezione piana della rigata (§ 32).

A questo proposito cfr. CAYLEY, On the deficiency of certain surfaces (°*).

(**) « Mathem. Annalen », 3.
(**) « Mathem. Annalen », 8.
(%) Alcuni resultati sui sistemi lineart ece..
(°!) « Mathem. Annalen », 3.
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41. - Genere lineare.
Se per un ente algebrico co? il genere geometrico vale
pﬂ > 0 )

resta definito un carattere (p®) dell’ente che & il genere del sistema cano-
nico (tranne se, per p, = 1, mancano curve canoniche propriamente
dette): questo carattere si dira il genere lineare (Curvengeschlecht) del-
P’ente. Per p, > 1 si ha anche un altro carattere dell’ente, cioe il grado p®
del sistema canonico intendendo di considerare il grado virtuale ove il
sistema canonico sia riducibile (contenendo una parte fissa che pud o
no essere un punto dell’ente) (°2); sussiste sempre (come dimostreremo)
la relazione

P =ph 1

data dal sig. NOETHER. A

Ora ci proponiamo di definire per un ente algebrico, dei caratteri p
e p® (=p®Y —1) che abbiano il significato precedente ove esista il sistema
canonico, ma che esistano (sotto ipotesi molto late) anche se p, = 0.

La restrizione imposta all’ente algebrico consiste nel supporre che
esso ammetta una superficie immagine priva di curve eccezionali, e perd
ogni sistema lineare (irreducibile) su di esso abbia un numero finito di
punti base: questa restrizione & da ritenersi soddisfatta (almeno in gene-
rale) se esistono sull’ente curve bicanoniche (o pluricanoniche) e quindi
in particolare se p, > 0 (cfr. ’Appendice). Ma per p, > 0 lievi modifi-
cazioni al ragionamento darebbero il resultato indipendentemente da cio.

Data la restrizione di cui sopra prendiamo appunto come immagine
dell’ente algebrico una superficie F' senza curve eccezionali: cid che si
dice su questa pud considerarsi come detto sull’ente algebrico.

Per arrivare pili naturalmente al resultato consideriamo dapprima
lipotesi p, >0 (dove sia |K| il sistema canonico) e valutiamo il p®
(genere del sistema canonico). Sieno z, » il genere e il grado d'un sistema
irreducibile |C|; m,, n, gli analoghi caratteri di |C,| (virtuali se |C.| &
riducibile): sieno 4, ...4, le molteplicitd dei punti base 4, .. A4, di |C|

(°?) Effettivi esempi provano che non & sempre possibile trasformare in un punto semplice
una curvs d’una superficie d’ordine n in S; comune a tutte le superficie aggiunte ¢,_4; cid che
8i riteneva generalmente supponendo I’invertibilitd delle formule della memorie del sig. NORTHER
(«Math. Ann. », 3). Basta p. e. pensare alla superficie ¢ del 5° ordine con 3 tacnodi che dal
piano di essi venga segata secondo una cuhica ed una coniga che si toccano in essi: questa F*
ha i caratteri py==1, p®= 1. (Ksempio suggeritomi dal sig. CASTELNUOVO).
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(su F ossia) sull’ente. Allora dico che si ha
w,=p® +3xw—1)—n—r.

Invero cid segue (applicando la formula del § 16 che da il genere
d’una curva spezzata) dalla relazione

|Ca|=]C + & + 3 A,
1

ove si tenga conto del fatto che una k& + EA, sega la C generica in
27— 2 —n punti (§ 39).
Cid posto si ricava pel genere lineare dell’ente il valore

) PV =, — 3w —1) +n +r,

calcolato in base ai caratteri di |C] e di |C,].
In modo simile (per p, > 1) denotando con p® il grado (virtuale) del
sistema canonico, si ha (essendo |C,|=|C +k + > 4,])

Ng=p® + 4w —1)—n +7r
da cui

(2) PP =n,—4(rw—1) +n—r.

Dimostriamo ora indipendentemente dal significato di p¥, p*® relativo
all’ipotesi p, > 1, Pinvariantivita dei secondi membri nelle formule (1) (2);
dimostriamo cio¢ che essi danno per p© p® valori indipendenti dal par-
ticolare sistema |C| scelto su F.

Per questo si consideri su F un altro sistema irreducibile |C’| e si
denotino per esso con z', n', @,, n, le quantitd analoghe a 7, n, 7, Na;
sia 7' il numero dei punti base di |C’| sull’ente (che per le ipotesi poste
innanzi ¢ finito).

Si vuol stabilire che

To—3w®—1)+n +r=um,—3@x" —1) +n' ++
e —4@@—1)+n+r=mn,—4x —1)+n"+7r.
Supponiamo per generalitd che vi sia un certo numero ¢ di punti

base comuni a |C||C’|.
Essendo 4,...4,_, i punti base per |C| e non per |C'|, € B;... B,_,
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i punti base per |C’'| e non per |C|, abbiamo
|C 4+ Cr4+ Ay + oo + 4| =10+ Co + By + ... + Br_o|=](C + 0')a].
Si denoti con
6 il numero delle intersezioni di una C con una C,;
¢’ il numero delle intersezioni di una C’ con una C,;
kh il numero delle intersezioni di una C con una C';
‘4 la somma delle molteplicita dei punti 4 per |C|;
i’ la somma (analoga) delle molteplicita dei punti B per |C'].
11 genere di |C + O, + 4, - ... + A,_,| vale
#t+m+0—1+i—(r—o)
invece il genere di |C, + Oy + B, -+~ ... + B,_,| vale
a4, +0 —1+i— (@ —o0);
dunque intanto (sommando o)
ata,+0+i—1—r=a+nm,+6+i—7.
Analogamente uguagliando i gradi dei due sistemi si ha
nA+n,+28+2 —r=mn"+n,+28+2i"—r".
D’altra parte la curva di |(C+C’),| incontra quella di |C+C'|
(avente il genere w4 n'+h—1) in 2(w +x'+h—2) punti: questo nu-

mero & anche quello delle intersezioni di una curva di |C+C'| con una
curva di [C + O, + 4, + ... + 4,_,| e perd vale anche

n+h 42 —1)+6+1;

o analogamente
n'+h 4 2mr—1) + 6+,

Uguagliando questi due numeri si trova
n+2n' —1)+6+i=n"+2@m@—1)+6+17.

Si ricavi di qua il valore della differenza 6 + 14— (6'+14’) e si sosti-
tuisca nelle relazioni precedenti, facendo le opportune riduzioni; si deduce
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allora
e —3( —1)+n+r=a—3a —1) +n Lr
e —Adm—1)+n+r=mn, —4(n —1)+n'+7,

appunto c.d.d.

Si puo dunque affermare che:

Per un ente algebrico oo il quale ammetta una superficie immagine senza
curve eccezionali restano definiti (dalle formule (1) (2)) due caratteri p» p®
le cui espressioni vengono formate col genere e col grado d’un gqualunque
sistema lineare e del suo aggiunto, e col numero dei punti base del sistema
dellente. Questi caratteri se il genere dell’ente vale p, > 1 (e pel 1° basta
Py > 0) sono il genere e il grado (virtuale) del sistema canonico.

Conserveremo sempre al p il nome di genere lineare dell’ente.

Dimostriamo ora che vale in ogni caso sotto queste ipotesi piw generali
(in cui pud anche essere p, = 0) la relazione del sig. NOETHER (data

per p,>0)
P = p —1.

Questa relazione (stante le formule (1) e (2)) equivale alla relazione
(3) Ng — g = 7 — 2

che dimostreremo sussistere sempre fra il grado (virtuale) e il genere del
sistema |C,| aggiunto ad un qualunque sistema irreducibile |C| e il ge-
nere & di |C| stesso. La relazione (3) vale anche se sull’ente non sono defi-
niti p» e p® (cioe indipendentemente dalle restrizioni precedenti per
I’ente) (53). Basta stabilirla per un sistema irreducibile | C| siffatto che
abbia sull’ente soltanto punti base di molteplicith > 1 e che ammetta
un sistema aggiunto irreducibile |C,| ed un 2° aggiunto |(C,)s| =]Csal:
si estendera la relazione ad ogni altro sistema col procedimento che sta-
bilisce le formule (1) e (2) (anche indipendentemente dall’ipotesi che
|C| abbia un numero finito di punti base): il ragionamento diretto an-
drebbe solo lievemente modificato se |C'| avesse punti semplici ecc. Ora
nelle dette ipotesi si ha

’(C + Ca)al :l2CaJ:|C + Cza! 3
quindi il grado di |2C,| pud essere valutato in due modi:

(**) Nel piano esso dice che il sistema aggiunto ad ogni sistema. lineare & regolare. Cfr. CASTEL-
NUOVO0, Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve piane (« Acc. di Torino, Memorie », 1891).
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1) determinando le intersezioni di due curve C,+C,, che sono 4n,;
2) determinando le intersezioni di una C,4C, con una C+C,, che
sono 4(w—1) - 4(w, —1); paragonando segue appunto

g — Tbq = T — 2 c. d. d.

Awvertenza. — Se per p, > 1 il sistema canonico & riducibile sull’ente
(e deve riguardarsi come tale se ha dei punti base sopra una superficie
immagine), p® & il grado virtuale di esso; prendendo il grado effettivo
‘non varrebbe piu la relazione p® = p® — 1. Si prenda ad es. la super-
ficie del 5° ordine con due tacnodi che ha un fascio di curve canoniche
(sezioni piane per i due tacnodi aumentate del punto sezione della loro
retta) di genere p® ==2; il grado effettivo del sistema canonico & = 0,
mentre quello virtuale ¢ p® =1,

APPENDICE

42. - Superficie senza curve eccezionali.

In tutto il corso del lavoro (tranne nell’ultimo §) non si & imposto agli
enti algebrici considerati alcuna restrizione. Per collegare i risultati gene-
rali qui ottenuti a quelli delle « Ricerche » ¢ opportuno aggiungere questi
brevi sviluppi.

Fondamento di molte semplificazioni nello studio di un ente algebrico,
& la possibilitd di assumere come immagine dell’ente stesso una super-
ficie F' senza curve eccezionali.

Conviene quindi esaminare anzitutto quando cid ¢ possibile.

Vi sono certo delle superficie che non possono essere trasformate in
tal guisa: tali sono le superficie con un fascio di curve razionali (fra cui
le superficie razionali e le rigate).

All’infuori di queste & dubkio se vi sieno altre superficie siffatte.

Qui ci limiteremo a indicare come si possa almeno venire alla persua-
sione che ogni superficie avente il genere geometrico p, > 0 (o soltanto
il bigenere p > 0), pud trasformarsi in una senza curve eccezionali; e
cid sard dimostrato rigorosamente per le superficie aventi il genere nume-
rico p, =7p, >0.

Cominciamo dal notare che una superficie F per cui p, > 0 contiene
un numero finito di curve eccezionali (§ 38).

Ora ciascuna di queste pud essere trasformata in un punto (semplice

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, 1. ) 20
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per la trasformata F'); ma pud domandarsi « nella trasformazione effet-
tuata potra accadere che qualche punto di F debba necessariamente
mutarsi in una curva (eccezionale per F")»?

Noi ci limiteremo a constatare che «se y & una curva eccezionale
su F, trasformandola in un punto non accadra che a qualche punto di g
corrisponda una curva eccezionale su F'»: poiché non sembra probabile
che nella trasformazione di y in un punto debba necessariamente mutarsi
in curva qualche punto fuori di y, questa osservazione, una volta stabi-
lita, si pud riguardare come una dimostrazione non rigorosa del fatto
che la F possa trasformarsi in una superficie #’ con una curva eccezio-
nale di meno, e quindi (dopo un numero finito di passaggi) in una super-
ficie senza curve eccezionali.

Stabiliamo la precedente osservazione.

Supponiamo per semplicitd che F sia priva di singolarita (in un iper-
spazio). Sia O un punto qualunque (semplice per F') della curva eccezio-
nale y, e supponiamo che esso si muti in una curva su F' dove a y cor-
risponde un punto; cidé dimostreremo essere assurdo: indichiamo con |C|
il sistema delle sezioni di F' che avra su F il punto base O, di una certa
molteplicitd ¢ > 0: siccome y si muta in un punto su ¥, le curve C non
hanno colla y intersezioni variabili. Supponiamo per semplicitd che |C|
non abbia altri punti base su y: non farebbe alcuna difficoltd liberarsi
da questa ipotesi riferendo a ciascun punto base il ragionamento che si
fa per O. Precisando I'operazione di aggiunzione col partire da F consi-
deriamo il sistema [nC+ C,|=|((n+1)0).|, dove » & assai grande: le
curve di questo sistema segano su una C una serie completa (§ 40) e pero
da esse non si stacca (I'intorno del punto) O: se da esse si stacca la curva y
noi la immagineremo tolta; le curve variabili residue non hanno allora
intersezioni variabili con y giacché le superficie aggiunte ad F' (supposta
F' in 8, dove eventualmente si proietterebbe) non passano per il punto
fisso semplice di essa corrispondente a y (basta considerare le oo® polari
rispetto ad F’, che sono particolari superficie aggiunte ad esso).

Abbiamo dunque che le curve di [nC+C,| su F hanno il punto O
come {(n+1)i—1}-plo (al pit) e non come punto di molteplicith mag-
giore, e (private di y) non hanno intersezioni variabili con essa, ma d’altra
parte le curve di |(n+1)C| contenute in |nC-+C,| (essendo p, > 0) hanno
O come punto {(rn-1)i}-plo, non contengono y e non la segano ulterior-
mente: cid costituisce manifestamente un assurdo.

Non sarebbe difficile estendere questo ragionamento alle superficie
per cui p, =0 ma il bigenere P > 0.

Lasciamo stare questo, e indichiamo invece la dimostrazione rigorosa
della trasformabilitd di una superficie in una senza curve eccezionali pel
caso p, =p, >0.
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A questa dimostrazione occorre premettere il lemma:
Sopra un ente algebrico avente il genere geometrico uguale al numerico
s = Pn >0, il sistema aggiunto ad un sistema lineare irriducibile semplice
senza. curve fondamentali proprie (spogliato di eventuali componenti fisse,
¢ pure esso (irriducibile) privo di curve fondamentali proprie.

La dimostrazione del lemma si fa col procedimento adoprato dal
sig. CASTELNUOVO pel caso p, = p, = U (ove perd comparlsce una ecce-
zione) cfr. la sua Memoria c.

Ora consideriamo una superficie F di S;, priva di punti multipli iso-
lati, la quale abbia p, = p, > 0. Le curve C, aggiunte alle sezioni piane
su di essa, non passano tutte per uno stesso punto, altrimenti esse non
segherebbero la serie canonica completa sopra una curva C sezione
piana di F.

Per la medesima ragione non.si stacca dalle ¢, una curva fissa ecce-
zionale di F.

Pertanto passando sull’ente dal sistema |C| al sistema aggiunto |C,|,
e trascurando in quest’ultimo le eventuali parti fisse, si ha un sistema
lineare irriducibile (contenente |C'|) che ha (al pit) come (i —1)-plo
ogni punto base i-plo di |C| e non ha nuovi punti base.

Stante il lemma posto innanzi si pud applicare al sistema |C,| cosi
dedotto, il ragionamento applicato a |C|: poiché¢ |C| ha un numero finito
di punti base dotati di molteplicita finite, il procedimento ricorrente
conduce ad un sistema lineare irreducibile (puro) privo di punti base
sull’ente (°¢), e la superficie immagine dell’ente avente per sezioni le
curve del sistema riesce priva di curve eccezionali.

Dunque e certo che:

Una superficie di genere geometrico uguale al numerico

pazpn>0

¢ trasformabile in una senza curve eccezionali.

Avvertenza. — Nelle mie Ricerche si suppone costantemente la tra-
sformabilita. d’una superficie in una senza curve eccezionali (facendosi
uso sistematico dei sistemi puri); questa ipotesi non & restrittiva nel
campo delle superficie di genere geometrico e numerico p, = p, >0 ivi
considerate.

Ma si deve avvertire una differenza fra il significato dato qua alla
parola «curva eccezionale » e il significato dato alla stessa parola nelle
Ricerche. Noi intendiamo qua col nome di «curva eccezionale» la
trasformata di un punto; invece nelle Ricerche la stessa locuzione

(%) Questo procedimento si trova gid adoperato nelle Ricerche, III.
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denota una «curva appartenente a tutte le superficie (d’ordine n — 4)
aggiunte alla data superficie (d’ordine » in S,)» (curva « ausgezeichnete »
secondo NOETHER).

Il significato dato qui alla locuzione & piu restrittivo, cioe (cfr. il § 38)
«ogni curva eccezionale ¢ una curva ausgezeichnete » ma non viceversa:
il sig. NoETHER nel §9 della sua citata Memoria (« Math. Ann. », VIII),
ha dato le formule di trasformazione di un punto semplice d’una super-
ficie in una curva ausgezeichnete (cfr. le formule I,, I,), ma queste for-
mule non sono sempre invertibili come si & ritenuto fin qui (cfr. anche
la fine del § 10 della sua citata Memoria); a provarlo basta ’esempio,
gia dato innanzi, delle superficie del 5° ordine con 3 tacnodi (p, =p,=1)
dove si ha una curva canonica (ausgezeichnete) di genere p’ =1.

Devesi dunque esplicitamente avvertire che il resultato del cap. 111,
§ 6, delle mie Ricerche concernente la superficie di genere p,=p,=1
(cioé V’esistenza d’un sistema puro oo™ di genere zz e grado 2z — 2 sulla
superficie) si riferisce alle superficie di genere 1, prive di curve cano-
niche.

Nel seguito delle Ricerche si ammette, per p, = p, >1 Pirredu-
cibilita del sistema canonico; con cid resta esclusa la possibilita di curve,
« ausgezeichnete » non eccezionali.

43. - Sistemi lineari completi rispetto al genere.

Allorché un ente algebrico ammette delle superficie immagini prive
di curve eccezionali, giova riferirci ad una di queste che sia inoltre priva
di singolarita; le curve ed i sistemi lineari dati sull’ente si possono con-
siderare indifferentemente come dati in senso proiettivo su questa super-
ficie: in conseguenza di cid si ha in molte cose una notevole semplifi-
cazione.

In questo caso si pud porre accanto alla considerazione dei sistemi
lineari completi rispetto al grado (o normali), quella dei sistemi completi
rispetto al genere o brevemente completi.

Possiamo precisare il loro concetto cosi.

Sia F' una superficie senza curve eccezionali, priva di singolaritd in
un certo S,. Diremo che una curva ¢’ (data sull’ente) appartiene ad un
sistema lineare |C'| se & contenuta (totalmente o parzialmente) in |C|,
in guisa che |C— ('] sia un gruppo di punti dell’ente; in altre parole
se la (', proiettivamente considerata su F' ¢ contenuta totalmente in | C|.

Allora si definird come completo rispetto al genere un sistema lineare
irriducibile | C| non appartenente ad un sistema pit ampio di ugual genere.

E si pud stabilire che:
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Sopra una superficic F senza curve eccezionali una curve irriducibile C
appartiene ad un determinato sistema lineare completo dello stesso gemere
(di dimensione > 0).

La dimostrazione del teorema si basa sui lemmi:

a) Sopra la superficie F' senza curve eccezionali se una curva irri-
ducibile ¢ di genere 7 appartiene a due sistemi lineari irriducibili |C,| |C,|
dello stesso genere 7z, essa appartiene ad un sistema lineare piu ampio
pure di genere m, che contiene |C,| e| C,| (%9).

In primo luogo si pud supporre senza restrizione che |C,||C,| sieno
normali (altrimenti si renderebbero tali). Consideriamo su F il sistema
lineare

10, +C,—C.

Poiché C appartiene a |C,||C.|, questi due sistemi appartengono
ambedue a |C; + C,— C| , e (poiché F non ha curve eccezionali) proiet-
tivamente su F le C, C, sono curve totali di |C, + C,— C| su F.

Ogni punto multiplo i-plo (i >1) di € & base i-plo per |Cy| e per
| C;| (cui C appartiene, e che hanno il genere di €); un tal punto & quindi
2i-plo per |0, + C,| e i-plo per |C, 4+ C,— C].

Oltre ai punti multipli di ¢, |C,| potra avere dei punti base sem-
plici su C comuni anche a |C.|, doppi per |C;+0C,| e semplici per
|C,+C,— C|, ed infine |C,| potra avere su F dei punti base semplici
A, A, ... non base per |C,|, e similmente |C,| potrd avere dei punti base
semplici B, B, ... non base per |C,|: la C passa pei punti A,4, ... BB, ...,
quindi |C, 4+ C,— C| non ha come punti base A;A,... B;B,....

11 sistema |C, + 0, — C| differisce da |C,||C.| appunto per cid che
questi due sistemi nascono da esso imponendo i punti base A;4,... e
risp. ByB,...: poiché questi sono punti semplici, |0, +C,— C| ha come
|Cy], |C;| e come C il genere z.

Cosi viene stabilito il lemma.

b) Sopra un ente algebrico che non abbia come immagine una
rigata di genere sz un sistema lineare irriducibile di genere = ha al mas-
simo la dimensione 3745 o 9 (per = = 1) (massimo raggiunto in cor-
rispondenza agli enti razionali).

Per la dimostrazione cfr. la mia Nota, Sulla massima dimensione dei

(55) Cosi viene precisato il lemma a pag. 16 (I, 2) delle Ricerche [questo volume, pag. 47]
¢he uon varrebbe invece senza la restrizione qui introdotta: quell’errore & senza conseguenza
nel seguito giacché 1’applicazione rimsne limitata al caso in cui esso & valido; cosl essenzial-
mentc nel teorema del resto (IIL, 3).

Si avverta che quel lemma non precisato si trova richiamato nelll’ultimo § della mia Nota,
Sulla massima dimensione dei sistemi lineari di curve di dato genere ecc. (« Ace. di Torino », 1894)
[questo volume, VI], dove ne & fatta 1’applicazione c): si deve dunque introdurre in quell’enun-
ciato la stessa restrizione che qui figura.
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sistemi lineari di curve di dato genere appartenenti ad una superficie alge-
brica (¢« Acc. di Torino, Atti», 1894), [questo volume, VI].

¢) Sopra una superficie senza curve eccezionali che non pud essere
una rigata, si abbia una curva irreducibile C di genere z: o essa non
appartiene ad alcun sistema lineare (co! almeno) dello stesso genere; o
essa appartiene a qualche sistema lineare dello stesso genere: ma in questo
20 caso dati due di quei sistemi cui C appartiene se ne costruisce un altro
pitt ampio dello stesso genere cui C parimente appartiene; ’ampliamento
dei sistemi di genere m avendo un limite (b) si giunge necessariamente
ad un sistema completo di genere sz cui C appartiene, nel quale sono
contenuti tutti gli altri sistemi di genere z cui C appartiene.

Con cid & dimostrato il teorema.

Corollario proiettivo. — Data una superficie trasformabile in una senza
curve eccezionali, si cerchi se esiste una superficie di uno spazio piu ele-
vato (a sezioni iperpiane dello stesso genere) della quale la prima sia
proiezione da punti semplici: con questo procedimento si giunge sempre
ad una superficie proiettivamente determinata da cui si ottiene la prima
come proiezione da punti semplici, e che invece non si ottiene a sua volta
similmente da altra.

Osservazione. — L’uso dei sistemi completi rispetto al genere in con-
fronto all’uso dei sistemi completi rispetto al grado o normali, si pre-
senta spontaneo per ottenere sistemi determinati da una sola curva,
perche la prima definizione di normalita d’un sistema irriducibile suppone
la dimensione del sistema >1: ma quando il concetto di sistema nor-
male gia convenientemente esteso ai sistemi riducibili (come nel § 11)
esso puod sostituire in ogni caso senza danno quello di sistema completo,
ed offre anzi il vantaggio di essere adoperabile in fufli i casi.

44. - Ulteriori sviluppi.

Nelle Ricerche (IV, 1) io avevo stabilito che «sopra un ente alge-
brico di genere p, = p, >0 ogni sistema lineare normale o completo ha
la serie caratteristica completa se tale proprieta compete al sistema cano-
nico (supposto irriducibile) ».

Ora il sig. CASTELNUOVO dimostra la stessa proprieta indipendente-
mente da ogni ipotesi pel sistema canonico ed anche per p, = p, = 0.

In conseguenza di cid il lettore potra passare ai cap. IV, V, VI delle
Ricerche (estensione del teorema di RIEMANN-ROCH ecc.) ritenendo
che «i resultati ivi ottenuti si possono riferire a tutti gli enti algebrici
di genere p, = p,, pei quali si ha la irriducibilitd del sistema canonico
(ps = pn>1) ove di questo sistema si fa uso »; ed eliminando la restri-
zione superflua ivi imposta.
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XIV.

SOPRA LE SUPERFICIE ALGEBRICHE
DI CUI LE CURVE CANONICHE
SONO IPERELLITTICHE

« Rend. Acec. Lincei», s. 52, vol. V (1° sem., 1896),

pp. 191-197 (*).

1. - Nella teoria delle superficie hanno fondamentale importanza le
cosi dette curve canoniche (sezioni della superficie supposta d’ordine n
con superficie aggiunte d’ordine # — 4) possedenti carattere invariantivo
rispetto a trasformazioni birazionali.

. Il numero delle curve canoniche linearmente indipendenti & il genere
(geometrico superficiale) p della superficie, mentre il genere di esse curve
ne costituisce il 20 genere o genere lineare pv.

Le superficie (p > 1, p® = 1) di cui le curve canoniche sono (irri-
ducibili) ellittiche o si spezzano in curve ellittiche (d’un fascio) sono
state considerate dal sig. NOETHER (*). Nello stesso lavoroil sig. NOETHER
ha dimostrato che le superficie a curve canoniche irriducibili hanno il
genere lineare p™® > 2p —3, e che il valore minimo p® = 2p—3 si
ottiene in corrispondenza alle superficie di cui le curve canoniche sono
iperellittiche.

A queste superficie ¢ dedicata la presente Nota, nella quale mi pro-
pongo dunque di determinare tutti i tipi di superficie aventi curve cano-
niche irriducibili iperellittiche (p >2, p®>1).

E innanzi tutto un richiamo per spiegare come deve intendersi ’irri-
ducibilita del sistema canonico (?).

Allorché ¢ data una superficie F, d’ordine n e se ne considera la

(*) Nota presentata dal Socio I.. CREMONA nella seduta del 15 marzo 1896.

(*) Zur Theorie des eindeutigen Enisprechens algebraischer Gebilde, « Mathem. Annalen », 8.

(3) Per questa osservazione e per 1’altra contenuta nel § 2 riferentisi alla teoria generale delle
superficie, si pud confrontare la min: Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche
(« Memorie dell’Accad. dei XL », 1896) [questo volume, XIIT]
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sezione con una generica superficie aggiunta ¢,_, d’ordine n — 4, si deve
anzitutto ritrarne la curva multipla stessa contata opportunamente
secondo risulta dal modo di comportarsi in essa di una superficie aggiunta
(dunque (i — 1) volte se si tratta di una curva i-pla ordinaria): la parte
residua contiene sempre come parti fisse quelle, eventuali, curve (ecce-
zionali) che con una trasformazione della superficie possono esser mutate
in un punto semplice; ma di queste curve eccezionalisi distinguono due
specie, secondoche il punto che viene a corrispondere ad una di esse sopra
una opportuna trasformata F,, d’ordine »', non appartiene o invece
appartiene a tutte le superficie ¢,._, d’ordine n'— 4 aggiunte a F,.: ora
le curve eccezionali della 12 specie debbono ancora essere ritratte dalla
sezione di ¥, colle ¢,_,; le intersezioni residue costituiscono propriamente
le curve canoniche di F,. Dunque nelle curve canoniche di ¥, verreb-
bero incluse le eventuali curve eccezionali della 23 specie, la presenza
delle quali costituisce percid un caso di riducibilita del sistema cano-
nico di F,. Siccome poi si tratta di questioni invariantive, ammettendo
la irriducibilitd del sistema canonico, deve anche escludersi la presenza
di qualche punto di 7, (comune a tutte le ¢,_,) che in una trasformazione
di F, possa dar luogo a curve eccezionali di 22 specie: in altre parole il
sistema canonico su I, non deve avere punti base (che I'intorno d’un
punto base costituirebbe una componente fissa del sistema stesso). Per
queste superficie a sistema canonico irriducibile (che debbono riguar-
darsi costituenti il caso generale) si ha che il numero delle intersezioni
variabili di due curve canoniche (di genere p®) &

1)(2) —_ p(l) —1

(NOETHER, L. c.).
Cid premesso (a scanso di equivoci) si ha il resultato seguente:
Le superficie algebriche di cui le curve canoniche sono irriducibili iper-
ellittiche
(p>2, p¥>1)

a) posseggono un fascio razionale di curve di genere due, oppure sono
rappresentabili:

b) sul piano doppio con curva di diramazione dell’8° ordine (p =3);

¢) o sul piano doppio con curva di diramazione del 10° ordine (p =6).

2. — Avanti di entrare in argomento, cioé di venire alla dimostrazione
del resultato innanzi enunciato, mi par conveniente di riportare la pro-
prietd che caratterizza le curve canoniche sopra una superficie di fronte
ad un qualsiasi sistema lineare (irriducibile) su di essa tracciato, poiché
di questa proprietd dovremo far uso piu volte nel seguito.
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Sopra una superficie F' una curva canonica sega la curva generica
di un qualsiasi sistema lineare irriducibile |C|, secondo un gruppo che
sommato all’intersezione di un’altra C (ossia ad un gruppo della serie
caratteristica di |C|) e al gruppo dei punti base di |C|, costituisce un
gruppo canonico (di 2p®’— 2 punti) della detta C (di genere pW).

Viceversa tale proprietd ¢ caratteristica per le curve canoniche.

B sottinteso che alla superficie F' si possa indifferentemente sostituire
una sua trasformata, e perd si debba tener conto opportunamente delle
curve eccezionali di F' cui venissero a corrispondere punti base per |C|
aggiungendo esse pure alle curve canoniche, appunto come si fa dei
nominati punti base.

3. — Consideriamo una superficie F a curve canoniche (irriducibili)
iperellittiche (p > 2, p® >1). Consideriamo su di F un fascio gene-
rico di curve canoniche: le infinite ¢g; appartenenti alle curve (iperellit-
tiche) del fascio, danno luogo ad una involuzione I su F': se gli elementi
(coppie) di questa I7 si considerano essi stessi come i punti (in senso
astratto) d’una nuova superficie F', la F' possiede un fascio razionale
di curve razionali (ciascuna curva essendo costituita dalle infinite coppie
di una delle nominate ¢l), e perd ¢ razionale (), ossia rappresentabile
punto per punto sul piano. Per conseguenza la data F ¢ rappresentabile
sul piano doppio, riferendo ai punti del piano le coppie della I'? (e cid
osserva pure il sig. NOETHER, « Mathem. Annalen », VIII). Segue (4) che
tutte le curve canoniche di F appartengono all'involuzione I ossia con-
tengono infinite coppie di questa (costituenti alla lor: volta su ciascuna
curva una involuzione y3%).

La involuzione I} ottenuta su F a partire da un fascio di curve cano-
niche (iperellittiche), varierd con questo fascio, o sard indipendente da
esso?

B facile riconoscere che la I"2 non varia al variare del fascio di curve
canoniche scelto su F. Si pud fare la dimostrazione per assurdo nel modo
seguente:

se la I'? su F varia col fagscio nominato, essa deve variare con con-
tinuitd, e con continuitd deve variare ancora l'involuzione y. composta
dalle coppie di /7; appartenenti ad una data curva canonica; si ha dunque
sulla curva canonica una serie continua di involuzioni 93, le quali deb-

(®) Cfr. NOKTHER, [Jeber Fldchen welche eine Schaar rationaler Curven besilzen, « Math.
Ann. », 3.

() Cfr. CaSTELNUOVO, « Istituto lombardo », 1891, ¢ le mie: Ricerche di geometria sulle super-
ficie algebriche, VI (« Memoric Accad. Torino », 1893) [questo volume, V].
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bono essere razionali (°), e la curva stessa é in conseguenza una curva
ellittica (p¥’=1), mentre abbiamo supposto che essa sia di genere p*>1.

Deduciamo che sopra la superficie F' vi & una involuzione I'? alla
quale appartengono tutte le curve canoniche, tale che le coppie di I for-
mano su ciascuna curva canonica (iperellittica) la gi che essa possiede.

Dunque nella rappresentazione di ¥ sul piano doppio (ottenuta rife-
rendo ai punti del piano le coppie di I7) le curve canoniche hanno per
immagini le curve razionali d’un sistema lineare oo?—!. Questo sistema
lineare di curve razionali & determinato dal gruppo base, perché altri-
menti ogni curva razionale del sistema piti ampio cogli stessi punti base
sarebbe 'immagine (doppia) di una curva su F cui spetterebbero le stesse
proprieta caratteristiche per le curve canoniche (§ 2).

Questa osservazione ci permette di affermare in particolare che le
ooP~% curve canoniche di F passanti per un suo punto generico 4 (le
quali curve passano in conseguenza per il punto coniugato di A nella I'?)
non passano tutte per altri punti variabili con A.

4. - Riferiamo proiettivamente gli elementi (curve) del sistema cano-
nico oo?~! su F, agli iperpiani §,_, di un 8,-;: si ottiene allora in §,_,;
una superficie @ i cui punti rappresentano le coppie della I7Z, cioé una
superficie doppia (dotata d’una certa curva di diramazione) su cui la F
viene rappresentata. La @ & (per cid che si & detto innanzi) una super-
ficie razionale rappresentabile sul piano prendendo come immdgini delle
sezioni iperpiane le oco?~! curve razionali di un sistema determinato dai
punti base; essa & dunque una superficie normale a sezioni iperpiane razio-
nali; percio il suo ordine vale

p—‘)——pm—l

2
La @ pud essere (%):
1) un piano;
2) una superficie di VERONESE del 4° ordine in S;;
3) una superficie rigata.
Discutiamo partitamente i tre casi.
Cas0 1°. — Se la @ & un piano (doppio), si ha

p:S’ p(l)____g,

(°) 11 teorema che afferma 1’impossibilitd di una serie continua di involuzioni irrazionali
sopra una curva & stabilito implicitamente dal sig. PAINLEVE: Mémoire sur les équations diffé-
rentielles du premier ordre, « Annales de 1’Ecole normale », 1891, ed esplicitamente (con altro
metodo) dal sig. CASTELNUOVO, « Atti dell’Accad. di Torino », 1893, e dal sig. HUMBERT, « Comptes
rendus » e « Joarnal de Mathématiques », 1893.

(%) Cfr. PicARD, «J. von Crelle », Bd. 100, e GuccIa, « Circolo Mat. di Palermo », to. I.
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e poiché una retta del piano & I'immagine (doppia) di una curva cano-
nica su F, di genere 3, la curva di diramazione del piano doppio @ ha
Pordine 8.
CAso 2°. — Se la @ ¢ una superficie di VERONESE del 4° ordine in 8§,
si ha
p=26, pH =9,

e poiché una sezione iperpiana di @ é I'immagine (doppia) di una curva
canonica su F avente il genere p™® = 9, la curva di diramazione su @
ha Vordine 20.

Rappresentiamo la @ punto per punto sul piano, in guisa che le sezioni
iperpiane di essa abbiano per immagini le coniche, ed avremo rappre-
sentato la superficie F' sul piano doppio con curva limite di ordine 10.

Caso 3°. La @ sia una rigata razionale normale in S,—; (p > 3).

Dico che le generatrici di @ rappresentano (doppiamente) curve di
genere 2 (costituenti un fascio) su F.

Si escluda dapprima che la @ stessa sia in cono. Allora le generatrici
di @ non hanno alcun punto comune, e poiché inoltre a @ non appar-
tiene alcuna curva eccezionale, le curve C di F corrispondenti alle rette
di @ formano pure un fascio (lineare) senza punti base; percid le curve
canoniche segano le curve C (di genere z) su F, ciascuna in un gruppo
canonico di 27— 2 punti e poich¢ le segano in due punti, le C stesse
hanno il genere m = 2.

Se la @ & un cono, potrebbe nascere il sospetto che il suo vertice fosse
immagine di qualche punto base pel fascio delle curve C aventi come
immagini (doppie) le generatrici di @. Ma in questo caso possiamo valu-
tare il genere s delle C nel seguente modo.

Un iperpiano pel vertice del cono & (di S,_,) sega il cono stesso in
(p® —1)/2 generatrici, al gruppo delle quali corrisponde su F una curva
canonica spezzata in altrettanti componenti di genere s ciascuna: queste
componenti debbono esser fra loro connesse, come si deduce riguardando
la detta curva spezzata come limite di una curva canonica irriducibile,
e perd se si valuta il genere (p®) della nominata curva composta secondo
la nota formula che da il genere d’una curva spezzata (7), si ha

(p» —1)
(SR Y
pr=m B ’

da cui segue (essendo m>1) m = 2. Del resto cid pud anche confer-

() Cfr. NOETHER, ¢« Acta mathematica », 8, ¢ 1a mia: Introduzione ecc., § 16 [questo vo-
lume, XIIIl.
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marsi col computo dell’ordine della curva di diramazione su @ e del
numero delle sue intersezioni colle generatrici di @.

Resta cosi provato che le superficie a curve canoniche iperellittiche
rientrano nelle tre classi delimitate nel § 1.

Importa ora di vedere che le superficie di queste classi hanno effet-
tivamente le curve canoniche iperellittiche.

5. — Che le superficie possedenti un fascio lineare di curve C di genere
due abbiano le curve canoniche iperellittiche (supposto p > 2, p*’ > 1),
segue subito dalla proprieta caratteristica delle curve canoniche. Invero
ciascuna curva canonica deve incontrare una C in due punti costituenti
una coppia della g} su di essa, e quindi le C (costituenti un fascio lineare)
determinano sopra ogni curva canonica una ¢i. Rimane soltanto da
stabilire che i piani doppi con curva limite di ordine 8 e 10 hanno risp.
il genere p =3, p = 6, e posseggono come immagini delle curve cano-
niche le rette e risp. le coniche del piano: dacid segue invero che tali piani
doppi rappresentano superficie algebriche a curve canoniche iperellittiche.

L’asserzione precedente & contenuta come corollario nel seguente
enunciato:

Il piano doppio avente come curva limite la curva generale d’ordine 2n
ha il genere p = (n— 3)n[2, e possiede come immagint delle curve cano-
niche le curve d’ordine n— 3 (contate due volte).

Sia

pley) =0

Pequazione della curva limite d’ordine 2%, e si rappresenti il piano doppio
sulla superficie (d’ordine 2n)

2% == p(zy)

che ha come 2(n — 1)-plo il punto all’infinito O dell’asse z perpendicolare
al piano z = 0.

La sezione piana generica della superficie fatta con un piano per O
ha il genere n — 1, e quindi possiede oltre al punto 2(n — 1)-plo O, altri
n —1 punti doppi (sia pure infinitamente vicini ad 0): in conseguenza
le superficie d’ordine 2n — 4 aggiunte alla 22 = @(xy) (le quali sono ci-
lindri di vertice 0), si spezzano in un cilindro fisso d’ordine n — 1 proiet-
tante da O la curva doppia, ed in un qualsiasi cilindro d’ordine n —3
col vertice O.

Segue il precedente enunciato.

E rimane cosi esaurita la questione che forma argomento della pre—
sente Nota.
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6. — Aggiungeremo 1'osservazione seguente relativa alla costruzione di
una superficie proiettivamente determinata, tipo della classe di super-
ficie con un fascio razionale di curve di genere due.

Tali superficie, da quanto si ¢ detto, risultano riferibili al piano doppio
con curva di diramazione d’ordine 2n dotata di punto (2n — 6)-plo.

Si puo supporre il punto (2n — 6)-plo di questa curva nel punto all’in-
finito dell’asse x, ed allora la sua equazione (in coordinate cartesiane)

pley) =0

conterra x al 6° grado.
Il piano doppio & allora da riguardarsi come proiezione dal punto
allinfinito dell’asse z, della superficie d’ordine 2n

2 = (P(m?/) ’

per cui la retta all’infinito dei piani y = cost & (2n — 6)-pla.

Si deduce che:

Ogni superficie con un fascio razionale di curve di genere due puo ira-
sformarst in una superficie di un certo ordine 2n con retta (2n — 6)-pla e
un (particolare) punto (2n— 2)-plo su questa. In casi particolari si pud
rappresentare questa superficie sopra un’altra d’un certo ordine m con
retta (m — 5)-pla o (m— 4)-pla e punto (m — 2)-plo su di essa.



XV.

UN’ OSSERVAZIONE RELATIVA
ALLA RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICA
DELLE CURVE ALGEBRICHE

« Rend. del Circolo Matematico di Palermo », to. X (1896),
pp. 30-35.

1. - La presente Nota trae origine da una questione inerente alla
- rappresentazione parametrica algebrica d’una curva.

Si abbia una curva algebrica C che, senza restrizione, possiamo sup-
porre piana, data da un’equazione

flw,y) = 0.

La piu generale rappresentazione parametrica algebrica della curva .
8i ottiene ponendo le x, y funzioni razionali d’un parametro ¢ e d’un
irrazionale X legato a ¢ da un’equazione di grado » in X ‘

p(X, 1) =0,
mediante le formule
1) v=f(X,1), y=FhX1:
e si puo dire allora che le
z=ual), y=y{

sono funzioni irrazionali di grado » in t.

Avviene generalmente che le formule (1) insieme alla f(x, y) = 0 per-
mettono di esprimere inversamente X, ¢ come funzioni razionali di », y;
cio¢ danno una rappresentazione parametrica semplice della curva O;

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geomelria, 1. 21
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ma in casi particolari pud accadere I’opposto. In ogni caso perod si deve
supporre che un valore di X resti determinato, quando sono dati z, ¥, ¢
[in guisa da soddisfare alle (1)]; altrimenti x, y resulterebbero funzioni
razionali di ¢ e di una funzione razionale di X e si dovrebbero riguar-
dare come funzioni irrazionali del parametro ¢ aventi un grado < n.

Abbiamo dunque in ogni caso al variare di ¢{ [mediante le (1)] una
serie razionale di gruppi di » punti sulla curva C: per un noto teorema
di LUROTH si puo supporre che i gruppi della serie corrispondano biuni-
vocamente ai valori del parametro ¢, bastando altrimenti sostituire al
parametro ¢ un nuovo parametro r funzione razionale di ¢; supposto cid,
le formule (1) daranno una rappresentazione parametrica semplice della
curva C (ossia ciascun punto di C corrisponderd ad un valore di t) se i
nominati gruppi di % punti su C formano una involuzione lineare ¢i;
accadrd invece ’opposto se quella serie di gruppi e tale che un punto
di C appartiene a pit d'un gruppo (ha l'indice 6 > 1). Che cosa potra
dirsi in quest’ultimo caso relativamente alla rappresentazione para-
metrica della curva C?

La risposta & data dal seguente enunciato:

Se le coordinate dei punti d’una curva algebrica

flw,y) =0

st esprimono come funziont irrazionali di grado n d’un parametro t ed ogni
punto della curva corrisponde a pin valori di t;

1) o le x, y si possono riguardare come funzioni irrazionali di grado n
d’un parametro T che ¢ alla sua volta funzione razionale di t;

2) oppure la curva é trasformabile in una curva d’ordine n (eventual-
mente multipla), ed ammette quindi infinite rappresentazioni parametriche
semplici di grado n e di grado << n.

Stante le considerazioni precedenti risulta chiaro che questo enunciato
¢ contenuto nel seguente enunciato geometrico (da cui si ottiene per
r=1):

Sopra una curva algebrica, una serie razionale oo™ (r >1) di gruppi
di n punti é lineare (involutoria) o ¢ contenute in una serie lineare pid
ampia g, (8 >7r).

2. — Sopra una curva algebrica C esista una serie razionale oo! di
gruppi di # (> 1) punti di un certo indice m > 1.

Supponiamo dapprima che gli m gruppi della serie definiti da un
punto generico della ¢ non abbiano comuni altri punti variabili con
€880, o come diremo brevemente che la data serie sia semplice. )

Gli elementi (gruppi) della serie possono riferirsi biunivocamente ai
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punti della curva K razionale normale d’ordine m in S,: allora ad un
punto della C corrispondono m punti della K (omologhi ai gruppi appar-
tenenti sulla C al punto dato) e quindi ad un punto della C corrisponde
un iperpiano (S,.-,) segante sulla K gli m punti; al variare del punto
della C si ha cosiin S, una serie oo! di iperpiani, e gli elementi della serie
(iperpiani) corrispondono biunivocamente ai punti della C; per un punto
della K passano 7 dei nominati iperpiani, dati dagli » punti della C che
compongono il gruppo (della data serie) corrispondente ad esso. Si pud
dire che la serie d’iperpiani considerata sia di classe n, cioé che per ogni
punto di S,, (anche fuori di K) passino » iperpiani di essa?

La risposta affermativa alla precedente questione vien data da una
considerazione del sig. SEGRE (%).

Se la classe della serie di iperpiani fosse d > n, soltanto per un punto
appartenente all’inviluppo della serie potrebbero passare meno di é iper-
piani, ed in conseguenza tutti i punti della K (per ciascuno dei quali
passano solo n iperpiani distinti) apparterrebbero al nominato inviluppo;
ma allora (la K appartenendo all’inviluppo della serie di iperpiani), per
una nota proprieta degli inviluppi, ogni iperpiano di essa serie sarebbe
tangente alla K, e quindi non la segherebbe piu in m punti (distinti),
contro il supposto.

Ora operiamo in §,, una trasformazione reciproca; agli iperpiani della
nostra serie corrisponderanno i punti d’una curva €' d’ordine % (in cor-
rispondenza biunivoca coi punti di C), ed ai punti di K gli iperpiani di
una serie di classe m, seganti sulla C’ i gruppi di » punti della serie razio-
nale oo! di grado #» e indice m trasformata di quella supposta esistente
sulla C.

La €’ pud (eventualmente) appartenere ad uno spazio S, con s < m
dimensioni; allora la data serie di grado = e indice m sulla C risulta im-
mersa in una serie lineare g; (dello stesso grado).

Supponiamo ora, cid che per un momento avevamo escluso, che sulla ¢
la data serie non sia semplice, cioé che i gruppi di m punti di essa deter-
minati da un punto generico abbiano comune, oltre quel punto, altri
y—1 punti (v > 0) variabili con esso; allora la serie risulta composia
mediante i gruppi d’una involuzione p, di grado », e considerando gli
elementi (gruppi) di questa come i punti d’una curva, si pud ancora
applicare il ragionamento precedente: si deduce ancora che sulla C la
data serie & contenuta in una serie lineare dello stesso grado g3 (1< s<m)
(composta coi gruppi della y,). Infine osserveremo che per m =1 la
serie & una gl.

(?) Introduzione alla Geometria sopra V’ente algebrico semplicemente infinilo, n. 22 (« Annali
di Matematica », 1894).
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Sussiste dunque in ogni caso il teorema sopra enunciato per le serie ocol.
Ma esso si estende subito alle serie di dimensione > 1, notando che in
tal caso la serie stessa puo riguardarsi come contenente infinite serie
razionali oco! aventi comune un gruppo di » punti, e quindi tutta la serie
razionale risulta contenuta nella g, completa a cui il detto gruppo di
n punti appartiene.

3. — Il teorema enunciato al n. 1 trova la sua piu semplice espres-
sione nel caso (n =2) delle curve iperellittiche ed in questo caso esprime
una proprieta nota (2): questa pud anche enunciarsi dicendo che sopra
una curva iperellittica di genere p > 1 ogni involuzione irrazionale é tra-
sformata in sé stessa dalla (0 da ciascuna) g appartenente alla curva.

Ed ¢ anche da osservarsi che lo stesso fatto si puo riguardare come
la proprieta deglintegrali iperellittici (di prima specie)

I= [ylovp@)de,

0

riducibili ad ellittici, di ammettere una trasformazione birazionale (involu-
toria) in sé stessi e di trasformarsi in integrali ellittici mediante una sostitu-
zione razionale

z = 0(X).

Basta invero ricordare come l’esistenza di un integrale iperellittico I
riducibile ad un integrale ellittico coi periodi w, ', porti di conseguenza
Pesistenza d’una curva ellittica

p(I|w7 '), p’(llw’ ')

trasformata razionale della
Yy = q)(‘”) ’

ossia porti l’esistenza d’una involuzione ellittica su quest’ultima curva
(e viceversa) ().

4. — Passando ad estendere il teorema del n. 2 alle superficie, stabi-
liamo che:

(*) Cfr. PAINLEVE, Mémoire sur les équations différentielles du premier ordre, ch. I1 (« Annales
de I’Ecole Normale », 1891); SEGRE, Introduzione, ecc., op. cit.; nota al n. 67.

(®) Cfr. a proposito della riducibilita degli integrali abeliani (in particolare iperellittici) PrcArRD
APPELL, BRIOSCHI, GOURSAT, POINCARE (« Bulletin de la Société Mathématique » e « Comptes
Rendus », 1382-86), come anche KOWALEVSKY (« Acta Mathematica », 1884).
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Sopra una superficie algebrica una serie razionale (di dimensione > 1)
di curve & sempre contenuta totalmente im un sistema lineare.

Supponiamo che la gerie in questione sia ool.

Se essa non ¢ un fascio (sistema lineare oo'), per ogni punto della data
superficie F' passa un numero finito » > 1 di curve della serie: conside-
rando le curve della serie come gli elementi d’un ente algebrico razio-
nale oo' K, ad ogni punto della superficie F' corrisponde un gruppo di
» elementi su K. Inversamente si pud supporre senza restrizione (analo-
gamente a cid che si & fatto nel n. 2) che la data serie di curve su F sia
semplice e quindi a ciascuno dei detti gruppi di v elementi su K corri-
sponda un punto di F. Figuriamoci ’ente K come una serie di iperpiani
d’indice v in un S,: ai punti di F vengono allora a corrispondere i punti
d’una superficie p in S, (ciascun punto di y essendo comune ai v iper-
piani della serie che corrispondono al punto omologo di F'): gli iperpiani
della serie non sono tangenti a y in tutti i punti della linea sezione, altri-
menti per ogni punto di y passerebbero meno di » iperpiani; quindi la
serie di curve che essi segano su y (ciascuna curva essendo contata una
volta) viene contenuta totalmente nel sistema lineare delle sezioni iper-
piane di y.

Il teorema stabilito per le serie di curve oo! si estende alle serie razio-
nali di dimensione > 1, usufruendo della estensione alle superficie dei
teoremi sulle serie g, complete relativi alle curve, estensione che si ha
colla pilt generale considerazione dei sistemi normali comunque ridu-
cibili (¢).

La proposizione stabilita deve essere confrontata coll’interessante
teorema del sig. HUMBERT (°): « Sopra una superficie algebrica priva di
integrali di differenziali totali di prima specie, ogni serie algebrica di
curve & contenuta totalmente in un sistema lineare ».

Il teorema del sig. HUMBERT ¢ pilt generale rispetto alla natura
delle serie di curve, che noi supponiamo razionale; esso racchiude invece
una restrizione, che non compare nel nostro enunciato, relativamente
alla natura della superficie.

(%) Cfr. la mia Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche (« Memorie dell’Accad.
dei XL », 1895) [questo volume, XIII].
(®) Sur une propriété d’une classe de surface algébriques (« Comptes Rendus », 1893).
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SUI PIANI DOPPI DI GENERE UNO

« Memorie della Societa Italiana delle Scienze (detta ““dei XL ) », s. 38,t0. X (1896),
pp. 201-222.

1. — Nella teoria delle curve algebriche e delle funzioni ad esse rela-
tive compariscono prime le curve iperellittiche il cui campo di razio-
nality &

z Vi),

dove f indica un polinomio in .
Come estensione diretta si presentano fra le superficie i piani doppi,
cioé le superficie il cui campo di razionalita &

ey Voey),

dove @ indica un polinomio in @, y. Ma le ricerche intorno ai piani doppi
(CLEBSCH, NOETHER) si sono limitate alla determinazione delle condi-
zioni di razionalita, cioé alla determinazione delle forme cui deve potersi
ricondurre il polinomio ¢(zy) con trasformazione birazionale su uz, y,

affinché x, vy, \/(p(wy) sieno esprimibili razionalmente per due parametri.

Tale questione ¢ completamente esaurita.
Considerando come appartenenti ad una medesima classe due piani

doppi

vy Ve, X Y VypIXY)

allorché con una trasformazione birazionale tra i piani (xy) (XY) si puod
trasformare la curva di diramazione g(xy) = 0 dell’'uno, nella curva di
diramazione p(XY) = 0 dell’altro, si ha il resultato (*):

(1) Cfr. CLEBscH, Ueber den Zusammcnham} ele. (« Mathem. Annalen », 3); NOETHER, Ueber
die ein-zweideutigen Ebenentransformationen (« Sitzungsberichte der phil. med. Soc. zu Erlangen »,
1378).



328 XVI. SUI PIANI DOPPI DI GENERE UNO

I piani doppi razionali rientrano nelle tre classi rappresentate dai
seguenti tipi:

1) piano doppio con curva di diramazione d’ordine 2n (n >1)
dotata di un punto (2» — 2)-plo;

2) piano doppio con curva di diramazione del 4° ordine;

3) piano doppio con curva di diramazione del 6° ordine dotata di
due punti tripli infinitamente vicini.

Ora interessa di passare allo studio dei piani doppi (non razionali)
di genere > 0, anche perché a questi si collegano trascendenti (come gli
integrali doppi di CLEBscH, NOETHER) che sono la naturale estensione
delle trascendenti iperellittiche.

In questo lavoro mi propongo di portare un primo contributo alla
teoria dei piani doppi di genere > 0, classificando quei piani doppi che
occupano naturalmente il primo posto dopo i piani doppi razionali, cioé
il posto analogo a quello occupato dalle curve di genere 1 fra le curve
iperellittiche. '

Tale classificazione (il primo esempio di classificazione completa d’una
famiglia di superficie non razionali mediante caratteri) mostrera anche
Putilitd di un nuovo carattere recentemente introdotto nella teoria delle
superficie (accanto ai generi geometrico e numerico).

Ma appunto percheé dobbiamo fare uso di questo carattere e richia-
mare alcuni resultati generali della teoria delle superficie, non sara male
che cominciamo dal riassumere brevemente cid che dobbiamo utilizzare
nel seguito, anche prima di esporre i nuovi resultati qui ottenuti.

2. (?) — Nella teoria generale delle superficie algebriche si pone a
fondamento la possibilityd di trasformare una qualsiasi superficie data
in una superficie (priva di singolaritd in un iperspazio, o cid che & lo
stesso in una superficie) di S, dotata soltanto di curva doppia e punti
tripli (impropri) che sono tripli anche per la curva doppia.

Senza entrare nella questione tuttora dibattuta se tale ipotesi sia
limitativa, osserviamo che per le superficie rappresentabili sul piano
doppio, che qui considereremo, la trasformazione cui sopra si allude
potrebbe essere eseguita senza difficolta fondandosi sulla nota teoria
delle singolaritd delle curve piane (applicata alla curva di diramazione
del piano doppio).

Si abbia una superficie ¥ di S, dotata di sola curva doppia e punti
tripli impropri: denotiamo con = il suo ordine.

(*) Cfr. anche per le citazioni la mia Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche
(« Memorie dell’Accad. dei XL » 1896) [questo volume, XITII.
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Si dicono superficie aggiunte ad F quelle superficie ¢ che passano
semplicemente per la curva doppia.

Vi sono in generale sopra F delle curve che godono carattere d’inva-
rianza rispetto a trasformazioni birazionali e diconsi curve canoniche: esse
possono essere definite in modo invariantivo (3): esse si costruiscono
proiettivamente su ' come sezioni (parziali) della F colle superficie ¢,_,
d’ordine n — 4 aggiunte ad F (fuori della curva doppia contata due volte
e di certe curve [eccezionali] trasformabili in punti semplici).

Il numero delle curve canoniche di F, o delle ¢,_,, linearmente indi-
pendenti, costituisce il genere geometrico superficiale p, di F: il genere
(virtuale) delle curve canoniche costituisce il genere lineare p® di F.

Considerando tutte le superficie d’ordine n» — 4 e supponendo che esse
seghino sulla curva doppia una serie completa e non speciale (fatte le
opportune riduzioni se la detta curva si spezza), si ottiene una formula
aritmetica, detta di postulazione (4), che permette di calcolare il numero
delle ¢,_,, linearmente indipendenti, aggiunte ad F.

Il numero p, cosi calcolato & uguale a p, se & vera P'ipotesi nella quale
si & istituito il calcolo: cid accade per le superficie che si considerano
come regolari. In caso diverso & p, <<p,.

Il numero p, dicesi genere numerico di F' e si pud darne un signifi-
cato invariantivo (°) che mostra come esso non muti per una trasformata
di F (fatte opportune modificazioni se le singolarita della detta super-
ficie trasformata sono piu elevate).

Sopra F possono ancora in generale definirsi certe curve dette bicano-
niche che godono pure del carattere d’invarianza per trasformazioni
birazionali (®): esse si ottengono come sezioni (parziali) di F colle super-
ficie @,,-3 d’ordine 2n — 8 biaggiunte ad F, cioé passanti due volte per
la curva doppia di F' (e non spezzate in F e in una residua superficie).
Il numero delle curve bicanoniche di F linearmente indipendenti costi-
tuisee il bigenere P di F.

Noi ci riferiremo a superficie F (regolari) di genere p, = p, = 1.
Esse hanno il bigenere P >1, perché la ¢, (aggiunta ad F) contata
due volte costituisce una @,, ; biaggiunta ad F. Nel caso che di solito
si considera come generale, non esistono altre @,,_, aggiunte ad F, se
non quelle appartenenti al sistema lineare determinato dalla detta @,,—q
e della F' presa insieme con un’arbitraria superficie d’ordine »— 8 (se
n > 8), cioé si ha in generale P = 1: ma pud anche essere P>1 ed
aversi su F (una sola curva canonica ed) infinite curve bicanoniche.

(®) Introduzione ccc., § 38.
(%) Cfr. NOETHER (« Annali di Matematica », t. V).
(®) Introduzione ecc., § 40.
(%) Introduzione ecc., § 39.
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Noi ci riferiremo a superficie per le quali, oltre ad essere p, =p, =1,
& anche P =1, ossia alle superficie che hanno tutti © generi uguali ad uno
(vedremo tra un momento che per le superficie aventi p, = p, =P =1
anche il genere lineare p’ deve considerarsi come uguale ad 1, mentre
non vale inversa, cioé le superficie aventi p, = p, = p©® = 1 possono
avere P=1 o P =2).

3. — Ricordate le nozioni precedenti notiamo che le superficie razio-
nali si ottengono nella classificazione delle superficie in corrispondenza
ai valori nulli dei generi (?) e percidé si pud dire che il risultato prece-
dentemente citato di CLEBSCH-NOETHER (n. 1) da la classificazione dei
piant doppi aventi i generi nulli (p, = p, = P =0).

Nel presente lavoro si risolve il problema successivo della classifica-
zione dei piani doppi aventi tutti i generi uguali ad 1, e si ottiene il
teoremas:

I piani doppi che hanno tutti i generi uguali ad 1 (p, = p, = P = 1)
rientrano in una delle 4 classi rappresentate dai sequenti tipi:

1) piano doppio con curve di diramazione del 6° ordine;

2) piano doppio con curva di diramazione di 8° ordine dotata di due
punti 4-pli che possono essere infinitamente vicini;

3) piano doppio con curva di diramazione del 10° ordine dotata di un
punto T-plo e due punti 3-pli infinitamente vicini (distinti);

4) piano doppic con curva di diramazione del 12° ordine dotata di un
punto 9-plo e tre punti 3-pli infinitamente vicini (distinti).

§ 1.

4. — Avanti di entrare a parlare pil specialmente dei piani doppi,
dobbiamo fare alcune osservazioni generali riguardanti le superficie F

per le quali
' Po=pP.=P=1.
Cominciamo dal ricordare che ogni superficie regolare di genere p
(= p, = p.) > 0 pud essere trasformata in una superficie F senza curve

eccezionali (curve trasformabili in punti semplici). La F pud supporsi
priva di singolaritd in un certo iperspazio S, a cui appartiene. Un sistema

() CASTELNUOVO, Sulle superficie di genere zero (¢« Memorie Accad. XI,» 1896).
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lineare irriducibile |C| privo di punti base su F si dice puro: |C| si
dice semplice se esso & tale che il passaggio di una ¢ per un punto gene-
rico di F non porti di conseguenza il suo passaggio per altri punti di F
(quindi co® almeno).

Dato su F' un sistema puro semplice |C| resta definito su F un altro
sistema | C'|, aggiunto a |C|, di cui le curve segano gruppi canonici alle ¢
e che pud considerarsi come somma di |C| -col sistema canonico (8).
Essendo p, = pa, |0'| sega su una C la serie canonica completa: percid
essendo |C| semplice (in guisa che pud supporsi essere il sistema delle
sezioni iperpiane di una trasformata di F) |C’| é irriducibile e non ha
punti base su F, ossia ¢ anch’esso un sistema puro.

Denotando con z il genere (delle curve generiche C ossia il genere)
di |C|, e con n il suo grado (numero delle intersezioni di due C), con 7'
il genere di C’, e con p il genere lineare di F (ossia il genere virtuale
delle curve canoniche, supposte esistenti) si ha

1) PV =g —3xw—1) +n:

questa formula segue dalla proprietd delle curve canoniche K di segare
le curve C in 2(mw— 1) —n punti, e dall’essere

|¢'|=|C +E]|.
Denotando ancora con »' il grado di |C’| si ha pure la formula
) pP—1l=n" —4xn—1)+mn.

Le formole (1) (2) sono senz’altro applicabili al caso che la super-
ficie F' abbia il genere

PZ(Pu:Pn=)1

purché esista su di essa una effettiva curva canonica. Ma nel caso p =1
tale curva pud anche mancare, giacché se si suppone la F proiettata da
punti esterni in una superficie F' di S, avente un certo ordine m, 'inter-
sezione della F' colla superficie aggiunta d’ordine m — 4 pud essere costi-
tuita soltanto dalla curva doppia.

In questo caso manca il significato assegnato a p’, ma possiamo

(®) Introduzione ecc., IV, VI.
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ancora prendere convenzionalmente
pV =5 —3(rx—1)+n

come genere virtuale della curva canonica (non esistente) e chiamarlo
genere lineare di F, avvertendo che esso conserva ancora il suo carat-
tere d'invarianza (°). I1 p pud ora valutarsi subito.

Invero (mancando il sistema canonico |K|) si ha ora

|0'|=]0]
e perod

ed, una C' segando una C in 2z — 2 punti, si ha .

=2 —2.

siccheé
p(l) o 1 .

Sussiste allora anche la formula
(2) pP—1=n"—4(n—1)+n=0.

Vediamo ora che valore pud avere il bigenere P d’una superficie rego-
lare di genere p = (p, = p, = )1.

Il numero P—1 rappresenta la dimensione del sistema doppio del
sistema canonico: se dunque manca su # la curva canonica dovra pren-
dersi P =1.

Supponiamo invece che esista su F una effettiva curva canonica di
genere pb.,

Essa pud considerarsi come un sistema lineare |K| di dimensione 0,
ed il sistema bicanonico (che & il pit ampio sistema lineare cui appar-
tiene la K contata due volte) come il sistema |K'| aggiunto a |K| se-
condo la definizione data nella mia Introduzione ecc. di sistema ag-
giunto ad un sistema lineare comunque riducibile di dimensione > 0 (19);
quindi in virth dei risultati generali ivi dimostrati la dimensione del

(*) Introduzione ecc., § 41.
(1) Cfr. V’osservazione in fine del § 27.
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sistema bicanonico |K'| sard

P—1 = p(n (1)
8i ha dunque

P=pv» 41,

formula che non ¢ piu vera se manca su F la curva canonica, poiché
in questo caso si ¢ detto doversi prendere

p=1, P=1.

5. — Ora ci proponiamo la seguente questione:

La superficie F pud possedere una effettiva curva canonica di genere
virtuale p®=0%; in altre parole pud essere P = 1 per una superficie F'
che possegga una effettiva curva canonica?

La risposta ¢ negativa.

Facciamo la dimostrazione per assurdo.

Supponiamo dunque che sopra la superficie I di genere p=(p,=p,=)1
esista una effettiva curva canonica K di genere (virtuale) p®=0. Sia
| C| un sistema lineare irriducibile semplice puro su F. Sieno 7, » il genere
e il grado di |C]: la curva K incontra la ¢ in .

2(mr—1) —n

punti.

Sia || il sistema aggiunto a |C| (che & anch’esso irriducibile, sem-
plice, puro), e sieno x', »' risp. il genere e il grado di |C'|. Si ha dalle
formule (1) (2) (in cui e posto p™ =0)

a=3n—1)—n
n'=4n —1)—n —1
e percio
2@ — 1) —n'=2(n—1) —n —1.

Segue che le curve ¢’ incontrano la K in un numero di punti (2(z'—1)—n')
minore del numero delle intersezioni di K colle C.

(*Y) L. ¢., § 40. Veramente in quel ragionamento si suppone la dimensione di |K |> 0, ma
il ragionamento vale ancora in questo caso, almeno per dimostrare che ¢ P —1> p cio che a
noi qui basta: si vedrebbe poi I’assurditd di supporre P — 1> p®.
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Dunque procedendo a considerare il sistema aggiunto a |C’| e cosi
via, si arriva ad un sistema irriducibile semplice, puro, |C”|, di cui le
curve non incontrano K, tale dunque che (indicati con =,, n, il suo
genere e il suo grado) si ha

20, —1) —m, = 0.

Trasformiamo la superficie ¥ in una F, (di ordine n,) in 8, avente
come sezioni piane co® curve generiche C”: sulla F, manca la curva
canonica; ma si potrebbe pensare che essa venisse rappresentata dal-
Pintorno di qualche punto multiplo (non mai di qualche punto semplice
di F, , perché dalla curva canonica K si sono gia escluse le componenti
eccezionali).

Per eliminare il dubbio che qui si presenta osserviamo che si puo
supporre di aver preso |C| in modo che sia privo di curve fondamentali
proprie (cioé di curve fondamentali diminuenti il genere delle curve
residue); allora la stessa proprietd vale per |C”| (*?) e quindi F, non
ha punti multipli propri, vale a dire la sezione piana generica di F, fatta
con un piano passante per un punto multiplo O, ha lo stesso genere =,
della sezione non passante per O.

Osservato cio, vediamo se ’intorno d’un punto multiplo O pud costi-
tuire (tutto o in parte) la curva canonica di F, . Se O & i-plo, esso (essendo
improprio) & (¢—1)-plo almeno per la superficie ¢, _, d’ordine n,—4
aggiunta ad F, ; dovrebbe essere i-plo perche il suo intorno facesse parte
della curva canonica su If‘,,v.

Ma questo € impossibile perche allora in un piano generico per O
la sezione di ¢, —, e di F, si segherebbero in ¢ punti (infinitamente vicini
ad O) fuori dei punti multipli.

E del pari analogamente impossibile che (non tutto ma) una parte
dell’intorno di O su F, faccia parte della curva canonica.

Dunque questa curva canonica non pud venire in alcun modo rap-
presentata su F, e perd non esiste nemmeno su F.

Resta cosi dimostrato che:

Le superficie di genere p, = p, =1 e di bigenere P =1 non posseg-
gono curva canonica ed hanno quindi il genere lineare (virtuale) p» = 1.

Si deduce (3):

(**) Cfr. CASTELNUOVO, Sulle superficie di genere zero, 1. c., § 5.
(*®) Cfr. le mie Ricerche di geometria sulle superficie algebriche, « Memorie dell’Accad. di To-
rino », 1893 (III) [questo volume, V]; e la Iniroduzione ecc., § 42 [questo volume, XIII].
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Sopra una superficie avente i generi
pa = pn —i _P = 1

(che pud supporsi gid assunta senza curve eccezionali e senza singolaritd
in un iperspazio): '

ogni sistema lineare irriducibile puro di genere & & di grado 2z — 2
e di dimensione m;

ogni sistema lineare irriducibile co® di genere 7 e grado 2m—2
é puro (z>1);

ogni sistema lineare irriducibile (co! almeno) di genere z e grado n,
dotato di o punti base di molteplicitd risp. g, gs ... 04, € contenuto in
un sistema lineare puro di genere

’ 2 pi{e:—1
H=n+29(92 )
T

e di grado

N=2H~2=n+ig§.
1

§ II.
6. — Si abbia una superficie F avente i generi
pg — p n = _P = 1 )

rappresentabile sul piano doppio.

Possiamo supporre F proiettivamente data in un certo §,, in guisa
che essa non abbia alcuna singolarith e non possieda curve eccezionali.

Sopra F' si ha una involuzione I di coppie di punti, le cui coppie cor-
rispondono ai punti del piano doppio.

Riguardata I come una trasformazione (involutoria) di F' in sé stessa,
non vi & aleun punto (fondamentale) di F' cui corrisponda una curva,
giacche tale curva sarebbe eccezionale.

Un sistema lineare su F si dird apparienente all’involuzione I se le
sue curve passanti per un punto di ¥ passano in conseguenza per il coniu-
gato in I.

Dico che si possono costruire su F dei sistemi lineari senza punti
base (puri) appartenenti ad I.
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Invero si considerino le quadriche inviluppo della S, cui F appar-
tiene, come gli elementi (punti) di un S,4s,: in questo spazio lineare
Sreta2 € contenuta la varietd di tutte le coppie di punti di S,qiaye: in
particolare le coppie di punti di F appariscono in esso come i « punti»
d’una superficie F’ in corrispondenza [1, 2] colla F. Al sistema delle
sezioni iperpiane di F' (in S,y +4sy.) corrisponde appunto su F un sistema
lineare puro |C| appartenente all’involuzione I.

La superficie F' si pud considerare come una superficie (razionale)
doppia trasformata della F, ottenuta col riferire proiettivamente agli
iperpiani dello spazio (S,,+s3) che la contiene gli elementi (curve) del
sistema lineare |C|: ed il fatto che |C| & puro si puod esprimere dicendo
che la superficie doppia F' non possiede curve eccezionali, cioe curve
a cui corrispondano punti di F.

Possiamo aggiungere un’altra osservazione e cio¢ che |C| costruito
nel modo anzidetto non ha su F alcuna curva fondamentale (all’infuori
delle coppie di I), giacche ad una curva fondamentale di |C| su F, cor-
risponderebbe una singolarita di F', mentre due punti (non coniugati)
di F' danno due coppie di I, e queste prendono il nome di due punti di F'.

7. — Rappresentiamo punto per punto le superficie ¥’ sopra un piano 7,
e sia | K| il sistema lineare delle immagini delle sezioni iperpiane di F'.
Il piano & & un piano doppio rappresentativo della superficie ' di genere 1;
il sistema |K| & un sistema di curve piane di z, privo di curve fonda-
mentali proprie, cui corrisponde su F un sistema puro (|C|). Se n &
Pordine delle K e p > 1 il loro genere, consideriamo le co?-! curve d’or-
dine n — 3 aggiuntealle K ; esse formano unsistema lineare che, spogliato
delle eventuali componenti fisse, costituisce il sistema aggiunto (1*) (puro)
|K'| di |K|. Dico che a |K'| corrisponde (come a | K |) un sistema puro
su F.

Invero si supponga I’opposto. Allora il sistema | K’'| deve avere qualche
punto base O sopra la superficie F' rappresentata dal sistema | K| in z:
ma questo & impossibile perché le curve K’ (considerate su F') segano
la serie canonica completa sopra ogni sezione iperpiana di genere p, e
la sezione generica di F' per un punto arbitrario O & sempre di genere p,
poiché F' non ha punti multipli. Si osservi che non importa qui tener
conto del fatto che F' & priva di singolaritd, basta tener conto del fatto
che F' non ha punti singolari diminuenti il genere delle sezioni iperpiane
per essi, cioé che | K| non ha curve fondamentali proprie.

Cid posto se |K’'| & irriducibile, semplice e privo di curve fondamen-

(**) Cfr. CASTELNUOVO, Ricerche sui sistemi lineari di curve piane (« Memorie dell’Accad. di
Torino », 1891).
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tali proprie, e se esso ha ancora il genere > 1 potremo concludere ugual-
mente che il suo sistema aggiunto | K”| rappresenta un sistema puro di F
e cosi via. Ma & noto che se |K'| & irriducibile e semplice, esso & pure
privo di curve fondamentali proprie (5).

Noi siamo dunque condotti ad esaminare quando avverrd che spin-
gendo 'operazione di aggiunzione nel piano z, a partire da | K|, si in-
contri un(primo) sistema lineare riducibile, o non semplice, o di genere < 1.

11 sig. CASTELNUOVO ha gid avuto occasione di occuparsi di tale que-
stione, ma non ha pubblicato completamente i risultati ottenuti; egli
mi comunica la conclusione seguente:

L’operazione di aggiunzione successivamente applicata nel piano a par-
tire da un sistema lineare irriducibile, semplice, privo di curve fondameniali
proprie, conduce sempre ad uno dei sequenti sistemi:

1) Sistema lineare (oo! almeno) di curve razionali, determinato dal
gruppo dei punti base. (Se il sistema ha una dimensione > 1 esso & sem-
plice e non possiede curve fondamentali proprie, cioé non & rappresen-
tativo d’un cono).

2) Sistema lineare, irriducibile, semplice (oo® almeno) di curve ellit-
tiche privo di curve fondamentali proprie, determinato dal gruppo base.

3) Rete di curve ellittiche riducibile (per trasformazione birazionale)
alla rete delle cubiche passanti per sette punti base.

4) Sistema lineare oo® di curve di genere due riducibile al sistema
delle sestiche con otto punti base doppi (1°).

Noi possiamo dunque affermare che sul piano doppio 7z si ha sempre
un sistema lineare del tipo 1) 0 2) o0 3) o 4) rappresentativo di un sistema
puro sopra F.

Andiamo a discutere partitamente i singoli casi che si presentano.

8. — Caso 1. Egiste sul piano doppio 7 un sistema lineare (oo almeno)
di curve razionali rappresentativo di un sistema puro sopra la super-
ficie (di genere 1) F.

Indicheremo questo sistema con |L|.

Anzitutto:

a) |L| pud essere un fascio: allora si ha in corrispondenza su F
un fascio puro appartenente all’involuzione I (di cui le coppie sono rife-
rite ai punti di n); questo fascio ¢ necessariamente composto di curve
ellittiche (n. 5). ’

Se |L| non & un fascio (e quindi oo® almeno), possiamo considerare

(**) Cfr. CASTELNUOVO, Sulle superficie di genere zero, § 5.
(%) La dimostrazione di questo teorema si trova nell’dggiunia pubblicata alla fine della
Memoria.

F. ENRIQUES — Memorie scelle di Geometria, I. 22
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una superficie razionale normale @ rappresentata su =z, avente come
(immagini delle) sezioni iperpiane le curve razionali L: la @ & una imma-
gine doppia senza curve eccezionali della superficie F.

Ora si hanno i tre casi (*%):

p) La superficie @ & un piano. Allora alle rette (L) del piano &
corrispondono su F' le curve di una rete pura di grado due e (perd anche)
di genere due, appartenente all’involuzione I (n. 5).

y) La superficie @ & una superficie di VERONESE (del 4° ordine in §;).

Allora su @ vi & una rete (omaloidica) di coniche, senza punti base,
cui corrisponde su F una rete pura di grado-due e (perd anche) di genere
due appartenente all’involuzione I.

0) La superficie @ & una rigata (razionale normale) d’un certo
ordine n — 1, appartenente ad un S,, ma (nel nostro caso) non un cono.
Allora alle generatrici di @ corrispondono su ¥ le curve d’un fascio puro,
dunque curve ellittiche.

9. — Caso 2. Esiste su & un sistema lineare (oco® almeno) irriducibile
semplice di curve ellittiche, privo di curve fondamentali proprie, cui-
corrisponde un sistema puro (appartenente all’involuzione I) sopra la
superficie F' di genere 1.

Sia |L!| questo sistema, determinato dal gruppo base.

Possiamo considerare una superficie razionale normale @ rappresen-
tata sul piano =, avente come sezioni (piane o iperpiane) le L: tale @
¢ priva di punti doppi, mancando |L| di curve fondamentali proprie:
la @ pud riguardarsi come una immagine doppia senza curve eccezionali
della superficie.

La @ & notoriamente una superficie d'un certo ordine » (<9) in S,
e non avendo punti doppi contiene (almeno) una rete omaloidica senza
punti base di curve razionali, cubiche o quartiche (18). A questa rete
corrisponde su F una rete pura di grado due e (quindi) di genere due.

10. — Caso 3. Esiste sul piano z una rete di cubiche |L| con 7 punti
base, cui corrisponde un sistema puro su F.

Alla rete di cubiche |L| corrisponde sulla superficie F di genere 1,
una rete pura di grado 4 appartenente all’involuzione I: le curve della
rete (essendo questa di grado 4) hanno il genere 3; e la rete stessa & con-

(") Deduzione immediata del teorema di PPICARD, Sur les surfaces alyébriques dont toutes les
sections planes sont unicursales, (« Crelle », Bd. C). Cfr. anche Guccia (« Circolo di Palermo », t. I).

(1%) 11 lettore potra trovare raccolti i resultati noti sulle superficie a sezioni ellittiche (DeL
PEzz0, GUcciA, CASTELNUOVO) nel mio lavoro dei « Mathem. Annalen » (1895), Sui sistemi lineart
di superficie algebriche ad intersezioni variabili iperellittiche [questo volume, X].
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tenuta in un sistema lineare completo (rispetto al grado e rispetto al
genere) | €|, di dimensione 3.

Questo sistema | C| non appartiene all'involuzione I, altrimenti gli cor-
risponderebbe sul piano doppio m un sistema lineare oo® contenente la
rete di cubiche |L|, ed avente lo stesso grado 2, mentre un tal sistema
sul piano = non esiste.

Pud bensi darsi che il sistema |C| non sia semplice ed appartenga ad
_ un’altra involuzione I' su F: questo & l'unico caso possibile se |C| non
& semplice, perché la serie (canonica) segata sopra una C generica dalle
altre C (serie caratteristica di |C|) & sempre semplice oppure composta
con una g;, se la C ¢ iperellittica.

Aggiungasi che se |C| appartiene ad una involuzione I’, ad I’ cor-
risponde su 7 una serie di coppie di punti cui appartiene la rete |L]|,
ossia 'involuzione (di coppie di punti) determinata da questa rete: dunque
la (supposta) involuzione I' deve esser permutabile coll’involuzione I,
per modo che la I faccia corrispondere ad ogni coppia di punti coniu-
gati in I', una coppia analoga.

Comungque gia, I’involuzione I su F trasforma in se stesso il sistema
completo |C|, poiché trasforma in sé una rete dello stesso grado e in
esso contenuta (la rete corrispondente ad |L|).

Riferiamo proiettivamente gli elementi (curve) di |C| ai piani di S,:
la F si trasformera in una superficie F, del 4° ordine, eventualmente
ridotta ad una quadrica ¥, doppia (i cui punti rappresenterebbero le
coppie di I'). L’involuzione I viene rappresentata su ¥, o su F, da una
involuzione, subordinata da un’omografia involutoria che trasforma in sé
la superficie. Vi ¢ una rete di sezioni piane unite (le curve corrispondenti
alle cubiche L di z), dunque ’omografia, che trasforma in sé F, (o F,),
e subordina su di essa l’involuzione I, & un’omologia (armonica).

La curva di coincidenza di I (corrispondente alla curva di dirama-
zione del piano doppio ) & la sezione di F, (o F,) col piano d’omologia.

Dunque la curva di coincidenza di I su F appartiene al sistema com-
pleto |C|. Di qui segue che la curva di diramazione del piano doppio =
¢ una sestica con 7 punti doppi, cioé¢ una curva del sistema |2L| doppio
della rete di cubiche |L|. Infatti eseguendo la trasformazione [1, 2] che
fa passare da = ad F, si passa dal sistema |2L] al sistema |2C| e dalla
curva di diramazione di = alla curva di coincidenza di I contata due
volte, cioé ad una curva del sistema (completo) |2C].

Si deduce che alle rette del piano = corrispondono su F le curve di
genere due di una rete di grado due (rete pura).

11. - Caso 4. Esiste sul piano z un sistema lineare oo® | L| di sestiche
. di genere due, con 8 punti base doppi, rappresentativo di un sistema
puro sopra F.
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Al sistema |L| di grado 4 corrisponde su F un sistema puro di
grado 8 e (quindi) di genere 5, contenuto in un sistema completo oo |C|
(dello stesso grado e genere).

Ragionando come nel numero precedente si prova che |C| & semplice,
oppure appartiene ad una involuzione I' permutabile con I: deve aver
luogo il secondo caso se sopra le C immagini delle L le altre C segano
una serie (canonica) composta, cioé se quelle C sono iperellittiche (ed
allora si deduce che sono iperellittiche tutte le C).

Dico che effettivamente, il fatto enunciato deve accadere, e quindi
|C| deve appartenere ad una involuzione I' su F (permutabile con I).

Notiamo, a tal fine, che una € immagine di una L possiede una
serie g; autoresidua (rispetto alla serie canonica), corrispondente alla
g; di L, perché alla serie caratteristica di |L| (composta colla g;) corri-
sponde una g. contenuta nella serie canonica di C: ogni gruppo della
nominata g} & mutato in sé¢ dall’involuzione di genere due y; le cui coppie
sono rappresentate dai punti di L. Cid posto 'affermazione precedente
si riduce all’affermazione del lemma:

Se una curva di genere b possiede una involuzione di genere due y; (di
coppie di punti) la quale muti in sé ciascun gruppo di wna serie g, auto-
residua, la curva ¢ iperellittica (e la g, & contenuta in una g doppia
della g;).

La dimostrazione del lemma si fara per assurdo.

Una curva di genere 5, non iperellittica, pud rappresentarsi colla curva
canonica Cy; d’ordine 8 di S,. Suppongasi che su (g vi sia una involuzione
y; di genere due la quale muti in s& ciascun gruppo di una ¢} autoresidua.

Le coppie di gruppi della g; formano una g7 segata su O, dagli iper-
piani per una retta r, da cui (g viene proiettata secondo un cono qua-
drico di 22 specie Q.

Le coppie della y; vengono congiunte dalle generatrici di una rigata
(di genere due) il cui ordine & 6 (*°): questa rigata giace sul cono @, ed
ammette la direttrice r (asse di ) come retta doppia.

L’involuzione y; su g viene subordinata da un’omografia involutoria
di 8, che trasforma in sé Cg, la rigata di 6° ordine, e il cono @: questa
omografia ha come punti uniti (doppi) i punti di . Essa possiede ancora
un piano di punti uniti (non incidente ad r) che incontra tutte le gene-
ratrici della rigata (ognuna delle quali possiede due punti uniti): la sezione
di questo piano colla rigata (appartenendo a @) ¢ una conica 1 necessa-
riamente doppia per la rigata. Ma questa conclusione & assurda, perché
la corrispondenza [2, 2] che viene ad intercedere fra » e A ha il genere
<1, mentre essa dovrebbe avere il genere (due) della rigata.

(1) SEGRE, per es. nella Nota Sulle curve normali di genere p..., « Rend. dell’Ist. Lombardo », 1888.
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Cost il lemma ¢ stabilito.

Dal precedente lemma segue, come abbiamo detto, che il sistema |C|
su F appartiene ad una involuzione I', permutabile con I. Riferendo
proiettivamente gli elementi (curve) di |C| agli iperpiani di S;, si ha
in §; una immagine doppia di F, del 4° ordine: la indicheremo con F,.
Sopra F, vi & una involuzione rappresentativa di I.

Si pud supporre che la ¥, sia una rigata o una superficie di VERONESE.

Nella prima ipotesi (dato che essa sia possibile) alle generatrici di F,
dovrebbero corrispondere su s le cubiche aggiunte alle sestiche L: a
queste cubiche corrisponderebbero dunque su F coppie di curve ellit-
tiche d’un fascio necessariamente razionale (perché la F & regolare (2°))
e quindi un fascio puro su F: la curva di coincidenza dell’involuzione I
su F sarebbe costituita da due curve del fascio, e perd la curva di dira-
mazione del piano doppio z sarebbe composta di due delle nominate
cubiche, ossia sarebbe una sestica L (spezzata).

La F, sia, invece, una superficie di VERONESE.

L’involuzione I di # muta in se le curve d’un sistema oco® dello stesso
grado 8 contenuto in |C'| e perd muta in s¢ il sistema completo |C|.
Questo vuol dire che la I su F, & subordinata da un’omografia involu-
" toria (che trasforma in s¢ F,). Ora un’omografia involutoria di §; che
trasformi in sé una superficie di VERONESE F,, ha, su questa, una conica
di punti uniti, ed un altro punto unito. (Lo si vede rappresentando F,
sul piano in guisa che alle sue coniche corrispondano le rette del piano).

La detta conica, congiunta al punto nominato, rappresenta la curva
di coincidenza di I su F. Ma al detto punto unito su ¥, corrisponde (come
¢ facile vedere) su z il 9° punto comune alle cubiche aggiunte alle se-
stiche L (aventi 8 punti base doppi), il quale punto di = & immagine di
una coppia comune alle involuzioni I ed I' su F; dunque alla curva di
diramazione del piano doppio = corrisponde su F una curva che, con-
tata due volte, appartiene al sistema completo |C| (rappresentato dalle
quartiche sezioni iperpiane di F,).

Si deduce, analogamente a cid che si & fatto nel numero precedente,
che la curva di diramazione del piano doppio z & una sestica L (con
8 punti doppi).

Quindi alle rette del piano doppio m corrispondono (in ogni caso)
su F le curve di genere due di una rete di grado 4 (rete pura).

12. — La nostra analisi essendo compiuta possiamo riassamere i resul-
tati ottenuti enunciando il teorema:

(2% CASTELNUOVO, dlcuni resultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie
algebrica, n. 10 (« Memorie dell’Accad. dei XI.», 1896).
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Se una superficie F avente tutti i generi uguali ad 1 é rappresentabile
sul piano doppio, ossia possiede una involuzione razionale I di coppie
di puniti,

1) la superficie contiene una rete pura di genere due e grado due appar-
tenente all’involuzione I,

2) oppure contiene un fascio lineare puro di curve ellittiche simil-
mente appartenente all’involuzione I.

Nel 1° cagso la rappresentazione di F sul piano doppio = i cui punti
sono riferiti alle coppie di I pud esser fatta in modo che la curva di dira-
mazione sia una sestica.

Nel 2° caso in modo che alle curve ellittiche del fascio nominato cor-
rispondano (doppiamente) le rette d’un fascio in z, ed allora la curva
di diramazione del piano doppio 7 seghera le rette di questo fascio in 4
o in 3 punti variabili cioé sara una curva d’un certo ordine 2n avente
un punto (2n— 4)-plo o (2n— 3)-plo (nel centro del fascio).

Se la F fosse rappresentata in un altro modo sul piano doppio =,
si potrebbe sempre ridurci ad uno dei casi precedenti operando una tra-
sformazione birazionale nello stesso piano .

§ IIL.

13. — Per esaurire la classificazione dei piani doppi aventi tutti i
generi uguali ad 1 noi dobbiamo ora esaminare quali tipi di piani doppi
con curva di diramazione d’ordine 6, o d’ordine 2n dotata di punto
(2n — 4)-plo o (2n — 3)-plo riescono effettivamente di genere 1.

Si ha anzitutto:

Il piano doppio con sestica di diramazione ha in generale tutti i generi
uguali ad 1.

I casi di degenerazione (corrispondenti a note singolarita della sestica)
portano a noti piani doppi razionali o a piani doppi rappresentativi di
rigate.

Tenendo conto del fatto che un piano doppio con curva di dirama-
zione d’ordine <6 (=4 o =2), ha il genere 0, potremo limitarci nel
seguito all’esame di piani doppi con curva di diramazione d’ordine 2n > 6,
dotata di punto (2n — 4)-plo o (2n — 3)-plo.

14. — Se si costruisce un piano doppio prendendo una qualsiasi curva
di diramazione C,, d’ordine 2n > 6, dotata di punto (2n— 4)-plo o
(2n — 3)-plo O, questo piano doppio risulta in generale di genere > 1.
Bisogna dunque ricercare le singolaritd ulteriori da attribuirsi a C,, perché
il piano doppio risulti di genere 1.
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Ma, pel nostro scopo, si puod indifferentemente sostituire ad una data
(., una analoga curva di diramazione C,, operando nel piano una tra-
sformazione di JONQUIERES che lasci immutato il fascio dirette di centro O
(pur scambiandone fra loro le rette): di cid possiamo valerci, occorrendo,
per semplificare la ricerca.

E possiamo anche supporre di aver gia portato all’infinito il punto O,
disponendo (eventualmente) d’una trasformazione omografica del piano:
e supporre ancora (senza restrizione) che la retta all’infinito del piano
non si stacehi da C.,,.

Allora agsumiamo un sistema di assi cartesiani ortogonali xyz in guisa
che agse x abbia come punto all’infinito il punto O: sia

pey) =0

Pequazione della curva di diramazione C,, del piano doppio; il poli-
nomio ¢(xy) sara soltanto di grado 4 o 3 in .
Costruiamo la superficie F' che ha per equazione

2 = p(zy) :

essa ¢ una immagine (semplice) del nostro piano doppio: il suo ordine & 2n.

Indicato con 4 il punto all’infinito dell’asse 2, la F' ha A come punto
(2n — 2)-plo; la F' possiede inoltre la retta OA (retta all’infinito del
piano xz) come (2n — 4)-pla o risp. (2n — 3)-pla secondo la moltiplicita
di O per C,,; infine la F possiede una curva doppia (sia pur ridotta
all’intorno di A), che viene proiettata dal punto A secondo un cono
d’ordine n — 1 (2).

Le superficie d’ordine 2n — 4 aggiunte ad F si spezzano in quel cono
fisso (d’ordine » — 1) ed in residue superficie ¢,_; d’ordine n — 3: queste
@._s Si spezzano in gruppi di » — 3 piani passanti per la retta 04, essendo
ellittiche le sezioni di F' con questi piani (22).

Se la C,, non ha altre singolarita oltre O, la F ha dunque il genere
n— 2.

Ulteriori singolaritd della F' possono corrispondere soltanto ad ulte-
riori punti multipli di C,, oltre 0. Se (., ha un punto multiplo B che
influisce (sulla determinazione delle superficie aggiunte e quindi) sul
genere di F, il piano che proietta B dalla retta OA4 si stacca da tutte

(') Cfr. 1a mia Nota Sopra le superficie algebriche di cui le curve canoniche sono ipercllittiche,
§ 5 (« Accad. dei Lincei», 1896) [questo volume, XIV].

(**) Cfr. NOETHER, Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde (« Mathem.
Annalen », Bd. 8); CASTELNUOVO, Osservazioni intorno alla Geomelria sopra wuna superficie
(Nota I, «Istituto lombardo », 1891).
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le ¢,_3: la sua sezione con F costituisce una curva eccezionale di F
rappreseutata sul piano doppio dalla retta OB.

Dunque il piano doppio non pud possedere altre curve eccezionali che
rette proiettanti da O un punto multiplo della curva C,,: cid & d’accordo
col fatto che il fascio delle rette per O deve rappresentare un fascio
puro su F.

15. — Cid posto supponiamo che la F abbia i generi uguali ad 1 e con-
sideriamo la curva di diramazione C,, del piano doppio su cui F & rap-
presentata, curva avente un punto (2n — 4)-plo o (2% — 3)-plo O.

Consideriamo sul piano doppio il sistema lineare di tutte le curva-
ture razionali d’un certo ordine s assai alto, che hanno come (s — 1)-plo
il punto O, e passano semplicemente per gli altri (eventuali) ¢ punti
multipli di C,.. A questo sistema |K| (di grado 2s— 1 — p) corrisponde
su F un sistema lineare puro di grado 4s— 2 — 2p, e quindi di genere
T=28—p (48— 2—2p = 2n— 2).

Con una opportuna trasformazione di JoNQUIERES del piano, che
lasci fermo il fascio di rette O, il sistema |K| pud essere ricondotto ad
uno dei seguenti tipi d’ordine minimo (23).

a) sistema |K,) costituito dalle curve d’un certo ordine » avente
un punto base (r— 1)-plo O ed un punto base semplice B (distinto da 0);

b) sistema |K,| delle curve d’un certo ordine r avente un punto
base (r—1)-plo O e A punti base semplici infinitamente vicini ad O
(0 <2 <r—1): si aggiunga che questi A punti (ossia le A tangenti fisse
delle K, in O) possono supporsi non coincidenti.

La trasformazione eseguita nel piano muta C,, in una curva C,,, d’un
certo ordine 2m nella quale intenderemo incluse, una volta, le curve
fondamentali che, contate un numero dispari di volte, vengono a cor-
rispondere a punti (semplici o multipli) di C,,,.

I1 piano doppio con curva di diramazione C,, viene trasformato nel
piano doppio con curva di diramazione C,,,.

I punti multipli di C,,, che possono influire sul genere del piano doppio
sono soltanto i punti base di | K,|: infatti |K,| rappresenta un sistema
puro e quindi una K, non pud incontrare fuori dei punti base una retta
eccezionale per O, come & una retta che congiunga un punto multiplo
di C,, influenti sul genere del piano doppio.

Dunque i punti multipli di C,,, influenti sul genere (del piano doppio
ossia) di F, sono, oltre O, il punto B nel caso @), i 1 (>>0) punti infini-
tamente vicini ad O sulle tangenti fisse delle K, nel caso b).

Discutiamo ora separatamente i casi a) e b).

(*®) GucclA, Generalizzazione di un teorema di Noether (« Circolo di Palermo », t. I).
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16. — Caso a). Il sistema | K,| ha il grado
rt—(r—1)2—1=2r—2,
sicché il suo corrispondente su F ha il grado
4r — 4
e (poiche si tratta d’un sistema puro) ha il genere
T=2r—1 2r —2 = 4r —4).

Segue che sopra una K, (considerata come immagine doppia d’una
curva iperellittica di genere m» su F') vi sono

2w + 2 = 4r

punti di diramazione, distinti.

Ora questi punti contano fra i 2rm punti d’intersezione della K, con
Com, dai quali bisogna togliere, debitamente contati, i punti d’inter-
sezione assorbiti nelle singolaritd di C,,,.

Anzitutto fra le due rm intersezioni di K, con C,,, ne cadono in O

(2m —4)(r — 1)

oppure
2m — 3)(r —1)

secondoché O & (2m— 4)-plo o (2m— 3)-plo per C,,: nel 1° caso quel
numero va interamente tolto da 2rm perché 'intorno di O non fa parte
della curva di diramazione C,,,; all’opposto nel 2° caso gli » —1 punti
di K, infinitamente vicini ad O sono da considerarsi come punti di dira-
mazione, e percid pel nostro computo dobbiamo togliere da 2rm (non
Pintero numero (2m— 3)(r— 1) ma) soltanto

@2m —3)(r—1)— (@ —1)= (2m —4)r—1) :

si vede dunque che il risultato ¢ lo stesso nei due casi.

Dopo aver tolto da 2rm il numero delle intersezioni di K, con C,,,,
agsorbite in O, che non rappresentano punti di diramazione per K,,
bisogna ancora togliere il numero analogo relativo al punto B (base sem-
plice per K,).
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Ora se denotiamo con g la moltiplicitah di B per C.,, si ha che 'in-
torno di B figura o no come facente parte della curva di diramazione
C,,, secondoché p & dispari o pari: cio si potrebbe anche verificare tra- .
sformando B in una curva. Segue che il numero delle intersezioni di K,
e C,, assorbite in B, che non rappresentano punti di diramazione di K,,
& o, dove p designa il massimo numero pari contenuto in p.

Otteniamo dunque il numero dei punti di diramazione su K, dato da

27 + 2 = 4r = 2rm — (2m — 4)(r —1) —op.

Si ricava 1'uguaglianza fra numeri interi

4 +9=2m.

La discussione di essa e breve.

Il punto B non pud avere per C,, una molteplicita o > 4 senza che
da C,, si stacchi la retta OB, e (nella peggiore ipotesi) non puod avere
una molteplicitd ¢ > 5 senza che la OB si stacchi due volte da C,,: ora
la C,,, puo bensl spezzarsi, ma non mai contenere parti mulitiple (giacché
queste si possono supporre tolte un numero pari di volte); si conclude che

<5, o<4.

D’altra parte, abbiamo gia escluso dalla nostra discussione i casi in’
cui 2m < 6 (n. 13), dunque vi & un solo modo di soddisfare alla predetta
equazione in numeri interi, cioé prendendo

g=4, 2m=38.

Nel caso a) siamo dunque condotti ad un tipo di piano doppio avente
come curva di diramazione una curva di 8° ordine dotata di due punti
quadrupli o (cid che corrisponde ad un caso particolare del precedente)
dotato di un punto 5-plo e uno 4-plo.

17. - Caso b). Il sistema |K,| ha il grado

r2—(r—1)2 —2=2r—1—1

sicché il suo corrispondente su F ha il grado

4r —2 —22
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ed (essendo puro) il genere
w=2r—2A 2rn—2=4r—2—24).

Segue che sopra una K, (considerata come immagine doppia d’una
curva iperellittica di genere sz su F) vi sono

2% 4+ 2 =4r — 21 + 2

punti di diramazione, distinti.
Vediamo di valutare in altro modo il medesimo numero.
La K, incontra C,,, in

2rm
punti, di cui
@2m —4)(r—1) o (2m—3)r—1)

sono riuniti in O, e (indicando con g, g. ... p; le molteplicita per C,,, dei
A punti base di | K,| infinitamente vicini ad O)
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1

sono riuniti nei A punti multipli di C,,, infinitamente vicini ad O.

Ora se O & (2m — 4)-plo per C,, il suo intorno non deve riguardarsi
come appartenente a C,, e percid le (2m— 4)(r —1) intersezioni di K,
che cadono in O debbono anzitutto esser tolte dal numero totale 2rm
delle intersezioni di K, e C,,,, nel computo dei punti di diramazione che
cadono su K,. Successivamente si deve togliere nello stesso modo da
2rm il numero g; per ogni punto g,-plo di C,, infinitamente vicino ad O,
avente una molteplicita pari; invece o,— 1 per ogni punto analogo di
molteplicitd dispari. Denotando ancora con p; il massimo numero pari
contenuto in g, si ha dunque (quando O & (2m-— 4)-plo per C.,) il
numero dei punti di diramazione su K, dato da

2
2+ 2 =4r — A+ 2=2rm — (2m —4)(r —1) —- D p: :
1

in questo caso si ha quindi ’equazione fra numeri interi
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Supponiamo invece che O sia (2m — 3)-plo per C,,,.

Nell’eseguire il nostro computo possiamo ancora considerare O come
(2m — 4)-plo, togliendo dunque anzitutto da 2rm il numero
(2m—4)(r—1), perché ora ogni punto di K, infinitamente vicino ad O conta
come un punto di diramazione: se uno di questi punti (base per K,) &
g:-plo per C,,, e p; ¢ pari si dovra ancora in corrispondenza ad esso togliere
0: da 2rm — (2m — 4)(r — 1); ma se g, & dispari, I'intorno del punto g;-plo
deve riguardarsi come facente parte di C,, e perd come innanzi toglie-
remo dal numero precedente soltanto g,— 1: dopocid veniamo a consi-
derare in quel punto di K, un punto di diramazione (appartenente all’in-
torno del punto g;-plo di C.,) che va a sovrapporsi al punto di dirama-
zione che ivi gia si trova perché quel punto appartiene all’intorno di O;
ma siccome quando due punti di diramazione sono riuniti essi non con-
tano piu come un punto di diramazione, bisogna togliere ancora 2 dal
numero precedente: dunque per ogni punto g;-plo di molteplicitd dispari
infinitamente vicino ad O si viene in definitiva a togliere g, — 1+2=p,+1
dal numero delle intersezioni di C,, con K,, pel computo dei punti di
diramazione su K,. (Se a qualcuno facesse difficolta il precedente ragio-
namento sui punti infinitamente vicini ad O, non ha che da trasformare
in una curva il punto O, decomponendo cosi la singolarita di C,, che ivi
si trova). Possiamo esprimere complessivamente il resultato del com-
puto ottenuto colle avvertenze precedenti, introducendo la notazione @:
per indicare il minimo numero pari che contiene p, (dunque g; o risp.
0:+1 secondoché g; & pari o dispari); allora si ha che il numero dei
punti di diramazione su K, e

o2m + 2 = 4r — 24+ 2 = 2rm — (2m —4)(r — 1) — ZQ::
in questo caso si ha dunque Pequazione in numeri interi
2
6+ >0:i=2m+21.
1

Questa equazione non differisce da quella ottenuta pel caso in cui O
¢ (2m— 4)-plo per C,, se non pel significato diverso di ¢;, ¢: quando
g: & dispari.

Procediamo alla discussione della nominata equazione fondamentale
tra numeri interi, che scriveremo nella forma

A
6+Zwi=2m+21.
1
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Tenendo conto della possibilitd che la curva C,, si spezzi staccando-
sene una volta la retta che proietta da O un punto g,-plo, si ha, nel
primo caso

nel secondo caso
dunque risp.

ossia

D’altra parte si ha, risp. nei due casi,
zgi<2m—-4, 29i<2m—3,
onde (nella peggiore ipotesi & sempre)

Ponendo

S, =2m+3+ 11—z
dove x>0, I'equazione fondamentale diventa

3—x=12,

da cui si deduce

ora le ; (non nulle) essendo pari (ed avendosi x; < 4) si ha
r,=2 o x;,=4:

supporre che una w; valga 2 o che essa manchi & indifferente rispetto
all’equazione fondamentale

A

6 + X @ =2m + 21 :

1
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potremo dunque prescindere dalle x; uguali a 2; la loro eventuale pre-
senza permetterebbe solo di aggiungere delle singolaritd (non influenti
sul genere del piano doppio) alla curva C,,. Cid posto avremo risp. pei
4 valori di 14

Ew,-:O, zw,~=4, z.’v,~=8, Zw,-=12.
Corrispondentemente 1’equazione fondamentale ci da
2m =6, 2m=8, 2m=10, 2m=12.

Siccome abbiamo gid escluso il caso 2m = 6, restano da esaminare
i tre casi seguenti:

®) om =8, A=1.
Allora V’equazione fondamentale 6 4 >z, =2m + 24 ci da
Swi=x,=14:
segue, secondoché O & 4-plo o 5-plo per C,,, = Cs, risp.

o1 =4 cio® g, =4 (essendo assurdo g, = 5)

1=4 cioé¢ =4 o0 g =3.

Dunque la curva di 8° ordine C; ha due punti 4-pli infinitamente
vicini oppure (caso particolare del precedente) un punto 5-plo O ed un
punto 3-plo o 4-plo ad esso infinitamente vicino.

B) 2m = 10, A=2.

Allora ’equazione fondamentale ci da

zagi:xl"“i’/’z:s’
i wl == .’172 = 4 .
Si deduce che il punto O, 6-plo o 7-plo per (C,,=)C,,, deve essere

7-plo per esso, poiché altrimenti vicino ad un punto 6-plo vi sarebbero
due punti 4-pli o 5-pli.
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Si avra quindi
r,=Q0i=4,
e perd
0i=3 0  p=4%.

Dungque la curva Oy, del 10° ordine ha un punto 7-plo e due punti
tripli (distinti) infinitamente vicini, di cui (in particolare) uno pud
essere 4-plo.

») ) 2m =12, A=3.
Allora dall’equazione fondamentale si trae

Dx=a 4 @+ ;=12

131:.’192:%'3:4.

La curva (C,,=)C,, ¢ del 12° ordine e (come innanzi si deduce che)
il punto O & 9-plo (non 8-plo) per essa: accanto ad O si hanno tre punti
tripli infinitamente vicini (distinti).

18. - Riassumendo concludiamo come gid in principio avevamo
enunciato:

I piani doppi coi gemeri (p, = p, = P) uguali ad 1 rientrano tutti
nelle 4 classi aventi per tipi:

1) il piano doppio con curva di diramazione del 6° ordine;

2) il piano doppio con curva di diramazione dell’3° ordine dotata di
due punti 4-pli (distinti o infinitamente vicini);

3) il piano doppio con curva di diramazione di ordine 10 dotata di
un punto T-plo e di due punti 3-pli ad esso infinitamente vicini (distinti);

4) il piano doppio con curva di diramazione d'ordine 12 dotata di
punto 9-plo ¢ di 3 punti 3-pli ad esso infinitamente vicini (distinti).

Si verifica facilmente che i nominati piani doppi hanno in generale
i generi 1.

Ogni piano doppio coi generi uguali ad 1 pud essere ricondotto ad
uno dei 4 menzionati o ad un suo caso particolare mediante una trasfor-
mazione birazionale del piano.

- F. ENRIQUES



Aggiunta alla Memoria del sig. Enriques
in relazione ad un resultato enunciato nel n. 7.

Questa Nota & dedicata a giustificare il resultato sui sistemi lineari
di curve piane, di cui il sig. ENRIQUES approfitta. Ricorrerd, a tal fine,
a considerazioni, svolte in parte nella mia Memoria Sulle superficie di
genere zero (« Mem. della Societa dei XL », 1896). »

Ivi & dimostrato (§§ 2-7) che se un sistema lineare |C|oor di curve
piane di genere m > 1, & irriducibile, semplice, privo di curve fondamen-
tali proprie ed ha la serie caratteristica mon speciale (la quale ultima con-
dizione non costituisce propriamente una restrizione, poiché se non si
verifica per |C|, certo si verifica pel sistema aggiunto, e tanto a noi
basta), allora anche il sistema ad esso aggiunto |C’| possiede le stesse
proprieta, fatta eccezione per i seguenti casi:

1) se tutte le curve di |C| sono iperellittiche, poich¢ allora ogni
curva di | C’| si spezza in w — 1 curve razionali appartenenti ad un fascio;

2) se | C| contiene un sistema oo™~! composto di curve iperellit-
tiche, poiché in tal caso il sistema |C'| non & semplice; esso si compone
precisamente (1. ¢. § 13) di oo™ ! curve iperellittiche di genere ;z— 2
secantisi a due a due in &7 — 2 coppie della serie g; che ciascuna C' sostiene.

Se | C'| non si trova nelle condizioni 1) o 2), si possono applicare ad
esso i risultati enunciati per |C|; e cosi si pud continuare costruendo i
successivi aggiunti di |C|:|C’|, |C"|,... Poiché le curve che li compon-
gono hanno ordini decrescenti, si arriva in fine ad un primo sistema |C®|
il quale non soddisfa pit alle proprieta di |C|:

1) sia percheé ogni curva di |C?| si compone di un certo numero
(>1) di curve razionali variabili in un fascio;

2) sia perche ||, pur essendo irriducibile, non & semplice, e si
compone di co™+*! curve iperellittiche di genere m; secantisi a due a due
in 7z; coppie di punti;

3) sia perché |C®| & di genere m; <1, il qual caso perd ricade nei
precedenti, a meno che |C”| non sia un sistema almeno oo® di curve
razionali, od almeno oo® di curve ellittiche.
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Sicehe in sostanza, per giustificare il lemma che adopera il sig. EN-
RIQUES, rimane da approfondire il caso 2), e da dimostrare che esso ¢
possibile soltanto per le reti di curve ellittiche (7, = 1), per i sistemi
oo® di curve di genere 2 (m; = 2) trasformabili in sistemi di sestiche con
otto punti base, piu (forse) in un caso che si riduce ad 1).

Determineremo a tal fine tutti i sistemi | C| oo™ di curve iperellit-
tiche di genere = secantisi a due a due in & coppie della gi che ciascuna
C sostiene; (ho tralasciato 1’indice ¢ per semplicita di scrittura).

Potremo supporre z > 1, trascurando il caso ben noto della rete di
curve ellittiche, che si puo ridurre sempre ad un sistema di cubiche con
7 punti base. ‘ :

Mediante il sistema |C| vien rappresentata sul piano una superficie F
d’ordine 7z di Sx4;, contata due volte, e dotata di una curva di dirama-
zione /A di ordine 27 -+2. Ora una tale superficie & certo rigata, poiché
la ipotesi che sia F' una superficie di VERONESE (del 4° ordine di S;) viene
esclusa dal fatto che ognuna delle co? coniche della superficie verrebbe
segata da A in 5 punti, e non in un numero pari di punti, come dovrebbe
accadere.

Le generatrici di F (di ordine ) non possono esser segate dalla
curva /A (di ordine 27-2) in pitt di quattro punti; segue che quelle gene-
ratrici hanno per immagini sul nostro piano oo! curve y razionali od
ellittiche formanti un fascio e bisecanti le curve di |C]|.

Se le curve y sono razionali, il sistema |C| pud trasformarsi in un
sistema di curve di un certo ordine » dotate di un punto fisso (n — 2)-plo;
e quindi ogni curva del sistema aggiunto a |C| si compone di pil rette
uscenti da quel punto multiplo; si ricade cosi in un caso gid contemplato.

Supponiamo invece che esista un fascio di curve ellittiche y bisecanti
le curve C, e trasformiamo il fascio delle y in un fascio di curve d’or-
dine 37 (r >1) con 9 punti base r-pli (BERTINI, GUCCIA, JUNG,...). 1l
sistema |C| si trasformerd in wun sistema che rappresenteremo colio
stesso simbolo, le cui curve avranno un certo ordine n e le molteplicita
Gy Oay ..y O Mei 9 punti base nominati.

La ipotesi che le curve ellittiche bisechino le C si traduce allora nella
relazione

3nr —r > o=2
la quale ci d& intanto » = 1 o 2; perd anche il valore » = 2 va escluso
perché in contrasto colle formole che danno il genere m e il grado 2z del

sistema | C| in funzione dell’ordine » e delle molteplicitd dei punti base.
Rimane dunque

F. ENRIQUES — Memorie scelte di Geometria, 1. 23
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Se perd si suppone che il sistema |C| sia ridotto all’ordine minimo,
mediante trasformazioni cremoniane, alla formula (1) pud essere ag-
giunta Daltra

(2) o+ o+ o <n

per ogni combinazione ¢, j, I dei primi 9 numeri (perche¢ se la (2) non
fosse verificata si riuscirebbe ad abbassare ordine n di |C| colla tra-
sformazione quadratica avente per punti fondamentali quei punti base
del fascio di cubiche y, che occupano i posti 4, §, [). Ora un esame sempli-
cissimo delle relazioni (1) e (2) tra i numeri interi » ed « conduce ai
seguenti sistemi di soluzioni, dove % indica un numero intero:

a) yy=o,=..=day==Fk, ay=k—2, n=3k, n=2k—2 (k>2)
b) y=oo=..=0o;=k, og=ay=k—1, n=3k, n=2k—1 (k>2)
¢) au=k+1, agy=a3=..=a=%k, n=3k+1, n=2k (k>1)

(il limite inferiore di % & fissatoin guisa da ottenere sistemi di genere = > 2).

Rimane perd da decidere quale tra i sistemi a), b), ¢) possa consi-
derarsi come aggiunto di un sistema semplice; poiché tale condizione &
fondamentale per noi. Ora si vede che uno qualsiasi |C| dei sistemi a),
b), ¢), il quale possegga move punti base (di molteplicita > 1) proviene
mediante aggiunzione da quel sistema dello stesso tipo, i cui caratteri
si ottengono mutando % in k-1 nei valori dei caratteri di |C|. Ma allora
il nuovo sistema, come |C|, & non-semplice; il passaggio di una sua curva
qualsiasi per un punto generico trae di conseguenza il passaggio per un
secondo punto collegato col primo. La cosa va diversamente invece,
se | O] possiede meno di 9 punti base, il che & possibile soltanto pel si-
stema a) quando si pone k¥ = 2, vale a dire pel sistema delle sestiche con
otto punti base doppi; poiché un tal sistema & aggiunto al sistema semplice
delle curve di nono ordine con 8 punti base tripli. Concludiamo dunque
che Punico sistema dei tipi precedenti, il quale possa presentarsi tra i
successivi aggiunti di un sistema irriducibile, semplice, privo di curve
fondamentali proprie, & precisamente il sistema oo® di curve di genere 2,
che puo trasformarsi birazionalmente nel sistema delle sestiche con 8 punti
base doppi. E cosi il lemma di cui il sig. ENRIQUES approfitta ¢ piena-
mente giustificato.

Per incidenza si pud notare che ogni sistema di curve iperellittiche di
genere ; (> 1) secantisi a due a due in 7 coppie della g} giacente sopra
ciascuna di esse, pud trasformarsi birazionalmente o in un sistema di curve
di un certo ordine n dotate di un punto base multiplo dordine n— 2 (pii
altri punti base semplici o doppi), oppure in wuno dei sistemi a), b), c¢)
sopra descritti.

G. CASTELNUOVO
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SUR QUELQUES RECENTS RESULTATS
DANS LA THEORIE DES SURFACES ALGE‘BRIQUES_

par GUIDO CASTELNUOVO et FEDERIGO ENRIQUES

« Math. Ann.», Bd. XLVIII (1896),
pp. 241-316.

La Géométrie sur une surface algébrique générale, dont ’origine remonte
4 une remarque de CLEBSCH (1) et 4 un Mémoire fondamental de M.
NOETHER (2), s’est enrichie, dans ces derniers temps, de nouveaux résultats,
grace aux recherches des géomeétres francais et italiens. Ces recherches
ont un méme point de départ dans le Mémoire cité de M. NOETHER, mais
elles suivent deux directions différentes que nous allons exposer brie-
vement.

En France on a considéré surtout les fonctions transcendantes qui
sont attachées & 1’équation d’une surface algébrique. M. NOETHER avait
déja introduit dans I’étude des surfaces certaines intégrales doubles (& dif-
férentielles algébriques) qui restent partout finies, et qui jouent le méme
rdle que les intégrales abéliennes de premiére espéce relatives aux courbes
algébriques. Quelques ans plus tard M. PICARD (®) a donné une nouvelle
impulsion & cette théorie, en considérant, & c6té des intégrales doubles,
certaines intégrales simples de différentielles totales qui sont aussi dignes
de remarque. Il a étudié en particulier les intégrales simples qui restent
partout finies. Les surfaces les plus connues ne possédent pas vraiment
de telles intégrales; mais M. PI1CARD a indiqué des classes de surfaces,
dont les propriétés remarquables dépendent précisement de la présence
de fonctions transcendantes de ’espéce nommée. M. POINCARE avec une
courte Note (%), et M. H