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PREFAZIONE

COon questo terzo volume delle Memorie scelte di geometria si con-
chiude la raccolta dei pii significativi scritti geometrici di FEDERIGO
ENRIQUES, pubblicata per iniziativa ed a cura dell’Accademia Nazio-
nale dei Lincei. Essa costituisce un degno tributo oltre che un monu-
mento imperituro alla memoria del grande scienziato e filosofo, scom-
parso esattamente vent’anni or sono, il quale gid si era posto ed in sé
aveva, brillantemente risolto il problema delle « due culture », come tra-
spare dalla sua produzione vastissima e sapientemente eclettica che oggidi
risulta anticipatrice in tanti campi, incluso quello matematico.

Un primo progetto di riunire gli scritti dell’ Enriques riguardanti la
geometria, dispersi in vari atti accademici ed in numerose riviste, risale
a Guido Castelnuovo il quale — wverso la fine del 1947 — ebbe a discu-
terne a lungo col Professor L. Campedelli, con Uintento di valersi poi
anche della collaborazione dei Professori Chisini, Conforto, Franchetta
e Pompilj. Tale progetto incontro all’inizio molie difficolta e non venne
quindi perseguito; esso offri tuttavia lo spunto per Viniziativa dell’Acca-
demia Nazionale dei Lincei, presa I'8 gennaio 1955 dal Consiglio di
Presidenza su proposta dei Soci U. Amaldi e O. Chisini ed affidata ad
un Comitato presieduto dall’allora presidente della Classe di Scienze F'i-
siche, Matematiche e Naturali, Prof. F. Giordant, composto inolire dai
Soci U. Amaldi, E. Bompiani, O. Chisini, B. Segre, F. Severi e dal
Prof. L. Campedelli.

Il piano della pubblicazione fu da questo Comitato definito nei piv
minuti particolars durante quattro riunions iniziali, tenute il 12 febbraio,
1’11 marzo, il 30 marzo ed il 27 aprile 1955, ed in una riunione finale
ch’ebbe luogo il 2 ottobre 1965, nella quale — fra Ualtro — vennero ri-
cordati con cocente rammarico © membri Giordani, Amaldi e Severi, nel
frattempo deceduti, mentre il Socio B. Segre, attuale presidente della
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Classe di Scienze IMisiche, Matematiche e Naturali dell’Accademia,
venne chiamato a presiedere il Comitato stesso.

L’organizzazione del lavoro ¢ stata assiduamente sequita per circe un
decennio dal Prof. Campedelli, ed alla revisione dei singoli scritti ebbero
a provvedere quest’ultimo ed © Soci Chisini e Segre, coadiuvati da vari col-
laboratori (Barlotti, Marchionna-Tibiletti, Menichetii, Soldati ed altri).
Alla realizzazione dell’iniziativa molto si adopro anche la Casa Editrice
Nicola Zanichelli, soprattutio attraverso il fattivo interessamento del suo
Direttore Dott. E. della Monica, ora purtroppo anch’egli scomparso.

Il vol. I si apre con la commemorazione dell’ Enriques tenuta da
G. Castelnuovo, 1’11 gennaio 1947, presso U Accademia Nazionale dei
Lincei; il presente vol. III termina con un elenco bibliografico delle
pubblicazioni dell’ Enriques, integrato a cura del Prof. Campedelli con
Vausilio del Dott. Menichetti, e con Uindice analitico generale e quello
dei momi (relativi anche ai precedenti due volumsi), compilati dalla
Prof. M. Mascalchi.

Lopera riproduce in tutto 74 Note e Memorie, disposte in ordine
cronologico; e precisamente 24 (uscite dal 1893 al 1898) mel wvol. I,
24 (uscite dal 1899 al 1910) nel vol. I1, e 26 (uscite dal 1911 al 1940)
nel vol. III. I1 ricchissimo contenuto non da tultavie che una pallide
idea della personalita e dell’eccelsa operositd e versatilita dell’ Autore; e
cio nom solamente in quanto nei tre volumi non rientrano com’é ovvio
© molti ben moti Trattati geometrici dell’ Enriques, vart dei quali in colla-
borazione con qualche discepolo (fra cui spicca U'opera monumenta'e col
Chisini), né alcuno dei suot numerosissimi scrittt di interesse prevalen-
temente filosofico o storico o pedagogico, ma anche perché dai suddetts
volumi non risultano appieno le singolari stimolanti direttive a cui
quello spirito magno st ispirava nella ricerca scientifica ed ¢ benefici
mflussi che la sua lunga appassionata opera di Maestro ebbe in Italia
e all’estero. Le suddette Note e Memorie offrono comunque un’interes-
santissima anche se soltanto parziale documentazione della sua attivita,
relativa specialmente all’evolversi del suo pensiero matematico, nonché
alle difficolta incontrate ed alle tappe da lui via via raggiunte nel porre
le basi allo splendido edificio della geometria sopra una superficie o
varietd algebrica.

Fra le gemme da lui cosi raccolte a profusione, vanno particolar-
mente ricordate quelle riguardanti © fondamenti della geometria, specie
la proiettiva ed il giuoco psicologico dell’intuizione, come pure i prims
decisivi e sostanziali progressi — imizialmente arrecati assieme al Ca-
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stelnuovo — mnell’estensione della teoria dal caso relativamente semplice
delle curve a quello delle superficie e varietd superiori, culminanti con
la scoperta per queste ultime dell’inaspettato fenomeno dell’uniraziona-
lita. Ma la parte piw originale e profonda — anche se nown in tutto
compiuta — dell’opera sua ¢ quella dedicata alla risoluzione dell’insi-
dioso ed intricato problema della classificazione delle superficie algebriche
dal punto di vista birazionale.

L questo un problema fondamentale che sorge e si impone fin dagli
inizi della teoria in modo del tutto spontaneo, ma che risulta di diffi-
colta e complessita assai notevoli. Attorno ad esso egli ebbe a cimentarsi
a lungo con sforzi tenaci, pervenendo a risultati acutissimi coi mezzi
non sempre adegquati di cui allora poteva disporre, ma soprattutto con
penetranti idee originali e sempre fervida fantasia creatrice. Egli era
ben conscio di talune mende e lacune che restavano nella propria trat-
tazione; ma poteva cio nonostante tnoltrarsi e procedere in essa con spe-
dita sicurezza, usufruendo di una prodigiosa intuizione geometrica ed
ispirandost inoltre ad una concezione non eccessivamente vincolante del
rigore matematico, secondo cut il vero poteva venir acquisito mediante
successive approssimazioni ed all’errore andava riconosciuto — anche
su basi storiche — un significato dinamico, foriero alle volte di solide
induziont successive.

Il superiore distacco con cui volutamente talora sorvolava su quelli
chegli chiamava « dubbi critici », se da un lato gli agevolo la raccolta
di un’ampia messe di risultati importanti, fece si d’altro canto che la
sua mirabile indagine relativa alla classificazione delle superficie alge-
briche, su cui scrisse anche un volume apparso postumo nel 1949, non
ebbe dapprima in campo internazionale tutta la risonanza che le sarebbe
spettata. Ampi e qualificati consensi sono perod ad essa venuti recentis-
simamente, dopo che gli stessi risultati furono ritrovati da I. R. Scia-
farevich e dalla propria Scuola con completo rigore e generalita, e con
Vesplicito riconoscimento del valore determinante delle idee dell’ Enriques.
Ed ¢ da ritenersi che anche la pubblicazione delle Memorie, che si chiude
come st ¢ detto con questo volume, abbia contribuito e sempre meglio con-
tribuira ad una piena rivalutazione della sua geniale opera geometrica.

BENIAMINO SEGRE



XLIX.

PRINCIPES DE LA GEOMETRIE

¢« Encyclopédie des Sciences Math.», III (1911),
pp. 1-147

INTRODUCTION

1. - Considérations générales sur les recherches mathématiques
concernant les principes de la géométrie.

Toutes les études critiques qui ont été faites jusqu’ici des principes
de la géométrie sont intimement liées au développement systématique
de la géométrie envisagée comme une science déductive.

Dans les fondements de la géométrie, tels qu’ils sont exposés dans
EvuoLmE (Y), on distingue trois sortes de propositions:

1) Les définitions (6pot) qui, & vrai dire, nous apparaissent aujour-
d’hui comme de simples descriptions, mais qui, souvent, renferment de
plus en elles des propositions fondamentales: il suffit de citer, & cet égard,
la quatriéme définition du livre 5 qui contient implicitement le postulat
@’ Archimeéde [§ 13].

2) Les awiomes (xowal &vvowat) et les postulats (xivrjucte).

Entre ces deux sortes de propositions fondamentales existent des
différences qu’au 5®™ siécle de notre ére PROCLUS (2) envisage en les
réduisant aux trois points de vue suivants:

a) Les postulats jouent par rapport aux axiomes le méme rdle
que les problemes de construction par rapport aux théorémes.

Par les postulats on affirme la possibilité d’effectuer certaines cons-
tructions premiéres, les autres constructions se ramenant toujours a
celles-13. Par les axiomes on admet que certaines figures, dont on a

(*) Voir en particulier I’édition critique d’EucLIDE, Elementa, livre 1; Opera, éd. J. L. HEIl-
BERG, 1, Leipzig, 1883, p. 2-11.

(*) Procu1, Diadochi in pri Euclidis el torum librum c tarit, éd. G. FRIEDLEIN,
Leipzig, 1873, p. 178.

F. ENRIQUES - Memorie scelle di Geomelria, 111, 1
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obtenu la construction par postulat ou démonstration, jouissent de pro-
priétés que d’ailleurs on ne démontre pas.

b) Les axiomes expriment des propriétés relatives 4 des grandeurs
mathématiques quelconques, de telle sorte que leur application embrasse
un domaine plus étendu que celui de la seule géométrie.

Les postulats traduisent uniquement des propriétés géométriques.

¢) Un axiome a une valeur propre (xad’ éavrd). La vérité qu’il
exprime dépend seulement des concepts figurant dans son énoncé. ,(’est,
au sens de E. KANT, un jugement analytique*

Au contraire, la proposition que formule un postulat n’est pas seule-
ment une conséquence logique des définitions. ,Au sens de E. KANT,
elle constitue un jugement synthétique et ajoute quelque chose aux no-
tions qui la concernent.*

Dans les recherches actuelles sur les principes de la géométrie on
n’attache plus aucune importance a la distinction entre axiomes et po-
stulats qu'établit le point de vue ¢). ,On trouve dans les axiomes de
EUCLIDE, aussi bien que dans ses postulats, des jugements synthétiques.
C’est pourquoi on ne fait plus généralement usage que du seul mot de
postulat (3) pour désigner ces deux sortes de propositions (4).*

3) Les propositions mon exprimées, qui sont obtenues immédiate-
ment par intuition, comme par exemple celles qui se rapportent & 1’ordre
de succession des points sur une ligne, a lillimité de la droite, ete.

Au demeurant, pour porter un jugement équitable sur les fondements
de la géométrie tels quETUCLIDE les a concus (*) au 3*™ siécle avant notre
ére, il ne faut pas oublier qu'il y a incertitude (°) au sujet des inter-
polations faites avant Théon d’Alexandrie dans le texte des Eléments (7).

Quoi qu’il en soit, les principes de la géométrie euclidienne actuelle,
s«qui datent au moins du quatriéme siécle de notre ére ()*, ont donné

(*) Cf. G. VaruaTi, Verhandl. des 3-ten internat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904, publ.
par A. KRAZER, Leipzig, 1903, p. 575; 1l. G. ZEUTHEN, id., p. 540.

() Dans cet article nous entendrons par postulats les propositions qui expriment des rela-
tions que l'on admet avoir licu entre les notions fondamentales sur lesquelles repose toute la
géométrie.

{*) «Voir par ex. P. TANNERY, + Bull. sc. math. + (2), § (1884), p. 162-73; J. L. HEIBERG
dans ECCLIDE, Opera 3, Leipzig, 1833, Prolegomena critica, p. LXXXVIIL a p. XcilI (Note de G.
ENESTROM).*

(*) «D’aprés quelques historiens (voir en particulier P. TANNERY, « Bull. se. math. » (2),
8 (1384), p. 167-8, 173-4] plus d’un des principes qui figurent dans les textes actuels n’existait
pas dans l'ceuvre originale.*

(") «On sait cependant QU APOLLONIUS s’est occupé de )a démonstration du premier des
axiomes d’ECCLIDE [PRocLI Diadochs (}), p. 183] (Note de G. ENESTROM).*

(*) *Presque tous les manuscrits des Elemenia que I’on posséde aujourd’hui contiennent la
rédaction due & THEON d’Alexandrie.*
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lieu & de longues discussions depuis l’antiquité jusqu’a nos jours (?).
C’est surtout sur le cinquiéme postulat (le postulat des paralléles) que
se sont portés les plus grands efforts critiques ().

Jusqu’y la fin du 18%™ siécle on a, en général, accepté sans conteste
les principes de la géométrie euclidienne (). ,Depuis le commencement
du 19*= giécle on a, peu & peu, substitué & cette fagon de voir plusieurs
conceptions critiques; ces conceptions sont d’ailleurs bien différentes les
unes des autres.*

Les progrés de la critique moderne portent d’une part sur 1’objet
de la géométrie, d’autre part sur la forme logiqgue du développement de
cette science.

2. - Objet de la géométrie.

En ce qui concerne 1’objet de 1la géométrie, on est amené & distinguer:

1) Vespace imtuitif habituel, c’est-a-dire la représentation de 1’espace
telle que notre esprit le congoit;

2) Vespace physique dont les propriétés nous sont données par
V’expérience;

3) les espaces abstraits, c’est-a-dire les conceptions plus générales
que nous pouvons déduire de 1’espace intuitif ordinaire par abstraction
ou généralisation.

(’est la géométrie non-euclidienne, établie entre 1815 et 1830 par
C. F. GaUss, J. Boryal, N. I. LoBACEVSKLJ, qui conduisit & cette idée
nouvelle et remarquable que l’espace physique pourrait étre différent
de Vimage que nous en fournit notre intuition habituelle.

Toutefois & cette époque, en dehors de la géométrie euclidienne, une
seule géométrie semblait possible: elle ne devait différer de celle de
EucLIDE que par son indépendance du postulat des paralléles. C’est en
lui donnant ce sens précis qu’on parlait alors d’une géométrie absolue.

B. RIEMANN (12) élargit ce point de vue dans sa célebre Thése sur
les hypothéses qui servent de base & la géométrie, soutenue & Gottingue le
10 juin 1854, mais qui n’a été publiée qu’aprés sa mort, par R. DEDEKIND.

(°) »Au sujet des interpolations les plus anciennes concernant la partic des Elementa dont
il s’agit ici, voir aussi T. L. HEATH, 7'he thirteen books of Euclid’s Elements 1, Cambridge, 1908,
p. 50-1, 61-8 (Notes 8 et 9 de G. ENESTROM).*

(*°) Voir en particulier n° 14.

(1) Au 19%™® gjscle encore, plusieurs géometres, parmi lesquels il faut citer en particulier
A. CAYLEY, sont d’ailleurs restés fideles & ce point de vue dogmatique.

(1) Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen [Habilitationsschrift, Got-
tingue, 1854; « Abh. Ges. Gdtt. » 13 (1866-7), éd. 1868, math., p. 133; Werke, (2° éd.), publ. par
H. WEBER, Leipzig, 1892, p. 272; trad. L. LAUGEL, Paris 1898, p. 280].
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Dans cette thése, B. RIEMANN abandonne aussi I’hypothése de 1’illi-
mité de la ligne droite et développe, comme 'avait d’ailleurs déja fait
avant lui H. GRASSMANN, 'idée d’une géométrie & plus de trois dimen-
sions (1%). :

C’est dans le méme ordre d’idées que, dans ses mémoires, puis dans

A

ses cours professés & 1'Université de Gottingue, F. KLEIN (4) a puis-
samment contribué & généraliser le concept méme de la géométrie.

Peu de temps aprés la publication des recherches de B. RIEMANN
H. voN HermuoLTZz formula, sous ’influence des doctrines empiriques de
la philosophie anglaise *et aussi sous celle de ses propres recherches sur
Voptique physiologique et ’acoustique,* une critique de la conception
kantienne de ’espace dont la portée a été considérable. ,D’apres H. VON
HELMHOLTZ, les propositions fondamentales de la géométrie correspon-
dent & des relations physiques dont ’expérience seule peut nous fournir
la connaissance.* De 14 sont sorties des recherches entiérement nouvelles
relatives aux fondements de la géométrie ().

La diffusion extraordinaire des théories non-euclidiennes et le déve-
loppement de ces théories effectué de diverses fagons par G. BATTAGLINI,
G. J. HoUEL, C. FLYE S* MARIE, P. MANSION, J. DE TILLY et, & d’autres
égards, par E. Bertrami, W. K. CLiFrorD, F. KLEIN, S. Lig, H. PoiN-
CARE et D. HILBERT, pour ne citer que quelques noms, ont rendu fami-
liére la conception de la possibilité de plusieurs géométries; ils ont aussi
amené une discussion plus approfondie de la valeur relative des diffé-
rents postulats au point de vue expérimental.

On ne peut d’ailleurs suivre le développement récent de ces théories
qu’en s’imposant de la géométrie une conception abstraite qui permette
de considérer, 4 coté de P’espace physique, des espaces supérieurs, déduits
par abstraction de la représentation intuitive habituelle de cet espace
physique.

Ainsi nous apparait, comme une construction de ’esprit tirée de I’espace
intuitif habituel en faisant abstraction des notions meétriques, 1’espace
de la géométrie projective congu d’aprés le systéme de K. G. CHR. voN
STAUDT. Tels aussi les espaces non-archimédiens (1¢) de G. VERONESE et
de D, HILBERT (7).

(*3) Cf. n%, 14, 22, 34.

(*) Voir déja, en particulier, son mémoire de 1872 intitulé Uber die sogenannte Nicht-Eukli-
dische Geomelrie », seconde partie [Math. Ann., 6 (1873), p. 112-45].

(%) Voir a ce sujet n°® 39 & 42 (« groupes de mouvement »).

(%) s+Suivant P. MANSION {« Ann. Soc. scient. Bruxelles », 291 (1904-5), p. 200]ces construc-
tions abstraites n’appartiennent pas 3 la géométrie (Note de G. LORIA).*

(*") F. KLEIN insiste beaucoup, dans son enseignement, sur ce caractére des espaces supé-
rieurs. Voir surtout, & ce sujet [n° 46 & 52] ce qui concerne la Géométrie non-archimédienne.
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Des constructions abstraites comme ces derniéres sont sans doute
surtout intéressantes au point de vue psychologique 4et au point de vue
logique.* Elles servent avant tout en effet, & établir la valeur respective
des divers concepts géométriques (*¢) et & jeter la lumiere sur leur genése (%).

Enfin ces constructions abstraites permettent d’envisager plus large-
ment les différentes géométries en regard d’une géométrie & développe-
ment purement formel que nous examinerons plus loin. On arrive ainsi
4 considérer une géométrie quelconque comme un systéme d’hypothéses
que l'on étudie, indépendamment de tout objet physique ou psycholo-
gique, en suivant, parmi les conséquences de ce systéme d’hypothéses
celles qui semblent pouvoir présenter quelque intérét mathématique.

C’est & ce point de vue que se sont placés, surtout dans leurs derniéres
recherches, D. HILBERT et ceux qui se rattachent & son école (29).

Une des conséquences de cette liberté de costruction accordée aux
géometres a été de modifier le caractére des jugements que l’on portait
sur la valeur physique des postulats.

F. KLEIN (2!) et H. POINCARE (?2) ont fait remarquer que les postulats
géométriques renferment quelque chose d’arbitraire relativement aux don-
nées insuffisamment déterminées par l’expérience et l'intuition. Il en
résulte qu’en géométrie, comme dans toute autre science physique, on
peut faire un choix entre plusieurs représentations possibles de la mé-
me réalité, ,Ce choix répond, en général, d’aprés E. MACH, au besoin de
faire « économie de pensée ».*

«Allant plus loin, H. PoINCARE déclare que les postulats de la géo-
métrie ne sauraient exprimer des relations physiques, mais qu’ils consti-
tuent seulement des conventions d’apres lesquelles on interprete les faits
constatés expérimentalement. On en revient ainsi & la thése kantienne
qui nie toute réalité a ’espace.*

«F'- ENRIQUES (%) critique ce point de vue nominaliste. Une analyse
détaillée du sens que I’on peut donner au mot « espace » ’améne & con-
clure que le nominalisme de H. POINCARE, aussi bien que celui de
E. KANT, sous-entend une conception transcendante par rapport a la réalité
phénoménale. Les propriétés géométriques ne sauraient correspondre 3

(%) Cf. n° 19.

(**) Cf. F. ENRIQUES, « Rivista filosofica » (Pavia), 4 (1901), p. 171 [questeMemorie, vol. II,
XXXIV].

(2°) Cf. n® 46 & 52.

(?') «Voir par ex. Math. Ann. 37 (1890), p. 571-2.*

(**) 4Voir par ex. Bull. Soc. math. France 15 (1886-7), p. 204; La science et Uhypothése,
Paris s. d. [1903], p. 66.*

(2*) « Problemi della sci Bologne, 1906, p. 261 (chap. 4); (2° éd.), Bologne, 1910; dans
la trad. J. DuBo1s, Les problé de la scii et la logique, Paris, 1908, le chapitre 4 n’est pas
traduit; trad. allemande par K. GRELLING, « Probl der Wi haft », 2, Leipzig, 1910.*
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des relations entre les corps et I'espace congu en dehors de ceux-ci, mais
bien & des relations entre les corps eux-mémes.

Dés lors, et conformément aux vues de B. RIEMANN et de H. VON
HeLMHOLTZ, la géométrie doit étre considérée comme une branche de
la physique.*

3. - Forme logique du développement de la géométrie.

A cet égard tout est subordonné & une nouvelle conception de la
rigueur en mathématiques, bien supérieure & celle qui régnait autrefois.

Les progrés dans cet ordre d’idées ont été réalisés grice surtout a
la revision des fondements de I’analyse, entreprise dans la seconde moitié
du 19® siécle par K. WEIERSTRASS, R. DEDEKIND, G. CANTOR, P. DU
‘Bors-REYMOND, CH. MErAY, U. DinI, J. TANNERY et plusieurs autres
géométres.

Ce point de vue une fois acquis, on découvrit tout d’abord un certain
nombre de postulats, non exprimés jusqu’alors, qu’on sous-entendait
par intuition dans la démonstration des théorémes. Dans cet ordre de
idées on peut, par exemple, citer le postulat de la confinuité, dia a
G. CANTOR et & R. DEDEKIND, le postulat d’ Archiméde, sur lequel O. SToLZ
a appelé Pattention des géometres, et les postulats d’ordre, dus & M. PASCH.

On remarqua ensuite qu’une définition, tout comme une démonstration,
n’a qu’une valeur relative. On reconnut, plus généralement, que tout
systéme de relations entre des concepts suppose des concepts primitifs
qui ne sont aucunement définis et par lesquels on définit tous les autres.

Les postulats apparurent alors comme les énoncés de relations entre
les concepts primitifs. Et 'on admit que ces relations doivent avoir
encore un sens lorsque, les concepts primitifs ayant été reconnus expé-
rimentalement, on fait abstraction des objets physiques ou psychologiques
qu’ils désignent.

C’est conformément & ces vues que M. PAscH (24) a défini le concept
de la rigueur lui-méme par les deux conditions que voici:

1) On énoncera explicitement les concepts primitifs au moyen
desquels on se propose de définir logiquement tous les autres;

2) On énoncera explicitement les propositions fondamentales (po-
stulats) grice auxquelles on se propose de démontrer logiquement les
autres propositions (théorémes). Ces propositions fondamentales doivent
apparaitre comme de pures relations logiques entre les concepts primitifs,

(M) Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig, 1882, p. 16.
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.

et cela indépendamment de la signification que ’on donne & ces con-
cepts primitifs.

Quoique le choix des postulats dont il a fait usage ait été dicté a
M. PascH par des vues psychologiques, il réalise trés exactement les
deux conditions que ’on vient d’énoncer: en effet, il place entiérement le
fondement du développement logique de la géométrie dans les postulats.

Ce concept de la riguewr a depuis pénétré de plus en plus dans le
domaine des recherches géométriques, principalement sous ’influence de
G. PEANO (%), de G. VERONESE (?¢) et de D. HILBERT (27). Déja méme
quelques traités élémentaires de géométrie & I'usage des écoles primaires
ou secondaires ’ont adopté, surtout en Italie (28).

«Une collection de mémoires, publiés par F. ENRIQUES (%), renferme
une suite de critiques approfondies ayant trait au méme objet; elle n’a
pas été sans exercer, elle aussi, quelque influence sur 1’étude rigoureuse
des principes de la géométrie.*

Au point de vue logique abstrait, les postulats apparaissent comme
des propositions logiques arbitraires; et I’ensemble des relations logiques
qu’ils énoncent constitue une définition implicite des concepts primitifs.

Comme I’a remarqué G. VAcca (*°) cette sorte de définition se trouve
déja dans J. D. GERGONNE (%!).

Et maintenant, quel usage devra-t-on faire de cette liberté, qui logi-

N

quement demeure entiére, de choisir & son gré les postulats?

(28) I principit di geometria logicamente esposti, Turin, 1889.

(*¢) Fondamenti di geometria, Padoue 1891; trad. allemande par A. ScHEPP, Grundziige der
Geometrie, Leipzig 1894,

(2") Grundlagen der Geometrie, licipzig 1899; (2¢ éd.), Leipzig 1903; (3% éd.), Leipzig 1909.
Voir aussi F. ENRIQUES, Lezioni di geometria proiettiva, Bologne 1898;: (2 éd.), Bologne 1904;
(3° éd.), Bologne 1909.

(*8) G. VERONESE ¢t P. GAzzANIGA, Elementi di Geometria, Vérone et Padoue 1897; (22 éd.),
Vérone et ’adoue 1900; (3% éd.), Vérone et IPadoue 1908; G. INGRAMI, Klementi di geometria,
Bologne 1899; F. ENrRIQUES et U. AMALDI, Klementi di geometria. Bologne 1903 ; (2° éd.), Bologne
1905; (3° ¢d.), Bologne 1909.

(**) «Questioni riguardanti la geometria elementare, Bologne 1900 ; éd. allemande publiéc sous
le titre: IFragen der Elementargeometrie 1, trad. par H. TuieMms, Leipzig 1910; 2, trad. par
H. FLEISCHER, Leipzig 1907.*

(*°) « Revue math. » [Rivista mat.], 6 (1899), p. 195.

(®*) « Ann. mat. pures appl. », 9 (1818-9), p. 1-35. Voir en particulier p. 22-3: «si une phrase
contient un seul mot dont la signification nous est inconnue, I’énonc¢ de cette phrase pourra
suffire & nous en révéler la valeur. «Si, par exemple, on dit & quelqu’un qui connait bien les mots
triangle et quadrilatére mais qui n’a jamais entendu prononcer le mot diagonale, que chacune
des deux diagonales d’un quadrilatére le divise en deux triangles, il concevra sur le champ ce
que c’est qu’une diagonale et le concevra d’autant mieux que c’est ici la seule ligne qui puisse
diviser le quadrilatére en triangles.* ('es sortes de phrases qui donnent ainsi I’intelligence de ’un
des mots dont elles se composent, au moyven de la signification connue des autres, pourraient
otre appelées définitions implicites, par opposition aux définitions ordinaires qu’on appellerait
définitions explicites. ... On cong¢oit aussi que ... dcux phrases qui contiennent deux mots nou-
veaux, combinés avec des mots connus, pcuvent souvent en déterminer le sens. »
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A

La réponse & cette question reléve de la philosophie de la science,
bien plus que la science elle-méme, puisque la question ne peut étre
résolue qu’en portant un jugement sur la valeur relative de plusieurs
choix et non sur la légitimité de tel ou tel choix.

En effet, quelques écoles géométriques récentes entendent profiter le
plus largement possible de cette liberté. Telle I’école de G. PEANO dont
les recherches se rapportent & des questions d’ordre logique formel;
telle aussi 1’école actuelle de D. HILBERT qui, quoique poursuivant
surtout un but essentiellement mathématique, tend vers une abstraction
de plus en plus grande et s’écarte, par suite, de plus en plus des don-
nées fournies par l’intuition.

Dans cet ordre d’idées, il y a lieu de rappeler que les conditions
d’une rigueur formelle ont pu, dans la plupart des cas, étre exprimés
par les signes de la logique mathématique. Ce systeme de signes dont
il sera question dans le tome VIII de I’Encyclopédie a été 1’objet des
recherches de plusieurs mathématiciens parmi lesquels nous citerons ici
G. W. LEBNIZ, G. PEACOCK, A. DE MORGAN, G. BoOLE, H. GRASSMANN,
W. R. HamiLtoN, CH. PEIRCE, E. SCHRODER, G. PEANO, G. FREGE et
B. A. W. RUSSELL.

Le symbolisme de la logique mathématique qui, depuis 1889, est
devenu pour G. PEANO un systéme de représentation mathématique,
permet de constater, sous une forme sensible, la nécessité de l'intro-
duction de concepts primitifs. Chacun de ces concepts s’introduit sous
la, forme d’un nouveau signe qui le représente.

Ce méme symbolisme conduit aussi & une critique approfondie de
la simplicité et de 'indépendance des postulats et des concepts primitifs.
ainsi qu’a une critique approfondie de la compatibilité des postulats,

4. - Compatibilité des postulats.

En étudiant de tres pres le cinquiéme postulat d’Euclide (dans le
but, auquel on a di finalement renoncer, de le démontrer) on a reconnu
qu'un postulat peut étre indépendant d’autres postulats constituant un
systéme donné, en ce sens qu'on ne peut le déduire de ce systéme.
Partant de 14 on a, peu & peu, ét¢ amené i formuler les remarques
suivantes:

A) Un systéme de postulats peut jouir d'une indépendance ordonnée
ou d’une indépendance absolue. Dans le premier cas, les postulats du
systéme étant pris dans un ordre déterminé, chacun d’eux est indépen-
dant de ceux qui le précedent. Dans le second cas, chaque postulat
est indépendant de tous les autres, aucun ordre n’étant assigné.
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B. LEVI (®2) a montré que si I’on posséde un systéme de postulats
a, b, ¢, ..., jouissant d’une indépendance ordonnée, on peut toujours le
remplacer par un autre systéme de postulats a,, b,, ¢, ..., jouissant de
une indépendance absolue.

sPour former ce dernier systéme il suffit de prendre

1) pour a,, le postulat a;

2) pour b, le postulat que voici: la proposition énoncée par le
postulat b est satisfaite pour tous les éléments qui satisfont au pos-
tulat a;

3) pour ¢, le postulat que voici: la proposition énoncée par le
postulat ¢ est satisfaite pour tous les éléments qui satisfont aux pos-
tulats a et b ou b,; ete.*

B) Le degré d’indépendance des postulats a, b, ¢, ... est 1lié & leur
complexité. Moins b est simple et plus on peut s’attendre & ce que b
ne soit pas tout entier une conséquence de «, mais qu’on puisse cepen-
dant déduire de @ une partie de b.

Dés lors lindépendance des postulats a une valeur d’autant plus
significative que ces postulats sont plus simples. Et ’on est ainsi tout
naturellement amené 4 se poser la question suivante:

Peut-on construire la géométrie sur un systeme de postulats tout a
fait simples? D’aprés A. Papoa (%), & cette question il faut répondre
négativement, car toute proposition vraiment simple se raméne & la
forme:

a est différent de b,

ou a et b sont des entités déterminées, et il faudrait un nombre infini
de propositions semblables pour remplacer n’importe quel postulat fon-
damental de la géométrie ordinaire.

Pour démontrer qu’une proposition « est indépendante d’un systéeme
de propositions b, ¢, ... il suffit évidemment d’établir que la proposition
contraire & a est compatible avec le systeme b, ¢, ...

On est ainsi amené & rechercher les conditions de compatibilité d’un
certain nombre de postulats.

Pour cela on a recouru d’abord & linterprétation analytique. On
admet comme évident, ou comme déja établi, que les théorémes de
Parithmétique sont compatibles entre eux.

+Cela posé, étant donné un systéme d’hypothéses géométriques, on
cherche & traduire ces hypothéses sous forme analytique [on s’est d’ail-

N

leurs toujours borné & des hypothéses permettant 1'usage des coordon-

(3?) « Memorie Accad. Torino » (2) 54 (1904), p. 283.
(3%) A. PADOoA, Communication verbalc faitc & F. ExriQurs, en 1900,
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nées]. On obtient ainsi des relations arithmétiques, et de leur compatibi-
lité, si elle a lieu, on déduit celle des hypothéses géométriques envisagées.*

Cette fagon de procéder peut d’ailleurs étre encore interprétée autre-
ment:

Les nombres dont nous admettons & 1’avance ’existence logique
nous conduisent & la construction d’ensembles (ou de variétés) que I’on
congoit comme des espaces abstraits. Le fait de pouvoir définir analy-
tiquement un tel espace abstrait nous assure que les propositions fonda-
mentales, exprimant les propriétés de cet espace, sont logiquement com-
patibles, puisque toute incompatibilité entre elles entrainerait des consé-
quences absurdes pour le développement de l’arithmétique.

I1 suffit de modifier quelque peu cette derniére idée pour parvenir
au procédé plus général que voici:

On admet établie & P’avance la possibilité d’une certaine géométrie,
par exemple la possibilité de la géométrie euclidienne; cela posé, on
cherche 4 interpréter tout systéme de géométrie donné comme un systéme
de relations entre certaines figures de cet espace. Cette interprétation, si
Yon y parvient, nous assure que le systéme en question est fondé sur
des postulats compatibles, car toute contradiction existant entre eux se
retrouverait comme contradiction dans le développement de la géométrie
euclidienne.

«On peut d’ailleurs appliquer le méme procédé en prenant comme
point de départ n’importe quel systéme de concepts auxquels se rap-
portent des postulats que nous savons compatibles entre eux. Néan-
moins la démonstration logique ainsi établie a toujours un caractére
relatif.*

Si Pon se préoccupe de la légitimité de la thése sur laquelle repose
cette fagon de procéder, on est amené & se poser une suite de questions
qui, au fond, sont du domaine de la théorie de la connaissance plutdt
que du domaine des mathématiques. Il serait surtout intéressant de
savoir & Paide de quel critére on peut reconnaitre pratiquement la
compatibilité logique de n’importe quel systéme de postulats ou d’hy-
pothéses qu’il faut admettre a priori pour construire une géométrie
quelconque.

Les avis sont partagés a cet égard. Pour quelques-uns ce critére
est le résultat de I’expérience et de 'intuition. D’autres, et parmi eux
il faut citer tout particuliérement D. HILBERT, pensent que la logique
peut, & elle seule, établir la compatibilité des proprietés fondamentales
des nombres entiers (34).

(**) «Verhandl. des 3**® internat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904 », publ. par A. KRAZER,
Leipzig 1905, p. 174-85.
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*(est 14 un probléme délicat qui a suggéré quelques réflexions cri-
tiques (3%).*

La question de 1’indépendance des concepts primitifs a été étudiée sur-
tout par les géometres italiens de 1'école logique mathématique de
G. PEaNO (3¢). Ces géomeétres ont, en particulier, cherché & réduire le
nombre des concepts sur lesquels reposent les constructions géométri-
ques (cf. § 6).

Etant donnés plusieurs concepts 4, B, C, ... on peut se demander si
Yun d’eux, C par exemple, peut étre entiérement défini au moyen des
concepts A et B. Mais cette question n’a de sens qu’autant qu’on
énonce les relations fondamentales supposées établies entre A, B et C.

Supposons que ces relations fondamentales a, b, ¢, ... soient données
sous une forme purement logique. On pourra leur donner deux accep-
tions différentes:

1) une acception concréte les faisant considérer comme postulats
fondamentaux du systeme de géométrie qui a pour base les concepts
primitifs 4, B, C, ...

2) une acception abstraite qui fait envisager 4, B, C, ... comme des
symboles correspondant & des objets indéterminés, lesquels pourront
étre fixés ultérieurement au moyen d’une convention arbitraire.

Prenons cette derniere acception abstraite de a, b, ¢, ... et suppo-
sons, pour fixer les idées, qu’il y ait seulement trois concepts primitifs
A, B, C. Cherchons alors & interpréter de deux facons le systéme abstrait
envisagé, 4 et B conservant la méme signification dans les deux inter-
prétations, mais O prenant un sens différent dans chacune des deux
interprétations adoptées, et en nous arrangeant de maniére qu'une cer-
taine proposition d, vraie dans la premicére interprétation, soit fausse
dans la seconde. Sil’on y parvient, on aura, par cela méme (%7), prouvé
que le concept C est indépendant des concepts A4 et B, par rapport
au systéme de postulats a, b, ¢, ...

5. - Division de cet article.

La division de cet article a été dictée par la distinction entre les
développements élémentaires et les développements d’ordre plus élevé, dans

(3%) «Voir & ce sujet, F. ENRIQUES, Problemi della scienza (**), p. 196; trad. J. DUBOIS, Les
problémes de la science et la logique, Paris 1908, p. 190; trad. K. GRELLING, Probleme der 1 issen-
schajt 1, Leipzig 1910, p. 195.*

(*®) «Voir en particulier M. PiEeRr1, I principit della geometria di posizione composti in sistema
logico-deduttivo [« Memorie Accad. Torino » (2) 48 (1898), p. 1-62];* A. I’ADoA, L’enseignement
math., 5 (1903), p. 85.

(*?) A. Papoa [« Bibl. Congreés intern. philos. Paris 1900 », 3, éd., Paris 1901, p. 309] a insisté
sur ce point qu’il a particulicrement mis en évidence.
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lesquels il est question du continuum, de la géométrie projective et des
déterminations métriques en général: éléments linéaires, distances, groupes
de transformation.

Ce qui caractérise le point de vue élémentaire ¢’est qu’on y rapproche
immédiatement et sans s’attacher & les distinguer nettement les unes
des autres, toutes les idées géométriques qui nous sont familiéres.

Les dévéloppements d’ordre plus élevé impliquent non seulement
I’emploi de méthodes plus approfondies de recherches, et en particulier
Pemploi de toutes les ressources de ’analyse, mais encore une séparation
et pour ainsi dire une hiérarchie des concepts fondamentaux. Un ordre
déterminé de concepts y sert de base & un systéme géométrique déter-
miné qu’on développe dans une direction abstraite, et & ce systéme
géométrique on subordonne ensuite les autres concepts.

Dans un dernier chapitre on a réuni les recherches nouvelles relatives
4 la géométrie non archimédienne. Elles reposent sur une analyse plus
abstraite que celle qui avait été faite auparavant de notre concept ha-
bituel du continuum.

QUESTIONS D’ORDRE ELEMENTAIRE

6. - Remarque préliminaire.

Tout traité de Géométrie contient un exposé plus ou moins complet
des principes de la géométrie élémentaire. Parmi ces principes nous
n’envisageons ici que ceux qui ont un caractére général, en renvoyant
le lecteur pour tout ce qui concerne plus particuliérement les questions
de détail aux articles de I’Encyclopédie contenus dans le second volume
du tome III.

En nous plagant au point de vue général nous passerons ici successi-
vement en revue les concepts du point, de la droite, du plan, du segment
de Yangle, le concept sifué enire, les concepts de coimcidence et de mou-
vement, les différentes formes du concept de continuité et enfin la théorie
des paralléles.

Comme complément nous ajouterons quelques développements con-

cernant d’une part la théorie des proportions telle que la concevaient
les anciens, et d’autre part la mesure des surfaces.
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7. - Point, ligne et surface.

Dans ses Eléments de géométrie, EUCLIDE (3%) débute ainsi (3)

Znueidy dotv, ob uépog 0%Pév.
Toopun 8¢ pfjxog dnlatés.

*Empdverr 0¢ &otwv, 6 uijroc xal mAdroc pdvov Exe.

Ce qui signifie:

Un point est une chose indivisible.

Une ligne est une longueur sans largeur.

Une surface est une chose qui n’a que longueur et largeur.

EucLiDE ajoute que les limites de la ligne sont des points et les
limites de la surface des lignes. Il procéde de facon & caractériser les
droites entre toutes les lignes et les plans entre toutes les surfaces comme
nous le verrons un peu plus loin.

En se conformant & ces définitions A’EUCLIDE on peut développer
les éléments de la géométrie en suivant deux voies bien distinetes:

1) On prend le point comme concept fondamental tiré, par abstrac-
tion, de 1'idée que nous nous faisons d’un corps trés petit; on cherche
ensuite & engendrer les lignes par le mouvement du point, les surfaces
par le mouvement des lignes, les corps (ou ’espace) par le mouvement
des surfaces. -

2) On part du concept du corps comme fondamental et ’on envi-
sage les surfaces comme limites des corps, les lignes comme limites des
surfaces et les points comme limites des lignes.

Ni Pun ni Pautre de ces deux procédés ne fournit de véritable défi-
nition logique du point, de la ligne ou de la surface; on n’a, en réalité,
obtenu que des données et des descriptions ayant une certaine impor-
tance d’ordre physique ou d’ordre physiologique, et rien de plus.

En ce qui concerne particuliérement le second de ces deux procédés,
on peut observer que le concept de la limite d’un corps, ou d’une sur-
face, ou d’une ligne, contient déja le concept de la surface, de la ligne
ou du point que I’on veut définir, si méme il ne comprend pas, en tout
ou partie, ces trois concepts & la fois, ou du moins quelques-uns de

N 7

leurs rapports, d’ailleurs fort difficiles & préciser.

(*%) Elemenla, livre 1, défin. 1, 2, 5; Opera, éd. J. L. HEIBERG, 1, Leipzig 1883, p. 2.

(**) «Les deux premicres définitions, quoique exprimées en termes différents, se trouvent
déja dans ARISTOTE [voir J. L. HEIBERG, « Abh. Gesch. Math. Leipzig », 18 (1904), p. 8-9]
tandis que la derniére semble étre due & EUCLIDE lui-méme [voir J. L. HEIBERG, « Abh. Gesch
Math. Leipzig », 18 (1904), p. 8] (Note de G. ENESTROM).*
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Le premier des deux procédés n’implique pas de cercle vicieux aussi
. évident, mais il nécessite une recherche approfondie et difficile pour per-
mettre d’aboutir & une systématisation logique des concepts de point,
de ligne, de surface et de corps. La grande difficulté de cette recherche
résulte de ce que les concepts de la ligne et de la surface que nous
obtenons par induction sont dans notre pensée a I’état de développement
progressif et qu’il est par conséquent fort difficile de les caractériser
nettement (%°).

De 1a la tendance, qui se fait jour dans ceux des ouvrages actuels
de géométrie élémentaire ou ’on se préoccupe du point de vue critique,
d’introduire, aprés avoir pris le point comme concept fondamental,
d’abord des concepts de lignes et de surfaces awussi simples que possible
(le concept de la droite ou celui du cercle, le concept du plan ou celui
de la spheére, ...) pour chercher seulement ensuite & former, & l’aide de
ces concents primitifs, les concepts plus généraux de la ligne, de la
surface ou du corps.

En procédant ainsi, les attributs de celles des lignes et des surfaces
que 'on a envisagées comme fondamentales peuvent étre exprimés,
sans trop de difficultés, avec la plus grande précision (cf. § 10).

Le concept du « point » pourrait étre défini en partant des concepts
«corps » et « mouvement ». Il suffirait pour cela de considérer les mouve-
ments comme des éléments d’un groupe de transformations que I’on ferait
subir aux corps (4!). Les points se trouveraient alors, comme I’a indiqué
H. POINCARE (42), correspondre & certains sous-groupes du groupe des
mouvements [les groupes des rotations autour des points de I’espace] et
ils pourraient étre définis comme tels.

Ce mode de développement serait en réalité un peu pénible, mais il
serait intéressant pour deux motifs:

D’une part les postulats y seraient exprimés d’une facon qui se rap-
procherait plus que toute autre du résultat direct des expériences physiques.

D’autre part, il apparaitrait ainsi bien nettement que le concept du
point, correspondant a l’existence de certains sous-groupes du groupe
des mouvements, suppose un fait physique.

8. - Droite et plan définis a 1’aide de congruences et de mouvements.

Nous allons maintenant examiner successivement les différentes défi-
nitions que 'on a données de la droite et du plan.

(4°) Voir & ce sujet n°® 20 & 23 et l’article III 2.
(4) Cf. n% 39 a 42.
(**) «La science et I’hypothése, Paris 8. d. [1903], en partic. p. 108-9.*
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Les concepts « droite » et « plan » peuvent étre pris comme concepts
primitifs, mais ils peuvent aussi étre définis &4 1'aide des concepts congruence
et mouvement.

Euclide (43) définit (*4) ainsi la droite:

3 I3 - (74 3 o -~ 3 < ~ s o~
evdela yoauur éotw, 1t €& loov Toic 9’ favtijc onuelots xelvar.

ProcLus (#°) interprete cette définition en disant que la droite est la
ligne dont la longueur entre deux points coincide avec la distance de ces
deux points, ce qui nous rameénerait & la définition d’ARCHIMEDE que
nous allons rencontrer un peu plus loin.

On adopte plus généralement la traduction que voici (46):

« La droite est la ligne qui s’étend également par rapport & ses points »,
c’est-a-dire la ligne qui est divisée par chacun de ses points en deux parties
égales (47).

Mais comme I’hélice jouit de la méme propriété, il est évident que
cette propriété, ainsi énoncée, ne peut servir & caractériser la droite.

G. W. LEIBNIZ (%) a considéré la droite comme la ligne qui divise
le plan en deux parties congruentes et le plan comme la surface qui divise
Pespace en deux parties congruentes.

Ces conceptions d’EUcLIDE et de G. W. LEiBNIZ peuvent conduire
& une facon logique de formuler les principes de la géométrie, en prenant
comme notions primitives les notions de point et d’équidistance et en
établissant, 4 ’aide d’un systéme approprié de postulats, les symétries
sur la droite, dans le plan et dans l’espace (%).

(*?) ILllementa, livre 1, défin. 1; Opera, ¢d. J. L. HEIBERG, 1, Leipzig 1883, p. 2. «Le véritable
sens de cette définition obscure é¢tait déja perdu du temps de Procruus. H. G. ZEUTHEN [« Archiv.
fiir dic Geschichte der Naturwiss. (Leipzig) », 1 (1909), p. 327] la qualific de définition qui ne
dit rien (nichtssagend).*

(**) «La plus ancienne définition de la ligne droite actucllement connue est celle de Pr.aTox
[ITaguevidns (Parmenides), ¢d. . KSTIENNE, 3, Paris 1578, p. 137, passage &; ¢d. F. Dipor, 1,
Taris 1891, p. 634 lignes 51-2): 00 dv 10 uéoov dupoly Toiv éoydrow éningoodey 7, formulée
ainsi par PrRoCLUs: 7] Ta uéoa Toig dxpos &mmgoodel, cc quon pourrait traduire par: «la
droite est unc ligne dont le milicu obscurcit les decux extrémités », c’est-ia-dire dont le milicu ct
les deux extrémités sont situés sur le méme rayon visuel. ARisTOTE reproduit la méme défini-
tion [voir J. L. HEIBERG, « Abh. Gesch. Math. Wiss. Leipzig », 18 (1904), p. 7].*

(4%) ProcLi Diadochi (*), p. 109.

(%) H. G. ZEUTHEN (Iorelaesning over mathematikens historie: Oldtid og middelalder, Copen-
hague 1893, p. 101; Geschichte der Mathematik im Altertum und DMittelalter, Copenhague 1896,
p. 115; trad. par J. MASCART, Histoire des mathématiques dans Uantiquité et le moyen dge, ’aris
1902, p. 94] et M. SiMoN [Euklid und die sechs planimetrischen Biicher, Leipzig 1901, p. 26]
abordent I’étudc de ces diverscs interprétations.

(*7) «On consultera surtout, au sujet de ces diverses interprétations, T. L. HratH, The
thirteen books (), p. 165-8 (Note de G. ENESTROM).*

(**) Lettre & V. GIORDANO écrite en 1689 ; Werke, éd. C. I. GERHARDT, « Math. Schr. 1», Berlin
1849, p. 196, 199.

(**) Voir T. BRODEN, « Pedagogisk tidskrift » (Halmstadt), 26, (1890), p. 255-71.
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ARCHIMEDE (*°) a considéré la droite comme la ligne la plus courte
entre deux points et ce concept a été repris par A. M. LEGENDRE (5!).

Y

Cette conception d’ARCHIMEDE peut aussi conduire 4 une définition
logique de la droite, en prenant comme notion primitive celle de distance
entre deux points ou, d'une facon plus précise, la notion qui nous permet
de comparer entre elles deux paires de points données d’une facon quel-
conque en disant suivant les cas, que la distance entre les deux points
de la premiére paire de points est égale, est supérieure, ou est inférieure
4 la distance entre les deux points de la seconde paire de points. Un systéme
approprié de postulats permet alors de déterminer, sous certaines condi-
tions, la longeur d’une ligne et, par suite, de définir la droite comme la
ligne de longueur minime entre deux points (52).

Une autre définition dont G. W. LEIBNIZ (%) a fait usage, et qui est
rapportée déja par PRrocLUS (°¢) est souvent (°°) mentionnée (5¢). Elle
consiste & envisager la droite comme l'unique ligne qui reste immobile
quand on la fait tourner autour de deux de ses points.

C. F. Gauss (%) a observé, en passant, que dans la pratique on a recours
4 cette propriété de la ligne droite quand on opére avec le théodolite pour
contréler si une ligne est droite ou non.

Plusieurs géométres, parmi lesquels il convient de citer tout parti-
culierement H. GRASSMANN (%), ont regardé la droite comme la ligne

(%) ITepl opalpac xal xvAivégov (De la spheére et du cylindre), postulat 1, Opera, éd. J. L.
HEIBERG, 1, Leipzig 1880, p. 8; cf. P. pu Bois-REyYMOND, « Math. Ann.», 15 (1879), p. 283.
+On ne sait pas si ARCHIMEDE a envisagé ce concept comme une définition ou comme un postulat
[voir & ce sujet H. G. ZEUTHEN, « Archiv. fiir die Geschichte der Naturw. (Leipzig) », 1 (1909),
p. 320-7; G. ENESTROM, « Bibl. math. » (3) (8) (1907-8), p. 66; (3) 10 (1909-10), p. 53-4.*

(51) Eléments de géométrie, (1" ¢d.), Paris an II, p. 1; (121¥me ¢q.), Paris 1823, p. 1.

(®2) Voir R. BETTAZZI, « Ann. mat. pura appl. », (2) (20) (1892-3), p. 19.

(®%) Lettre & V. GIORDANO écrite en 1689; WWerke, éd. C. I. GERHARDT, « Math. Schr. », 1,
Berlin 1849, p. 196; cf. (°*"), id., 5, Halle 1858, p. 164; 7, IIalle 1863, p. 27.

(%%) «PrROCLI Diadochi (*), p. 110.*

(%%) «Voir par ex. P. RaMUs (PIERRE DE LA RAMEE), Scholarum mathematicarum libri unus
el lriginta, Béle 1569, p. 148.*

(%¢) «La méme définition se trouve aussi [cf. G. FRIEDLEIN, « Bull. bibl. storia mat.», 4
(1871), p. 95; HERONIS Alexandrini Geometricorum et stereomelricorum religuiae, éd. ¥. HUuLTSCH,
Berlin, 1864 p 8-9] dans les soit-disant « Définitions » attribuées sans qu’on sache pourquoi i
HERrON et dont la rédaction actuellement connue est postérieure & ProcrLus (Notes 54 a 56
de G. ENESTROM).

(*?) Note posthume s. d. (semble étre écrite entre 1840 et 1850); Werke, 8, Gdttingue
(Leipzig) 1900, p. 196-7.

(%) Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844; (2° éd.), Leipzig 1878, p. xxi1x (introd.
section C); Werke 1*, publ. par F. ENGEL, Leipzig 1894, p. 28: « Die einfachste Ausdehnungs-
form ist die Form, welche durch eine aus demselben Gesetze erfolgende Anderung des erzeugenden
Elementes entsteht » {La forme simple d’extension est la forme qui résulte d’un changement de
Pélément générateur, d’aprés une méme loil, et p. 29: « In der Raumlehre ist die Gleichheit der
Richtung das die einzelnen Anderungen umfassende Gesetz » [Dans la théorie de Pespace, la cons-
tance de la direction est la loi qui comprend les divers changements].
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qui conserve en chacun de ses points une direction constant. Pour que
cette définition soit acceptable il faut prendre comme notion primitive
celle de direction, et cela peut se faire, par exemple par rapport & deux
points, sans tenir compte de la notion de droite.

Cette idée a été développée par E. T. Dixon (**). Elle se rattache
d’ailleurs & une autre idée de H. GRASSMANN (%) d’apreés laquelle la géo-
métrie peut étre envisagée comme un calcul géométrique effectué sur des
vecteurs ou, suivant le langage adopté aujourd’hui, comme une analyse
vectorielle.

G. PEANO (') & analysé avec le plus grand soin les notions et propo-
sitions fondamentales de ce calcul géométrique. G. DARBOUX (%), F.
Sr1acor (°%), R. SCHIMMACK (¢ ), F. ScHUR (%), G. HAMEL (%) ont aussi
publié des recherches plus ou moins étendues sur ce méme sujet.

Une définition bien plus remarquable de la droite et du plan est
celle qu’a imaginée G. W. LEIBNIZ (¢7) et qui a été ensuite reprise et déve-
loppée par J. BOLYAI (°%) et par N. I. LoBACEVSKLS (). Elle consiste &
regarder le plan comme le lieu des points équidistants de deux points
donnés () et la droite comme le lieu des points équidistants de trois
points non alignés, ou aussi comme le lieu des centres des sphéres ayant
un méme point de contact (!). La notion de 1’équidistance de paires de
points figure ici comme primitive.

Quand la définition du plan et celle de la droite ne sont pas don-
nées simultanément, ou que la définition du plan ne précéde pas celle

(3*) The foundation of geometry, Cambridge 1891, p. 32 et suiv.

(°°) Pour avoir unc idée générale de la question, lire par exemple ’article de H. GRASSMANN
intitulé « Kurze Ubersicht iiber das Wesen der dusdehnungslehre» [Archiv. Math. Phys. (1)
6 (1843), p. 337-50; Werke, 1*, publ. par F. ENGEL, Leipzig 1894, p. 297 et suiv. (voir surtout
les sections III et IV)].

(°1) Calcolo geometrico secondo UAusdehnungslehre di H. Grassmann, Turin 1888.

(¢2) « Bull. sc. math. », (1) 9 (1875), p. 281; réimpr. dans CH. DESPEYROUS, Cours de méca-
nique, Paris 1884, p. 371-7 (note I).

(**) « Rend. Accad. Napoli», (3) 5 (1899), p. 34.

(%) « Nachr. Ges. Gott. », 1903, p. 34.

(°®) « Z. Math. Phys. », 49 (1903), p. 332.

(°¢) « Z. Math. Phys. », 49 (1903), p. 362.

(") Characteristica geometria, ms. bibl. Hanovre daté du 10 aoQt 1679; Werke, éd. C. 1.
GERHARDT, « Math. Schr. », 5, Halle 1858, p. 166, 167.

(**) T'entamen juventultem studiosam in elementa matheseos purae elementaris ac sublimioris
methodo intuitiva evidentiaque huic propria introducendi, 2, Maros-Vésérthelyini 1832; (2° éd.) 2,
Budapest 1904, p. 8.

(**) O nadalach geometlrii, Kazan 1829-30; Novyia nadala geometrii s polnoj leoriej paral-
leh:nych, Kazan 1835-8; trad. allemande par F. ENGEL, Zwei geometrische Abhandlungen, Leipzig
1899, p. 7, 95.

(%) Ces données mémes conduisent tout naturellement a écrire 1’équation du plan sous la
forme normale [cf. III 22] (sous laquelle ellec a été envisagée par L. O. HESSE).

(") Voir aussi, & ce sujet, G. PEANO, « Atti Accad. Torino », 33 (1902-3), p. 6.

F. ENRIQUES - Memorie scelle di Geometria, 111. 2
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de la droite, on peut ramener sans difficulté la notion du plan & celle
de la droite.
EUCLIDE (*2) définit le plan:

éninedog dmpdverd éotw, Tjtic &€ toov Taic &p Savtijc eddelars xetrau

ce que l'on traduit généralement (73):
«un plan est une surface qui est également située par rapport
2 ses droites ».

Cette définition contient certainement quelque chose de superflu,
car le plan est déja défini comme étant la surface contenant entierement
la droite qui joint deux quelconques de ses points, et cette définition,
que ’on fait souvent remonter & HERoON (7¢), est plus simple que la
précédente.

C. F. Gauss (%) a d'ailleurs mis en évidence que, dans la définition
d’EucLIDE, se trouve contenu implicitement un nouveau postulat, puis-
qu’une droite et un point extérieur & cette droite suffisent pour déter-
miner un plan. C'est pourquoi il a proposé de définir plutét le plan
comme le lieu des perpendiculaires & une droite menées par un point
arbitrairement fixé sur cette droite.

La définition d’EucLIDE se présente alors sous la forme d’un théoréme
dont la démonstration a préoccupé C. F. GAUss (*) comme on le voit
en consultant ses oeuvres posthumes.

Des considérations analogues ont amené F. DEAHNA (77) 4 une défi-
nition du plan qui ne différe pas essentiellement de celle de C. F. GAUsSs.
Apres avoir établi les concepts de la droite et de la sphére en s’appuyant
sur le concept de 1’équidistance comme sur un concept primitif, il sup-
pose que l’on peut mouvoir la sphere autour d’un de ses diametres de
facon que chaque point de la surface décrive une ligne fermée (une
circonférence de cercle); parmi ces circonférences il y en a une qui partage
la surface de la sphére en deux parties congruentes: les droites qui

(’*) Elementa, livre 1, déf. 7; Opera, ¢d. J. L. HEIBERG, 1, Leipzig 1883, p. 2.

("*) s« Le véritable sens de la définition était déja perdu du temps de ProcLus (51™¢ siecle
de notre ére); cf. note 42 (Note de G. ENESTROM).*

(*%) «La définition sec trouve chez THEON DE SMYRNE (qui vivait au second si¢cle de notre
ére) [cf. Expositio rerum mathematicarum, publ. par E. HILLER, Leipzig 1878, p. 112 [et dans
les soi-disant « Définitions » attribuées sans qu’on sache pourquoi & HERON (%°)] voir G.FRIEDLEIN
« Bull. bibl. storia mat. », 4 (1871), p. 97; HERONIS dlexandrini geomelricorum et stereometricorum
reliquiae, éd. F. HuLTscH, Berlin 1864, p. 10-1; voir aussi: dnaritii in decem libros priores ele-

um Euclidis co tarii, éd. M. CURTZE, Leipzig 1899, p. 10 [(Note de G. ENESTROM].*

(%) Lettre a ¥. W. BesSeL datée du 27 janvier 1829; Werke, 8, Gottingue (Leipzig) 1900,
p. 200.

(") Note écrite trés probablement en mars 1832; Werke, 8, Gottingue (Leipzig), p. 194.

(") Diss. Marbourg 1837. Cf. W. KILLING, Einfithrung in die Grundl der G trie, 1,
Paderborn, 1893; 2, Paderborn 1898, p. 183.
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joignent les points de cette circonférence au centre de la spheére engen-
drent un plan (8).

G. VERONESE () a repris & nouveau l’examen des définitions que
I'on peut donner du plan. Aprés avoir énoncé quelques postulats sur
la droite et la congruence (cf. §11), il définit deux droites comme
paralleles (dans la géométrie euclidienne) quand ces deux droites sont
opposées (symétriques) relativement & un point, et il introduit le pos-
tulat suivant:

Deux droites paralléles sont opposées par rapport au milieu de
chaque segment dont les extrémités sont situées sur ces deux droites.

En s’appuyant sur ce postulat il définit le plan par I’ensemble des
droites (le faisceau de droites) qui projettent, d’un point A extérieur
a4 une droite (a), les points de cette droite (a), en adjoignant & cet
ensemble de droites la paralléle menée par A a (a). Ceci posé, il démontre
que le plan ainsi défini et conmstruit contient la droite qui joint deux
quelconques de ses points (8°).

La droite et le plan (®') peuvent aussi étre introduits conformément
aux principes de la théorie des groupes dont il est question dans d’autres
articles de I’Encyclopédie (82).

9. - Droite et plan définis a I’aide de postulats.

Au lieu de définir les concepts « droite » et « plan» & 1’aide des no-
tions de « congruence » et de « mouvement », on peut les envisager comme
des concepts fondamentaux caractérisés par un groupe de postulats.

(’*) «Les développements de F. DeAHNA renferment un cercle vicieux. Ils supposent, en
effet, les postulats de congruence qui eux-mémes ne peuvent étre établis sans supposer préalable-
ment la notion du plan (Note de F. SCHUR).*

(**) Fondamenti (*¢), p. 299 (livre I n° 19, livre II n° 7). Pour plus de détails voir G. VERO-
NESE et P. GAZZANIGA, Elementi (®), (2° éd.), p. 31, 32.

(%°) G. VERONESE a indiqué comment on pourrait définir le plan dans I’hypothése de N. I.
LoBACEVSKIJ (donc indépendamment du postulat du texte qui contient le postulat des paral-
léles A’EUCLIDE et peut-étre un peu plus). G. VERONESE a aussi cxaminé le cas de B. RIEMANN
(n° 14) ou par un point il n’y a aucune droite paralléle & une droite donnée: le plan tout entier
est alors donné par les droites, issues d’un point extérieur & une droite fermée, qui projettent
les points de cette droite fermée; mais, dans cc cas de B. RIEMANN, il n’a donné la définition du
plan qu’en faisant aussi appel & une autre hypothése dans laquelle apparait le double concept
d’un espace infiniment petit et d’un espace infiniment grand. G. VERONESE estime d’ailleurs
que cette derniére hypothése est inutile dans son systéme; mais cette affirmation demanderait
a étre justifiée.

(®1) «Pour la définition du plan par la droite, voir F. SCHUR, Grundlagen der Geometrie, Leipzig
1909, p. 9.*

(82) «Cela n’est toutefois possible que si 1’on suppose que I’espace est une variété analytique
(Note de F. SCHUR).*
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Si Pon envisage comme primitif le concept du segment rectiligne, on
peut donner une définition de la droife (33) & 1’abri de toute critique.
Si P'on postule d’une fagon convenable les attributs d’une surface plane,
on peut de méme définir nettement ce qu’il faut entendre par plan
illimité. Si, au contraire, on part du concept de la droite comme fon-
damental, on ne peut définir le segment de droite sans faire intervenir
encore un autre concept primitif.

Quand il sera question des principes de la géométrie projective
(§§ 29 & 31) nous énumérerons les postulats auxquels on parvient en
suivant la premicre de ces deux voies. Nous nous bornerons ici & montrer
que, en suivant la seconde voie, les attributs concernant les rapports de
position mutuelle, ou appartenance, des droites et des plans [ce que
D. HiLBERT (8¢) appelle die Verkniipfung c’est-a-dire en quelque sorte
PVenchevétrement des notions de droite et de plan] apparaissent, dans
une certaine mesure, comme distincts des attributs que ces figures pos-
sedent en tant que lignes et surfaces, c’est-a-dire des postulats d’ordre
et de séparation.

Voici comment on peut d’ailleurs formuler ces postulats d’appar-
tenance:

o) On suppose donnée une classe d’éléments appelés points [dont
Pensemble se nomme espace] et, dans cette classe, on envisage des sous-
classes (droites et plans) qui satisfont aux postulats suivants:

1) deux points appartiennent & une droite et & une seule droite;

2) trois points n’appartenant pas 4 une méme droite appartien-
nent & un plan et 4 un seul plan;

3) la droite déterminée par deux points d'un plan appartient 3
ce plan;

4) deux plans qui ont un point commun ont nécessairement
encore un second point commun (et ont done, par suite, une droite
commune).

A ces postulats d’une forme d’abord hypothétique seulement, on
adjoint les postulats affirmant Pexistence de plusieurs points différents
et celle de points ewxtérieurs 4 une droite et 4 un plan. L’existence d’un
nombre infini de points distinets, de droites distinctes, ou de plans
distinets les uns des autres, résulte alors des postulats de la disposition
dont on parlera plus loin [cf. § 10, §].

I1 convient de remarquer que le quatriéme des postulat o exprime

(*2) M. PascH, Neuere Geom. (*%), p. 7-8; G. PEANO, Principii (*%), p. 9; Sui fondamenti della
geometria [« Rivista di mat. », 4 (1894), p. 51].
(*) Grundlagen (*7;, (1™ éd.), p. 5; (2° éd.), p. 2; (3% éd.), p. 3.
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que l’espace a trois dimensions et qu’on peut le démontrer en se basant
sur ce que le plan divise ’espace en deux parties distinctes (§ 10) et
~en énoncant convenablement cette propriété sous forme de postulat.

10. - Segment; angle; le concept «situé entre ».

Nous allons maintenant nous occuper des postulats qui expriment
les propriétés linéaires de la droite et les propriétés de surface du plan
(cf. §§ 20 & 23) attributs qui se rapportent aux concepts «situé entre »
¢ordre naturel de succession des points d’une droite», «segment »,
« demi-droite », « co6té du plan », « angle ».

Ni EUcCLIDE, ni ceux qui I'ont suivi n’ont examiné ces concepts; ils
n’ont formulé aucun postulat les concernant. De tels postulats sont
cependant nécessaires si ’on veut que le raisonnement géométrique soit
purement logique et indépendant de toute intuition.

C. F. GAUss (%) a attiré attention sur ce qu’il est absolument indis-
pensable de formuler nettement le concept « situé entre ».

Le concept concernant la disposition (ordre de succession) des points
d’une droite forme la base de toute la géométrie (2¢). En effet ce concept
s'introduit systématiquement en géométrie analytique par 1'usage des
signes. Le principe des signes a été utilisé en géométrie pure par
A. F. Mo6B1Us et H. GRASSMANN (87) en a, lui aussi, fait systématique-
ment usage.

Mais c’est & M. PAscH (3%) que Pon doit d’avoir formulé le premier
ensemble de postulats caractérisant ces relations. Aprés lui, G. PEANO (®)
G. VERONESE (°%), D. HILBERT (°!) et plusieurs autres géomeétres ont
étudié a nouveau ces mémes questions (%2).

On peut distinguer deux maniéres de procéder a cet examen; elles
se rattachent toutes deux, au moins dans une certaine mesure, aux
remarques de C. F. Gauss et de J. F. HERBART et se distinguent ’une
de Pautre en ce que dans I'une on se place & un point de vue que 'on
peut désigner comme actuel, ol il s’agit de la figure achevée, tandis

(8%) Lettre & W. BorLyal datée du 6 mars 1832; Werke, 8, Gottingue (Leipsiz) 1900, p. 222,

(*¢) Cf. J. F. HERBART, Werke, publ. par G. HARTENSTEIN, 3, Schriften zur Metaphysik, I,
Leipzig 1851, p. 18; 5, Schriften zur Psychologie, I, Leipzig 1850, p. 114 et suiv.

(#) A. F. MOBIUS, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, p. 3-4; Werke, 1, Leipzig 1885,
p. 25; H. GRASSMANN, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 17; (2° éd.) Leipzig 1878,
p. 17; Werke, 1*, p. 47-8.

(*8) Neuere Geom. (**), p. 5.

() Principii (*%), p. 9-17; Sui fond ti della g tria [« Rivista mat. », 4 (1894), p. 51].

(°°) Fondamenti (**), p. 55, 68.

(*Y) Qrundlagen (*7), (1™ éd.), p. 6; (2° éd.), p. 4; (3° éd.), p. 4-9.

(**) Voir n% 20 & 23.
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que dans 'autre on se place au point de vue de la génération des figures:
nous désignerons ce dernier point de vue sous le nom de génétigue.

A) Envisageons d’abord les atiributs lindaires de la droite. Ils peu-
vent étre postulés au point de vue actuel en partant du concept « situé
entre » ou « division en parties » de la facon suivante:

f) 1) Si 4, B, C sont des points d’une droite et que B se trouve
entre A et C, B se trouve entre O et A. '

2) Si A et C sont deux points d'une droite, il y a toujours au
moins un point B entre A et C et au moins un point D tel que C se
trouve entre A et D.

3) De trois points quelconques d’une droite il y en a toujours
un et un seul qui se trouve placé entre les deux autres (°3).

Au point de vue actuel, on peut aussi postuler comme il suit:

f') Chaque point A de la droite divise la droite en deux classes
de points [constituant deux parties distinctes de la droite] que ’on peut
appeler 'une « partie & droite », 'autre « partie & gauche» du point A4
et qui sont telles que:

1) chaque point de la droite, autre que A4, appartient & une et
une seule des deux parties;

2) si A se trouve a gauche [& droite] d’un point B distinet de A4,
chaque point qui est & gauche [& droite] de A se trouve & gauche
[& droite] de B;

3) si A se trouve a gauche de B, B se trouve & droite de A.

Si 'on se place au point de vue génétique on postule comme il suit:

B") Les points de la droite sont rangés les uns & coté des autres en
deux ordres (naturels) opposés I'un a P’autre, de facon qu’en considérant
un ordre déterminé on ait:

1) deux points A4, B de la droite étant donnés, si I'un d’eux,
par exemple 4, précéde autre B, alors B suit A4;

2) trois points 4, B, C de la droite étant donnés, si d’une part A
précéde B et que d’autre part B précede C, alors A précéde C;

3) entre deux points A et B existent des points intermédiaires
(précédant I'un et suivant lautre);

4) il n’existe aucun premier point (précédant tous les autres) ni
aucun dernier point (suivant tous les autres).

En se basant sur ces postulats, on peut définir sur la droite le
segment ayant ses points extrémes en deux points donnés 4 et B de la
droite et contenant les points intermédiaires. Et 1’on peut aussi obtenir
les attributs élémentaires d’un tel segment AB.

B) Envisageons en second lieu les attributs de surface du plan.

(**) D. HILBERT, Grundlagen (*"), (2® éd.), p. 4; (3° éd.), p. 5.
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Si Pon se place ou point de vue du plan actuel on peut prendre
comme base la division du plan en deux parties par une de ses droites
et caractériser, avec M. PAscH (°4), lattribut fondamental correspondant
par le postulat suivant (qui fait pendant en quelque sorte aux trois
postulats § énoncés plus haut) pour la droite.

f) 4) Si, dans un plan, trois segments AB, BC, CA sont donnés,
une droite (du plan) qui a un point commun avec I'un d’eux a aussi
un point commun avec 'un des deux autres.

En raison de ce postulat, le plan est divisé par une quelconque de
ses droites (d) en deux parties [cdtés ou demi-plans] de facon que le seg-
ment joignant deux points situés du méme coté de (d), mais extérieurs
a (d), n’a aucun point commun avec (d); au contraire, le segment
joignant deux points qui ne se trouvent pas du méme coté de (d) a
un point commun avec (d).

On peut introduire les mémes attributs en se plagant au point de
vue génétigue. Pour la géométrie euclidienne on y parvient trés sim-
plement en postulant comme il suit:

1) le postulat des paralléles d’Euclide;

2) si deux paires de droites (a, a'), (b, b") issues d’un méme point O
sont coupées par ume transversale (d) [qui est supposée n’étre parallele
a aucune des quatre droites et ne pas passer par O] en deux paires de
points (4, A"), (B, B') tels que A et A’ soient séparés par I'un des deux
points B ou B’ et que B et B’ soient séparés par I'un des deux points A
ou A’, il en est nécessairement de méme pour loute transversale qui ne
passe pas par O et n’est parallele & aucune des quatre droites envisa-
gées (cf. §§ 24 & 28).

Ce postulat de M. PAscH conduit directement & la définition des sur-
faces planes dans lesquelles deux droites qui se coupent partagent le
plan et & la définition des angles formés par ces deux droites.

La question de la définition de ’angle a soulevé autrefois bien des
discussions.

EvucLIDE (%) désigne ’angle comme 1’inclinaison de deux droites se
coupant, ce qui est une tautologie manifeste (?¢). D’autres ont considéré

(*%) M. PascH, Neuere Geom. (**), p. 21.

(*s) Elementa, livre 1, déf. 7; Opera, ¢d. J. L. HEIBERG, 1, Leipzig 1883, p. 2.

(°%) «+Déjd dans ’antiquité des efforts avaient été tentés pour obtenir une meilleure défi-
nition de I’angle, mais presque tous ces efforts n’ont abouti & aucun résultat. D’aprés ApoL-
LONIUS un angle est la contraction ou le resserrement [cvvaywy?] d’une surface ou d’un solide
autour d’un point sous forme de ligne brisée ou de surface ayant une pointe [en latin du moyen
age: angulus est coniunctio superficiei aut corporis ad unum punctum, quae comprehenditur a
linea curva aut superficic acuta] définition qui n’est gutre préférable a celle A’EucLIDE. D’autres
définitions presque aussi obscures ont été données par PLUTARQUE et CARPuUS [cf. PROCLI
Diadochi (?), p. 121-8; ANARITII In libros Euclidis commentarii ('*), p. 11-4] (Note de G.
ENESTROM). *
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Pangle comme la « mesure d’une rotation». IL’essentiel dans toutes les
définitions que l’on donnait consistait d’ailleurs & affirmer l’existence
d’une certaine invariabilité, concernant une paire de droites qui se cou-
pent, par rapport au groupe des mouvements. Le concept d’un tel
invariant (la grandeur de ’angle) suffit évidemment pour constituer la
théorie élémentaire des congruences des figures.

Mais Pangle joue dans d’autres questions un réle différent. On le
voit, en particulier, quand il s’agit de certains rapports de situation
tels que la notion de « point situé & ’intérieur d’un angle », par exemple.
Au point de vue de ces relations, on a besoin d’un concept de 1’angle
qui soit indépendant du concept de la congruence des angles.

C’est pourquoi L.ouis BERTRAND (*7) a défini ’angle comme partie
d’un plan. D’une fagon précise: ’angle de deux droites est la partie
du plan qui est commune aux deux demi-plans limités par ces deux
droites; ou encore: I’angle de deux droites est 1'interférence de ces deux
demi-plans. Les deux droites sont les ¢dtés de ’angle.

G. VERONESE (%) remarque que la figure ainsi définie, qu’il appelle
« champ angulaire » ou « section angulaire », ne correspond pas & la con-
ception habituelle de 1’angle; on considére en général I’angle comme une
figure n’ayant qu'ume dimension, appartenant non & un plan mais & un
faisceau de droites. C’est pourquoi il propose plutdt, en s’appuyant sur
le principe de dualité qui domine toute la géométrie projective, de
définir I’angle de deux demi-droites a, b comme V’ensemble des demi-
droites situées entre les deux demi-droites a et b.

On peut développer tous les rapports de situation des figures poly-
gonales quelconques en se basant sur le postulat de M. PAscH. On peut,
en particulier, définir ainsi la surface d'un polygone.

G. VERONESE (*°) parvient & ce méme résultat d’une fagon récurrente,
en considérant d’abord la surface du triangle comme la partie du plan
qui est commune & deux angles, puis en considérant la surface du poly-
gone convexe comme une somme [une juxtaposition] de surfaces de
triangles. Sil’on rattache ces développements 4 la construction génétique
du plan, ils entrent en rapport avec le concept des paralléles (cf. § 14).

F. ENrIQUES et U. AMALDI (1°) définissent la surface du polygone
convexe comme l'interférence des demi-plans qui contiennent les som-
mets et sont limités par les cotés du polygone. Ils en déduisent les

(°") Développement nouveau de la partie élémentaire des mathématiques, 2, Geneve 1775, p.6.

(**) Fondamenti (**), p. 619; trad. A. ScHrre, Grundzitge (*°), p. 307 ct suiv. ¢t p. 695,
Elementi (*), (2® ¢d.), p. 35.

(**) Forndamenti (**), p. 321 et suiv.; trad. A. ScHepp, Grundziige (**), p. 346 et suiv.;
Elementi (**), (2¢ éd.), p. 105; (3° éd.), p. 113.

(199) Element: (%), (1™ éd.), p. 98.
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attributs élémentaires de situation des polygones en appliquant directe-
ment le postulat de M, PAScH.

Les deux parties dans lesquelles un plan est divisé par un polygone
convexe peuvent de méme étre définies soit par juataposition, soit par
interférence de demi-plans et 1’on en déduit alors cette propriété fonda-
mentale qu’un segment, ne passant pas par un sommet du polygone
et joignant deux points du plan, coupe le périmeétre du polygone en un
nombre pair ou impair de points selon que ces deux points appartien-
nent, ou non, a la méme partie du plan.

La partie intérieure (surface du polygone) ne semble pouvoir étre
distinguée de la partie extérieure qu’en raison de l’infinité de cette derniére.

0) Les concepts de géométrie plane dont on vient de parler s’appli-
quent aussi & la géométrie dans l'espace.

Les parties (ou cdtés du plan) dans lesquelles Iespace est divisé par
un plan peuvent étre définies, si ’on admet un postulat [analogue au
postulat de M. PascH relatif au plan] affirmant que ’espace a trois
dimensions et permettant de prouver que « deux plans ayant un point
commun ont nécessairement une droite commune». Si, au contraire,
on prend cette propriété comme postulat (comme dans le § 7) la division
de I’espace par un plan résulte du postulat de M. PascH relatif au plan.

Le concept de l'angle dicdre est analogue & celui de ’angle plan et
n’appelle pas de nouvelles réflexions.

La définition générale du polyédre (ou plutdt de la figure polyédrique)
et celle du corps fermé demandent quelque attention. En effet une
nouvelle difficulté apparait déja ici quand on envisage les figures polyé-
driques et a cette premicre difficulté vient s’en ajouter une autre encore
quand on envisage des corps fermés limités par des surfaces courbes. Ces
questions seront traitées dans des articles spéciaux relatifs aux polyedres.

Nous terminerons ’examen de ces concepts en remarquant que les
concepts du sens d’un angle, du sens d’une figure, du sens d’un segment,
... dans le plan, ainsi que les concepts du sens d’un angle diédre, du sens
hélicoidal, ... dans D’espace, peuvent étre établis en prenant comme base
le postulat de M. PascH relatif au plan, et le postulat analogue dans
P’espace, sans recourir & d’autres intuitions primitives.

Ce sujet a été traité de facons différentes par G. VERONESE (1°') d’une
part, par F. ENRIQUES et U. AMALDI (1) d’autre part (1°*), *et enfin
par F. SCHUR (1°%).*

(191) Elementi (*%), (2% ¢d.), p. 59.

(*°2) Elementi (*%), (1 éd.), p. 58.

(19%) Voir aussi, & ce sujet, ’article de U. AMaLD1 dans F. ENRIQUES, Questiont, p. 56; et
voir encore B. LEVI, « Periodico di mat. », (3), 1 (1903-1), p. 207-14.

(%) 4 Grundlagen (*'), p.79.*
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11. - Congruence et mouvement.

A la congruence (ou égalité géométrique) et au mouvement (des corps
rigides) qui permet de la contrdler (dans l’espace physique) se ratta-
chent deux manieres de voir distinctes.

Selon les uns le mouvement géométrique fournit la définition de la
congruence, puisque par mouvement on peut distinguer les figures super-
posables de celles qui ne le sont pas.

Pour d’autres, le concept méme de mouvement géométrique, repré-
sentant une variation de position sans déformation, contient implicitement
I'idée de congruence.

Nous ne parlerons pas ici des tentatives faites depuis EUCLIDE pour
écarter des principes de la géométrie 'idée du mouvement. Nous rap-
pellerons seulement que, vers 1868, H. voN HELMHOLTZ (1°%) a soutenu
que le concept du mouvement (abstraction faite du temps) est le fon-
dement naturel du concept de congruence [cf. §§39 4 42)] d’ou il apparait
4 G. J. HoUEL (**°) que l’on fait une confusion d’idées en voulant bannir
le mouvement des éléments de la géométrie.

CH. MERAY (°7) partage aussi cette fagon de voir. Il part du concept
de la translation pour parvenir & celui du parallélisme et c’est le concept
de la rotation qui le méne au concept de 1’orthogonalité.

H. POINCARE (%), lui aussi, considere le concept du mouvement
comme le fondament propre de la géométrie.

Dans le domaine mathématique les deux théses opposées que nous
venons de mentionner peuvent également se défendre comme légitimes.

Si méme on admet que, dans la genése psychologique, ’idée de con-
gruence est née du mouvement physique des corps rigides, on ne peut
nier que lesprit formé du mathématicien comprend, en fait, les deux
notions de congruence et de mouvement de telle facon qu’il puisse logi-
quement prendre chacune d’elles, indépendamment de 1’autre, comme
notion primitive caractérisée par un systéme convenable de postulats.

Peut-étre aussi, &4 un certain point de vue, serait-il possible de sou-
tenir que la congruence, entendue comme un rapport physique, a par
elle-méme une signification indépendamment du mouvement des corps.

(*°%) « Verh. des Naturhist. medic. Vereins Heidelberg », (1) 4 (1865-8), p. 197; (1) 5 (1869-70),
p. 31-2; « Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux », (1) 5 (1867), p. 372-8; « Nachr. Ges. Gott. », 1868,
p. 193-221; « Wiss. Abh.», 2, Leipzig 1883, p. 610-617; 618-39.

(1%) Essai critique sur les principes fondamentaux de la géoméirie élémentaire, Paris 1867 ;
(2° éd.), Paris 1883.

(**") Nouveaux éléments de géométrie, Dijon 1874; (2° ed.), Dijon 1903, p. 21, 31.

(**) La science et Uhypothése, Paris 8. d. [1903], p. 60-1.
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Outre les deux manieres de voir déja indiquées, il en est une troi-
siéme (1) qui cherche & rattacher l'idée de la congruence géométrique
a lidentité logique. Mais les critiques ont déja noté, et cela & juste
titre, que ceux qui procédent ainsi se fondent sur une fausse interpré-
tation du principe logique d’identité.

Sans quitter 1’ordre élémentaire, nous allons exposer briévement les
systémes de postulats par lesquels M. PAsSCcH, G. VERONESE et D. Hir-
BERT ont formulé logiquement les propriétés fondamentales de la con-
gruence géométrique. Nous examinerons plus loin (§§ 39 & 42) les déve-
loppements qui, d’aprés les idées de H. voN HELMHOLTZ, permettent
de caractériser I’ensemble des mouvements comme un groupe de trans-
formations.

a) Systémes de postulats de Pasch (%), — Aprés avoir donné les pos-
tulats [de la géométrie projective] qui concernent les propriétés gra-
phiques (1) de la droite et du plan dans une région de ’espace (Raum-
stiick) convenablement délimitée (§ 15), M. PASCH introduit comme
notion logiquement primitive (quoique psychologiquement acquise par
Pexpérience du mouvement) la notion de la relation de congruence entre
deux figures géométriques composées de points, relation que nous dési-
gnerons par

M=M.

La congruence est con¢gue comme une correspondance parfaite [I 1, 1],
c’est-a-dire univoque et réciproque, élément par élément, ainsi qu’il
suit:

Les parties homologues de figures congruentes sont congruentes.
Deux figures congruentes a une troisieme sont congruentes entre elles.
Si deux figures M, M’ sont congruentes [M=M'] et qu'a M on adjoigne
un point A4, on peut toujours déterminer un point A’ de fagon que les
figures composées M 4 A, M'+ A’ soient congruentes [M + A=M'4+A’].

Les propriétés fondamentales de la congruence par rapport & la droite
et au plan sont énoncées dans les sept postulats suivants dont les cing
premiers se rapportent a la droite et les deux derniers au plan. [Dans
les énoncés de ces sept postulats les lettres A4, B, C, ... représentent
des points].

(1*) G. VERONESE, LKlementi (**), (2¢ éd.), p. 22 [premicre partie, livre II.

(119) Neuere Geom. (**), p. 103.

(*11) J. V. PONCELET a désigné successivement sous le nom de propriétés descriptives [Traité
des propriétés projectives des figures, Paris 1823; (nouv. éd.) 1, Paris 1865, Introd. p xii] et de
propriélés graphiques [id. 1, p. 5] les propriétés des figures qui ne concernent que la position res-
pective de ces figures.
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1) Les figures AB et BA sont congruentes; en d’autres termes on a
AB=DBA.

2) 8i V'on envisage la figure plane ABC, il existe sur la droite qui
joint A et C, du coté de A ou est C, un point B’ tel que

AB'=AB.

3) Si ABC = A'B'C' et si C est intérieur 4 AB, alors €’ est inté-
rieur & A'B'.

4) Si C; est intérieur & AB et que sur la droite qui joint 4 et B,
on construise, du coté opposé & A, le point C, de fagon qu’on ait
0,0, = AC,, puis toujours du c6té opposé & 4, le point C; tel que I'on
ait C,0; = C,0,, et ainsi de suite, on parvient nécessairement aprés un
nombre fini d’opérations & un point C,., tel que C,C,;, contienne le
point B.

5) Si dans la figure ABC on a

AB = B(C,
il en résultera
ABC = (CBA .

6) Si D, E, F sont trois points non en ligne droite et que l’on ait
AB = DFE,
il existe, dans tout plan mené par AB, deux points C tels que

ABC = DEF .

7) Si deux figures non planes ABCD, ABCE sont congruentes, le
point F coincide avec le point D.

Le postulat 4) contient le postulat d’Archiméde dont nous parlerons
au § 13 avec plus de détail.

b) Systémes de postulats de Veronese. — Quoique le systéme de pos-
tulats de M. PAscH soit d’une logique parfaite, celui de G. VERONESE
accuse, si ’on veut, un progres en ce sens du moins qu’aulieu de prendre
comme notion primitive celle de la congruence de deux figures quelcon-
ques, on n’y prend comme notion primitive que celle de la congruence
de deux segments.
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Le systéme de G. VERONESE est caractérisé par cinq postulats dont
voici I’énoncé (112):

1) La congruence de deux segments consiste en une correspon-
dance biunivoque entre les points de ces deux segments, telle que & des
points successifs de 1'un correspondent des points successifs de 1’autre
et que chaque segment partiel de I'un soit congruent au segment partiel
homologue de 1’autre.

2) Deux segments congruents a un troisiéme sont congruents
entre eux.

3) Etant donnés, sur une droite, un segment AB et un point C,
il existe sur la droite un segment déterminé CD congruent a AB et de
meéme sens.

4) Etant donné sur une droite un segment AB, il existe sur cette
droite un segment déterminé AB; qui est congruent & AB et de sens
contraire.

5) Si deux droites ont un point commun 4, & chaque segment AB
de Vune correspond un segment congruent AB’ de l'autre (et un seg-
ment AB" de sens contraire).

Ces postulats, joints aux postulats relatifs a la notion primitive de
droite (ordre de ses points, leur coincidence au sens du § 13, leur déter-
mination au moyen de deux points), permettent de comparer deux seg-
ments quelconques en parlant de segments plus grand et moins grands
de somme ou de différence de deux segments, ...

Ces postulats ne renferment d’ailleurs pas le postulat d’Archimede
qu’il faut donc encore leur adjoindre quand on en a besoin.

La congruence de deux figures quelconques (composées de points)
peut ensuite étre définie comme une correspondance telle que les seg-
ments homologues soient congruents.

Pour Détude des figures congruentes, G. VERONESE propose un
postulat relatif aux paires de droites incidentes, c’est-a-dire aux angles:

6) Si (4B, AC) et (A'B’, A'C") sont deux paires de droites et que
les trois paires de segments (AB, A'B'), (4C, A'C"), (BC, B'C') sont
congruentes, alors les deux paires de droites (4B, AC) (A'B'y, A'C') sont
aussi congruentes.

Il se sert en outre du postulat suivant:

7) Si un c¢o6té d'un triangle devient infiniment petit, la différence
des deux autres cotés devient aussi infiniment petite.

("'?) En formulant ainsi cet ¢noncé, on a ¢gard non sculement au texte des « Fondamenti »
mais aussi, en partie du moins, & celui des « Elementi » de G. VERONESE. On reproduit toutefois
ici le systéme général des postulats [non contenu dans les « Elementi»] qui fait abstraction
du postulat des paralléles.
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Si, dans ce systéme de postulats et dans le développement des consé-
quences que l'on en tire plus d’un détail parait compliqué, cela tient
essentiellement &4 ce que G. VERONESE s’est imposé d’une part de ne
pas prendre comme donmée la propriété fondamentale du plan (cf. §8)
et d’autre part de faire dépendre le concept général de la congruence,
en particulier de la congruence des angles, uniquement de celui de la
congruence des segments.

L’importance du dernier postulat sur la continuité du plan (conti-
nuité qui, dans le méthode ordinaire, résulte de celle de la droite, mais
qui ici figure comme un complément de celle de la droite) apparait net-
tement quand on cherche avec J. MOLLERUP (!'%) & développer les con-
structions dans le plan sans faire intervenir le concept de la congruence
des angles.

Dans la méthode de J. MoLLERUP il est nécessaire d’établir un postulat
d’aprés lequel « on puisse construire sur une droite donnée comme base,
et d'un des cotés de cette droite, un seul triangle ayant ses cotés respec-
tivement égaux 4 ceux d’un triangle donné». Or dans le systéme de
G. VERONESE, ce théoréme peut étre prouvé en se basant sur le postulat,
déja mentionné, de la continuité du plain (14).

¢) Systéme de postulats de Hilbert (*5). — En distinguant 'un de ’autre
les postulats de ’appartenance et de la disposition [§§ 9 et 10, «) et )]
et en prenant par suite comme donnée la propriété fondamentale [§ 9, )]
du plan, D. HILBERT a établi un nouveau systéme de postulats fort
simples dans lequel le concept de la congruence des segments et celui de
la congruence des angles apparaissent tous les deux comme primitifs.

Si I’on considére les segments et les angles comme définis indépen-
damment de leur sens (§ 10), on peut formuler les postulats de Hilbert
de la facon suivante:

y) Sous le nom de congruemce, on suppose donnée une relation
symétrique entre les segments et les angles telle que les sept conditions
que voici soient satisfaites:

1) Tout segment et tout angle est & lui-méme congruent.

2) Deux segments, ou deux angles, qui sont congruents & un
méme troisiéme, sont congruents entre eux (11¢).

3) Sur une droite on peut déterminer, d’un c6té d’un point A4’

(113) « Math. Ann.», 53 (1904), p. 479.

(') Voir aussi A. GUARDUccI, dans F. ENRIQUES, Questioni (**), p. 65.

(%) Grrundlagen (**), (2° éd.) p. 7.

(11¢) Ces deux premiéres conditions [auxquelles correspondent des propri¢tés que les logi-
ciens qui s’occupent de mathématiques appellent propriétés reflectives et transitives] comme
aussi la condition: si a=b on a aussi b=a [a laquelle correspond la propriété syméirique] consti-
tuent, en général, les attributs formels de tout rapport pouvant étre envisagé comme une égalité.
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donné sur cette droite, un segment A'B’ qui soit congruent &4 un seg-
ment donné AB; on écrit

A'B'=AB.
4) Si B est un point du segment AC, B’ un point du segment
A'C’ et si
AB=A'B', BC = B'(C',
on a aussi
AC=A4'C".

5) Si, dans un plan, on se donne une demi-droite O'a’ partant
d’un point O’ et si 'on considére un des deux demi-plans limités par
la droite (a"), on peut déterminer, dans ce demi-plan, une demi-droite O'b’
issue de O’ et formant avec O'a’ un angle congruent & un angle donné
< (a, b); on écrit

< (a/y b)) = X (a, b).
6) Si Ob est une demi-droite issue du sommet O de I'angle < (a, ¢)

et si O'd" est une demi-droite issue du sommet O’ de 'angle < (a', ¢'),
si enfin

L (ay b) = X (a'y b") et X (b, 0) = x (b, ¢),

on a aussi

X (a, €)= < (a', ).

7) Si A, B, C d’une part, 4', B’, ¢’ d’autre part, sont des « tri-
ples de points » [groupes de #rois points] non situés en ligne droite et si

AB=A'B", AC=A4'C",
X BAC = & B'A'C',
on a aussi

4 ABC = < A'B'(' et < ACB = < A'C'B’

et par conséquent aussi

BC = B'(’.
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Ces postulats ne contiennent pas le postulat d’Archiméde qui doit
donc leur étre expressément adjoint quand on en a-besoin. Ils for-
ment la base des théorémes ordinaires relatifs & la congruence des
triangles, théorémes sur lesquels repose toute la théorie de la congruence

des figures quelconques.

12. - Sur la réduction des concepts fondamentaux
considérés dans les numéros précédents.

L’école de logique mathématique de G. PEANO (117), faisant abstraction
de tout ce qui ne regarde pas uniquement la logique formelle, se propose
de restreindre le nombre des concepts dont il vient d’étre question
(8§ 7 & 11) et de poursuivre au point de vue formel, autant que faire
se peut, ’examen des postulats en les décomposant dans leurs éléments.

Dans cet ordre d’idées, G. PrEaxo (118) a pris comme point de départ
les postulats de caractére projectif de M. PascH se rapportant aux
concepts « point », « segment » ou «situé entre » et « surface plane». En
les traduisant en symboles empruntés & la logique mathématique déja
systématisée & cette époque, il commenca par ramener le concept de
la surface plane & celui du segment (cf. § 11). Il montra ensuite (11?)
que Pon peut remplacer le concept de la congruence par les postulats
de caractére projectif que nous venons d’énumeérer en y joignant le pos-
tulat du «mouvement». Il se préoccupa aussi de prouver l'indépen-
dance de ses postulats en en donnant diverses interprétations (cf. § 4).

M. PiErI (2°) a défini le « segment » & ’aide des concepts « point »
et « mouvement» et, & cet effet, a développé un systéme convenable
de postulats.

M. P1ERI (**!) et A. PaDoA (%22) ont proposé de remplacer le concept
du mouvement par le concept « paire de points équidistants » qui peut
étre ramené au cas de « paire ayant un point commun » et cela en sui-
vant une idée qui apparait déja dans les premiers théorémes d’EUCLIDE
et qui a été développée par G. VERONESE (12¥).

G. PEANO (2*) a montré que ces définitions ne sont pas sans rela-

(11") Voir G. I’EaNo, Formulaire de mathématiques, £, Turin 1903, p. 253.

(1®) Principit (*%), p. 9 ct suiv.

(11?) »« Rivista mat.», 4 (1894), p. 75.*

(**) « Memoric Acc. Torino», (2) 49 (1899), p. 173.

(*%') « Memoric Acc. Torino », (2) 49 (1899), p. 173 et suiv,

(1*?) Voir en particulier: C. R. du deuxiéme congrés intern. math., ’aris 1900, publ. par E.
Durorcq, Paris 1902, p. 353.

(1*?) «G. VERONESE, Fondamenti (**), en partic. p. 274.*

(**¢) « Atti Ace. Torino», 38 (1902-3), p. 6.
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tions avec celles de la droite et du plan données par G. W. LEIBNIZ
(§ 8); il a mis aussi en évidence le lien qui les unit & ses postulats
concernant la théorie des vecteurs.

I1 convient de remarquer que jusqu’ici M. Prerr seul a formulé
d’une facon compléte les postulats dont il fait usage. Il faut toutefois
ajouter que ces postulats se présentent sous une forme extrémement
compliquée et perdent tout caractére d’évidence relativement & 1in-
tuition que nous en avons. Cela vient surtout de ce que les concepts
primitifs de la disposition (c’est-a-dire les attributs de la droite en tant
que ligne) ont été supprimés par M. Preri. D’ailleurs M. P1gRrI n’attache
aucune importance & 1’évidence plus ou moins grande de ses prémisses (125).

De son coté, B. LevI (12¢) a développé un systéme de postulats en
ne s’appuyant que sur les concepts « point» et « paires équidistantes »;
mais les postulats de B. LEVI ne définissent pas seulement la géométrie
habituelle: ils définissent aussi un systeme géométrique plus général; &
Paide des concepts de disposition, ce systéme plus général conduit d’ail-
leurs & la géométrie métrique habituelle (aussi bien euclidienne que
non-euclidienne).

A coté de ces travaux il y a lieu de mentionner un mémoire de B. Ka-
GAN (127} ou Pon trouve un systéme de définitions et de postulats propres
a caractériser la géométrie euclidienne en prenant comme base les con-
cepts fondamentaux « point », « mouvement » (transformation des points)
et «distance » (considérée comme invariante au point de vue des mou-
vements). Les développements de B. KAGAN sont trés clairs et ses postu-
lats sont plutdt simples; mais cette simplicité est obtenue en supposant
que la distance est immédiatement représentée par un nombre; cette
supposition remplace en particulier les concepts de la disposition; il con-
vient d’ailleurs d’observer qu’elle semble en contradiction avec le point
de vue auquel se place B. KAGAN.

Dans une voie différente, mais en suivant cepedant encore les idées
directrices de '’Ecole de logique mathematique de G. PEANO, O. VEBLEN (28)
a établi un systéme de postulats trés simples dans lesquels le «point »
et les « triples de points se succédant en ligne droite » apparaissent comme
des concepts primitifs; il a aussi cherché & définir la congruence en se
basant sur ces postulats. Mais cette dernieére définition se fonde sur le
choix arbitraire d’une certaine polarité [pour ce qui concerne le fonde-

(*?%) « Memorie Accad. Torino », (2) 49 (1899), p. 178 et suiv.

(12%) « Memorie Accad. Torino », (2) 54 (1904), p. 281-353.

(1?") « Jahresb. deutch. Math.-Ver. », 11 (1902), p. 403.

(2%) « Trans. Amer. math. Soc. », 5 (1904), p. 343; «voir aussi E. H. MOORE, id., 3 (1902),
p. 147; F. ScHUR, Grundlagen (*!), p. 8.*

F. ENRIQUES - Memorie scelle di Geometria, 111. 3
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ment projectif de la géométrie métrique, cf. § 28, 30] et elle semble, par
suite, ne faire que déguiser 'introduction d’un nouveau concept primitif.

13. - Continuité et postulat d’Archimeéde.

L’analyse du concept de continuité a regu de nos jours une grande
extension par suite du développement des considération infinitésimales
(cf. § 46 &4 52). On rencontre cependant déja des traces de cette ana-
lyse dans quelques théories développées par les géométres grees, en par-
ticulier dans la théorie des proportions, ol ces géometres sont parvenus
4 surmonter les difficultés qui se présentent quand le rapport des
grandeurs en proportion est incommensurable (2?), et dans I’emploi
de la méthode d’exhaustion (**). Dans ces deux cas toutefois, il s’intro-
duit uniquement ce qui, dans la notion de continuité, correspond au posiu-
lat d’ARCHIMEDE ('*1): «si deux segments sont donnés, il y a toujours
un multiple du plus petit qui surpasse le plus grand ».

Ce postulat est implicitement contenu dans la quatrieme définition
du cinquiéme livre des « Eléments » A’ EUCLIDE (132):

Adyov Exew mpds dAImla peyédn iéyerar, & ddvvaraw mollanlacialdueva
GAAM Ay Omepéyew «il existe un rapport mutuel entre des grandeurs
qui peuvent en se multipliant se surpasser mutuellement ».

A notre point de vue moderne, 'importance du postulats d’ARCHI-
MEDE résulte surtout de ce qu’on peut en conclure immédiatament la
possibilité de représenter chaque segment par un nombre soit rationnel,
soit irrationnel. En effet, étant données deux grandeurs quelconques y
satisfaisant, ce postulat permet de déterminer deux multiples successifs
de la premiére de ces deux grandeurs, encadrant la seconde, en sorte que
I’on peut établir des calculs sur ces grandeurs et définir le rapport (Adyog)
de deux d’entre elles conformément & la théorie des proportions d’EUCLIDE.
Si Pon convient de prendre une des deux grandeurs envisagées comme

(1**) EvucLiDk, Elementa, livee 5, d¢f. 5; Opera, ¢d. J. L. HriBERG 2, Leipzig 1884, p. 2.

(*%") EucLipk, Elementa, livre 10, prop. 1; Opera, ¢d. J. L. HEIBERG, 3, Leipzig 1886, p. 4.

(191) C’est O. StoLnz [« Ber. naturw.-mediz. Ver. Innsbruck », 12 (1881-2), p. 75; réimpr.
« Math. Ann. », 22 (18353), p. 504) qui a désigné cette proposition sous le nom de postulat d’Archi-
méde. Il ne faudrait pas croire toutefois que ce postulat soit cffectivement dd & ARCHIMEDI.
Comme le dit d’ailleurs O. Storz lui-méme, [« Ber. naturw.-mediz. Ver. Innsbruck » 12 (1881-82),
p. 86; « Math. Ann. », 22 (1883), p. 512] bien avant ARCHIMEDE, plusieurs géometres avaient déji
fait usage de cette proposition fondamentale. Elle se trouve dans ARISTOTE [voir. J. L. HEIBERG,
« Abh. Gesch. Math. », 18 (1904), p. 23] et il est méme vraisemblable [cf .H. G. ZEUTHEN, « Ver-
handl. des 3. internat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904 », publ. par A. KRAZER, Leipzig 1905,
p. 541; « Bibl. math. », (3) 7 (1906-7), p. 344] quWEUDOXE s&’en est déja servi.

(}3%) Elementa, livre 5, déf. 4; Opera, éd. J. L. HEIBERG, 2, Leipzig 1884, p. 2.
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unité de mesure, ce rapport est un nombre, le nombre qui mesure Pautre
grandeur (33).

Il résulte aussi du postulat d’Archiméde qu’il n’existe pas d’infi-
niment petit actuel par rapport aux longueurs que l’'on considére.

Mais de ce postulat & lui seul on ne saurait conclure que réciproque-
ment & tout nombre irrationnel correspond un segment mesuré par ce
nombre (134).

Notre concept de continuité renferme & la fois le postulat d’Archi-
mede et ce qu’il faut lui adjoindre pour qu’effectivement & tout nombre
réel corresponde un segment mesuré par ce nombre. Il renferme ainsi
un énoncé positif d’existence que les Grecs ne semblent pas avoir connu:
quelques sophismes célébres, comme celui d’Achille et de la tortue, parais-
sent le prouver.

Ce n’est pas que les Grecs n’aient utilisé la représentation du continu.
Tout ce qui, dans cette représentation, leur était nécessaire se retrouve
implicitement dans les « Eléments » A’ BUCLIDE: ainsi les faits essentiels
touchant I'intersection des cercles et des droites y sont admis et les cons-
tructions basées sur ces faits sont pour EucLIDE 'unique fagon de prouver
Pexistence des figures (133).

A notre point de vue moderne, le postulat de la continuité des droites
(et, par suite, celui de la continuité de I’espace) apparait quand on cherche
3 représenter géométriquement tous les nombres réels et c¢’est sur ce fon-
dement que repose pour nous la géométrie analytique.

Dans ses cours professés a ’Université de Berlin K. WEIERSTRASS (13¢)
a déja formulé ce postulat; G. CANTOR (1%7) et R. DEDEKIND (!3%) l’ont
énoncé différemment.

Postulat de continuité de CaNTOR. Ce postulat s’exprime géométri-
quement de la maniére suivant:

S’il y a sur un segment rectiligne O M deux suites illimitées de seg-
ments 0A,, OA,, OA,, ... dune part, OA,, OA,, OA,, ... d’autre part,
tels que les segments de la premiére suite croissent indéfiniment et que
les segments de la seconde suite décroissent indéfiniment, et cela de facon

(***) Cf. O. HOLDER, « Ber. Ges. Leipzig », 33 (1901), math., p. 1.

(**) 4 F. SCHUR [« Grundlagen (**), p. 183) se place a un point de vue différent. Il admet
que l’existence géométrique d’un segment résulte de ce que d’une part on le définit géométrique-
ment sans ambiguité et que d’autre part on suppose qu’il satisfait précisément aux mémes
postulats que ceux qui conviennent au segment analytique. A chaque segment géométrique
correspond alors par définition un nombre réel et ’on peut déduire du postulat d’ARCHIMEDE
qu’a chaque nombre irrationnel correspond un segment existant géométriquement (Note de
F. SCHUR).*

(2%) Cf. H. G. ZEUTHEN, « Math. Ann. », 47 (1896), p. 222.

(**%) «Ces cours n’ont pas été publiés.*

(**") « Math. Ann.» 5 (1872), p. 128.

(128) Stetigkeit und irrationale Zaheln, Brunswick 1872; (3° éd.) Brunswick 1905, p. 8.
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que les segments A,4;, A,4,, A,A,,... décroissent constamment pour
devenir plus petit qu’un segment arbitrairement fixé a ’avance (quelque
petit qu’on fixe ce segment), & partir d’un indice # (qui dépend naturel-
lement du choix de ce segment), alors il existe sur le segment O.M wun
point X tel que OX soit plus grand que tous les segments de la premiére
suite et plus petit que tous les segments de la seconde suite (13?).

En adjoignant ce postulat au postulat d’Archiméde, on peut renverser
la correspondance entre segments et nombres qui résulte de la mesure
des segments et ’on parvient ainsi au théoréme fondamental d’apres
lequel fout mombre réel (irrationnel aussi bien que rationnel) correspond
a un segment dont il est la mesure.

On peut donc dire que Pensemble des deux postulats d’ ARCHIMEDE
et de CANTOR fournit la représentation cartésienne des points de la droite.
"~ Le role joué ici par le postulat de Cantor peut aussi bien I’étre par un
autre postulat auquel on a donné le nom de postulat d’intégralité (Voll-
standigkeit) et qu’on énonce ainsi (14°):

L’espace est une variété d’éléments (points) qui ne saurait étre agrandie
par ’adjonction d’autres éléments de telle facon que le systéme des
postulats formant la base de la géométrie soit encore satisfait dans la
variété agrandie.

En traduisant géométriquement les expressions du postulat de la
continuité formulées par K. WEIERSTRASS et par R. DEDEKIND on par-
vient & deux nouveaux énoncés de ce postulat qui se présentent sous
une forme descriptive.

Postulat de continuité de Weierstrass. — Si un segment OM contient
une suite illimitée de points successifs 4,, 4,, 4;, ..., il existe un point
(limite) B tel que, dans le voisinage (*4!) de B, quelque petit que soit
fixé ce voisinage, se trouve un au moins des points de la suite 4,, 4,, 4,, ...

Postulat de continuité de Dedekind. — Si un segment OM est divisé
en deux classes de points de telle sorte que si O appartient a la pre-
miére classe et M a la seconde, chaque point de OM appartienne &
une des deux classes et qu’un point quelconque de la premiére classe se
trouve & lintérieur du segment formé par O avec chacun des points
de la seconde classe, alors il existe un point X tel que tous les points
situés & Pintérieur du segment OX appartiennent & la premiére classe

(*%*) C’est & propos de ce postulat de la continuité de G. CANTOR que F. KLeIN [« Bull. Soc.
phys. mat. Kazan » (2) 8 (1898), p. 18; « Math. Ann. », 50 (1898), p. 594] remarque qu’au point
de vue physique on doit déja faire intervenir comme postulat ’existence de ceux des points du
segment OM ayant une abscisse rationnelle dont le dénominateur est suffisamment grand.

(M%) C’est ce que fait D. HILBERT, Grundlagen (*7), (3% éd.), p. 22. Cf. note 134.

(*41) »Au lieu de voisinage d’un point, on dit aussi souvent environs de ce point. Il vaudrait
peut-étre mieux dire enfourage du point, mais cette locution est peu usitée.*
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tandis que tous les points situés & lintérieur du segment XM appar-
tiennent & la seconde classe. On démontre qu’il n’existe qu'un seul
point X jouissant de cette propriété. Il peut d’ailleurs arriver que X
coincide soit avec O soit avec M.

Les deux postulats de K. WEIERSTRASS et de R. DEDEKIND sont
entierement équivalents.

Si 'on adjoint I'un de ces deux postulats de continuité aux postulats
de congruence des segments sur la droite (§ 11, y) on peut:

a) prouver (142) le postulat d’Archimeéde (14%);
b) représenter les points de la droite sur le continuum numérique
au moyen d’une correspondance biunivoque [dite aussi parfaite I 1, § 1].

On peut donc dire que si les postulats sur la congruence des segments
sont donnés [§11, y) 1) & 4)], le postulat de continuité de Weierstrass
(ou celui de Dedekind) est équivalent & Uensemble des postulats de conti-
nuité de Cantor et d’Archiméde.

La question se pose maintenant de savoir si le postulat d’Archimede
est aussi une conséquence des postulats sur la congruence des segments
et du postulat de la continuité de Cantor.

G. VERONESE (41) a montré qu’a cette question il faut répondre
négativement et a ainsi prouvé que le postulat de la continuité de Cantor
est compatible avec la supposition d’un segment actuel, infiniment petit
(par rapport & une unité donnée) [cf. § 47].

Cela résulte, en somme, du raisonnement que voici (145):

Supposons, dans un méme plan, un systéme a, a’, a”, ... de droites
horizontales en nombre illimité, & distances égales les unes des autres,
et considérons I’ensemble de tous les points de ces droites comme un
systéme de points ordonnés de facon
que chaque point B situé d droite d’un |
point A sur une méme horizontale, et D
que chaque point ¢ ou D situé plus i
haut que A, soient regardés comme
«suivant A »; au contraire A précéde
B, C et D. Dans ce systome de points
que l’on peut supposer ordonné dans Fig. 1.

ot
=~

(*2) Cf. O. Storz [« Ber. naturw.-med. Vér. Innsbruck ». 12 (1881-2), p. 75; « Math. Ann. »,
22 (1883), p. 504].

(*4%) O. HOLDER [« Ber. Ges. Lpz », 53 (1901), math. p. 1] a énuméré d’une facon précise les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit ainsi.

(%) « Atti Accad. Lincei, Memorie mat. », (1) 6 (1890), p. 603; Fondamenti (**), p. 105; trad.
A. ScHEPP, Grundziige (*¢) 1, (Einleitung: § 105).

(*4%) G. VERONESE, Fondamenti (%), p. 166; trad. A. ScHEPP, Grundzige (**), Einleitung,
Pp. 184 en note.
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les deux sens & partir de chaque point 4, la définition du segment
est fixée (aussi bien celle du segment fini AB que celle du segment
indéfini composé d’une demidroite, ou celle du segment tel que AC
ou AD chevauchant sur deux ou plusieurs demidroites) et ’on peut
aussi parler de segments congruents relativement & une translation quel-
conque du plan qui superposerait les droites envisagées.

Ainsi se trouvent réalisés & la fois tous les postulats concernant la
congruence des segments et ceux qui regardent la disposition. Il en
est de méme pour le postulat de la continuité de Cantor (mais non
pour le postulat de la continuité de Weierstrass ou de Dedekind).

Au contraire, le postulat d’Archiméde ne convient pas au systéme
envisagé, car un multiple quelconque du segment (fini) AB est toujours
plus petit que le segment (indéfini) 4C composé de deux demi-droites.

On en conclut que le postulat @ Archiméde est indépendant du postulat
de la continuité de Cantor.

On peut aussi formuler la différence entre le concept de continuité
de CANTOR-DEDEKIND et celui de G. VERONESE de la facon suivante (14¢):

Si’ensemble des points d’un segment O M est divisé en deux classes M’
et M" conformément au postulat de Dedekind, il peut se présenter
quatre cas:

1) M' a un dernier point A’ et M" un premier A" (on dit alors
qu’il se produit un saut dans le segment);

2) M' a un dernier point A’, mais M” n’a pas de premier point;

3) M' n’a pas de dernier point, mais M" a un premier point A4";

4) M' n’a pas de dernier point et M" n’a pas de premier point
{on dit dans ce cas qu’il y a un vide dans le segment).

Le concept de continuité de R. DEDEKIND exclut les vides et les
sauts; celui de G. VERONESE exclut toujours les sauts, mais n’exclut
les vides que dans des condition particuliéres. Dans le continuum de
‘G. VERONESE des vides apparaissent par exemple toujours quand les
segments AIA;, A,A,, AA,,... dont on a parlé dans I’énoncé du pos-
tulat de continuité de Cantor ne devienment pas inférieurs & tout seg-
ment du systéme envisagé, ce qui est possible.

On peut encore se demander si le postulat d’Archiméde peut étre
démontré & 1’aide des postulats de ’appartenance, de la disposition et
de la congruence [§§ 9, 10, 11, «), #), »)].

I1 faut aussi répondre négativement 4 cette question (cf. § 47). Nous
nous attacherons néanmoins, dans ce qui suit, au postulat de la conti-
nuité de Dedekind-Weierstrass, sauf dans certaines recherches spéciales
ol nous dirons explicitement que ce n’est pas ce postulat de continuité

(%) A. SCHOENFLIES, « Jahresb. deutsch. Math.-Ver. », 15 (1906), p. 26.



XLIX. PRINCIPES DE LA GEOMETRIE 39

que nous avons en vue. Toutefois nous ferons abstraction de la maniere
dont R. DEDEKIND ou K. WEIERSTRASS ont formulé leur postulat et
nous le rapporterons plutét & des concepts purement descriptifs, en
particulier aux concepts qui sont déterminés par le groupe de postu-
lats y) énoncés au § 11.

14. - Le postulat des paralléles.

Le cinquiétme postulat des « Eléments » A’EvcLIDE (147) affirme que
«deux droites d'un plan qui forment avec une troisicme droite de ce
plan et du méme coté de celle-ci, des angles dont la somme est infé-
rieure & deux droits, se rencontrent si on les prolonge suffisamment ».

« Kai éay eis 0o eddelog eddeln dumimrovoa Tag éviog xai éni Td adra
uéon yovias d0do dpd@v &ldooovas moufj, éxPaliouévas tac 6bo ebdeiag &’
dmetpoy ovumintew, 89 & uéon elolv ai 1@y 6o deddv éAdoooves ».

Ce postulat se trouve & la base de la théorie des paralléles. Il revient
a affirmer que par un point extérieur & une droite donnée on peut
mener une, et une seule paralléle & cette droite.

Les grecs déja (1*8) ont cherché a4 démontrer ce postulat en le rat-
tachant aux postulats déja admis et aux 28 premiéres propositions des
« Eléments » @ EUCLIDE qui n’ont rien & voir avec le postulat des paral-
leles. 11 suffit de rappeler les essais tentés dans cet ordre d’idées, au
second siécle de notre ére, par CLAUDE PTOLEMEE (%) et, au cinquiéme
par ProcLUS (1%°). A ces essais (1*') se rattachent ceux de NASSIR ED
Dix (1?) au treiziéme siccle de notre ére. Il est d’ailleurs intéressant
de remarquer que ce géométre arabe, dans ses développements, suppose

(M47) Klementa, livre 1, postulat 5; Opera, ¢d. J. 1.. HEIBERG, 1, Leipzig 1883, p. 8.

(18) L’histoire de ces recherches depuis 'antiquité jusqu’a N. 1. LoBACEVSKLS et J. BoLyar
a ¢té exposée par P, STAcKkEL et F. KNGEL, Die Theorie der Parallellinien von Iuklid bis auf Gauss,
Leipzig 1895. Voir aussi R, Boxorna, dans F. EXRIQOUES, Questiont (*), p. 143-222.

(") ¢ L’ouvrage ou CLAUDE ProLiMer traite de cette question est perdu, mais ProcrLts
nous a conservé son essai [Procur Diadochi (), p. 363-3].*

(139 x PrRoCLI Diadochi (*), p. 371-3.*

(31) « Un géometre gree, probablement un peu postéricur & ProcLUs et dont le nom ne
nous est connu que sous la forme arabe AGANIS a essayé de démontrer le postulat des parallcles
d’unce manicre que rappelle Uessai de J. WaLLIs. Quel que soit le triangle que I’on envisage,
AGANIs suppose que 'on puisse construire un triangle semblable plus grand ce qui lui permet
de déterminer le point ol deux droites non paralleles se rencontrent [ANARITI KEuclidis commen-
tarii ('), p. 70-3].*

(**?) «Une traduction latine de cct cssai de Nassik b DIN a ¢té publiée par J. WALLIS
[Opera, 2, Oxford 1693, p. 669-73]. L’original dc I’cssai de NASSIR ED DIN se trouve dans la
traduction arabe des Eléments A’KUcLIDE par NASSIR ED DIN publiée & Rome en 1594 on ne sait
par qui (Notes 149 & 152 de G. ENESTROM).*
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implicitement connu le postulat des paralléles puisqu’il part d’un triangle
dont la somme des angles est égal & deux droits.

J. 'WaALLis (%*) a introduit dans la théorie des paralléles un point
de vue nouveau en remarquant que le postulat d’Euclide peut étre rem-
placé par un postulat affirmant existence d’un triangle semblable & un
triangle donné et d’une grandeur arbitraire (***). En fait, il suffit, pour
éliminer les hypothéses contraires au postulat d’Euclide, d’admettre
Pexistence de deux triangles semblables et inégaux.

C’est précisément ce dernier postulat que L. N. M. CARNOT (1%%) et
P. S. LAPLACE (1%%) ont proposé de substituer au postulat d’EucLIDE.

V. GIORDANO (¥37), qui considérait les droites paralléles comme des
droites équidistantes, ce qui concordait avec la définition que plusieurs
géometres en avaient donné avant lui, a prouvé que si trois points
d’une droite (d) sont 4 égale distance 6 d’une autre droite (d’), les deux
droites (d) et (d') sont équidistantes, c¢’est-a-dire qu’alors fouf point de
la droite (d) est & la méme distance ¢ de la droite (d').

G. SACCHERI (1%%), dans un ouvrage sur EUCLIDE, s’est livré & une
critique approfondie du postulat des paralléles (***), en se plagant au
point de vue suivant qui se rattache d’une part aux idées de Nassir
ED DIN et de lautre & celles de V. GIORDANO:

Si 'on prend dans un plan un segment AB et qu’on éléve a ses
deux extrémités A et B les perpendiculaires au segment d’un méme
coté de celui-ci, puis que ’on porte sur ces deux perpendiculaires deux
segments égaux AC, BD, on obtient un quadrilatere ABCD dont deux
des angles sont droits et dont on peut démontrer que les deux autres
angles sont nécessairement égaux entre eux; on peut d’ailleurs faire sur
ces deux angles trois hypothéses distinctes: on peut les supposer aigus
droits ou obtus. G. SACCHERI a démontré que si I'une de ces trois hypo-

(28%) De postulato quinto ct definitione quinta 1ib. 6 Euclidis disceplatio geomelrica; Opera, 2,
Oxford 1693, p. 665-78.

(2%4) « Effectivement J. WALLIS [Opera (***), 2, p. 667] sc sert du postulat indiqué dans le
texte, mais le postulat posé par lui [Opera (*3°), 2, p. 676) cst plus général; il admet qu’a chaque
figure correspond une figure scmblable (Note de G. ENESTROM).*

(*88) Géométrie de position, Paris 1803, p. 481, en note.

(1%¢) Esposition du systéme du monde, note ajoutée a la 5° édition, P’aris 1824; Burres, 6,
Paris 1884, p. 472.

(*%?) Ewuclide restituto overo gli antichi elementi geomelrici ristaurali e facilitati, Rome 1680 ;
(2¢ éd.) [d’aprées P. RIcCARDI, elle ne différe de la précédente que par le feuillet de titrel, Rome
1686. Cf. R. BoNOL4A, « Bolletino bibl. storia mat. », 8 (1905), p. 33-6.

(1%%) Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geomelricus quo stabiliuntur prima ipsa
universae geometriae principia, Milan 1733 ; «réimpression partielle publiée sous le titre: L’ Euclide
emendato dal G. SACCHERI; traduzione e note di G. BOoCCARDINI, Milan 1904 (Note de G. LORIA).*

(1) C’est E. BELTRAMI [Un precursore italiano di Legendre ef di Lobatschewsky, « Atti R.
Accad. Lincei, Rendic. », (4) 5 II (1889), p. 441-8] qui a mis en pleine lumiére I’importance des
travaux de ce géometre italien.



XLIX. PRINCIPES DE LA GEOMETRIE 41

théses est vérifiée une seule fois, elle le sera toujours, de quelque fagon
que l'on fasse varier les données.

La seconde des trois hypothéses équivaut au postulat d’Euclide
tandis que la premiére conduit & la géométrie de N. I. LOBACEVSKIY
et la troisiéme & celle de B. RIEMANN. G. SACCHERI prétend démontrer
Pabsurdité de la premiére et de la troisiéme hypothése; il exclut le cas
de I'angle obtus en se basant sur I'infinité de la droite et il croit trouver
un élément « discordant » dans le caractére asymptotique des paralléles
ou aboutit ’hypothese de 1’angle aigu (*¢°¢).

J. H. LAMBERT (%) s’est placé & un point de vue qui ne difféere pas
beaucoup de celui de G. SACCHERI (1%1). . Lui aussi part d’un quadri-
latére, mais il le suppose construit avec frois angles droits; il considére
trois hypotheses suivant que le quatriéme angle est aigu, droit ou obtus.
Il montre que si pour un seul quadrilatére on se trouve dans le cas de
Pangle droit, il en est de méme pour tous les autres quadrilatéres envi-
sagés, et que ce cas est celui qui convient au postulat d’Euclide.*

J. H. LAMBERT observe, en outre, que dans les cas ou le quatricme
angle est soit aigu, soit obtus, cas qui conviennent aux géométries non-
euclidiennes, il doit y avoir une espéce d’unité de mesurc naturelle ou
absolue, c’est-a-dire une unité définie par ses relations avec le plan (dans
la géométrie euclidienne il n’y a rien de semblable; une longueur quel-
conque ne saurait y étre déterminée dans le plan tant qu’on ne s’y
donne pas une unité arbitrairement fixée). J. H. LAMBERT montre que
le rapport de l’aire d’un triangle & I’unité des aires est égal au rapport
a P'unité d’angle de la différence entre la somme des angles du triangle
et deux angles droits. Enfin il remarque, et ici il devance B. RIEMANN,
que I’hypothése du quatriéme angle obtus se vérifie dans la géométrie
sphérique et que I’hypothése du quatrieme angle aigu se vérifierait sur
une sphére de rayon purement imaginaire.

Aux critiques formulées par G. SACCHERI et J. H. LAMBERT relati-
vement 3 la théorie euclidienne des paralléles se rattachent les vues sur
le postulat d’Euclide exposées par plusieurs des plus grands géometres
francais de la fin du 18%" siécle, entre autres par J. D’ALEMBERT (1%2),

(1%°) Theorie der Parallellinien [« 1.eipziger Magazin fiir dic reine und angew. Math. », 1 (1786),
p. 137-64, 325-58]. Cc mémoire cst daté de 1766. «Voir aussi I'. STAcKEL, « Bibl. math. », (2)
13 (1899), p. 107-10.*

(108) ,Cf. O. LANGEKAMP, Diss. Miunster (cn Westphalie), 1907 (Note de G. LORIA).*

(191) 4Cependant J. H. LAMBERT, contraircment & ce quavait fait . SiccHERI, n’utilise
en général aucun postulat de continuité (Note de . SCHUR).*

(102) , Mélanges de littérature, d’histoire et de philosophie, 5, Amsterdam 1759; nouv. ¢d. Am-
sterdam 1770, p. 202; uvres, 1, Paris 1821, p. 278; Encyclopédie ou Diclionnaire raisonné, 11,
Neufchastel 1765, p. 905; Encyclopédie méthodique, math., 2, Paris et Liége 1785, p. 520 (articles
paralléles).*
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P. S. LaprLace (*%%), L. N. M. CArNoOT (1%). J. B. J. FOURIER (%) et
peut-étre J. L. LAGRANGE (16¢). Les résultats obtenus par ces géométres (167)
comprennent d’ailleurs la partie la plus essentielle du théordme formulé
un peu plus tard par A. M. LEGENDRE (1%), tout & fait indépendamment
dQ’ailleurs des travaux de ses devanciers*, & savoir que le postulat de
Euclide équivaut entiérement & Uhypothése que la somme des angles d’un
seul triangle, arbitrairement choisi, est égale & deux angles droits, hypo-
thése de laquelle découle alors la méme propriété pour tous les triangles
possibiles, au moins quand on admet comme donnés tous les postulats
), B), ¥) des §§ 9 & 11, ainsi que le postulat d’Archimede.

C. F. GAuss (1%) semble avoir été le premier & concevoir 1’impossi-
bilité de démontrer le postulat des paralléles et, par suite, la possi-
bilité d’une géométrie plus générale que celle A’EUCLIDE dans laquelle
on ferait abstraction de ce postulat. Il a d’ailleurs établi les fonde-
ments d’une telle géométrie.

Avec C. F. Gauss il faut aussi nommer F. K. SCHWEIKART (17),
F. A. TAURINUS (*") et* F. L. WACHTER (1?)* qui, entre 1816 et 1826,
se sont occupés de ces mémes questions. Il est, en effet, bien remar-
quable que F. K. SCHWEIKART dans des lettres et communications ver-
bales ait, déja & cette époque, nettement exprimé la conviction qu'un
systeme de géométrie est possible ot I’on ne tiendrait aucunement compte
du postulat des paralléles. De son coté F. A. TAURINUS, en dévelop-
pant une idée dont le germe se trouve dans les publications de J. H.
LAMBERT, a obtenu les formules de la trigonométrie non-euclidienne et
a observé que le systéme de ces formules n'a rien de contradictoire;

(193) L P. S. LAPLACE (*°%), Bueres, 6, Paris 1834, p. 472.*

('%%) «Géom. de position (**%), p. 481.*

(1%5) 4 Séances des Ecoles normales, 1, Paris an III, p. 28-33: réimpr. « Mathesis », (1) 9 (18589),
p. 139-41. Cf. L. Courcratr, Opuscules et fragments inédits de Leibniz, Paris 1903, p. 534-5.*

(1¢¢) ,Le mémoire de Davier bk FoNceNEX [« Misce. Taurinensia (Mc¢langes de philos. et de
math.) », 2 (1760-1), éd. 1762, p. 299-322] a peut-étre rédigé d’apreés des communications verbales
de J. L. LAGRANGE. Sur les vues de J. L, LAGRANGE voir la communication de F. Lrrorr dans
G. J. HoUEL, Essai critique sur les principes fondamentawr de la géométrie élémentaire, 1®avis 1367,
p. 76 en note.*

(*%7) «Voir R. BoNOLA, Nichi-euklidische Geomelrie, Teipzig 1908, p. 54-8.*

(1%8) Réflexions sur différentes maniéres de démontrer la thiorie des paralléles ou le théorime
sur la somme des trois angles d’un triangle [« Mém. Acad. sc. Institut Irance », (2) 12 (1833),
p. 367-410].

(1) En tous cas avant 1316. Cf. IFerke, 8, Gottingue (l.eipzig) 1900, p. 175, 182,

(*7°) Cf. P. STACKEL ¢t F. ENGrL, Parallellinien (%), p. 243; C. F. Gauss, Werke, 8, Got-
tingue (Leipzig) 1900, p. 178.

(*"') Theorie der Parallellinien, Cologne 1825; (feometriae prima elementa, Cologne 1826,
Cf. P. STACKEL et F. ENGEL, Parallellinien (***), p. 246; . STACKEL, « Abh. Gesch. Math. », 9
(1899), p. 399-427; C. F. Gauss, Werke, 8, Gottingue (Leipzig) 1900, p. 186.

(17?) 4 Cf. P. STACKEL, « Math. Ann. », 54 (1901), p. 49-85; C. F. Gauss, Werke, 8, Gottingue
(Leipzig) 1900, p. 175-6.*
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une fausse interprétation des constantes (de la courbure) contenues
dans ces formules ’avait toutefois amené & croire que la géométrie eucli-
dienne est seule valable dans I’espace physique.

N. I. LoBAGEVSKIJ (1"%), dans des mémoires publiés & partir de 1829,
a, le premier, énoncé la possibilité d’une géométrie ou I'on ferait abstrac-
tion du postulat d’Euclide, et en a posé les fondements. Il fut d’ail-
leurs suivi de pres, dans cette voie, par J. BorLvar (174). Les résultats
concordants obtenus par ces deux géométres (**) furent ensuite con-
firmés par C. F. GAUss (17¢) dans sa correspondance avec F. W. BESSEL,
W. BoLvar, H. W. M. OLBERS et H. C. SCHUMACHER. Ils constituent
un corps de doctrine que 'on a désigné tour & tour sous le nom de
« géométrie imaginaire », « géométrie absolue», « géomeétrie non-eucli-
dienne » et « pangéométrie » ou « géométrie générale ».

Le nom de « géométrie imaginaire » fait allusion au jugement porté
par la plupart des géomeétres sur ’absurdité physique des nouvelles
théories. Le nom de « géométrie absolue» provient de la croyance &
la validité absolue des postulats géométriques autres que celui des pa-
ralléles. Lie nom de « géométrie non-euclidienne », dont C. F. Gauss (77)
faisait usage, peut étre pris & bon droit au sens propre quand on con-
sidére le systéme géométrique correspondant comme résultant de la
négation du postulat d’Euclide; on s’en est servi quelquefois d’une facon
impropre pour désigner la géométrie qui comprend & la fois le cas
euclidien et le cas non-euclidien. Nous ne ferons usage de ce nom de
« géométrie non-euclidienne » qu’au sens propre et nous adopterons pour
désigner le systéme géométrique comprenant & la fois la géométrie
euclidienne et la géométrie non-euclidienne le nom de géométrie
générale.

Les résultats de N. I. LoBACEVSKIJ et de J. BoLyal n’épuisent d’ail-
leurs pas tout le champ de la géométrie non-euclidienne. Ils supposent
toujours, en effet, que la droite a une longueur infinie. Or on peut sup-
poser, au contraire, que la droite a une longueur finie et, dans cette

(") Cf. ¥. ENGiL, N. I. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen, 1, Uber die An-
fangsgrinde der Geometrie, Lieipzig 1893, p. 1 [1830]; 2, Geometrische Untersuchungen zur Theorie
der Parallellinien, Leipzig 1899, p. 67 [1840].

(174) _Appendix scientiam spatii absolute veram erhibens, Lcipzig, 1903, [déja publié une pre-
mic¢re fois en appendice (28 p.) & W. Bovryal, Zentamen (**), 1, Maros Vasarhelyini 1832]. J.
BoLyAl possédait ces résultat des 1823.

(*7%) Cf. P. STACKEL et F. ENXGEL, « Math. Ann. », 49 (1897), p. 149-206; « Bull. sc. math. »,
{2) 21 (1897), p. 206-28; Y. STACKEL, « Math.-Naturw. Ber. Ungarn» 16 (1899), p. 263-97;
17 (1901), p. 1-19; 18 (1902), p. 280-307; 19 (1903), p. 1-12.

(1% Werke, 8, Gottingue (Leipzig) 1900, p. 165-6, 200-1, 210-9.*

(177) «Werke, 8, Gottingue (Leipzig )1900, p. 220.*
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hypdthése, on arrive & un systéme de géométrie non-euclidienne bien
différent des précédents, comme 1’a montré B. RIEMANN (178) (cf. § 26).

15. - Développement de la théorie des paralléles.

Nous allons chercher & préciser le fondement sur lequel repose la
théorie générale des paralléles.

Convenons tout d’abord d’admettre les propositions fondamentales
relatives & la droite et au plan ainsi qu’a la congruence et au mouve-
ment, sur lesquelles s’appuient les 28 premiéres propositions d’EUCLIDE.
Considérons une droite a et un point extérieur A. Construisons le fais-
ceau de droites projetant, depuis 4, les points de a. Les droites limites
de ce faisceau sont désignées sous le nom de paralléles & a menées par A.
Dans P'hypothése euclidienne il y a une paralléle & a menée par A, et
une seule. Mais deux autres hypotheses sont compatibles avec les pos-
tulats déja admis: dans l'une de ces hypothéses, qui est celle de
J. BoryYAI et N. I. LoBACEVSKLJ, on peut mener deux paralléles & a
par A; dans Dautre, qui est celle de B. RIEMANN, on ne peut mener
aucune paralléle & a par A.

Si, relativement & une droite a et & un point 4, on admet une de
ces trois hypothéses, cette méme hypothése se trouve vérifiée par rapport
& toute autre droite b et 4 un point B quelconque extérieur & b. De
toute facon, si b est une paralléle & @ menée par un point 4, b est aussi
une parallele & a pour un autre point A’ fixé arbitrairement sur b;
de plus a est parallele & b en sorte que le parallélisme est une relation
réciprogque entre deux droites (dites paralléles) qui ne dépend que de ces
deux droites.

Les trois systémes de géométrie résultant, le premier de I’hypothése
d’EUCLIDE, le second de celle de J. Borvar et N. I. LOBACEVSKLJ, le troi-
siéme de celle de B. RIEMANN, ont été respectivement désignés par
F. KLEIN () sous le nom de « géométrie parabolique », « géométrie hyper-
bolique » et « géométrie elliptique » [cf. § 30]. On peut les caractériser
par la valeur de la somme des angles d’un triangle rectiligne quelconque:
dans la géométrie parabolique cette somme est égale 4 deux angles droits,
dans la géométrie hyperbolique elle est inférieure 4 deux angles droits,

A
et dans la géométrie elliptique elle est supérieure & deux angles droits.

(1) «B. RIEMANN, Habilitationsschrijt (**); « Abh. Ges. Gott. », 13 (1866-7), éd. 1868, math.
p. 133 et suiv.; Werk, (2° ed.) publ. par H. WEBER, Leipzig 1892, p. 272 et suiv. ;trad. L. LAUGEL,
Paris 1898, p. 280 et suiv.*

(*”) «F. KLEIN, « Math. Ann. », 4 (1871), p. 577, 606, 607, 611.*
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Dans les géométries non-euclidiennes, le théoréeme de Pythagore est
remplacé par une relation plus générale qui sert de base aux formules de
la trigonométrie non-euclidienne (elliptique et hyperbolique). La trigo-
nométrie euclidienne, ou parabolique, rentre dans cette trigonométrie
comme cas limite (*%°). Pour des triangles infiniment petits les formules
de la trigonométrie non-euclidienne sont les méme ('%%) que celles de la
trigonométrie euclidienne (182).

16. - Nouveaux développements sur la théorie des paralléles.

Deux questions concernant la théorie des paralléles et intéressant les
fondements de la géométrie se posent encore et demandent & étre exa-
minées avec soin:

a) Comment arrive-t-on a étabilir la possibilité logique de la géo-
métrie non-euclidienne et, par suite, 'indépendance du postulat d’Euclide
a Pégard des postulats qui le précédent.

b) Sous quelles formes simples, équivalant au postulat d’Euclide,
peut-on énoncer ’hypothése qui se trouve & la base de la théorie ordi-
naire des paralléles.

@) En ce qui concerne la premiére de ces deux questions, N. I. LoBA-
CEVSKIJ (1%%) a déja observé que les formules de la trigonométrie hyper-
bolique peuvent étre réalisées par un systéme analytique abstrait et il
en a tiré la premiére démostration de la possibilité logique de la géométrie
non-euclidienne.

(8%) Les formules de la trigonométrie hyperbolique ont été données par J. BorLvar et N. I.
LoBACEVSKILJ. Celles du cas elliptique sont les formules de la trigonométrie sphérique dues pour
la plupart & J. H. LAMBERT. Pour passer de ces formules de trigonométrie sphérique (dans
lesquelles figure le rayon I@ de la sphére sur laquelle sont tracés les triangles sphériques) aux
formules de la trigonométrie hyperbolique, il suffit d’ailleurs de remplacer dans les formules de
trigonométrie sphérique le nombre réel R par le nombre purement imaginaire iR.

(*#!) Cette remarque a servi de base & un procédé d’intégration par lequel on obtient les
formules ordinaires de la trigonométrie en partant de celles qui concernent les triangles infini-
ment petits. *Ce procédé est dft & L., BULER. [« Hist. Acad. sc. Berlin», 9 (1753), ¢d. 1755,
D. 223-57].*

Voir & ce sujet C. FLYE S.TE MARIE, Etudes analytiques sur la théorie des paralliles, Paris
1871, p. 70 et suiv.; « W. KILLING, Die nicht-euklidischen Raumformen tn analytischer Behandlung
Leipzig 1885;* CH. J, DE LA VALLEE PoUSSIN, « Mathesis », (2) 5 (1895), supplément 5, p. 7-15;
« Ann. Soc. scient. Bruxelles », 192 (1894-5), p. 17-26 et déja C. F. Gauss, Werke, 8, Gottingue
(Leipzig) 1900, p. 255.

(**2) Pour ce qui concerne la possibilité de fonder la géométrie hyperbolique sans faire usage
de la continuité, cf. D, HiLBERT, Grundlagen (*7), (3° éd.), p. 156-76. *Pour ce qui, dans cet
ordre d’idées, concerne la géométrie générale, voir F. ScHUR, Grundlagen (*!), p. 100-2.*

(1*?) «N. I. LOBACEVSKIJ (1"*) 1, p. 65; 2, p. 60.*
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B. RIEMANN (%) et E. BELTRAMI (1#%) eurent ensuite ’idée de donner
une interprétation effective de la géométrie non-euclidienne plane en
utilisant la géométrie sur les surfaces & courbure constante (cf. § 24).
I1 en résulte une nouvelle preuve de la possibilité logique des systémes
non-euclidiens dans le plan. Mais une telle surface & courbure constante
ne représente jamais qu'une partie du plan.

D’apres F. KLEIN (1) on a une représentation de la géométrie non-
euclidienne qui répond mieux & une intuition d’ensemble, dans la déter-
mination métrique que A. CAYLEY (187) a appliquée & chaque conique.
Tout le plan non-euclidien est ainsi mis en pleine lumiere et non plus
seulement une partie du plan. Nous reviendrons sur cette question
dans le chapitre consacré & la géométrie projective.

Par cette interprétation projective on a aussi envisagé un point qui
mérite de fixer ’attention du lecteur.

Souvent, en suivant I’exemple de J. H. LAMBERT, on a pris pour modéle
de la géométrie plane elliptique la géométrie sur la sphére; et comme,
sur celle-ci, deux cercles trés grands (figurants des droites) se coupent
toujours en deux points, on a regardé cette propriété comme convenant
4 la géométrie analytique plane & laquelle ne saurait dés lors s’appliquer
le postulat: « deux points déterminent une droite ».

Cette maniére de voir a été rectifiée par F. KLEIN (*8%) qui a montré
que quand on reporte sur une surface donnée les constructions concer-
nant la géométrie plane non euclidienne, ce n’est que ce qui concerne
une région limitée du plan qui s’identifie avec ce qui concerne une région
limitée de la surface et que, par suite, il n’est pas permis a priori d’appli-
quer au plan ce qui se dit de 1a surface considérée dans sa totalité (cfr. § 24
et 43).

La géométrie plane non-euclidienne se refléte entierement, non dans
la géométrie sur la sphére, mais dans la géométrie ordinaire des gerbes
de droites, ce qui signifie qu’en substituant aux « points» du plan les
«droites » de la gerbe et aux expressions « droite » et « distance », celles
de « faisceau » et « angle » toutes les propositions du plan elliptique qui

(**4) » B. RIEMANYN, Habilitationsschrijt (**); « Abh. Ges. Gott. », 13 (1866-7), éd. 1868, math.
p. 145; Werke, (2° éd.), publ. par H. WEBER, Leipzig 1892, p. 282-3; trad. L. LAUGEL, Paris
1898, p. 293.*

(3%) « E. BELTRAMI, Saggio d’una interpretazione della g tria non lidea [« Giorn. mat. »,
(1) 6 (1868), p. 284-312; trad. par G. J. HOUEL, « Ann. Ec. Norm. », (1) 6 (1869), p. 251-88].*

(**¢) *F. KLEIN, « Math. Ann.», 6 (1873), p. 140.*

(1%7) 4+ A. CAYLEY, « Philos. Trans. London », 149 (1859), p. 82; Papers 2, Cambridge 1889,
p. 583.*

(%) , F. KLEIN, « Math. Ann. », 6 (1873), p. 140. Voir aussi ce que dit F. KLEIN [« Jahrb.
Fortschr. Math. », 8 (1876), éd. 1878, p. 313-4] & propos de J. FRISCHAUF, Elementes der absoluten
Geometrie, Leipzig 1876. Cf. W. KILLING, Geomelrie ("), 1, p. 352, note 12.*
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constituent la géométrie elliptique se rameénent aux propositions ordi-
naires de la géométrie de la gerbe, et inversement.

On voit ainsi la parfaite compatibilité de I’hypothése elliptique du
plan avec les postulats de la droite et de la congruence dans le plan.

Toutefois les interprétations des géométries planes non-euclidiennes
ne sauraient suffire pour établir 'indépendance du postulat d’Euclide
a I’égard des premiers postulats de la géométrie dans I'espace, parce qu’elles
n’excluent pas la possibilité de démontrer le postulat d’Buclide par des
constructions dans 1’espace (analogues & celles par lesquelles on démontre
le théoréme des triangles homologues situés dans un méme plan sans
s’astreindre & ne construire que des figures situées dans ce plan).

On se rend ainsi bien nettement compte de la nécessité de chercher
dans Despace 1a preuve de la possibilité logique de la géométrie non-eucli-
dienne.

Cette preuve se tire de la théorie des variétés & trois dimensions ayant
une courbure constante (§ 31 b) ou encore, quand on se place au point
de vue de F. KLEIN, elle se rattache & la détermination métrique que
A. CAYLEY applique & chaque quadrique (1#).

Chacune de ces démonstrations fournit la preuve de l’indépendance
du postulat d’Euclide par rapport aux postulats qui concernent les rela-
tions de droites et de plans, la congruence et la continuité; elle montre
aussi la possibilité d’établir I’existence logique des procédés employés
soit par les formules analytiques non contradictoires que l’on a établies,
soit en supposant donnée comme possible, sur la base de l’intuition, la
géométrie euclidienne ordinaire [voir & ce sujet § 4].

Cest ainsi que se pose, au point de vue philosophique, le probleme
de savoir si la géométrie non euclidienne peut représenter non seule-
ment une possibilité logique, mais aussi une possibilité physique.

A cet égard on observera tout d’abord que ’expérience seule peut
décider en dernier ressort. Mais une expérience ne saurait étre effectuée
qu’avec une certaine approximation. Il en résulte que si des expériences
dans lesquelles on constaterait par exemple que la somme des angles
d’un triangle est, au degré d’approximation avec lequel on opére, infé-
rieure & deux angles droits, fourniraient une preuve certaine de la légi-
timité de la géométrie hyperbolique, il ne sera jamais possible, quelque
loin que 'on pousse Papproximation des mesures, de conclure de mesures
effectuées, concernant la somme des angles d’un triangle, la certitude
physique de I’hypothése euclidienne (1%).

(%) Cf. A. CLEBSCH, Vorlesungen tber Geometrie publ. par ¥. LINDEMANN, 2!, Leipzig 1891,
p. 540 (section 3, § 8).
(1*°) Cf. F. ENRIQUES, Problemi della scienza (**), p. 289.
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En effet, les mesures géodésiques (1) ou astronomiques (**2) d’an-
gles de triangles physiques effectuées jusqu’ici n’ont jamais permis
de reconnaitre que la somme des angles de quelque triangle phy-
sique différe effectivement de deux angles droits, soit en plus, soit en
moins (193).

b) Pour répondre 3 la seconde des deux questions posées, nous
nous contenterons d’énumérer les principales hypothéses équivalents au
postulat d’Euclide, quand on admet toutes les hypotheses concernant
Ia liaison (§ 9, «), la disposition (§ 10, ), la congruence (§ 11, 8) et la con-
tinuité, en modifiant toutefois les postulats § du § 10 de facon qu’ils
n’impliquent pas nécessairement 1’idée de la droite.

1) Existence d’une seule parallétle menée par un point & une
droite donnée.

2) Existence de deux droites d’un plan qui ne se coupent pas
et sont équidistantes.

3) Existence de deux triangles semblables et non congruents (%4).

4) Existence d’un triangle ou la somme des angles est égale a
deux angles droits (*%9).

5) Existence de triangles rectilignes ayant une aire aussi grande
que 'on veut (1°°).

Si 'on admet l'infinité de la droite, le postulat d’Euclide peut étre
remplacé par 'un ou P'autre des deux postulats suivants:

Par un point situé dans le plan d’un angle aigu et & lintérieur de cet
angle, on peut toujours mener une droite qui rencontre les deux cotés
de ’angle (297).

Trois points non en ligne droite se trouvent toujours sur la surface
d’une sphére (199).

Enfin on peut aussi caractériser, comme il suit, la géométrie eucli-
dienne par rapport & la mécanique:

Le postulat d’Euclide se raméne au postulat mécanique d’Archi-

(**1) C. F. Gauss, Disquisitiones circa superficies curvas [« Comment. Soc. Gott. recent. »,
(1823-7), éd. Gottingen 1828, : 28]; « Gottingische gelehrte Anzeigen », 1827, p. 1767-8; Werke, 4,
Gottingue 1880, p. 257-8, 346-7; cf. Werke, 8, Gottingue (Leipzig), 1900, p. 267-8.

(***) F. ENGEL, N. I. Lobatschewskij (***), p. 22, 78.

(***) Cf. ¥. ZOLLNER, « Wiss. Abh.» 1, 1, Leipzig 1878, p. 229.

(%) Voir les notes 151, 154, 155 et 156.

(%) Cf. A. M. LEGENDRE, « Mém. Acad. sc. Institut France», (2) 12 (1833), p. 375.

(%) C. F. Gauss, lettre a W. BoLyvar datée du 16 déccmbre 1799; Werke, 8, Gottingue
(Leipzig) 1900, p. 159. Cf. n° 18.

(") A. M. LEGENDRE, Eléments de géomélrie, (9° ¢d.) Paris 1812, p. 280-2. Voir & ce sujet
id. (12° éd.), Paris 1823, p. 278-80.

(%) W. BoLyAl, Kurzer Grundriss eines Versuches, Maros Vasarhelyini 1851, p. 46.
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mede (**°) suivant lequel, étant données deux forces égales et dirigées
dans le méme sens que I’on applique aux extrémités 4 et B d’un seg-
ment AB perpendiculairement & ce segment, la résultante des deux
forces est une force appliquée au point C milieu du segment AB, pa-
rallele aux deux forces données, de méme sens que ces deux forces et
d’intensité égale & la somme de leurs intensités (200).

Dans les géométries non euclidiennes ’intensité de la résultante des
deux forces envisagées serait non la somme (2°!), mais une autre fonc-
tion déterminée (*°2) des intensités des forces composantes (203).

17. - Aire et volume (%),

EUcCLIDE (%) traite les aires et volumes comme des grandeurs sut
generis en prenant comme base les axiomes suivants ou il voit des attri-
buts du concept général de la grandeur:

1) Ta 1 adt@ ioa xal aAljlows éotiv loa.

2) Kai éav ioowg loa mpoatedij, 1 Sla éotiy isa.
3) Kai éav amo lowy oo dpagedfj, o xaraleinduevd éotw ioa.

7) Kai ta épagudlovra én’ dAMjda loa dAljrow éotiv.
8) Kui 16 SAov 00 wépovs ueiCdv [oTw].

(") «Unc patrtic de ce postulat est indiqué dans ArcHnEpr (mumédwy icoggomdy 1)
»évtoa Bagdy dmmédwy o' (de Péquilibre des plans ou de leurs centres de gravité livre 1); trad.
F. PEYRARD, Paris 1307, p. 275; Opera, ¢éd. J. L. HEIBERG, 2, Leipzig 1881, p. 142] mais le
postulat tout enticr ne semble pas contenu dans ses ¢erits (Note de G. ENESTROM).*

(39%) » A. GeNoccHr, Del primi principii della meccanica e della geometria in relazione al postu-
lato @’ iuclide [« Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze », (3) 2 (1869-76), p. 153-89, en partic. p. 162]
(Note de G. LORIA).*

(31) A. GeNoccHI, « Atti Accad. Torino », 12 (1876-7), p. 489; « Mcmoric Accad. Torino »,
(2) 29 (1878), p. 305 ct suiv. [1877]. Cf. J. ANDRADE, Lecons de mécanique physique, Paris 1897,
p. 355 ct suiv.

(%) Les premiecrs travaux concernant la mécanique dans Pespace non cuclidien sont ceux
de J. D TiLLy, Etudes de mdcanique abstraite [« Mém. couronnés et autres mém. Acad. Bel-
gique », in-8°, 21 (1870), mém. n° 5, p. 3-98 [1868]]. Voir aussi J. DE TiLLY, «Mém. Soc. sc. phys.
nat. Bordeaux » (2) 3 (1830), p. 1-190 [voir surtout p. 177 (chap. 5, n° 21}].

Apres J. pe TILLY, on peut citer . SCHERING, « Nachr. Ges. Gott. », 1870, p. 311; 1873,
p. 149; R. LipscHIrz, «J. reine angew. Math. », 74 (1872), p. 116; W, KILLING, id., 98 (1885),
. 1-49 (surtout p. 24 et suiv.).

(#93) Pour ce qui concerne le rapport du postulat des paralltles ot du postulat &’ ARCHIMEDE,
voir n® 52.

(*4) Ces questions sont traitées d’une facon détaillée par U. AMALDI, dans F. ENRIQUES,
Questioni (**), p. 103 et suiv., et par O. HOLDER, « Ber. Ges. Lpz. », 53 (1901), math. p. 1 et suiv.

(295) Elementa, livre 1, xowai &vvoia o', B', y's £'s ' (Communes animi conceptiones);
Opera, 6d. J. L. HEIBERG, 1, Leipzig, 1883, p. 10.

F. ENRIQUES - Jemorie scelte di Geomelria, III. 4
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C’est-a-dire:
1) Les quantités égales 4 une méme quantité sont égales entre elles.

2) Si I'on ajoute des quantités égales 4 des quantités égales, les
sommes sont égales.

3) Si de quantités égales on soustrait des quantités égales les restes
sont égaux.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7) Des quantités superposables sont égales entre elles.

8) Le tout est plus grand que la partie.

A) Bornons-nous d’abord au cas des figures planes.

Les quatre premiers de ces cinq axiomes établissent deux criteres
nettement distinets pour reconnaitre I'équivalence des surfaces planes,
c’est-a-dire 1’égalité des aires des surfaces planes:

a) le partage de ces surfaces en parties congruentes [équivalence
des surfaces par addition: axiomes 1), 2) et 7)];

b) la possibilité de considérer deux figures comme différences entre
figures congruentes [équivalence des surfaces, par soustraction: axiomes
3) et 7)].

De ces deux criteres, EUCLIDE emploie tantot I'un, tantét D’autre
dans la théorie de I’équivalence (1'égalité des aires) des polygones plans.

C’est en se basant sur 'axiome 8 qu’il prouve les théoremes inverses
ou de l’équivalence (égalité des aires) de certains polygones il conclut
4 1'égalité de certains segments déterminés.

Aux critéres «) et b), EUCLIDE en ajoute un troisiéme dans lequel
Pégalité des aires (I’équivalence des surfaces) est prouvée indirectement.
C’est 'emploi de ce troisicme critére qui constitue la méthode d’exhaus-
tion (2°%) (cf. I 3, §14].

Ce critéere se fonde sur la supposition implicite que «si deux sur-
faces sont inégales, il existe une surface qui, ajoutée & 'nne des deux
(& la plus petite), donne une somme égale & l'autre (4 la plus grande) ».

Cette supposition, et par suite la méthode d’exhaustion, s’applique
d’ailleurs aussi bien aux surfaces gauches et aux volumes qu’aux sur-
faces planes.

En appliquant alternativemente les critéres a) et b) pour reconnaitre
Péquivalence des polygones plans, EUCLIDE se trouve avoir fait quelque
chose de superflu. P. GERVIEN (27) a, en effet, prouvé que deux poly-
gones plans (ou sphériques), d’aires égales, peuvent toujours étre envi-

(%) Elementa, livre 10, prop. 1; livre 12, prop. 2; Opera, éd. J. L. HEIBERG, 3, Leipzig 1886,
p. 4-7; 4, Leipzig 1885, p. 140-9.
(*?) «J. reine angew. Math.», 10 (1833), p. 228, 235.
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sagés comme équivalents par addition, en sorte que le critére b) est
inutile et qu’il suffit d’appliquer le critére a) seulement.

‘W. BoLYAI (2%¢) avait déja fait la méme remarque. Il voulait, en
outre, démontrer, pour des surfaces quelconques, le théoréme que voici:

Lorsque deux figures congruentes ont une partie commune, les parties
de ces deux figures qui ne sont pas superposées peuvent étre divisées
en parties congruentes.

Si cette proposition était démontrée, il en résulterait le théoréme
plus général:

Quand de deux surfaces congruentes on enléve des parties congruentes,
ce qui reste des deux surfaces peut étre divisé en parties respectivement
congruentes.

Mais la proposition de W. BoLyAr ne peut étre actuellement envi-
sagée comme démontrée: en tous cas la démonstration qu’en a donnée
W. BoLrvar est tout & fait insuffisante.

J. M. C. DUHAMEL (2®), qui a étudié au point de vue critique la
question qui nous préoccupe, a, le premier, montré la nécessité logique
de définir & nouveau, pour toute classe de grandeurs géométriques, les
concepts « somme », « partie », « plus grand» et « plus petit». Il a été
ainsi amené, dans la théorie de I’équivalence des surfaces (1’égalité des
aires), a suivre une nouvelle voie ou le concept de I’équivalence (de
Pégalité) n’apparait plus comme une relation non définie vérifiant les
conditions euclidiennes 1) & 5).

J. M. C. DuBAMEL définit, tout au contraire, ’équivalence des sur-
faces (I’égalité des aires) comme une équivalence ou une égalité par
addition de parties congruentes et cette définition remplace compléte-
ment les axiomes 1) & 4) d’Eucripk. Il développe ensuite quelques
théorémes concernant 1'égalité des aires en cherchant & éviter systéma-
tiquement I’emploi de la soustraction et, par suite, de I’axiome 3) de
EvcLipeE. Il a, en particulier, prouvé, par un procédé dans lequel ap-
parait ’axiome d’ARCHIMEDE (21°), que deux parallélogrammes de base
et de hauteur égales sont équivalents (c’est-a-dire décomposables en
parties congruentes).

Ces développements ont été complétés par A. FAIFOFER (*'1): la
théorie ainsi construite ne repose que sur des définitions; elle ne fait
appel & aucun nouveau concept primitif.

(2°®) T'entamen (**), 1, Maros-Vasarhelyini 1832, p. 51 (§ 35).

(29%) Des méthodes dans les sciences de raisonnement (2% éd.) 2, Paris 1866, p. 445 en note;
(3% ¢d.), 2, Paris 1896, p. 445 en note; voir aussi les chapitres 1 et 5.

(219) D. HiLBERT [Grundlagen (*7), (3% éd.), p. 60] a insisté sur I'impossibilitc de se passer
de cet axiome (voir n° 50).

(*11) Elementi di geometria ad uso degli istituti tecnici e deti licet, Venise 1895, p. 180.
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Mais A. DE ZoLT (*'?) a remarqué que dans la démonstration des
théorémes inverses o, de 1’égalité des aires, on conclut & celle de seg-
ments, apparait toujours ’axiome 8) A’EUCLIDE qui, si I’on définit 1’égalité
des aires par addition, se traduit par le principe que voici: si ’on
partage un polygone d’une maniére quelconque, il est impossible, aprés
avoir supprimé une de ses parties, de disposer les autres de telle sorte
qu’elles couvrent complétement le polygone.

Si ’on suppose que ce principe est évident, on doit 1’envisager comme
un postulat. C’est ce qu’a fait effectivement R. DE Paoris (21%). Les
géomeétres italiens désignent ordinairement ce postulat sous le nom de
postulat de A. de Zol. ,

Ce postulat est d’ailleurs tout & fait superflu. Son énoncé résulte
de ’ensemble des suppositions énoncées dans les numéros précédents.
I1 est bien facile de le reconnaitre en envisageant, conformément & notre
fagon de voir actuelle, une surface quelconque comme la limite vers
laquelle tend une somme de carrés convenablement choisie et, par suite
Pajre de cette surface comme une intégrale déterminée; car alors le
principe de A. DE ZoLT n’est plus qu’un corollaire du théoréeme fonda-
mental sur l’existence de l'intégrale envisagée. Ce fait a été mis en
pleine lumiére par W. KIiLrixg (214).

Une preuve directe et élémentaire du principe de A. DE ZoLT a été donnée
d’abord par I. SCHUR (3!%), puis, de diverses manieres, par O. RAUSEN-
BERGER (2!%), par G. VERONESE (2'7), par L. GERARD (21%) et par G. LaAz-
ZERI (219).

En résumé, on peut envisager comme démontré d’une facon élémen-
taire que si ’on définit 1’égalité des aires de deux polygones par la
distribution de leurs surfaces en parties respectivement congruentes, la
théorie de l’égalité des aires des polygones plans peut étre développée
sans avoir a ajouter aux postulats d’appartenance, de congruence et de
disposition [y compris le postulat de continuité ou celui d’Archimede]
quelque autre postulat.

Si, au lieu de surfaces polygonales, on envisage des surfaces planes

(3'2) Principii della eguaglianza di poligoni (equivalenza di poligoni) preceduti da alcuni cenni
critict sulla teoria della equivalenza geometrica, Milan 1881 ; Principii della eguaglianza di poliedri
e di poligoni sferici, Milan 1883.

(213) Elementi di geometria, Turin 1884, p. 281.

(2'%) Nichteuklidische Raumformen (**°), p. 49. Pour plus dc détails, voir: Geometrie ("7) 2,
p. 24 et suiv.

(?1%) « Sitzgsb. Naturf. Ges. Univ. Dorpat (Jurjev) », 13 (1892), p. 2-6; G. BiasI [« Periodico
mat. » (1), 9 (1893-1), p. 83-7] a complété ces recherches.

(*'*) « Math. Ann.», 42 (1893), p. 275.

("7) « Atti Ist. Veneto», (7) 6 (1894-5), p. 421-37.

(*18) « Bull. Soc. math. France » 23, (1895), p. 268.

(*'*) « Periodico mat. », (1) 10 (1894-5), p. 77-93, 133-11.
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limitées par des ligne courbes, on ne peut plus faire usage du critére
élémentaire & ’aide duquel on a comparé les surfaces des polygones;
car, d’aprés un théoréme de M. RETHY (22°), les conditions qui doivent
étre vérifiées pour que deux surfaces équivalentes puissent étre divisées
en un nombre fini de parties congruentes ne sont en général pas réa-
lisées pour des surfaces planes limitées par des lignes courbes. Pour
ne citer qu’un exemple, elles ne le sont jamais quand l'une des deux
surfaces planes est un cercle et 'autre un carré.

La théorie générale des aires exige done que l'on ait recours, soit
4 la méthode d’exhaustion des anciens qui leur a permis de déterminer
plusieurs aires comme celle de la surface du cercle et celle d’un secteur
parabolique (22!), soit aux procédés du calcul intégral (cf. I 3, §14).

On a pu ainsi démontrer que les résultats obtenus pour les poly-
gones, s’appliquent aux surfaces planes limitées par des lignes courbes,
en sorte que ’on sait actuellement que:

Les postulats de ’appartenance, de la congruence et de la dispo-
sition (y compris le postulat de la continuité ou celui d’Archiméde) ont
pour conséquence que les surfaces planes peuvent étre considérées comme
une classe bien déterminée de grandeurs si 'on définit ’équivalence de
deux surfaces par la distribution des deux surfaces en un nombre fini
ou infini de parties respectivement congruentes.

B) Nous envisagerons maintenant les volumes de parties limitées de
Pespace.

EvucLiDE (222) traite les étendues limitées & trois dimensions comme
des grandeurs analogues aux surfaces planes limitées. Cela implique
une proposition que I’on peut exprimer par le principe de DE ZoLT appliqué
aux étendues a trois dimensions. On peut d’ailleurs, dans ce cas, dé-
montrer encore ce principe par une extension & l’espace des preuves
déja mentionnées pour les surfaces planes. Cette extension a été brié-
vement indiquée par O. RAUSENBERGER (?23) et L. GERARD (22¢); elle est
exposée en détail par G. VERONESE (22%).

II en résulte que le théorie de ’équivalence des figures dans I’espace

(22°) « Math.-Naturw. Ber. Ungarn », 11 (1892-3), ¢d. 1894, p. 66-76; « Math. Ann.» 38,
(1891), p. 145.

(2*') Un développement critique de cette méthode d’exhaustion, appliqué exclusivement &
la, détermination des aires dans les cas les plus élémentaires, est contenu dans F. ENRIQUES et
U. AMALDI, Elementi di geometria, Bologna 1903, p. 354.

(**?) EUCLIDE, Elementa, livre 12; Opera, éd. J. L. HEIBERG, 4, Leipzig 1885, p. 138-247
[voir par ex. prop. 5 (p. 164-9)]. EUcLIDE traite aussi de cette méme maniére des surfaces gauches
limitées: voir par ex. prop. 10 (p. 186-97).

(***) « Math. Ann. », 43 (1893), p. 601-4.

(334) « Bull. Soc. math. France », 23 (1895), p. 268-9.

(23%) « Atti Ist. Veneto », (7) 6 (1894-5), p. 421-37.
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peut, tout aussi bien que celle des figures planes, &tre basée sur les
postulats et définitions ordinaires, sans qu’il soit nécessaire de leur ad-
joindre aucun postulat particulier (22¢).

Mais quand on étudie 1’équivalence des polyédres, une nouvelle ques-
tion se pose: il s’agit de savoir si deux polyedres de volumes égaux
peuvent toujours étre divisés en un nombre fini de parties congruentes.
Les nombreuses tentatives inutiles que ’on avait faites pour obtenir
une telle division du tétraédre et une remarque de G. SFORzA (227) per-
mettait de prévoir que la réponse & cette question serait, en général
négative; la démonstration en a été donnée par M. DEHN (228).

Avant de passer 4 un autre ordre d’idées, nous envisagerons encore
ici d’une part le rapport de la théorie des aires (ou des volumes) avec
le postulat des paralléles, et le rapport de cette méme théorie avec le
postulat d’ Archiméde.

1) Le principe d’aprés lequel on peut considérer les surfaces et
les étendues & trois dimensions comme des grandeurs est indépendant
du postulat des paralléles: c’est un principe de géométrie générale; il
peut aussi bien étre établi dans la géométrie non euclidienne que dans
la géométrie euclidienne. Mais tous les théorémes sur 1’équivalence des
surfaces (égalité des aires), ou sur ’équivalence des étendues (limitées)
& trois dimensions (égalité des volumes), dépendent complétement de la
facon dont on énonce le postulat des paralléles.

La théorie non euclidienne de l’aire, développée par C. F. GaUss,
J. Borvar, N. I. LoBACEVSKIJ, permet de constater que 1’aire d’un
triangle est égale & la différence entre la somme de ses angles et deux
angles droits; de 14 résulte par exemple I’existence d’une limite supé-
rieure pour l'aire d’un triangle (22°). Dans la géométrie elliptique la
somme des angles est plus grande que deux droits, dans la géométrie
hyperbolique elle est plus petite que deux droits (2%0).

2) Dans la théorie de 1’égalité des aires (équivalence des surfaces)
ainsi d’ailleurs que dans le développement des principes du caleul in-
tégral, on applique ordinairement le postulat d’Archiméde.

D. HILBERT (***) a démontré que 1’on peut obtenir une mesure des

(2*%) Cf. S. 0. SATUNOVSKIJ (SCHATUNOVSKY), « Math. Ann. », 57 (1903), p. 496.

(**?) « Periodico mat.» (1) 12 (1896-7), p. 105-9. Voir aussi R. BRICARD, « Nouv. Ann.
math. », (3) 15 (1896), p. 331.

(***) « Math. Ann.» 55 (1902), p. 465.

(***) C. F. Gauss, lettre & CH. L. GERLING datée du 16 mars 1819; Werke, 8, Gottingue
(Leipzig) 1900, p. 181. Cf. n° 16.

(*°) En ce qui concerne les « volumes » dans un espace non euclidien, voir F. ExGEL, N. I.
Lobaéevskij (***), 1, p. 46-7; 2, p. 63.

(1) Qrundlagen (%), (3° éd.), p. 62-8.
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surfaces polygonales sans faire usage de ce postulat. Mais alors deux
figures d’aires égales ne peuvent plus étre toujours divisées en un nombre
fini de parties respectivement congruentes [ef. § 51].

18. - Nouveaux développements de la théorie
des proportions au sens des anciens.

Dans les Eléments d’EUcCLIDE (2°2) on rencontre quelques proposi-
tions qui sont établies deux fois, une fois & Paide de 1'égalité des aires,
une seconde fois & 1’aide de la théorie arithmétique des proportions.
H. G. ZEUTHEN (?*%) suppose qu’il y & 14 comme le dernier reflet d’une
ancienne divergence de vues sur la facon de traiter les problémes, diver-
gence naturelle reposant en derniére analyse sur les difficultés inhérentes
& lintroduction des rapports incommensurables. Ces difficultés ayant
été complétement surmontées par les géométres qui ont fondé la théorie
des proportions, vraisemblablement peu de temps seulement avant que
EUcCLIDE n’ait rassemblé les matériaux & ’aide desquels il a composé
ses « Eléments » (234), il est fort compréhensible que, tout en cherchant
dans son ouvrage & mettre en pleine lumiére les procédés arithmétiques
de la théorie des proportions, il ait aussi insisté sur les démonstrations
usuelles faites & 1’aide des méthodes purement géométriques.

Les développements qui visent & dégager la géométrie de toute con-
sidération relative au concept du mombre ont été reprises de nos jours
et on est ainsi parvenu & édifier une théorie purement géométrique des
proportions entre segments de droite. Cette théorie fournit une méthode
directe d’investigation géométrique entiérement indépendante de l'arith-
métique.

Les théorémes qui peuvent servir de fondement & cette facon de
procéder sont:

1) le théoréme concernant la proportionalité des segments déter-
minés sur les cotés d’un angle par des droites paralleles entre elles (23%),
Ce théoréme a été attribué par quelques auteurs (:3¢) & THALES et,

(**?) Par exemple, le probléeme résolu deux fois: Elementa, livre 2, prop. 11 et livre 6, prop. 30
[Opera, éd. J. L. HEIBERG, 1, Leipzig 1883, p. 152; 2, Leipzig 1884, p. 170].

(33%) M. G. ZEUTHEN, Iorelaesning (*°), trad. J. MAScARY, p. 90, lignes 5-8.

(**%) «On attribue ordinairement & Eupoxk la théorie des proportions formulée d’unc fagon
rigoureuse. Voir & ce sujet H. G. ZEUTHEN, I'orelaesning (*¢), trad. J. MAscarT, p. 89. Cette
théorie était déja familiere & ARISTOTE qui était de vingt ans plus jeune qu’Euvoxe [cf. J. L,
HEIBERG, « Abh. Gesch. Math. », 18 (1904), p. 11-2] (Note de G. ENESTROM).*

(**%) Cf. EUCLIDE, Elementa, livre 6, prop. 2; Opera, ¢d. J. L. HEIBERG, 2, Leipzig 1884,
p. 76-81.

(2*%) 4 Pour ce qui concerne les raisons peu concluantes de cette attribution, voir P. TAN-
NERY, La géométrie grecque, Paris 1887, p. 91 (Note de G. ENESTROM).*
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pour abréger, nous conserverons dans ce qui suit cette dénomination
quoi qu’elle n’ait aucune raison d’étre.

2) L’égalité des aires de deux triangles (ou parallélogrammes) qui
ont un angle commun et dans lesquels les cdtés adjacents & cet angle
sont inversement proportionnels (2°7).

Suivant que 1'on s’appuie sur 'un ou I'autre de ces deux théorémes
pour formuler une définition de la proportion entre segments, les attri-
buts fondamentaux des proportions s’expriment en suppositions sur le
parallélisme ou sur ’égalité des aires. Ces suppositions doivent nécessai-
rement étre prouvées directement sans avoir recours au concept du
rapport qui revient a celui du nombre.

Chacun des deux procédés 1) et 2) peuvent étre rattachés a la théorie
de Vextension de H. GRASSMANN (228) dans laquelle les segments ne sont
pas seulement considérés au point de vue de leur grandeur, mais aussi
a celui de leur direction. La propriété distributive de la multiplication
dans le calcul de Grassmann s’exprime tout de suite ici par l'identité
des deux définitions de la proportion fondées ’'une sur le théoréme de
Thalés, I’autre sur le théoréme de 1’égalité des aires.

*D’apres H. GRASSMANN, deux paires de segments

A,y g b, b
sont dites proportionnelles et 1’on écrit
a:a,="b:.b

quand, en portant ces segments sur deux demi-droites concourantes &
partir de leur point d’intersection, a et b sur I'une d’elles, a, et b, sur
Pautre, la droite qui joint les extrémités des segments a, a, et la droite
qui joint les extrémités des segments b, b, sont paralleles. En s’ap-
puyant sur le théoréme de Desargues (démontré a l’aide de considé-
rations de géométrie & trois dimensions) H. GRASSMANN montre que

1) cette notion de proportion est indépendante de I’angle d’incli-
naison des deux demi-droites envisagées;

2) que si 'on a simultanément

a:a,=>b:b, et a.a,==¢:.6

(**?) EucLibe, Elementa, livre 6, prop. 14; Opera, ¢d. J. L. HEIBERG, 2, Leipzig 1884,
p. 110-3.

(*®) Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 118 (n% 75 & 78); (2° éd.) Leipzig 1878,
DP. 118; Werke (**), 1, p. 138-40.
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on a aussi

b:by=c:c.

Pour démontrer que dans une proportion ainsi définie on peut inter-
vertir les termes extrémes, ou les termes moyens, H. GRASSMANN a dil
faire appel aux théorémes d’Euclide concernant la mesure des aires
planes, théorémes qui supposent le postulat d’aprés lequel laire d’une
surface ne peut étre égale 4 celle d’'une partie de cette surface.*

RAJOLA-PESCARINT (2*) définit la proportion entre des segments &
Paide du théoréme de Thalés relativement 4 un angle donné arbitrai-
rement fixé et il en déduit géométriquement le théoréme sur 1’égalité
des aires en s’appuyant sur le 35%™ théoréme du livre 3 des Eléments
d’EUCLIDE (24°) concernant les arcs de cercle; dans les Eléments A’EUCLIDE,
ce théoréme 35 est d’ailleurs établi & I’aide du théoréme de Pythagore.
RAJOLA-PESCARINI réussit de cette fagon & étendre & tous les angles la
définition des proportions donnée d’abord pour Pangle arbitrairement
fixé dont il est parti. Il développe ensuite une démonstration du théo-
réme d’aprés lequel « deux paires de segments proportionnels & une troi-
si¢éme paire sont proportionnels entre eux ». (’est en cela que consiste
la propriété dite tramsitive de 1’égalité des rapports. Il ne démontre
d’ailleurs ce théoréme que sous une restriction facilement évitable si
Pon emploie un procédé de démonstration indiqué par G. VAILATI (2%1).

E. R. E. HoPPE (***) a imaginé un développement géométrique de
la théorie des proportions en prenant aussi comme point de départ le
théoréme de Thalés, du moins en tant que la définition des propor-
tions coincide avec celle donnée par H. GRASSMANN. Ses développements
ne différent d’ailleurs de ceux de H. GRASSMANN que par lintroduction
d’éléments d’ordre infinitésimal (243).

E. R. E. Horpe démontre aussi le théoréeme suivant plus général
que la proposition 2) de H. GRASSMANN

«si atb=uc:f et si bic=d:e, alors a:ec=d:f»

(*%) Studio sulla proporzionalita gratica e sue applicaziont alla similitudine ¢ alla omotetia,
Naples 1876.

(*%) Elementa, livre 1, prop. 35; Opera, ¢d. J. L. HETBERG 1, Leipzig 1883, p. S84-7.

(*1) « Atti del 2° Congresso tenuto ad iniziativa dell’Associazione Mathesis», Livourno
1902, p. 176.

(*2) « Archiv. Math. Phys. », (1) 62 (1878), p. 153.

(*) E. R. E. HoPPE se place encore & un autre point de vue consistant esscntiellement,
& prendre comme point de départ le théoréme 2.

Voir aussi G. BIASI, Corso di lezioni sulla teoria delle proporzioni (aulographié), Sassari 1882,
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qu’il appelle «le théoréeme du rapport froublé». Mais ici encore inter-
vient le concept de ’égalité des aires.

Ce théoreme revient au suivant:

Si sur les cotés d’'un angle on marque un triple couple de points,
les points (1, 3, 5) sur Pun des co6tés, les points (2, 4, 6) sur D’autre
cdté, de fagon que les paires de droites (12, 45) et (23, 56) soient paral-
léles, alors les droites (34, 61) seront aussi nécessairement paralléles.

Ce théoréme et sa démonstration, basée sur des réflexions touchant
Végalité des aires (I’équivalence des surfaces), sont contenus dans la
« Collection » de PAPPUS (244): c’est pourquoi, afin d’abréger, nous dési-
gnerons ce théoréme sous le nom de théoréme de Pappus (245).

Une démonstration fort simple du théoréme de Pappus, due vrai-
semblablement & K. KUPFFER (24¢), est fondée sur 1'égalité des angles
périphériques dans le cercle; elle est indépendante du concept de D’aire.

Une démonstration dans laquelle intervient un hyperboloide de révo-
lution a été indiquée par F. ScHUR (2¢7). D’autres démonstrations, con-
servant le caractére de géométrie plane ont été données par D. Hir-
BERT (24%).

D. HiBERT a (’ailleurs construit 4 nouveau toute la théorie géomé-
trique des proportions entre segments.

De ce qui précéde on conclut que le théoréme de géométrie plane
de G. DESARGUES [§ 27, a)] qui, comme on sait, ne peut étre démontré,
4 Vaide des postulats de la dépendance mutuelle, de la disposition, et
des paralléles, qu’en effectuant des comstructions dans l’espace, peut
&tre démontré, en se plagant au point de vue qui nous occupe, sans
quitter le plan. Si, en effet, la possibilité de l’interversion des termes
moyens d’une proportion fait partie des données, la propriété transitive
de I’égalité des rapports et le théordme du rapport composé se raménent
P’un & Pautre, en sorte que le théoréme de Desargues conduit au caractére
transitif du parallélisme (postulat des paralléles).

Des recherches de F. ScHUR et de D. HILBERT découle encore un
autre résultat important:

Dans le plan, la propriété géometrique des proportions entre segments
basée sur les propriétés des paralléles et de la congruenmce, est imdépen-
dante du postulat d’ Archimeéde.

(4 Zvvaywyn upadnuarier (écrit vers +295), livre 7, prop. 134; éd. F. HuLTscH’
Pappi Alexandrini math. collectiones, 2, Berlin 1877, p. 878-9.

(24%) Ce théoréme de PappuUs (et plus généralement celui qui en découle par projection et
se rapporte & I’hexagone inscrit dans une paire de droites) rentre comme cas particulier dans
celui de B. PascaL sur I’hexagone inscrit dans une conique (cf. III 15).

(24¢) « Sitzgsb. Naturf. Ges. Univ. Dorpat (Jurgev) », 14 (1893), p. 373 et suiv.

(247) « Math. Ann.» 51 (1899), p. 401.

(24¢) Qrundlagen (*'), (3° éd.), p. 38-45, 97-106.
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Le développement de cette théorie géométrique des proportions a
encore été quelque peu semplifié par plusieurs recherches que nous allons
énumeérer:

F. ScHUR (2%°) a remarqué qu’il suffit de prouver le théoréme da PApPPUS
dans un seul cas particulier, par exemple quand I’angle sur les cotés duquel
sont les deux triples de points envisagés est un angle droit. Dans ce cas
particulier, il a démontré fort simplement le théoréme en s’appuyant
seulement sur ce que les trois hauteurs d’un triangle concourent en un
méme point.

J. MOLLERUP (2%°) a donné une demostration fort simple du méme
théoréme dans le cas général, mais cette démostration ne contient au
fond rien qui la distingue essentiellement des précédentes.

B. Levi (®®) a donné une forme élémentaire aux développements
qui sont nécessaires & l’établissement du cas particulier du théoréme
de Pappus correspondant & la possibilité de l'interversion des termes
moyens d’'une proportion. La théorie des proportions est d’ailleurs inti-
mement liée aux questions qui se rapportent au théoréme fondamental
de la géométrie projective (cfr. § 27).

En ce qui concerne le théoréme de Pappus dans la géométrie non
archimédienne, voir § 50.

19. - Conclusions.

Ce qui précede permet de reconnaitre trois groupes distinets de pro-
priétés géométriques:

1) Les propriétés qui se rapportent aux concepts situé entre, cétés
d’un plan, segment, angle ... (propriétés linéaires des droites qui compren-
nent aussi la continuité, et propriétés des surfaces planes).

2) Les propriétés qui se rapportent au concept d’appartenance
(de points, de droites et de plans).

3) Les propriétés qui se rapportent au concept de congruence.

En géométrie élémentaire, ces trois sortes de propriétés son intime-
ment liées entre elles. Elles y sont dans un rapport de subordination
réciproque tel qu’on ne peut énoncer les propriétés d’un groupe sans se
reporter, au moins en partie, &4 des propriétes d’un autre groupe. Mais
le développement de la géométrie a précisément conduit & les distinguer
les unes des autres.

(**) « Math. Ann.», 57 (1903), p. 205.
(**°) « Math. Ann.», 58 (1904), p. 479.
(**1) « Supplemento al periodico mat.» 6 (1903-4), p. 114-7.
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On comprend bien comment cette distinction s’est produite si 1’on
caractérise, comme 1’a fait F. KLEIN (252) pour la premiére fois dans son
programme d’Erlangen, les divers ordres de recherches de la géométrie
par les groupes de transformation qui leur correspondent. '

A la géométrie élémentaire correspond un groupe de transformations,
le groupe des mouvements et renversements, y compris les transforma-
tions de similitude. Ce groupe, nommé par F. KLEIN groupe principal
(Hauptgruppe), laisse invariantes toutes les propriétés énumérées 2,1 et 3.

Au lieu de mouvements, on peut d’ailleurs considérer des transfor-
mations plus générales qui ne laissent invariantes qu’une partie de ces
propriétés 1, 2 ou 3, et modifient les autres. On obtient ainsi plusieurs
espéces de géométries dans chacune desquelles on ne s’occupe que de
celles de ces propriétés que Pon y considére comme invariantes. Nous
ne mentionnerons ici que les deux principales d’entre elles:

a) C’est d’abord la géométrie projective ot ’on étudie les propriétés
qui sont invariantes relativament au groupe des collinéations, c’est-a-dire
les propriétés résultant de ’ensemble des postulats o et § des numéros 9
et 10 auxquels on a adjoint le postulat (ordinaire) de la continuité.

b) Cest ensuite la théorie du continuum [ou Analysis situs] ol
I’on considére les propriétés qui sont invariantes relativament & des trans-
formations continues quelconques. Ce sont les propriétés correspondant
4 ensemble des postulats « du § 9 détachées, par le procédé employé,
des propriétés particuliéres des droites et du plan.

A cette facon de voir ajoutons encore une autre consideration (25%). Si
I'on examine un groupe de transformations relativament & une figure par-
ticuliére (en faisant abstraction de ce qui est hors de cette figure), celles
des propriétés géométrique qui sont invariantes relativament au groupe
prennent une signification nouvelle et conduisent ainsi & une géométrie
sur la figure envisagée.

Si, par exemple, on examine, relativament & une surface quelconque,
le groupe des mouvements qui forme la base de la géométrie élémentaire,
on est amené 4 des considérations générales sur les rapport métriques
des figures situées sur une surface, considératious dont ’ensemble cons-
titue la géométrie sur les surfaces (géométrie différentielle de mesure dans
laquelle on considére les proprietés invariantes relatives & 1’applicabilité
des surfaces).

En généralisant ensuite cette géométrie sur les surfaces on aboutit
4 la géométrie métrique sur les variétés & plusieurs dimensions, et, en

(**) F. KLEIN, Progr. Erlangen, 1872; « Math. Ann.», 43 (1893), p. 63-100.
(***) Cf. ¥F. ENRIQUES, Conferenze di geometria [cours autographié], Bologne 1894-5, p. 124
(n°® 28).
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particulier, sur les variétés & ¢rois dimensions. Cette géométrie comprend
les propriétés 3 de la congruence qui sont définies relativement aux pro-
priétés 1 de I’Analysis situs, mais indépendamment des concepts de la
droite et du plan. ‘

Un méme procédé d’abstraction consistant essentiellement dans 1’élar-
gissement du groupe de transformations qui correspond & la géométrie
élémentaire, méne ainsi & trois ordres de recherches géométriques plus
générales que celles de la géométrie élémentaire.

On peut représenter ces trois ordres de recherches, dans leur rapport
de dépendance mutuelle, et dans leur dépendance de la géométrie élémen-
taire, par le schéma suivant:

Théovic du continuum [Analysis situs)

| ) } Géométrie métrigue
Géométrie projective générale sur les varié-
tés @ n dimensions
Géométric ¢lémentaire
Fig. 2.

Les propriétés contenues dans les trois ordres de recherches géné-
rales dont on vient de parler pourraient étre rattachées & trois groupes
de sensations distinctes de la facon suivante (2%4):

les propriétés qui se rapportent au sens général du toucher et du
muscle;

les propriétés optiques (descriptives);

les propriétés mécaniques (métriques) relatives &4 un organe tactile
différencié, muni de mobilité.

On peut parcourir dans deux sens opposés le systéme do la Géo-
métrie que ’on vient d’ébaucher.

Ou bien on étudie d’abord la géométrie élémentaire, pour s’élever
ensuite d’une part & la géoméirie projective, de 1autre i la géométric
métrigue sur les variétés & »n dimensions et I’on finit par aborder 1’étude
de P Analysis situs.

(*%) I'. KLeIN [« Math. Ann.», 37 (1890), p. 544] a le premier remarqué cette différence
entre les propriétés descriptives ct les proprié¢tés métriques. :

F. ENRIQUES [Questioni (*°), p. 16, 18; « Rivista filosofica » (Pavie), 4 (1901), p. 76, cf. (*°);
Problemi della scienza (**), p. 300 (chap. 4); la trad. francaise de J. DuBo1s, Problémes de la science,
Paris 1908, ne contient pas ce chapitre 4] a essayé d’cn prouver la nécessité en examinant minu-
ticusement les faits & la lumicre de la psychologie physiologique. Il a été ainsi amené & rat-
tacher les propriétés de la théorie du continuum au sens général du toucher et du muscle, base
commune de nos sensations spatiales.
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Ou bien lon commence par envisager la théorie du continwum; on
passe ensuite aux recherches de caractére plus restreint de géoméirie
projective d’une part, de géométric métrique sur les variétés & un nombre
quelconque de dimensions d’autre part, pour aboutir & 1’étude plus
restreinte encore de la géométrie élémentaire.

Le passage de ’Analysis situs 4 la géométrie projective se fait en
imaginant un systéme particulier de courbes et de surfaces données
(jouissant de propriétés convenablement choisies) que I’on appelle lignes
droites et plans (25%).

Le passage de I’Analysis situs & la géométrie métrique générale sur
les variétés & n dimensions se fait, soit aveec B. RIEMANN (25!) en ima-
ginant comme donnée une certaine opération métrique (telle que la
mesure d’une ligne ou de la distance de deux points par exemple jouis-
sant de propriétés déterminées), soit en supposant donné un certain sy-
stéme de lignes et de surfaces (telle que des lignes géodésiques par exemple)
relativement & ’opération métrique envisagée.

On passe de la géométrie projective & la géométrie métrique élémen-
taire en distinguant dans la détermination métrique une courbe (ou
surface) du second degré (2*7). Si 'on veut, en particulier, parvenir a
la détermination métrique ordinaire envisagée par Euclide, on peut le
faire en envisageant la géométrie de Uaffinité comme une étape inter-
médiaire (258).

On passe de la géométrie métrique générale des variétés & n dimen-
sions & la géométrie élémentaire d’Euclide, ou aussi & la géométrie élémen-
taire non euclidienne, en imposant & ’opération métrique adoptée des
conditions particuliéres, par exemple 1’homogénéité et 1’isotropie de
I’espace, ou encore un caractére particulier du groupe des mouvements (2%).

Dans les chapitres suivants nous adopterons la seconde fagon de

(**%) Cf. F. KLEIN (qui ici se rattache & K. G. CHR. VON STAUDT), « Math. Ann. », 6 (1873),
p. 112; Prog. Erlangen, 1872, p. 32; « Math. Ann. », 43 (1893), p. 63-100.

(**) B. RIEMANN, Habilitationsschrijt (**): « Abh. Ges. Gott. », 13 (1866-7), éd. 1868, math.
p. 138; Werke (2° ¢d.) publ. par H. WEBER, Leipzig, 1892, p. 277; trad. L. LAUGEL,
Paris 1898, p. 286.

(*") Cf. A. CAYLEY, « Philos. Trans. London », 149 (1859), p. $2; « Papers», 2, Cambridge
1889, p. 583; F. KLEIN, « Math. Ann.», 6 (1873), p. 127.

(*s%) Cf. A. F. MOBIUS, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, § 161-2; Werke, 1, Leipzig
1885, p. 194-5; H. GRASSMANN, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, Section II, chap. 4;
Werke (*%), 1!, p. 249-81.

(**?) Cf. B. RIEMANN, Habilitationsschrift (**), « Abh. Ges. Gott.» 13 (1866-7), ¢d. 1868,
math. p. 134; Werke (2° ¢d.), publ. par H. WEBER, Leipzig 1892, p. 273; trad. L. LAUGEL, Paris
1898, p. 282; E. BELTRAMI, Teoria degli spazi di curvatura costante [« Ann. mat. pura appl. s,
(2) 2 (1868-9), p. 232; L. ScHLAFLI, id. (2) 5 (1871-3), p. 178 [1872]; S. L1k et F. ENGEL, Theorie
der Transformationsgruppen, 3, Leipzig 1893, p. 393; F. SCHUR, « Math. Ann. », 27 (1886), p. 537
et suiv. Cf. n° 39 a 42,
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procéder. Nous exposerons d’abord les fondements de 1’Analysis situs
pour envisager ensuite, d'une part la géométrie projective, d’autre part
la géométrie métrique générale, et aboutir enfin, aussi bien par l'inter-
médiaire de la géométrie projective que par celui de la géométrie mé-
trique générale, & la géométrie élémentaire.

PRINCIPES DE LA THEORIE DU CONTINUUM

20. - Préliminaires.

Il conviendrait sans aucun doute de chercher & établir les principes
de la théorie du continuum sans faire appel & des considérations étran-
géres & la géométrie (2%), mais jusqu’ici on a plutdt essayé de rattacher
ces principes a des notions analytiques comme celle de la représen-
tation des lignes et des surfaces [cf. IIT 2] ou & la théorie des ensembles
[ef. IT 2].

Cependant, dans quelques-unes de ses recherches, G. CANTOR (2°!) a
abordé directement Vétude de quelques questions concernant le conti-
nuum (262),

Quoi qu’il en soit, pour édifier actucllement une théorie du continuum
il est indispensable de rappeler un certain nombre de résultats em-
pruntés & d’autres théories:

1) C’est d’abord la possibilité, démontrée par G. CANTOR, de faire cor-
respondre d’'une fagon biunivoque [que nous avons nommée parfaite (11, §2)]
les points d’un segment de droite donné (#) aux points d’un carré donné
(x, ¥), et cela, comme ’a montré G. PrANO, aussi bien & 'aide de fonc-
tions continues non univoquement réversibles qu'a l'aide de fonctions
continues univoquement réversibles

z = fi(w), y = fa(w) .
2) C’est ensuite I'impossibilité d’établir entre deux variétés

(@yy oy veey @) W1y Ysy oeey Un)

(29) . ENRIQUES, « Rend. Circ. mat. Palermo », 12 (1898), p. 222,

(1) « Math. Ann.», 46 (1895), p. 481.

(292) , Depuis la constitution de la géométric non-archimédienne [n° 46 a 521, unc oricntation
différente a 6té6 imprimée a ces recherches.*
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d’ordres m et n, ou m et » sont plus grands que un et ou m est dif-
férent de n, une correspondance biunivoque et continue (293).

3) Cl’est aussi le théoréeme de C. JORDAN (264): Toute courbe plane
fermée

T = (P(t) ’ Y= W(t)

sans point double (ou multiple), ou ¢(t) et y(t) sont des fonctions finies
et continues de ¢, partage le plan en deux régions telles que, si l'on
joint par un trait continu un point fixé arbitrairement dans Iune des
deux régions & un point fixé arbitrairement dans 1’autre région, ce trait
continu rencontre la courbe en un point au moins. On donne & I'une
de ces régions le nom de région intérieure, a ’autre le nom de région
extérieure & la courbe fermée.

4) C’est enfin le fait que la distinction entre courbes planes analy-
tiques et courbes planes non-analytiques n’est possible, en général, que
si Pon tient compte, non seulement de la courbe envisagée elle-méme
mais encore du systé¢me de coordonnées auquel on rapporte la courbe
dans le plan.

Si on exclut les points singuliers et si 'on ne considére qu’une
région finie du plan, ’ensemble des courbes analytiques satisfait & la
condition fondamentale qui nous est donnée par l’intuition que nous
avons des courbes (que ’on imagine entierement tracées):

o) Deux courbes me se coupent qu’en un nombre fini de points.

Si I’on considere inversement comme donnés tous les segments de
droite et tous les arcs de parabole d’ordres quelconques 2, 3, ... que ’on
peut concevoir & l'intérieur d’une région finie, arbitrairement fixée dans
le plan, on peut démontrer (*%°) que toute ligne (I) devant satisfaire
relativement a ces segments de droite et & ces arcs de parabole, a la
condition «) a en chacun de ses points une tangente, ou tout au moins
une tangente & droite et une tangente a gauche; et 1’on peut aussi
démontrer que le ligne (I) a, par suite aussi, en chacun de ses points
une parabole osculatrice d’ordre 2, d’ordre 3, ... et en général d’ordre
entier quelconque n. La ligne (I) peut donc étre représentée en coor-
données cartésiennes par trois fonctions F admettant des dérivées de
tous les ordres ou, tout au moins, des dérivées & droite de tous
les ordres et des dérivées & gauche de tous les ordres. Si 'on admet
que, dans une région du plan convenablement limitée, la ligne (I) ne
coupe qu’en un nombre fini de points chaque ligne analytique sans

(**%) Pour ce qui concerne les résultats (1°) et (2°) voir I 7, 2.
(%) Cf. III 2, 8.
(2%%) ¢Cette démonstration, due & F. ENRIQUES, n’a pas encore ¢té publice.*
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points singuliers dans cette région, il est d’ailleurs fort vraisemblable
que, dans cette région du plan, les trois fonctions F sont des fonctions
analytiques.

21. - La notion de ligne.

Dans la théorie du continuum le premier concept que I’on rencontre
est celui de la wariété continue & une dimension.

On peut, par abstraction, identifier ce concept a celui de la ligne,
4 condition de prendre le point de la ligne comme élément de la variété
continue & une dimension et de faire, en outre, abstraction des rela-
tions de la ligne avec l’espace dans lequel elle est située ainsi que de
toute notion métrique (notion de longueur) concernant ses segments
8’il s’agit d’une ligne droite, ses arcs s’il s’agit d’une ligne courbe. Les
seules propriétés de la ligne que 1’on doive prendre en considération
sont celles qui se rattachent & sa détermination génétique par le mouve-
ment d’un point, comme, par exemple, les propriétés concernant la suite
naturelle des points d’une ligne, ou la continuité de la ligne, ou encore
la notion de segment sur une droite, ou d’arc sur une courbe.

Pour formuler dans un systéme logique, en se plagant uniquement
au point de vue de la théorie du continuum, les propriétés qui carac-
térisent une variété &4 une dimension, ou une ligne envisagée comme
on vient de le dire, il convient d’envisager d’abord un type déterminé
de ligne, suffisamment simple, auquel on cherchera ensuite 4 ramener
tous les autres.

Nous prendrons pour ce type la ligne (sans point double) que nous
appellerons ligne ouverte, c’est-a-dire ligne non limitée. Nous appellerons
variété élémentaire et nous représenterons par le symbole v, chaque va-
riété a une dimension que l’on peut identifier &4 une ligne ouverte.

On peut caractériser les propriétés fondamentales des variétés élémen-
taires v; soit en se plagant au point de vue génétique, soit en se pla-
cant au point de vue actuel.

Suivant que ’on se place & I'un ou & autre de ces deux points de
vue on devra d’ailleurs appliquer sous la forme de K. WEIERSTRASS
ou sous celle de R. DEDEKIND [§ 13] les postulats de la droite et le
postulat de la continuité [§ 10].

Pour abréger, on convient de dire que chacun de ces deux points
de vue implique deux ordres continus opposés sur v, (266).

Celd posé, il s'agit de savoir si les hypothéses faites suffisent pour

(2%%) «Un ordre continu sur une ligne fermdée s’appelle une disposition.*

F. ENRIQUES - Memorie scelte di Geomelria, I11. 5
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permettre la représentation des points de v, sur le continuum analy-
tigue d’une variable réelle x, ou, ce qui est identique, sur un segment
rectiligne dont les points extrémes sont exclus. En d’autres termes, il
s’agit de savoir si les hypothéses faites suffisent & Iintroduction des coor-
données.

B. RiEMANN (2¢7), qui, le premier, a envisagé dans toute sa géné-
ralité le concept du continuum & une dimension, considérait comme
évident que ces hypothéses sont suffisantes. Il rattachait la variation
continuelle de I’élément générateur de v, & la notion de la durée écoulée
pendant cette génération. On n’a pas tardé toutefois & faire ressortir
que cette supposition contenait implicitement un postulat (2°¢).

I1 est facile de formuler ce postulat si 'on admet que dans la va-
riété élémentaire v, on peut comparer entre elles deux parties limitées
quelconques d’aprés le critéere de la comgruence, tout au moins quand
ces parties limitées de »; ont une extrémité commune.

Mais méme si I'on fait abstraction de tels rapports de congruence,
il suffit d’admettre comme postulat que, par un procédé quelconque,
on puisse construire dans »;, un ensemble dénombrable E de points de
facon que tout point de v, soit un point-limite de I’ensemble E.

En s’appuyant sur ce postulat, G. CANTOR (2¢?) définit le concept
de v, de fagon que cette variété & une dimension puisse étre repré-
sentée sur le continuum analytique de la variable réelle z, que I’on
envisage dans la théorie analytique des ensembles.

Il importe de remarquer que si ce postulat introduit & l’intérieur
de v, un ensemble particulier ¥, l'intuition que nous pouvons avoir de
la variété o, considérée en elle-méme, indépendamment du concept de
la congruence, ne nous renseigne en rien sur la construction de cet
ensemble. C’est pourquoi nous tenons le concept de la variété élémen-
taire v, comme plus général que celui du continuum analytiqgue. Voir i
ce sujet les théories non-archimédiennes [§§ 46 & 52].

La question de I'introduction des coordonnées dans la variété élémen-
taire v, se présente sous un nouveau our quand on envisage v, comme
contenue dans une variété 4 deux dimensions; aussi ne traiterons-nous
cette question que plus loin.

Une fois en possession du concept de la variété élémentaire », on

parvient aisément & celui d’une variété quelconque & une dimension et,

\

en particulier, & celui d’une variété limitée 4 une dimension.

(%) Habilitationtsschrift (**); « Abh. Ges. Gott. », 13 (1866-7), éd. 1868, math. p. 136; Werke
(2% éd.) publ. par H. WEBER, Leipzig 1892, p. 275; trad. L. LAUGEL, Paris 1898, p. 283.

(***) Voir. F. KLEIN, « Math. Ann.» 6 (1873), p. 132, 143, 144,

(***) « Math. Ann.», 46 (1895), p. 481.
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Convenons tout d’abord de désigner, pour abréger, sous le nom de
segment linéaire soit un segment rectiligne soit un arc de courbe. On
démontre qu’une variété limitée quelconque 4 une dimension peut étre
représentée d’une fagon biunivoque [ou parfaite (I 1, §1)] sur un seg-
ment linéaire. Or par la seule suppression de son origine et de son
extrémité un segment linéaire devient une ligne ouverte comme celles
que nous avons envisagées plus haut. Il suffit donc de modifier quelque
peu les propositions précédentes pour qu’elles s’appliquent au concept
d’une variété limitée quelconque & une dimension ou, si ’on veut, du
segment linéaire considéré em soi.

On observe ensuite que le concept le plus général d’ume variété a une
dimension, ou d’une ligne, se rattache aux précédents, puisqu’on peut
considérer une ligne quelconque comme formée par une juxtaposition
de plusieurs segments linéaires soudés les uns aux autres de fagon que
Pextrémité de 1’'un coincide avec l’origine de I’autre d’une fagcon con-
venable.

Si, en particulier, on juxtapose deux segments linéaires AB et CD
de facon que A et D d’une part, B et C d’autre part, coincident, on
obtient une ligne fermée. Nous représenterons les lignes fermées ou
plutdt les variétés & une dimension correspondantes par le symbole V,.

En se placant au point de vue génétique, les postulats qui, dans la
théorie du continuum, caractérisent les propriétés de la variété V, peu-
vent étre établis directement si 'on admet deux ordres cycliques opposés
sur V;, en d’autres termes si ’on admet que les éléments de V, (qu’on
identifie aux points de la ligne fermée correspondante) puissent é&tre
disposés (2*) dans I'un et 1’autre sens sur V; d’une fagon cyclique c’est-a-
dire telle que les trois conditions que voici soient vérifiées:

1) Si un élément quelconque de V; est donné il existe un sewl
ordre sur V;, ayant un sens déterminé avec cet élément comme premier
élément, et dans lequel:

a) de deux éléments B et C, toujours I'un précéde 'autre; si B
précede C, C suit B;
b) si B précede C et si C précede D, alors B précéde D;
¢) entre deux éléments quelconques B et C il y a une infinité
d’éléments;
d) il n’y a aucun dernier élément.
On appelle cette disposition des éléments de V; la disposition natu-

(*°) «On entend par disposilion d’éléments donnés sur une ligne formée la régle suivant
laquelle on fixe une infinité d’ordres possibles de ces éléments. Pour fixer un de ces ordres,
il suffit de fixer d’une part un des deux sens appartenant 3 la disposition et d’autre part celui
des éléments qui doit étre le premier.*
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relle de V,. Par rapport & cette disposition naturelle:

2) Les deux ordres de V, correspondant au méme élément mais
aux deux sens opposés sont des inversions I'un de I’autre.

3) Si, dans ’un des ordres naturels correspondant & un premier
élément A, trois éléments P,, P,, P; se suivent dans ’ordre indiqué par
leur indice, dans tout autre ordre naturel de méme sens que le premier,
mais ayant un autre premier élément A', les trois éléments envisagés
se suivent, soit dans I’ordre

P, P,, P,
soit dans ’ordre

p,, P;, P,
soit enfin dans P’ordre

Py, Py, P, (*1).

A ces postulats il faut encore adjoindre le postulat de la continuité
dans les sens restreint de G. CANTOR [§ 13].

En se placant au point de vue actuel, les postulats qui, dans la
théorie du continuum, caractérisent les propriétés de la variété V, (cor-
respondant & une ligne fermée) peuvent étre établis si I’on suppose comme
concept primitif le concept des paires d’éléments qui se séparemt (272).

On postule alors:

Quatre éléments de V, ne peuvent étre groupés que d’une seule ma-
niére en paires qui se séparent.

Si les paires AB, CD et AC, BE se séparent, alors les paires 0D, BE
et AC, ED se séparent aussi:

Ces postulats admis, on peut définir la disposition naturelle de V,
correspondant & un premier élément donné et dans laquelle deux élé-
ments B et C se suivent dans un ordre déterminé.

Aux postulats concernant les paires qui se séparent il faut encore
adjoindre le postulat de la continuité sous une forme convenable.

(*"') F. ENRIQUES, « Reale Ist. Lombardo, Rendic. », (2) 27 (1894), p. 550 [queste NMemorie,
vol. I, vl ; Leziont geom. protettiva, (*7), (1™ éd.), p. 9 et suiv.; éd. allemande par H. FLEISCHER,
Vorlesungen iber projektivische Geomelrie, Leipzig 1903, p. 23.

(*7*) G. VAmaTi, « Rivista mat. », 5 (1895), p. 75-8. Cf. M. PIERI, « Atti Accad. Torino »,
30 (1894-5), p. 607; 31 (1895-6), p. 381, 457; G. VAILATI, « Rivista mat.», 5 (1895), p.183-5;
A. PADOA, « Revue math. [Rivistal », 6 (1899), p. 35-41 [1896]; M. PascH, «Math. Ann. », 48
(1897), p. 111.
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On remarquera que, sans le postulat de la continuité, les postulats

précédents s’appliquent aussi bien & une ligne ouverte qu’s une ligne
fermée.

22. - Surfaces. Variétés a n dimensions.

De méme que la ligne sert de type aux variétés & une dimension
[§ 22], de méme la surface envisagée en soi ou l'espace peuvent servir
& fixer les notions de variété & deux ou & trois dimensions. Ces notions
correspondent & des types plus ou moins intuitifs. On généralise ensuite,
4 un nombre quelconque de dimensions, les notions ainsi acquises de
variété a une, deux ou trois dimensions.

11 semble difficile de dire qui a, le premier, tenté cette généralisation.
C’est qu’en réalité elle a été d’abord réalisée dans un but tout différent.
Ainsi J. L. LAGRANGE (2®) assimile la Mécanique & une Géométrie &
quatre dimensions.

Dans les recherches de Géométrie pure, il s’agit essentiellement de
généraliser le concept de la disposition des points d’une surface suivant
deux directions ou dans un ordre double, et celui de la disposition des
points de ’espace suivant trois directions ou dans un ordre triple.

Cette généralisation est analogue & celle qui permet de passer du
concept d’une ligne mobile, formée de points disposés convenablement,
2 celui d'une surface, puis du concept de la surface supposée & son
tour mobile, au concept d'une étendue déterminée ou & celui de 1’espace

N

tout entier. En continuant ainsi on parvient & la notion de variété

a 4, b, ... et, en général, 4 un nombre quelconque n de dimensions.
Les éléments de la variété & n dimensions ainsi engendrée sont dit
disposés en ordre multiple.

La possibilité de cette généralisation a déja été connue par J. F. HER-
BART (2"*) dont le systéme philosophique a exercé dans cet ordre d’idées
une grande influence sur le développement des idées de H. GRASSMANN
et de B. RIEMANN.

En se placant & un point de vue exclusivement mathématique,
A. CAYLEY (27%) a d’ailleurs développé, dés 1843, le concept de variété
4 un nombre quelconque de dimensions.

En 1844, H. GRASSMANN (%) a, de son cdté, formulé explicitement

(*73%) x Théorie des fonctions analyliques, Paris an V, p. 223; @urres, 9, Paris 1881, p. 337.*

(¥74) «Werke (*°), 3, p. 59.*

(¥7%) « Cambridge math. J.» 4 (1843-5), p. 119; « Papers », 1, Cambridge 1889, p. 55.

(*%) Die lineale Ausdeh lehre, Leipzig 1844, préface p. 1X, X; (2° éd.), Leipzig 1878,
préface p. vir; Werke (%), 1%, p. 10-1,
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la possibilité de soumettre au calcul 1’étude de variétés plus générales que
Pespace & trois dimensions qu’elles sont supposé contenir. Il a recours,
a cet effet, & une analyse vectorielle généralisée dans laquelle, en parti-
culier, I’addition jouit encore de propriétés commutatives. Le concept
de grandeur extensive, auquel il parvient dans cette analyse vectorielle,
embrasse celui de variété & n dimensions dont Pétude fait 'objet de la
théorie du continuum; il contient d’ailleurs quelque chose de plus.

Le concept de variété & n dimensions & été posé par B. RIEMANN (277)
d’une fagon tout & fait générale & l’aide d’une définition genétique récur-
rente.

B. RIEMANN considére une variété & n dimensions comme une juxta-
position d’éléments pouvant étre distribués en une infinité de variétés
4 m — 1 dimensions, ’ensemble de ces variétés a n — 1 dimensions for-
mant une variété & une dimension, et cela de facon que chaque élément
de la variété &4 » dimensions appartienne & 1’une des variétés & » — 1
dimensions.

Une variété a dewzr dimensions apparait ainsi comme une juxta-
position d’éléments pouvant étre distribués en une infinité de variétés
3 une dimension, ’ensemble de ces dernieres variétés formant lui-méme
une variété 4 une dimension. Cette distribution des éléments de
la varieté 4 deux dimensions correspond & la génération d’une sur-
face par le mouvement d’une ligne, mouvement dans lequel la suite
des lignes génératrices forme une variété & une dimension. On peut
dire que les points de la surface sont disposés en quelque sorte suivant
deux directions, ou dans un ordre double.

Comme type de variété a deux dimensions on peut prendre une sur-
face simplement connexe, owverte, c’est-a-dire non-limitée. Nous appel-
lerons wvariété élémentaire ¢ deuxr dimensions et nous représenterons par
le symbole v,, toute variété & deux dimensions dont les éléments corres-
pondent aux points de cette surface ouverte et sont congus suivant
les mémes relations d’ordre.

Le mode de génération des surfaces dont B. RIEMANN a fait usage
ameéne tout naturellement & considérer sur une surface quelconque donnée
un faisceau de lignes gemératrices et un faisceau de lignes directrices; ces
derniéres sont décrites par les différents points de la ligne génératrice
mobile. On peut alors définir la variété élémentaire o, relativement a
deux faisceaux de variétés élémentaires v, d une dimension de facon que

1) un élément de », appartienne & une variété », de chacun des
deux faisceaux [c’est 14 la propriété fondamentale des faisceaux envisagés],

(*"?) Habilitationsschrift (**); « Abh. Ges. Gott. », 13 (1866-7), éd. 1868, math. p. 134; Werke
(2° éd.), publ. par H. WEBER, Leipzig 1892, p. 273; trad. L. LAUGEL, Paris 1898, p. 281.
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2) une variété élémentaire quelconque », de 'un des deux faisceaux
et une variété élémentaire quelconque v, de l'autre faisceau aient en
commun un et un seul élément de wv,,

3) étant données plusieurs variétés v, de 'un des deux faisceaux,
ceux de leurs éléments qui appartiennent & deux variétés v, de l’autre
faisceau sont disposés dans le méme ordre sur 'une et ’autre de ces
deux variétés v,.

I’ensemble des deux faisceaux qui satisfont aux conditions 1), 2)
et 3) constitue un 7éseau dont les sommets sont les ¢léments de v,.
La dispositions en réseau de ces éléments de v, permet de définir le
concept du voisinage (ou entourage) d’un point d’une surface, le concept
de point-limite sur une surface, le concept de correspondance biunivoque
et continue entre deux variétés élémentaires v,, le concept de correspon-
dance biunivoque entre un faisceau continu de variétés », et une va-
Tiété v, sur laquelle il est situé, et d’autres concepts encore dont 1'impor-
tance est moindre [cf. § 21].

En s’appuyant sur ce mode de génération de la variété élémentaire v,
et sur les concepts qui s’y rapportent, on peut développer une théorie
des variétés v, dans laquelle on démontre aisément les propriétés con-
cernant la distribution de v, en parties limitées par des variétés w,
faisant partie du faisceau des variétés v, situées sur «,.

Toutefois la théorie des variétés élémentaires v, que ’on édifie ainsi
ne saurait avoir qu’un simple caractére hypothétique, car on n’apercoit
aucun moyen de construire effectivement sur v, un faisceau de variétés
élémentaires 34 une dimension v, distinet des deux faisceaux v, et v,
constituant le réseau dont on a parlé, sans faire appel au postulat de
Cantor sur Pexistence de ’ensemble spécial g du § 21 [cf. ITII 2, §§ 8 et 9].

En faisant appel & ce postulat on supprime la difficulté par l'intro-
duction sur », d’un systéme de coordonnées, autrement dit par une repré-
sentation biunivoque de v, sur une variété analytique (x, ¥) ce qui permet
d’obtenir une représentation sur le continuum analytique du faisceau v, .

On peut toutefois éviter 'emploi de ce postulat de Cantor en intro-
duisant, outre les conditions 1), 2) et 3), le postulat que voici:

4) Outre les deux faisceaux v, et v, constituant sur v, le réseau
dont on a parlé, il existe sur v, un troisitme faisceau de variétés v, qui
sont continues sur v, et coupent chacune une et une seule fois chacune
des variétés v, et chacune des variétés v, des deux premiers faisceaux.

On démontre en effet (278) que, une fois admise l’existence de deux
modes distincts de génération d’une variété v, par deux faisceaux de

(**) F. ENRIQUES, « Rend. Circ. mat. Palermo », 12 (1898), p. 222.
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variétés 4 une dimension formant réseau conformément aux conditions
1), 2) et 3), il y a une infinité de modes semblables de génération
de v,.

En s’appuyant sur 1), 2) 3), et 4) on peut représenter d’une fagon
biunivoque la variéié élémentaire v, sur la variété analytique (z, y).

Ceci fait, on obtient aisément une définition de v, convenant & une
étude systématique et compléte de toutes les variétés & deux dimen-
sions. Il suffit pour cela d’observer tout d’abord que le concept de voisi-
nage d’'un point et, par suite celui de point-limite sur une surface sont
indépendants de la notion des réseaux de cette surface qu’on a utilisée
pour définir ces concepts; ils appartiennent au concept de la variété o,
elle-méme. De 13 résulte que si 'on se donne un premier réseau sur ¢,,
on peut définir tout autre réseau sur v, en le rapportant au premier.
Mais si ’'on se donne seulement la variété o, elle-méme, cette indépen-
dance du concept de point-limite apparait comme exprimant une relation
entre deux distributions quelconques des éléments de v, en réseaux, et
cette relation constitue une partie des conditions permettant d’obtenir
la définition compléte cherchée des variétés v..

La définition génétique de v, résulte des postulats suivants qui earac-
térisent v,:

a) Les éléments de v, peuvent étre disposés en réseaux confor-
mément aux conditions 1), 2) et 3).

b) 8’1l y a deux distributions en réseaux des éléments de v, et si
pour la premiére de ces deux distributions ¢ représente le voisinage d’un
élément S, il existe nécessairement, pour la seconde de ces deux distri-
butions, un voisinage ¢, de 1’élément S contenu dans le voisinage o de
cet élément S.

¢) Sur v, il y a deuxr réseaux R,, R, tels que 'un des faisceaux
générateurs de R, coincide avec I'un des faisceaux générateurs de R, et
que chaque variété ¢; du second faisceau générateur de R, et chaque
variété v, du second faisceau générateur de R, se coupent en un et un
seul élément.

Ces considérations s’étendent aisément aux variétés 4 un nombre
quelconque n de dimensions. Pour chaque indice #, toute variété élémen-
taire v, est engendrée par m faisceaux générateurs de variétés élémen-
taires v,—;.

On peut essayer de définir le concept de la variété élémentaire v,
en se placant au point de vue actuel.

Il suffit pour celd de caractériser les propriétés qui se rattachent au
concept des environs d’'un élément de v, sans recourir au concept des
environs fondé sur la distribution en réseau des éléments de v, dont il
a été rendu indépendant par le postulat 4). Dans ce but on peut s’ap-
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puyer sur les postulats suivants & l’aide desquels D. HILBERT (*®) a
défini la variété v, en la rapportant au plan abstrait:

Le plan est un systéme d’éléments auxquels on donne le nom de
points. Chaque point A du plan détermine certains systémes partiels
de points auxquels il appartient lui-méme et qu’on appelle le vozsmagc
de A ou Ventourage de A.

Les points du voisinage ¢ d’un point 4 peuvent étre représentés
d’une fagon biunivoque par les points d’un certain domaine de Jordan
dans le plan analytique (x, y). On dit de ce domaine de Jordan qu'il
est une image des environs ¢ de A.

Chaque domaine de Jerdan contenu dans une image de o, et com-
prenant & son intérieur I'image du point 4, est une image du voisinage
déterminé ¢, du point 4.

Si Pon envisage diverses images des mémes environs ¢ de A4, la
correspondance de ces diverses images est biunivoque et continue.

Si B est un point déterminé des environs ¢ de A, o peut aussi &tre
envisagé comme formant les environs de B.

Etant donnés un voisinage ¢, et un voisinage o, d’un méme point A,
on peut toujours envisager un voisinage ¢ de 4 commun & o, et a o,.

Si A et B sont deux points quelconques du plan abstrait, on peut
envisager un voisinage ¢ de A qui contienne B.

I1 y a lieu de remarquer qu’en formulant ainsi ces postulats on envi-
sage comme concept primitif non défini, non seulement le concept du
voisinage d’un point, mais aussi celui d'une certaine représentation de ce
voisinage sur un domaine de Jordan. Ceci suppose qu’entre toutes les
correspondances (continues ou discontinues) pouvant étre établies entre
les deux variétés & deux dimensions envisagées (le voisinage de A et
son image) on fait un choix. Il faudrait donc formuler expressément
une regle déterminée précisant ce choix. Cette régle ne se trouve pas,
du moins explicitement, formulée dans le systeme de ). HILBERT; mais
D. HILBERT y supplée en supposant que la correspondance biunivoque
entre deux domaines de Jordan, images du méme voisinage, est con-
tinue. Une telle hypothése ne permet pas toutefois de reconnaitre si
un domaine donné de Jordan correspondant biunivoquement & un voi-
sinage ¢ d’un point A est, ou non, une image de ce voisinage, & moins
qu’on ne suppose déja connue a priori de quelque fagon wne image, au
moins, de o; or cette derniére hypothése revient &4 se donner dans le
voisinage du point A la distribution en réseau

& = constante , 9 = constante

et nous raméne done, en réalité, a la définition génétique de w,.

(") « Nachr. Ges. Gott. », 1902, p. 233; Grundlagen (*'), (3° ¢d.), p. 122 en note.
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Au concept de variété élémentaire ouverte v, se rattachent les con-
cepts de toutes les variétés connexes &4 deux dimensions.

Pour passer du concept de v, au concept de surface ou de variété
élémentaire & deux dimensions limitée par une ligne il suffit de modifier
le concept de v, d’une facon entiérement analogue a celle qui nous a
permis de passer du concept de v, a celui de V,. Cette analogie par-
faite nous dispense d’insister ici sur ces modifications. Nous désignerons
dans ce qui suit, par V, les variétés & deux dimensions correspondant
aux surfaces limitées par des lignes. ‘

On parvient au concept plus général des variétés & deux dimension
correspodant au surfaces fermées sans bords, et finalement au concept
le plus général d'une variété quelconque & deux dimensions par simple
juxtaposition d’un nombre fini de variétés V, dont les lignes limites sont
soudées convenablement.

Apreés avoir effectué ces soudures il faut toutefois faire abstraction
de la facon particuliere dont les variétés V', envisagées ont été engen-
drées et, & cet effet, exprimer par un postulat les relations existant
entre deux formations distinctes d’une méme variété V,.

Cela n’a pas encore été fait jusqu’ici en se placant, comme il con-
vient, au seul point de vue des principes de la géométrie. On s’est
contenté d’effectuer a cet égard quelques recherches d’un caractére plus
particulier, comme celles ayant pour objet de définir le genre de la va-
riété envisagée ou encore sa connexion.

Nous nous contenterons ici de faire remarquer que, & ce point de
vue, la propriété qui, pour les surfaces de 1’espace ordinaire & trois
dimensions, se traduit par le mot «unilatéral » et la propriété contraire
qui se traduit par le mot « bilatéral » apparaissent comme des propriétés
intrinséques des variétés & deux dimensions. A ces deux propriétés con-
traires correspondent respectivement (2%°) l'inversibilité du sens de rota-
tion autour d’un point et la non-inversibilité de ce sens de rotation (28!).

23. - Lignes tracées sur une surface.

Les recherches concernant le concept de la ligne tracée sur une sur-
face ou sur une variété & plus de deux dimensions et, plus générale-
ment, les recherches concernant le concept de la variété continue a m
dimensions faisant partie d’une variété continue & m 4 n dimensions se

(*°) Cf. F. KLEIN, « Math. Ann.», 9 (1876), p. 479.
(%81) Au sujet de ces considérations et de leur extension a des variétés & un nombre quel-
conque de dimensions, voir ’article III 6.
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rattachent tout naturellement aux recherches sur les ensembles con-
tinus que G. CANTOR définit comme des ensembles & la fois parfaits et
connexes (282).

On formule une définition compléte d’une ligne [variété élémentaire
v; (§ 21)] tracée sur une surface, en postulant (28%):

1) Pexistence d'une disposition continue [et, par suite aussi, de la
disposition contraire] & 1intériewr de la ligne;

2) que, si ’on se donne un point 4 de la ligne et un voisinage o
de A sur la surface, il existe toujours sur la ligne un segment [§ 21]
contenant le point A et entiérement situé dans o.

De ces deux conditions, la premiére se rapporte aux propriétés inté-
rieures de la ligne en tant que variété élémentaire continue v,, la
seconde & sa propriété extérieure (c’est-a-dire relative a la surface) par
laquelle la continuité intérieure de la ligne prend le sens de continuité
de cette ligne sur la surface.

L’ensemble des points rationnels d'un segment rectiligne dans le
plan et des points irrationnels d’'un segment rectiligne parallele au pre-
mier peut d’ailleurs étre disposé de facon que la condition 1) soit remplie
sans que, dans le plan de ces deux segments, la conditions 2) le soit.

On remarquera que la proposition 2) indique que la ligne est un
ensemble dense dans un intervalle (2#4) et que la condition de continuité
intérieure 1) y ajoute que cet ensemble est clos ou fermé (abgeschlossen)
en sorte que les conditions 1) et 2) réunies indiquent que l’ensemble
est parfait au sens de G. CanNTOR [cf. IT 1, § 21 note 288].

De plus, d’apres la condition 1), la disposition intérieure est telle
qu’il y a toujours, entre deux points quelconques de la ligne, une suite
de points intermédiaires, ce qui exclut les ensemble formés de plusieurs
parties continues séparées les unes des autres.

La définition de la ligne continue fermée (sans point double) tracée
sur une surface est entiérement analogue & celle de la ligne (variété
élémentaire continue v,) donnée au § 21. Le théoréme de C. JORDAN
[§ 20] s’applique (28%) & ces lignes et la réciproque de ce théoréme s’y
applique aussi comme ’a montré A. SCHOENFLIES (2%6).

(82) Voir les articles I 7 et II 2.

(**%) Voir F. ENRIQUES, Conjerenze di geometria (cours autographié), Bologne 1894-5, p. 45;
« Rend. Circ. mat. Palermo », 12 (1898), p. 222.

(*#4) G. CANTOR [« Math. Ann.» 21 (1883), p. 545; « Acta math.», 7 (1885-6), p. 105] dit
qu’un ensemble est dense dans un intervalle (in sicht dicht) lorsque chaque point de I’ensemble
situé dans cet intervalle est un point-limite de points de cet ensemble.

(*8%) F. ENRIQUES estime que ce théor¢me pourrait étre démontré cn s’appuyant seulement
sur la définition de ces lignes continues fermées. Il serait alors démontré que le théoréme de
C. JORDAN ne dépend aucunément du choix que ’on fait du systéme de coordonnées dans le plan.

(*¢) Cf. III 2, n° 8.
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Dans des recherches plus profondes concernant la décomposition
d’une surface par des ligne tracées sur cette surface, on est amené i
étudier le rapport de ces lignes avec les lignes coordonnées tracées sur
la surface. Nous nous contenterons ici de renvoyer & cet égard & ce
qui a été dit [§ 22] sur les lignes tracées dans un plan.

Lorsque, dans ce qui suit, on aura occasion de parler d’une ligne
analytique tracée sur une surface (ou sur une variété quelconque) on
supposera toujours qu’une double famille de lignes est donnée sur la
surface et y détermine un systéme de coordonnées curvilignes. C’est seu-
lement relativement & cette double famille de lignes que le fait pour
une ligne donnée d’avoir le caractére d'une ligne analytique acquiert un
sens déterminé.

PRINCIPES DE LA GEOMETRIE PROJECTIVE

24. - Postulats concernant une région de I’espace.

En étudiant systématiquement les propriétés graphiques des figures
sans faire intervenir de notion métrique, K. G. CHR. VON STAUDT (2#7)
a posé les fondements de la géométrie projective.

Dans une analyse critique de principes sur lesquels repose cette science,
F. K1EIN (2%®) a surtout insisté sur ce que la géométrie projective est
entiérement indépendante du postulat des paralléles: cela résulte déja
de ce qu’on peut y effectuer toutes les constructions dans une région
limitée de I’espace, convenablement choisie.

Les postulats de la géométrie projective dans une région limitée de
Pespace ont été analysés et formulés en toute rigueur par M. PASCH (28).

Si la région de l'espace que l'on envisage est limitée par un tétracdre,
ou par une surface convexe, il suffit de prolonger dans les deux sens,
a lintérieur de cette région, chacun des segments rectilignes qu’on y
peut concevoir, pour parvenir a la notion générale de ligne droite (en
tant que définie & l'intérieur de cette région).

Les propriétés caractéristiques des segments rectilignes énoncées au
point de vue actuel [§ 10], & I'exclusion toutefois de la continuité, et

(387) Geomeirie der Lage, Nuremberg 1847; Beitrige sur Geometrie der Lage (en 3 fascicules),
Nuremberg 1856-60.

(***) « Nachr. Ges. Gott. », 1871, p. 419; « Math. Ann. », 4 (1871), p. 573; 6 (1873), p. 112;
7 (1874), p. 531; 17 (1880), p. 52.

(%) Neuere Geom. (**); cf. G. PEANO, Principii (%).
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la propriété que « deux points déterminent un segment rectiligne » for-
ment le contenu des huit premiéres propositions fondamentales de
M. PAScCH: ce sont, si I’on veut, les postulats de la droite.

Viennent ensuite les postulats du plan, ou plutdét de la surface plane
dans la région limitée envisagée. Ils sont au nombre de quatre et con-
cernent la détermination du plan par trois points non en ligne droite,
la propriété du plan de contenir le segment rectiligne déterminé par
deux points arbitrairement fixés dans le plan, la propriété de deux plans
quelconques ayant un point commun d’avoir nécessairement un second
point commun, enfin la propriété d’une droite quelconque située dans
le plan d’un triangle ABC et rencontrant un des coétés de ce triangle
(e’est-a-dire un des trois segments rectilignes AB, BC ou CA) de ren-
contrer nécessairement un de ses deux autres cotés (2°). Cette derniere

(**°) Ces postulats sont d’ailleurs équivalents aux postulats I du n°® 9 et II du n° 10. Si
on leur adjoint le postulat de R. DEDEKIND sous la forme descriptive du n°® 13, on a un systéme
complet de postulats descriplifs pour une région limitée de 1’espace.

La réduction du concept du plan proposée par G. PEANO [« Rivista mat. », 4 (1894), p. 51]
une fois admise, les postulats descriptifs, dans une région limitée de 1’espace, abstraction faite
du postulat de la continuité, peuvent étre formulés de la facon suivante:

1) 11 y a unc infinité d’éléments & chacun desquels on donne le nom de point.

2) Dcux points distincts quelconques 4, B déterminent univoquement unc classe de points,
renfermant une infinité de points, classe a laquelle ils appartiennent eux-mémes et & laquelle
on donne le nom de segment joignant les deux points 4 et B, qu’on désigne par 4B. Deux point,
quelconques C et D du segment 4B déterminent un segment CD dont chacun des points appar-
tient au segment 4B. Si C est un point du segment 4B tout point D (autre que C) de ce segment
4B appartient soit au segment AC soit au segment CB mais ne peut appartenir & la fois & AC
et a CB.

3) Tout segment 4B détermine deux autres classes de points auxquelles on donne respcc-
tivement le nom de prolongement de AB au deld de 4 et de prolongement de 4B au dela de B.

Le prolongement de .41B au dela de B, par cxemple, est une classe de points tels:

a) que tout point de ce prolongement détermine avec B un segment auquel appartient B,

ﬁ ) que si C est un point queclconque de 4B, le prolongement de CB au dela de B coincide
avee le prolongement de 4B au dela de .,

V) que le prolongement de .4C au dela de (' est composé du scgment CB et de son pro-
longement au dela de B.

La définition du prolongement de 4B au dela de 4 est identique, & Vordre des deux
points 4, B pres.

4) Il n’y a pas de point appartenant & la fois & I’un et & 1’autre des deux prolongements
d’un segment. '

+La définition 3) du prolongement d’un scgment AB (au dela de B par ex.) peut aussi étre
formulée de la facon suivante [cf. F. ScHUR, Grundlagen der Geometric, Leipzig 1909, p. 11 apres
avoir formul¢ (1°) et (2°) comme plus haut:

3') Si C est un point de segment 4B distinct de B et si B appartient & un segment C'D,
le point C, donc aussi B, appartient au scgment 4D.

Définition du prolongement. Les postulats 1), 2), 3’') étant posés, on appelle prolongement
du segment 4B au dela de B I’ensemble des point D tels que le point I? appartienne a chacun
des segments AD.

A cette définition on joint encore le postulat:

3") Si C appartient simultanément aux deux segments 4B et 4D, ou bien le point B est
sur 4D, ou bien le point D est sur 4B.*

Définition de la droite. Une droite 4B se compose des points du segment AB et de ceux des
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propriété exprime, au fond que «la droite divise le plan en deux parties »
et elle postule, par suite, que le plan est une surface dont la droite est
une ligne [cf. § 21].

Dans ces postulats, les concepts de segment rectiligne et de surface
plane apparaissent comme primitifs (donnés empiriquement).

N

Pour passer de la notion d’un espace limité & celle de ’espace pro-
jectif il suffit d’adjoindre aux points qui composent 1’espace limité de
nouveaux éléments convenablement définis auxquels on a donné le nom
de points idéaux.

Ces éléments sont idéaux au méme titre que les points que 1’on sup-
pose communs & l'infini &4 deux droites paralleles (2°1). On les définit
en généralisant le concept de « gerbe de droites » qui, au sens primitif
du mot, représente 1’ensemble des droites passant par un méme point
donné de la région limitée de ’espace que I’on envisage.

Soient a et b deux droites situées dans un méme plan. Si chacune
des deux droites ¢ et d est située dans un méme plan avec a et dans
un méme plan avec b, les deux droites ¢ et d seront aussi situées dans

deux prolongements de ce segment 4B au dela de 4 et au dela de B.

5) A Vextérieur de chaque droite il y a des points.

6) Soient 4, B, C trois points non en ligne droite; désignons par D un quelconque des
points du segment BC et par D un quelconque des points du segment 4D. 11 y a sur 4B un
point F tel que E soit un des points du segment CF.

7) Soient 4, B, C trois points non en ligne droite. Désignons par D un quelconque des
points du segment BC et par I un quelconque des points du segment 4B. Les deux segments
AD et CF ont un point en commun.

Définition du triangle. Un triangle est formé par I’ensemble des points des segments obtenus
en joignant successivement trois points 4, B, C, non en ligne droite, & tous les points des seg-
ments BC, AC, AB.

Définition du plan. Un plan est formé par ’ensemble des points des droites obtenues en
joignant successivement trois points 4, B, C, non en ligne droite, & tous les points des droites
BC, C4, AB.

+F. ScHUR [Grundlagen (**), p. 7] ajoute encore:

8) A Vextérieur de chaque plan il ¥ a des points.

Définition de Uespace. L’espace est formé par ’ensemble des points de droites obtenues en
joignant d’une part successivement quatre points 4, B, C, D, non situés dans un plan, respecti-
vement & tous les points des triangles BCD, CDA, DAB, ABC, et d’autre part successivement
les points de segments 4B, AC, AD, BC, BD, CD a tous les points des segments CD, BD,
BC, AD, AC, 4AB.

A cette definition on joint encore le postulat: A l’extérieur de ’espace il n’y a aucun point.*

(*') G. BATTAGLINI [« Rendic. Accad. Napoli», (1) 6 (1867), p. 163; « Nouv. Ann. math. »,
(2) 7 (1868), p. 202, 265) a déja observé que, dans la géométrie de LOBACEVSKIJ, les points a I’in-
fini de la droite sont considérés comme reliés idéalement entre eux; F. KLEIN [« Math. Ann. »,
6 (1873), p. 130) remarque que les points idéaux sont, comme les points & l’infini, donnés par
des gerbes de droites et cette remarque est faite & nouveau par G. BATTAGLINI [« Giorn. mat. »,
(1) 12 (1874), p. 300].

La théorie compléte des points idéaux a été développée par M. PAScH [Neuere Geom. (%),
D. 40]. Voir aussi V. REYES Y PROSPER [« Math. Ann »., 32 (1888), p 157], M. PascH. [id. p. 159],
F. ScHUR [id. 39 (1891), p. 113], R. BoNoLA [« Giorn. mat. », (2) 7 (1900), p. 105].
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un méme plan. Cette proposition, démontrée par M. PAScH (2) sans
supposer que les deux droites a et b aient un point en commun, permet
de généraliser le concept de la gerbe de droites.

On appellera gerbe de droites 1’ensemble des droites, deux & deux
situées dans un méme plan, sans étre toutes dans un méme plan. Lorsque
les droites de la gerbe ne se rencontrent pas toutes en un méme point
de la région limitée de 1’espace envisagée, on dira que la gerbe est impro-
pre pour cette région et que ses droites ont en commun un point idéal.

De la les concepts de point idéal, de droite idéale, de plan idéal, rela-
tivement & la région limitée de I’espace envisagée (293).

L’introduction des éléments idéaux permet d’énoncer les propriétés
concernant la détermination des droites et des plans au moyen d’en-
sembles de points, et les propositions concernant les intersections des
droites et des plans, sans avoir besoin de modifier ces énoncés dans
certains cas particuliers.

Mais cette introduction d’éléments idéaux nous oblige & modifier la
notion intuitive que nous avons de la droite: par adjonction des points
idéaux cette ligne apparait plutot comme une ligne fermée que comme
une ligne ouverte.

Notre intuition journaliere de l’espace se trouve ainsi modifiée; le
concept de Pespace ordinaire est remplacé par celui de 'espace projectif.

25. - Postulats de I’espace projectif complet.

On peut aussi parvenir au concept de l’espace projectif par une voie
enticrement distincte de la précédente.

L’intuition visuelle peut, en effet, par simple abstraction, nous amener
4 ce concept. Nous n’examinerons pas ici les difficultés que cette facon
de procéder présente au point de vue psychologique. Notre but sera
plutét de montrer comment, en supposant le concept de ’espace entic-
rement acquis, le géometre peut développer un systéme de postulats
élémentaires caractérisant ’espace projectif (2°4).

(**?) « Math. Ann.» 32 (1888), p. 159.

(2%) «Le fait quec ces éléments idéaux peuvent étre introduits sans fairec usage du postulat
sur lequel on s’appuic pour énoncer le théoréeme fondamental de la projectivité [§ 27 v] est
important (Note de F. ScHUR).*

(**%) A cet ordre d’id¢es appartiennent les recherches de F. AMODEO [« Atti Accad. Torino »,
26 (1890-1), p. 741], G. FaANO [« Giorn. mat. », (1) 30 (1892), p. 106], F. ENRIQUES [Conferenze di
geometria (cours autographié), Bologne 1894-5, p. 5 (n° 3)), M. PiERI [« Atti Accad. Torino »,
30 (1894-5), p. 607; 31 (1895-6), p. 381, 457; 32 (1895-7), p. 343; « Reale Ist. Lombardo, Rendic. »,
(2) 31 (1898), p. 780; « Memorie Accad. Torino » (2), 48 (1898), p. 1]; B. LEvI, [id. (2) 54 (1904),
p. 278]. On peut aussi consulter H. THIEME, « Progr. », Posen 1900.
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Les postulats caractérisant ’espace projectif appartiennent & deux
groupes bien distincts:

a) Les postulats relatifs a la determination de droites et de plans et
aux intersections des droites entre elles, des plans enlre eux ow des droites
et des plans.

Parmi ces postulats il faut signaler tout d’abord celui d’aprés lequel
« deux points déterminent wne droite », c’est-a-dire un ensemble de points
d’ailleurs tout aussi bien déterminé par deux quelconques de ses points.

Le plan (complet) peut étre engendré en projetant d’un point extérieur
T’ensemble des points d’une droite.

Le postulat fondamental du plan peut étre énoncé de diverses ma-
niéres. M. PIERrI (**°) 'a énoncé sous la forme tres simple que voici:

«Soient A4, B, C' trois points non en ligne droite. La droite déter-
minée par A et par un point fixé arbitrairement sur la droite BC et la
droite déterminée par B et par un point fixé arbitrairement sur la
droite ¢4, ont un point commun (3%°) ».

De 13 résulte la propriété du plan complet dans l’espace projectif
de contenir la droite complete déterminée par deux quelconques des
points de ce plan et aussi la propriété, pour deux droites d’'un méme
plan, d’avoir toujours un point commun.

De méme que le plan peut étre engendré par projection centrale
d’une droite, de méme l’espace projectif peut étre engendré par pro-
jection centrale d’un plan. Pour parvenir ainsi au concept de ’espace
projectif ordinaire il faut alors postuler que par projection on épuise
Pensemble de tous les points et admettre, & cet effet, qu’une droite et
un plan ont toujours un point commun. Ce dernier postulat équivaut
a celui d’apres lequel, dans la région limitée de l’espace envisagée au
§ 24, deux plans qui ont un point commun ont nécessairement un second
point commun. Son réle est de limiter & trois le nombre des dimen-
sions de ’espace projectif.

En faisant abstraction de ce postulat, on engendre encore, en effet,
par projection centrale d’un plan, un espace projectif S; & trois dimen-
sions, mais rien n’empéche d’admettre qu’il existe un point au moins
hors de §;. Si de ce point on projette S; on engendre un espace pro-
jectif S, & quatre dimensions, hors duquel on peut encore admettre qu’il
existe un point au moins, et en continuant ainsi on parvient & un espace
projectif §, & un nombre quelconque n de dimensions.

Cette génération récurrente d’espaces projectifs & n» dimensions a

(**%) « Memorie Accad. Torino » (2) 48 (1898), p. 16.
(**%) L’énoncé que F. SCHUR [Grundlagen (®!), p. 7-9] donne d’aprés E. H. MoORE [« Trang,
Amer. math. Soc. », 3 (1902), p. 147] postule moins que 1’énoncé de M. PIERI.
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été exposée par G. VERONESE (7). En y adjoignant les postulats b)
dont il va étre question, relatifs au caractére linéaire de la droite et
au caractére superficial du plan, I’espace 8, apparait comme une variété
particuliére & n dimensions dont la propriété caractéristique est exprimée
par le postulat du plan convenablement modifié pour n > 2.

b) Les postulats relatifs aux propriétés linéaires de la droite et aux
propriétés superficielles du plan.

La droite de 1’espace projectif est une ligne fermée; ses points sont
rangés en un ordre cyclique [§ 22].

La propriété du plan d’étre une surface dans laquelle les droites
sont des lignes peut &tre énoncée au point de vue génétique en postulant
le caractéere projectif de la disposition cyclique des points de la droite (29%).

De ce postulat et de celui d’aprés lequel « deux droites d'un méme
plan ont toujours un point commun'», il résulte que le plan projectif
est une surface a un sens (2%).

On peut remarquer, & ce propos, que la différence qui se manifeste
a cet égard entre le plan métrique ordinaire euclidien et le plan pro-
jectif ne se retrouve pas quand on passe des variétés & deux dimen-
sions aux variétés & trois dimensions.

Dans D’espace projectif aussi bien que dans l’espace métrique ordi-
naire euclidien il y a toujours deux sens hélicoidaux non réductibles
I'un & autre.

26. - Coordonnées projectives.

Les postulats du § 24 ou les postulats équivalents du § 25 permettent
de représenter les points de l’espace projectif au moyen des rapports
de quatre coordonnées homogénes et cela de fagcon que chaque plan
soit représenté par une équation du premier degré. On a donné i ces
coordonnées homogenes le nom de coordonnées projectives.

Dans l’espace ordinaire (euclidien ou non euclidien) on obtient un
systéme de coordonnées projectives en fixant un tétracdre fondamental
et un point-unité E. Pour obtenir les coordonnées projectives d’un
point P on mene un plan par ce point P et chacune des six arétes d;
du tétraedre fondamental et I’on détermine ’intersection P, de ce plan

(*7) 11 en sera question dans Vairticle III 26.

(***) Voir F. ENRIQUES, Lezioni geom. proicttiva (*), p. 27; ¢d. allemande par H. FLEISCHER,
Vorlesungen iiber projektivische Geometrie, Leipzig 1903, p. 24.

(***) L. ScHLAFLI dans F. KLEIN, « Math. Ann.», 7 (1874), p. 550; W. FIEDLER, Die dar-
stellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometric der Lage, (2° éd.), Leipzig 1875,
D. 549, 739; (3° éd.) 3, Leipzig 1888, p. 62, 75, 102-9. Cf. n°® 22, 30.

F. ExriQurs - Memorie scelte di Geometria, 111. 6
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et de ’aréte d, du tétraeédre opposée & d,;; on dit de ce point Py
qu’il est la projection de P sur D'aréte d;:. On projette de méme le
point-unité E sur les six arétes du tétraédre. On obtient ainsi sur chacune
de ces six arétes d; quatre points: les deux sommets 4;, 4, du tétraédre
et les projections P; et E; de P et de E. Ces quatre points rangés
dans I’ordre indiqué déterminent un rapport anharmonique

(4., Ax, Py, Ey);

on appelle coordonnées projectives x,, ;, x;, x, du point P quatre nombres
dont les rapports sont précisément égaux aux six rapports projectifs
ainsi définis sur les six arétes du tétracdre, en sorte que, pour j dif-
férent de k, on a

‘_—(AHAM s Iy (jak:]727374);

&

les propriétés fondamentales des rapports projectifs montrent aisément
que ces relations concordent et définissent les quatre nombres ay, x,,
@3, ¢, & un méme coefficient de proportionnalité pres (*°°).

Dans ’espace projectif la méme construction permet encore de dé-
finir les coordonnées projectives d’'un point quelconque P, pourvu que
Pon ait soin de définir le rapport anharmonique, ou comme dit K. G. CHR.
VON STAUDT, le quaterne (Wurf) de quatre points d’une droite, rangés
dans un ordre déterminé, comme un nombre, sans que dans cette défi-
nition intervienne la notion de longueur d’un segment, notion qui n’a
aucun sens en géométrie projective.

La définition graphique du rapport projectif se mttache, comme 1’a
montré K. G. CHR. VOX STAUDT (*!) au calcul des quaternes qui lui
est dit et que J. LUROTH (*2) a complété et systématise.

La définition graphique du rapport anharmonique s’étend d’ailleurs

(*°) A. F. MOBI1US [Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, chap. 3; Werle, 1, Leipzig 1883,
p. 54] a été amené a introduire ce systéme de coordonnées projectives (le plus général que I’on
puisse concevoir) en remarquant que les rapports de ses coordonnées barycentriques aux coor-
données respectives d’un point fixe (lc point-unité) s’expriment au moyen de rapports anhar-
moniques.

On peut consulter, au sujet de ces coordonnées, W. FIEDLER, « Viertelj. Naturf. Ges. Ziirich ».
15 (1870), p. 152-82; Darstellende Geom. (**), (2° éd.), p. 549, 739; (3° éd.) 3, p. 69, 75, 102-9.

Au sujet de l’introduction des rapports anharmoniques en géométrie non-euclidienne, voir
F. KLEIN, « Math. Ann., 6 (1873), p. 129.

(1) Beitrdge zur Geometrie der Lage, 2, Nuremberg 1857, p. 261. Cf. W. R. HAMILTON, Ele-
menls of qualernions, London 1866, p. 24, 62; W. FIEDLER, Darstellende Geom. (3*°), (3° éd.),
3, p. 31.

(*?) « Math. Ann.» 8 (1875), p. 145.
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aux points imaginaires pourvu que ’on tienne compte du concept d’in-
volution.

Dans le cas de points réels on peut définir graphiquement le rapport
projectif

(4, B, C, P) )

de quatre points d’une droite donnée pris dans un ordre déterminé, de
fagon & ramener cette définition & la mesure ordinaire des longueurs.
Il suffit, pour cela, d’envisager C comme §’il était le point & D'infini
de la droite donnée. Les points P pour lesquels le rapport projectif
(4, B, C, P) a une valeur rationelle r appartiennent alors nécessairement
a la suite harmonique déterminée par A, B et C comme on l’explique
au § 27; les constructions répétées du quatrieme harmonique & trois points
donnés & l'aide desquelles on les obtient dépendent de la valeur de r.
Les points P pour lesquels le rapport anharmonique (4, B, C, P) a une
valeur irrationelle s’obtiennent ensuite par un passage & la limite (303).

K. G. CHR. VON STAUDT a étendu ces résultats au cas ou les éléments
envisagés sont imaginaires [cf. III 8].

27. - Remarques concernant les propositions fondamentales
de la géométrie projective.

Du systéme de postulats du § 24 et aussi de celui du § 25, on peut
déduire toute la géométrie projective (*°4). Nous nous contenterons de
faire ici quelques remarques concernant la dépendance dans laquelle se
trouvent les principaux théorémes de cette géométrie avec les postulats
en question.

o) Théoréme de Desargues (°3). — Si deux triangles ABC, A'B'C’ sont

(*°?) Voir par ex. R. DE PaoLris, « Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat.», (3) 11 (1881),
p. 491; ¥. ENRIQUES, [Lezioni geom. proiettiva (¥*), (1™ éd.), p. 348 (appendice); éd. allemande (**®)
Anhang; « Rendie. Circ. mat. Palermo 4, 12 (1898), p. 222] met en évidence la fagon dont I’intro-
duction des coordonnées projectives dépend de la considération de la projectivité de deux espaces
projectifs abstraits.

(**4) Voir ’article III 8.

(**%) xLe théoréme a été publié pour la premiére fois par A. BOSSE [Maniére universelle de
M. Desargues pour pratiquer la perpsective, Paris 1648, p. 340]. L’exposé de A. BOSSE a été ré-
imprimée par N. G. POUDRA, dans les Oeuvres de Desargues, 1, Paris 1864, p. 413-5. G. DESARGUES
démontre le théoréme d’abord pour deux triangles situés dans 1’espace (& peu prés comme on
le fait dans les traités contemporains) puis pour deux triangles situés dans le méme plan en
g’appuyant sur le théoréme des transversales auquel on donne parfois le nom de théoréme de
Ménélas (Note de G. ENESTROM).*
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tels que les trois paires de cotés
AB, A'B'; BC, B'C'; CA, C'A’
se coupent en trois points en ligne droite, les trois droites
AA’, BB', OC'

sont concourantes. Et réciproquement.

K. G. CHR. VON STAUDT (%%¢) a démontré ce théoréme en effectuant
des constructions dans ’espace et en ne s’appuyant que sur les postulats
de Pappartenance.

F. KLEIN (7) a appelé ’attention sur ce que le théoréme de De-
sargues ne peut étre démontré, en s’appuyant sur les postulats de la
géométrie projective, qu’a ’aide de constructions effectuées dans ’espace.
Si, en effet, on pouvait le démontrer en s’appuyant uniquement sur les
postulats de la géométrie plane, sans quitter une région limitée du plan,
il en résulterait qu’étant donnée sur une surface quelconque une famille
de lignes dont une et une seule passe par deux points arbitrairement
fixés sur la surface, il suffirait de choisir convenablement sur cette sur-
face un systéme de coordonnées curvilignes (%, ) pour obtenir une repré-
sentation de la famille de lignes envisagées par des équations du premier
degré en u, v. Or il n’en est pas ainsi, comme on le voit immédiatement
en envisageant la famille des lignes géodésiques d’une surface & cour-
bure variable; comme ’a montré E. BELTRAMI (3°¢) ces lignes ne peu-
vent étre représentées par des équations du premier degré quel que soit
le systéme de coordonnées curvilignes fixées sur la surface.

D. HILBERT (**°) a constitué par des procédés élémentaires une géo-
métrie conventionnelle du plan complet dans laquelle le théoréeme de
Desargues ne s’applique pas, bien que tous les postulats projectifs y
soient satisfaits. On voit donc qu’en géométrie projective pure le théo-
reme de Desargues ne découle pas des postulats du plan; il ne découle
que des postulats de l’espace a trois dimensions.

Il n’en est d’ailleurs plus ainsi lorqu’on introduit en géométrie pro-
jective les concepts métriques en posant les postulats de la congruence:

(%) Geomelrie der Lage, Nurcmberg 1347, p. 52. G. DESARGUES lui-méme (3°%) en avait
donné une démonstration métrique.

(*7) « Math. Ann.», 6 (1873), p. 112-45.

(*°*) « Ann. mat. pura appl. », (1) 7 (1865), p. 185 [cf. III 33 et 34].

(*®) Grundlagen (*"), (2° éd.), p. 49 (§ 23).

Au sujet de la géométrie non désarguienne, voir aussi F. R. MOULTON, « Trans. Amer. math.
Soc. », 3 (1902), p. 192.
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On peut alors en effet démontrer le théoréme de Desargues dans le plan
(sans effectuer de constructions dans l’espace [cf. § 18]).

D. HILBERT a aussi remarqué qu’inversement le théoréme de De-
sargues dans le plan permet de se passer completement des postulats
de Vespace dans la démonstration des propriétés des figures du plan
projectif (319).

B) Sur la séparation des points conjugués d'une division harmonique. —
Le fait de cette séparation des points conjugués par 'un ou l'autre des
deux autres points de la division harmonique est établi par K. G. CHR.
VON STAUDT en faisant appel & une notion qui n’est pas purement gra-
phique, 1a notion d’un angle solide (ayant pour arétes des demi-droites
concourantes) considéré au point de vue métrique.

La démonstration que M. PASCH (*!') a donnée du méme théoréme
présente une lacune; elle n’exclut pas, en effet, la possibilité pour le
quatriéme harmonique & trois points donnés, de coincider avec 1’un de
ces trois points. G. FANO (3'2) en a conclu qu’il y avait lieu d’intro-
duire ici un nouveau postulat. Il n’en est rien cependant comme il
résulte nettement de la démonstration du méme théoréme donnée par
F. ENRIQUES (*1?): cette démonstration repose essentiellement sur la
disposition des points sur la droite et sur le caractére projectif de cette
disposition sans que la continuité intervienne en aucune facon, en sorte
que le théoréme dépend uniquement des postulats projectifs que l’on
vient d’énoncer.

y) Sur le théoréme fondamental de la projectivité, ou théoréme de Staudt:

« La projectivité de deux droites est entiérement déterminée par
trois paires de points homologues ».

L’étude de la correspondance particuliére entre les points de deux
plans & laquelle on a donné le nom d’homographie (plane) [collinéation
(plane)], correspondance dans laquelle & chaque droite du premier plan
correspond une droite du second plan et inversement, a amené K. G. CHR.
VON STAUDT (314) & définir la projectivité entre droites, ou plus générale-
ment entre formes de rang un, comme une correspondance biunivoque dans
laguelle o toute division harmonique correspond une division harmonique.

La construction de figures projectives a ’aide de projections et de

(*1°) L’emploi d’espaces projectifs S, & un nombre dc¢ dimensions n > 3, dans le but de
démontrer les propositions concernant I’espace projectif S; & trois dimensions, n’aboutit & aucun
résultat qu’on ne pourrait déduire directement des postulats de la géométrie projective de I’espace
S, lui-méme. Cf. C. SEGRE, « Rivista mat. », 1 (1891), p. 42-66.

(311) Neuere Geom. (**), p. 85.

(***) « Giorn. mat. », (1) 30 (1892), p. 106.

(1%) « Reale Ist. Lombardo, Rendic. », (2) 27 (1894), p. 560 [cf., §§ 7,8 (*"))]; Leziont geom.
protettiva (*7), (1™ éd.), p. 58.

(314) Geomelrie der Lage, Nuremberg 1847, p. 49 (§ 9).
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sections repose alors sur le théoréme fondamental cité au début de ce
numéro. K. G. CHR. VON STAUDT en rameéne d’ailleurs la démonstration
dans tous les cas & sa démonstration dans le cas ou les deux formes
envisagées sont deux ponctuelles projectives ayant méme support. Dans
ce cas particulier, le théoréme se r